FRONTIERE DE FURSTENBERG . PROPRIETES DE COMTRACTION
ET THEQREMES DE CONVERGENCE,

Yves GUIVARC'H et Albert RAUGI

Soit € un groupe de Lie semi-simple connexe. Soient i une mesure de

probablilité sur les boréliens de G et {Yi}i>1 une suite de variables aléatoires

indépendantes et de loi ¥ sur G. Nous nous proposons d'étudier le comportement

asymptotique du produit Xn = Y1"'Yn'

Ce probléme a &té abordé par divers auteurs, citons Furstenberg,Kesten| 7,91 ,
Tutubalin ([25 ] ), Virteser ([56 ] ), Raugi ([ 1% ]). Dans ces articles, on suppose
que u  est absolument continue par rapport 4 la mesure de Haar de G ( ou que plus
généralement u est &talée ([ 1 ]) ), ou encore [ 9 ] que les Y, sont positives.

Notre &tude , faite sans hypothdse d'&talement ni positivité, prévise
les travaux précédemment cités. Pour illustrer les résultats obtenus, considérons,
par cxemple, le cas du groupe G = Si{d, R) des matrices carrées réelles d'ordre d
de déterminant 1.

v

Désignons par N{resp. N) le groupe des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) ayant des "1" pour &éments diagonaux ; par K le g}oupe s0(4d)
des matrices orthdgonales (i.e tM = M_1) de déterminant 1. Alors nous savons que

tout élément g de G s'écrit de fagon unique :

g = ulg) eb(g)'k(g) avec blg) = diaé(bl(g),...,bd<g))

- (décomposition d'Iwasawa)

avec u(g) € N,k(g-) € sc(d), i € (1,...,4}, bi(g) €ER et | 'bi(g) =0
1=

D'autre part, tout élément g de G s'écrit

g = k, ec(g) k, avec clg) = diag[c1(g),...,cd(g)] (décomposition polaire)




Les reels ci(g) , 1<i<d , sont déterminés de fagon unique par g tandis que le
couple (k1,k9) n'est pas unique.
(g) , alors les autres décompositions polaires de g

)

d

's'obtiennent en remplagant le couple (k1 »K

Lorsque c1(g)< ...< ¢

) par un couple (k1m, n 'k

2 2

)esa(d, R) : €. =2* 1}

“avec m € M={_diag(e1;...‘,ed {

Soit f1,... , T la base canonique de ]Rd. Pour tout 1 € {1,...,d-1},

d

nous appelons H. le sous—groupe fermé de G qui laisse invariant le (d-i)-vecteur

£.,qN\--- Ny . Nous avons H, = {((a.Rk)):f St(d, R) : ag =0, Le{1,...,i},
k € {i+1;...,d}k ; et l'espace homogéneG/H' s'identifie 4 l'espace des sous-
i
espaces de dimensions (d-i) de ]Rd . .
Si 8 est un sous-ensemble de T = {1,...,d-1} , nous posons ge = G
si 8 = = et %’6 =i269 Hi si 8 #%& ; en particulier Hi = %ﬁ_(i}-

Les espaces homogénes (‘}/\, , 8C = » sont des espaces de drapeaux. Par exemple,

—t . . . . < . s
lorsque L -6 = {i .,1 } oavee i oo lly 1'espace homogene G/% s'identifie
8

1 2 1
d& l'espace des 4- uples de sous-espaces de IRd (Ei ,...,Ei ) tels que
2 1
dm}zi_;d-lj et B, C E, > JE€ {1,...,0}
J J+1 J

Aprés ces préliminaires algébriques, donnons nous une mesure de probabilité
u  sur les borg&liens de G. Nous appelons GU[ resp. 'I‘L| ]}  le sous-groupe
[ resp. le semi-groupe] de G engendré parlec supportdeu.Nous faisons sur y

1'hypothése (") suivante



(H) G, et ses sous-groupes d'indice §inl , agissent de fagon iwéductible surn

8y . Autrement dit G, ne Laisse pas invariant une riunion finie de sous-espacesd

propres de r® .

4 .
Les résultats &s'énoncent alors en deux parties

A- Comportement de Xn en coordonnées d'Iwasawa et polaires

Posons
8 = 8, ={i€ {(1,...,a-1} : sup [ciﬂ(g) -;ci(g)l < +w }
geT
) U
I1 est clair que & = T si et seulement si -Tu = Gu est compact.
D'autre part dés que le semi-groupe Tu contient une matrice dont les valeurs
propres sont réelles et distinctes , 9 = @;ce qui est le CéS-Si'iTﬁ_= G.

On a aussi 8 = ¢ si Tu contient un réseau, c'est-d-dire un sous—groupe discret

de co-vdume fini ou.encore si Tu est d'intérieur non vide [ 6 ].

Nous montrons qu'il existe sur l'espace homogéne Xu = Q4¥ une unique
)

mesure de probabilité ¥ -invariante (i.e. telle que u Xv=y) ; et la suite
de mesures {ex ¥ v} ns1 converge vaguement ,p.s. , vers une mesure de Dirac €y
n 2
.- . . . . . AN ¢ _t?
Par tranhsposition, 11 s'ensuit qu'il existe sur Xu = gs (avec Pe = 8 )
s . ~ . v v
une unlque mesure de probabilité u-invariante v (i.e. telle que VU = v )
telle que
. e -
lim v 4 Y1 e?
e A

De ces convergences on déduit, pour le produit Xn’ le comportement

suivant

i) Les images dans Xu des composantesk1(xn) et u(Xn) convergent p.s. vers Z.

Autrement dit pour tout i € I, - 8, les suites de v.a. {k (Xn)(f. N... nfd)}

1 i+1
et U(Xn)(fi+1hh-.Pfd)} , 4 valeurs dans 1l'espace des sous-espaces vectoriels de

dimension {d-1i) deﬁmd, convergent p.s.



ii) sup sup |bi(X ) - ci(xn)l <tm; et pour tout 1 € T -g, les suites

{(bi - bi+l)(xn)} et {(ci - Ci+1)(Xn)} convergent p.s. vers (-w).

iii) Les images dans X descomposanteskg(yn,_,y1) et k(Y ...Y,) convergent
"]
p.s. vers 2 ; et par suite les images dans X, descomposanteskz(xn) et k(Xn)
v )
convergent en loi vers v . Autrement dit, les suites de v.a. , (i€ L - 8)

{e /A ..ih e.) k(X )} et {(e1A coo A ei) k(X )} , & valeurs dans l'espace des

1 2''n n
. . . . %Rd
sous—espaces vectoriels de dimension i de = {(ulg,...,ud) : uiE R},
convergent en loi [(Q(,-..,éd) désigne la dase canonique de tIBd].
1/ .
En particulier, lorsque eu = ¢ , la composante u(Xn) converge p.s. ;
1'image de k1(Xn) dans Ky converge p.s. ; et les images de kZ(Xn) et k(Xn)

dans M\F convergent en loi.

Supposons, outre 1'hypothdse: (H) que / Log|| gl u(dgl< +=.

. . 1 1
Alors pour tout i € {1,...,d} , les suites (7 bi(Xn)} et { 7 Ci(n)} convergent p.s.

vers des réels ki vérifiant :

Ai<)‘i+1' siies-3g¢, A Lh1

1}
>

d
si i eg et ) A, =0

Lorsque Gu n'est pas compact (i.e. & # Z: ), on a donc nécessairement A1 < 0 et

Xd> Q.
Ces résultats contiennent les th8orémes de Furstenberg qui portent sur la
croissance exponentielle des vecteurs lignes de Xn et sur la décroissance

exponentielle des angles de ces vecteurs [ T ]



. ., . 1
En effet, on voit aisément : d'une part que les suites{ = Log][uxnll} , u€ t md,

et { % Log ”Xn|[} convergent p.s. vers {1; d'autre part que les suites

] “an A vXn[] HRd P -
t o Log Tﬁﬁg:j(j;ﬂ:ﬂ } s u,ve , 4 et v non colinéaires, convergent p.s.

). 4. est strictement positif dés que G n'est pas compact et

o (A
vers ( d

~-A
d-1 d
(A - Ad) est strictement négatif si  sup [cd_1(g) - cd(g)l = +. &

d-1
ge T,
Ces résultats peuvent s'interpréter géométriquement dans un compactifié naturel 9&
étudié par C.C. Moore [ 18 ] : si 8 =@ , 1'image canonique de Xn dans 92
converge vers un point frontire d'un type particulier et on peut préciser, en

coordonnées polaires ou holosphériques, le comportement des diverses composantes

En fait, l'espace (}% s'identifie & l'espace des ellipsoides deZRd s
centrés en O, de volume unité et les résultats précédents donnent le comportement

asymptotique de l'image de la boule unité par X,

Une autre conséquence des résultats précédents concerne les exposants de

Liapunoff du cocycle dé&fini par Xn[20 ] dans le cas ol 6 = § et

. e s %
SH u(dg) < +w: considérant les Yk comme définies sur l'espace G des

. s . . e e e 2
suites bilatdres muni du shift & et de la mesure produit infina U, on peut

[G Log

trouver une application ¢(w) de ¢® dans G&(d, R) ‘telle que Log|| ¢(w)]] soit
intégrable et que X, s'écrive sous la forme

-1
X_(w) = ¢(w)D_(w) ¢ 0 §"(w)
n n
od D est diagonale et vérifie

) 2/n Nooh "4
lim Dn = diagle , e ",...,e )

n-++w
c'est-d-dire que X, se comporte de maniére analogue aux itdrées d'une matrice

diagonale & termes diagonaux distincts.



L'ensemble de ces résultats est obtenu en utilisant de manidre essentielle
la proximalité de:'l-'action de G sur l'espace des drapeaux, proximalité mise en &vidence
en | 8 ] , et qui permet de montrer la convergence vers une mesure de Dirac de

la suite de mesures Ex * v . Une hypothése de moment permet alors de préciser,
n

grice au théoréme ergodique, ce résultat qualitatif ce qui fournit le comportement

exponentiel des normes des vecteurs lignes et des angles entre vecteurs lignes.

B - Comportement des coefficients de Xn

«S. .
Nous avons vu que X . v P ¥ €y, nous nous intéressons 3 présent 3 la

converkence des suites Xn.u, ue G/ée
Sous 1l'hypothése (H), nous montrons que pour tout u € G/@e la suite (Xn.u}
converge e;l probabilité vers Z.
Supposons, outre 1l'lrypothése (H) que [G Hg”au(dg) <+w pour tout g > O

(ou plus généralement pour un certain o > 0). Alors pour tout u € G/?, ,
8

la suite {Xn.u} converge p.s. vers Z.

Pour prouver cette seconde affirmation, nous montrons que la mesure \
(dont on sait seulement qu'elle existe) , intégre certaines fonctions non bornées

génfralisant les potentiels logarithmiques.

Appelons aij(n) , i,j € {1,...,4} , les coefficients de la matrice X

Supposons que yu vérifie 1'hypothése (H),que sup ] .Cd_T(g) - Cd(g){= e
g el
et que f [[g”au(dg) < 4+ pour un certain «>0. Des résultats précédents on
G

déduit, pour le produit Xn’ le comportement log-normal suivant

i)Vi,j , ﬁLoglaij(nH M;,)\d

ii) I1 existe des réels > 0, C eto , téls que

tog laij<n>l - nkd <t, - 4 ¢ W
sup sup|B [ 7= -] - = e aul
tER 1i,] arn :

A
(@]



Pour obtenir ce type de résultat on observe selon [ 16 ] que la chaine‘de
Markov définie par X;1 sur l'espace des drapeaux vErifie des propriétés de
contraction conduisant i la quasi-compacité des opérateurs correspondants dans des
espaces de fonctions Lipchitziennes ; ceci résulte des propriétés particulidres du
comportement asymptotique de Xn' Créce aux informations obtenues sur la mesure
stationnaire v , on peut alors controler les diverses composantes de Xn en

coordannées polaires et réduire le comportement des coefficients 3 celui de la

partie diagonale de Xn.



1. PRELTMINAIRES ALGEBRIQUES.

Nous donnons ci-dessous une description deys dfcompositions df fwaswa,
de Bruhat et polaire, d'un groupe de Lie semi-simple. Celbe description résame

-des résultats classiques, exposés, par cxcmple, dans [A%3 .

Soit G un groupe de Lie ayant (@, [.]) pour algdbre de Lic. Youn appelons

ad la représentation adjointe de G {i.e. ad X(Y) = [X,¥], ¥x,v € Q). Hous .dlsous

que G [resp.G ] est semi-simple si la forme de Killing

B(X,Y) = tr{ad X ad Y) , (X,y € G ),

e s s
est non dégénéree.

—

.1 Lorsque G est une algébre de Lie semi-simple il existe des Jdéeomposition:
[ 1 i

* 3 B

[

= K ®P de Gen la somne directe d'une sous-algdbre X et d'un qousariace

Jae

P

verifiant

Ll 2
i1) La restriction de la torme de Killing & K Jresp. AP | et ddvinie 1éan-

- -
tive (resp. définie positive). X et P sont orthogonaux pour R,

Ces décompositions sont dites de Curtan.

N .o . . - : .
[Par exemple @i Q.= 58 (d,K) =1 mabrices carrdos Jd'orire g 3 coet e tent o
dans K (=R ou €) dv trace nullel, ou plus glndrnlement. 0 G ot e alptbre e
- . . M o by
Lie semi-simple auto-adjointe de matrices (i.c. X € G > X€ G, aiors 1n ddcom=-

position d'une mitrice en La somme Jd'une matrice antlhermiticnne et d'une matrice

hermitienne est une décomposition de Cartan].
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’
Du fait que la forme de Killing est d&finie négative sur K@ 1 P

il résulte que l'algdbre de Lie de matrices ad( K ® iP °) est la conjuguée par
L}
un &lément de GL(dim. G, €) d'une sous-algébre de Lie de 1'algébre de Lie des ma-
. . S, . . . e N
trices antihermitiennes. Autrement dit, il existe une base de la complexifiée @

2 v, . .
de<3 dans laquelle les matrices ad X, X € K (resp. X € P) sont antihermitiennes

(resp. hermitiennes).

A ¢
Choisissons une sous-algdbre ab&lienne maximale A de P . Il existe alors

. . .
une base de G dans laquelle les matrices de ad A sont diagonales. Les éléments

.
diagonaux de adA. définissent des formes lindaires réelles sur A appelées racines.

Appelons A l'ensemble des racines et, pour tout o € A, posons

3 <

¢
G, = {xe€ G : ad H(X) = a(H) X, ¥H € A} , nous obtenons la décomposition

‘o- L
= ® G .
ce &8 @

Appelons 0 1l'automorphisme involutif de C défini par o(X) = X si

’ ] ) .
X€Pet glX) =-XsiX €K .. On vérifie facilement que

i) si o € 4, alors (-a) € A et é(-a)‘ = o (",C")

1) Go =M @A, o0 M= (xeK . (xA) = (0)).
Soit A’ l'ensemble des points de Aol aucune racine de A - {0} ne s'an-

L J
nule. Les composantes connexes de A' (en nombre fini) sont les chambres de Weyl.

Choisissons une chambre de Weyl W et notons A_, [(resp A+] l'ensemble des racines,

non nulles, négatives [resp. positives] sur W.

(] - by . o
Posons ¥ = ® G'a et N = @ G(—a) =g(N).
=y aG A

Des inclusions,

] r . .
Y e G G c G-
a) B A, [ a’ 8] G+B
. L] ‘T
(avec la convention GC = (0) si a+B € A), il résulte que V et ¥ sont des

atf
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) .. s P
sous-algdbres de Lie nilpotentes de G. A ® ¥ et A ® N sont des sous-algibres

<
de Lie résolubles de G et nous avons

> » . ’-\' » ry
No= [, N, ¥ = (A, N].

On obtient alors pour G les décompositions, dites "d'Iwasawa',
. N . [ ") 5 . X
C=0@®A @K et G=1U®A.®K . La seconde se déduisant de la premidre

par l'automorphisme O.

Ces décompositions dépendent des choix : de la décomposition de Cartan ;
du sous—-espace abélien maximal A et de la chambre de Weyl W. On montre que deux

décompositions d'Ivasawa se déduisent par un automorphisme intérieur.

D'autre part, nous obtenons aussi la d&composition dite "de Bruhat”

é:&@&@ﬁ'@i

P A\ .
(1.2) Désignons par N, N, A et K les sous-groupes de Lie connexes de G ayant

i ¢ v e . < . \
respectivement N . N |, A et { pour algebre de Lie. N et N sont des sous-groupes

nilpotents simplement connexes de G. A est un sous-groupe abélien simplement con-

. « s dimA . .
nexe de G, donc isomorphe d& (R m +). K contient le centre discret 7(G) de G

r

et le quotient K/Z(G) est un groupe compact.

*

Appelons Ad la représentation ddjointe de G. Sclent a £ A, X CG q ©t

a € A ; fcrivons a = exp H aveec H € A nous avons

Ad a(X) ea(H)

Ad{exp H) {X) = Exp ad H(X) = X

autrement dit,

i

Ad a(X) = @ (a) X,

a
ou @ est un homomorphisme de A dans R_.
Appelons M. (resp. M') le centralisateur (resp. le normalisateur) de A
4
dans K. Ii et !i' sont des sous-groupes fermis de G ayant'M pour algibre de Lie.

Comme M et M' contiennent le centre 2(G) de G et comme K/Z(G) est compact, '/
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est un groupe fini, appelé le groupe de Weyl. Chaque {llment de M' permute les
chambres de Weyl. Le groupe de Veyl opcre de fagon simplement- transitive csur

1'ensemble des chambres de Weyl.
Ceci dit nous avons pour G les décompositions suivantes

. v
1) Décomposition d'Iwasawa de G. G = NAK {ocu G = KAN, NAK, KAN)

L'application qui au triplet (n,a,k) associe le produit nak est un iso-

morphisme de variétés analytiques de N x A x K sur C.

) Décomposition polaire de G. G = K exp W K

avec k1, k., € Ket acV (fer-

Tout élément g de G s'écrit k, exp a k 5

¢ .

meture de la chambre de Weyl V dans_A). L'€lfment a est déterminé de fagon unique .

27

Lorsque a € W, les autres décompositions de g s'obtiennent en remplagant le cou-

ple (k],k?) par (k1 m, m k?) avec m € M,
. - A,
3) Décomposition de Bruhat de G. G = U Nm NAM
meM /M
v oA
(ouG= U MNmNAM= U NmNAM= U  Nm NAM)
meEN' /M meEM /M meEM! /M
Choisissons des représentants m., 1¢1i < s, dans M' des éléments de
L s N .
M'/M., Alors G est la réunion disjointe des sous-variétés Nmi NAM, 1 &1 <ss.

,\l [ Pl Al P
NNAM est une sous-variété ouverte de G et les autres sont des sous-variétés de
. . . v
dimensions strictement plus petites. L'application qui au quadruplet (u,u,a,y)
. . v . . c e . N
associe le produit uua Yy est un i1somorphisme de variété analytique de N X N x A x
Ny
sur l'ouvert NNAM de G.
Pour tout m € M'; nous avons

-1

¥m) = [(m~ §m) A NI ((m Nm) AN

et par suite

-1

n, -1 N
Nm ANM =m [(m | Nm) " N]ANM = (NOm Nm ') m ANM.
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. =1 < .
Le groupe nilpotent (m algebre de Lie

®

Nm) N N admet pour

G
{a€ b :xo Admep ) &
Par suite (m ' Nm) N N = N <=> qo Adm € A, ¥a € A_ <==>m € M.

1'#lément du groupe de

(e}

Lorsque m envoie 4_ sur 48, (i.e. lorsque m correspond &

=1

. . N Y
Weyl qui envoie W sur (-W)), nous avons {m Nm) N N et Nm ANM = m ANM.

Dans la suite nous noterons mg un représentant dans M' de 1'élément de

groupe de Weyl qui envoie W sur (-W}.

(1.3) Exemple.
G=SL(d,R) N = {matrices triangulaires supfrieures réelles 4 &léments diagonaux
égaux i 1}
n . . s zaz ‘
N = {matrices triangulaires inférieures réelles 3 Zléments diagonaux
égaux & 1}
A = {matrices diagonales & coefficients strictement positifs, de déter-
minant 1}
K = 50(d) = {matrices orthogonales de déterminant 1}
€, (O)\ 4
M= { ' re, =21, Moe 1}
(0) €3 1=t
Décomposition d'Iwasawa : G = NAK (ou KAN , Nax , KAN )
x1' (o) d
Décomposition polaire : G = K Exp { . z x. =0, x, & S xd} K
~ (0) "x, i=1 7
Pl . » ‘O “
Décomposition de Bruhat :,pour 4 = 2, M' = {*I, (2, O)} ’
< \ 1
arod G o= n A e (00 ) Maw = w Naw e (0 )
Nau = © : 0 1y a b
NN = ({0 ) € SL(2R) :d # 0} et (2, o) Mam = {( ;) &€sLl2R) :d =0}
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epour d = 3, le groupe de Weyl admet les représentants

suivants dans M'

1 0 o -1 0 0 0 1
= -1 = 1 =
{ ) 0 » Mg voomy, 1 0 ,
0 1 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1
m = 0 0 1 m =10 -1 ,m = I
5 S 1
1 0 0 1 0

On vérifie gque
a a

n . 22 23
N ANM = [((aij)) € SL(3,R) : 245 20et A= # 0}
30 *33)
Nm, Al = {((aij) € SL(3R) : 835 = 0 et A # 0O}
N ANM = {((a;;)) € SLI3R) : a3 # 0 et & = O}
n\,
Nm ANM = {((aij)) € SL(3R) : 843 % 2y = 0, a3, # 9}
N,
Nm5 ANM = {((aij)) € SL(3JR) : 83, = 333 = 0, 2,3 # 0}
A, i\
Nmg ANM = {((aij)) € SL(3,R) : 8y, % 833 = 85, = 0} = mg ANM.

Ces parties de G, en projection sur G/KNM sont des orbites de N et elles
s'interprétent géométriquement comme suit. Comme ANM est le stabilisateur du cou-
. Ly

) » 1l'espace homogéne G/ANM

ple des sous-espaces engendrés par e, seul et (

3 ®3°%2
est l'espace des drapeaux de]RB, c'est-d-dire des couples formés de deux sous-
espaces emboit8&s de dimension 1 et 2: D'autre part, l'espuace des droites de R
n'est autre que le plan projectif P2 et G/AﬁM s'identifie donc également & l'en-
semble des &léments de contact & P2, c'est-d-dire des couples {x,[x,y] ) formés par
un point x € P2 et une droite passant par ce point et notée [x,y] . Alors, en notant

. . 2 P
de la méme fagon vecteurs et points correspondants de IP7, les &léments m. du

groupe de Weyl se projettent suivant les 6 &léments de contact



~1bL-
€1

(eyileyseg) )y (egylesell), (e (e e 0)

x¥]
e

dont les orbites sous N sont respectivement

- tous les éléments de contact d'origine extérieure

d la droite [e1,e et ne passant pas par e, (dim 3)

N

- tous les &léments de contact passant par e, mais d'origine non situfc

1

sur [e],e (dim 2)

o)

- tous les &l8ments de contact d'origine sur [e1,e ] mais ne passant pas par

2
e, (dim 2)

- tous les &léments de contact passant par e, mais distincts de (e1,[el,e9])

- tous les &l&ments de contact d'origine e, mais distincts de (e],[e,,eﬁj)

i ‘

1

- 1'élément de contact (e1’[81’e2])'

(1.4) Les groupes NAM (ou Nam = mg NAM m;]) de la séction (1.2) sont des sous-
groupes fermés moyennables de G : en effet NAM est une extension compacte du grou-
pe résoluble NAZ(G). Comme deux décompositions d'Iwasawa de G se déduisent par un
automorphisme intérieur, ces groupes s'obtiennent, & partir de 1'un d'eux, par
conjugaison. En fait nous savons ([6] théoréme (1.10)) que ces groupes sont des

sous-groupes moyennables maximaux de G.

(1.5) Définition. Nous appelons sous-groupe parabolique de G, tout sous-groupe

fermé de G contenant un des sous—-groupes NAM,

(1.6) Donnons-nous une d8composition d'Ivasawa G = NAK de G et le sous-

‘groupe moyennable maximal NAM correspondant.
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Nous savons (voir ,par exemple, [2 §11 ou [17}§2) que les sous-gproupes

fermés .connexes de G contenant NAM, sont les sous-groupes P définis de la fagon
suivante. 8

Désignons par A_ l'ensemble des racines aysant servi a détinir N ; par
£ 1'ensemble des racines simples de A_. [Rappelons qu'une racine de A_ est.simple
si elle n'est pas la somme de deux racines de A_ ; tout €lément de A_ est alors,
de fagon unique, une combinaison linéaire & coefficients entiers positifs e ra-

cines simples] .

Soit @ un sous-ensemble de L ; posons Ae = {a€ A q?a(a) = 1, Ya € 0}
et appelons K@ le centralisateur de AO dans K ; alors P@ est le sous-groupe pa-
rabolique K@ AN = NAK@. L'application @ — Po.est visiblement croissante et de

M = = =
plus PO PO’ %f‘\O” PQ} M, PA_ G.

Notons [ @] le sous-ensemble des racines de 4 quil sont des combinaisons

linéaires 4 coefficients entiers de racines de © ; 1l'algébre de Lie de PO est
(]

alors ©) G

agojus_ %

Tout sous-groupe parabolique de G est donc un conjugué d'un des sous-
groupes paraboliques standard P@’ © € L. En outre, tout sous-groupe parabolique

est son propre normalisateur.

N NoooAa
Nous notons P@ le sous-groupe parabolique K@ AN = NAKQ. Ltalgebre de
"
Lie de PO est ® & .
uS[G]UA+ :
Nous avons
~ a, a A
G = U Nm P, (= U Nm P, =U Nm P. =U Nm P.),
: " I 0] 0 0 0
mE M /MO m m m
< o " .. . m,0 % <« .m,0
ou Aé = M'N K@. La sous-variété Nm P@ s'écrit aussi m N PO' od N est le

sous-groupe de Lie connexe de N ayant pour algébre de Lie la somme des Gy

pour a € A-0 Adm N [8]NAL
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L'application qui au couple (u,p) associe le produit up est un isomor-

) 0

. c o . e v e,
phisme de variét@s analytiques de N’ x P@ sur l'ouvert N° LQ de G.

(1.7) Considérons une décomposition de Bruhat de G, soit’

G = v Nm ’h’AM.
m& M' /M

Ca s %
Pour tout m € M'/M, appelons wm la fermeture de la sous-variété Nm NAM
” 13 Pe . s, ]
dans G. wm est la réunion de Nm NAM et d'une réunion Wé de sous-variédtés Nm' NAM,
. . . . N A,
m'e M'/M, de dimensions strictement plus petites que celle de Nm NAM. Nm NAM est

un ouvert de wm, pour la topologie induite.

Pour tout &lément g de G et tout m € M'/M, g WO W est solt égal i W

soit contenu dans une rédunion finie de translatés de w&.

W = Y =
G et iy =TS Nam

Les sous-groupes parabcliques de SL(2,JR) sont SL(2R) et les conjuguds

A
de NAM (ou NAM).

. G = SL{3R)

W= G, wm2 = N {my,m,,m,m} Nam

) N )
wm3 =N {m3,mh,m5,m6} NAM | wmh =N (mh,m6} AM
wms = N {ng,mg) Nam | wm6 = m Nam .

Les sous-groupes paraboliques de SL{3,R) sont SL(3,R) et les conjugués

des sous-groupes NAM (ou NAM), {((aij)) € SL(3R) : ay, = Ay = 0} et

{((aij)) € SL(3R) : a3y = 8y, = 0}.
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2. RESULTATS PRINCIPAUX

A) Suites contractantes.

(2.1) Définition. Nous disons qu'une suite {gn}n> d'€léments de G est conbractantc

1
si pour une décomposition polaire G = K exp W K de G, 8, s'éerit X, a kn avec

X kn € X, a, € exp W et cpa(an) -~ 0, pour tout a € A_.

Nous allons & présent &tudier de telles suites ; en particulier nous al-
lons voir que lorsque (gn} est une suite contractante, alors la propriété &noncée

est vraie pour toutes les décompositions polaires (corollaire (2.3)).

(2.2) Lemme. So.% ﬁn [resp. un] une suite d'é€iments d'un compact C de N [resp. de N .
Sodt 8 une suite d'@fZments de A telle que ¢ la ) >0, ¥a €4 . Alons

N - . -
u a [1esp. a u] 4'@calt x bk avec x_, k€K, b € exp W tels que
n n n n n n n n n n

-1
x >e,k »eeta b =—+e,
n n n n

. ~ ’ -
Preuve. Ecrivons u_a = x' b k' avec x', k' ¢ Ket b € exp W.
— n n n n n n n n

1°) Supposons que la suite xé converge vers X.
. A X
G posséde la décomposition de Bruhat G = Z Nm AMN. Soit m € M'
N mE M'/M
tel que x € Nm AMN. x appartient alors a l'ouvert K N NAM Nm de K ; si bien qu'a

partir 4'un certain rang xé s'éerit

N
x'!'=v v ¢ m
n n'n %n Yn
v oeX €N € A € M tel I > t
avec v v ¢ e ue v+ v, v v, ¢ *¢ -+ e
n ’n 3 n ’Yn q n ’n )n ’Yn Y
a,
X =vvVveynmn.
Nous avons alors
Y -1
u a =x (mb m ) k
n n n n n
- A ~
en posant kK =y mk' et x =x' (y m) =v v ¢ *vVvvVve
n n n n n n n n n
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-1 N -1 P .
Comme a  u_ a et a v a convergent vers ¢, de l'égalité
n n n n n n

-1 -1

-1
(a. u al=(a v alfa_ v a)fa ¢ (mb m )] k_,
n n'n n n'n n n'n n n n n
il résulte (continuité de la décomposition d'Iwasawa G = NAK) que

-1 . -
1) a v a_ + e ; ce qul entralne v_ -~ e = v
n n n n

-1 -1 . - -1
: tre . b 0 ¥anE A,
2) c a, {m bom } - e ; ce qui entraine que cga(m Qo m ) - € A
donc m b m e exp W,d partir d'un certain rang ; par suite (puisque b, € exp W)

mE€E Metmbd m—] = b .
n n

3) k, > e.

. ’ S N
Mais alors nous avons aussi xn + v ¢ € WA.H K = {e}. Et le lemme est

N z sz
ainsil prouvé, dans le cas considére.

s~

2°) Cas général.

D'aprés la premilre partie les valeurs d'adhérence de la suite xé sont
dens M ; autrement dit 1'image de la suite {xé} dans K/M est une suite convergeant
vers l'image de 1'élément neutre de K. Nous pouvons donc trouver une suite

\
d = x! a. deri = \
{Yn}n>1 e M telle que X, = xly, e En écrivant uoan = X bn kn avec

o’

kn =Y, ké, nous sommes alors ramenés d la situation envisagée au 1°).
a{log an)
[Ce lemme généralise le lemme L4 de §6 | qui suppose qu'en outre sup F(Tog a7 < 4o
) n n

pour a, B € A ].

(2.3) Corollaire. S{ (gn}n>,1 est une suite conthactante de G, alors pour Lous

X, ¥ € G La suwite (xgn y}n>1 L'est auss<.

Preuve. Soit g, = X, & kn avec x_, kn € K et a € exp W tel que <9Q(an) + 0

b

Ya & A_.

- . N \ A ~ .
Ecrivons x x_ = k' u b avec k! € K, u € Net b € A. U et b varient
n n n n n n n n n


http://contA.acta.ntz

-.‘]9_

A . . .
respectivement dans un compact de N et de A. Appliquons le lemme (2.2) & la suite

N .. -
s'écrit alors x' ¢ £ avec x', 2 € K et ¢ € exp W avec
un bn 8pr X gn Y n n'n Y n’ “n n P

@ qle,) >0, Ya€4_.

Le corollaire (2.3) s'obtient alors en écrivant

£ y=4d u L' avec d € A, u ENet L' €K
n n n n n n n

et en appliquant le lemme (2.2) 3 la suite . dn u

(2.4) Corollaire. Soit {g } ., une suite d'E¢fCments de G. Alons nous avons €'Equi-

valence :

i) g, admet une décomposition polainre x & ko telle que

\
X > x € NAMN et @ {a ) 0 V¥a€ 4 .
n a n -

ii) g admet La décomposition d'lwasawa u_ a' k' (u € N, a' € A, k' € K)
n n n n n n n

telle que u > u, Q?a(an) >0 Yo €4 el =k'k ol {kn} est une swite d'égé-

ment de K convergeant vers un &Léiment de M.

G

Dans ce cas on a nécessairement ¢lul = ¢(x) e
i

, 00 g G -

. -1
el La suite {ak a }  convenge p.s.

Preuve. i) => 1i).

Ecrivons, avec des notations évidentes,
b N
X =u b m u € NMN —x =ubdbmu.
n n n' n n

-t N -1 A .
Alors a - u_a =+ e et a u a_ s'éerit v. ¢ k" avec v € N, ¢ € A,
n n n n n n n n n n n

k" € K tels que v_ + e, c_ + e et k" » e,
n n n n

D'od g, s'éerit ul aé k) avec



ii) => 1).
" A .
Ferivons u =2 u b avec L €K, b € A et u € N. TL suffit alors
n n n n n n n

N
d'appliquer le lemme (2.2) & la suite u, b, aé

B) Théoreéme principal.

construit dans la premiére section
(2.5) Définition. Soit NAM un sous—-groupe moyennable maximal de GV.Une mesure de

probabilité v sur l'espace homogéne B = G/NAM est dite irréductible si
gu{ z(im)) =0 , ¥g€G, ¥me M /M- (e} ;
od ¢ désigne l'application naturelle de G sur B.

Si u est une mesure de probabilité sur G, nous appelons TU (resp. CU)

le semi-groupe {resp. le sous-groupe) fermé engendré par le support de u.

(2.6) Théoréme. Sodent u une mesure de probabilits surn G et {Yl}i>1 une sulte
de v.a. indépendantes ez de Lol u, défindies surn un espace probabifisé (UF P,

ad valewrns dans G.

Supposons que Tu contienne une sulte contractante (dég. {2.1)) et que Gu
et sed sous-groupes d'indice fini ne soient pas contenuws dans un sous-groupe para-
boligque propre de G.

Soient G = NAK une décomposition d'lwasawa de G et G = K (exp W) K
la dicomposition polairne de G comtespondante. (W est La chambre de Weyf qui a
sernvd & definin N). Nous appelons M Le centralisatewr de A dans K.

Alons 4L exdiste une unique mesure de probablliid u-invariante sun
B = G/NAM ot cette mesuwre est inndductible (dég. (2.5)). Pourn toute mesure de pro-
babifite {rrdductible A sun B et pour touws y, g € G, La suilte de meswre
yy, ... Y8 X}na1 convenge PP-p.s. vers une mesure de Dirac € .2 {ndipendante
de g.

De plus, a4 nous &crivons y Y, ... Y g*= X, &, kn avec x kn e K

— , N,
et a, € exp W, alons L'image de X, dans G/NAM converge p.s. vers La v.a. y.Z

et pout tout o € A_, fLa sudite {qva(an)} convenge veas zéno.
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Zn prenant B = NAM\G et la marche alfatoire gauche Yn cos Yl, on 4

- N .
évidemment un résultat analogue. Si § désigne l'application naturelle de G

f

v
sur B , on en dédduit que les lois des v.a. ¢ (kn) sont les mémes que celles

d'une suite de v.a. convergente. D'od le corollaire

(2.7) Corollaire. Avec fes hypothlses et Les notations du théonime (2.6), <L

existe une unique mesure de prohabifité p-invaiiante v sun B = ;\g el

NAS
2'image de fLa suite {kn} dans B conveage en Lol vers 3 g -

D'autre part d'aprés le corollaire (2.l), nous avons aussi

(2.8) Corollaire. Avec £es hypothl2ses et Les notatlons du théorlme (2.6), dcal-
vons y Y, ... Y g=N A K avec N € N, A € A et K € K.
n n n n n n n
Alons La suile N converge p.s. vers une v.a. N ayant y.Z pour (mage
n, , -1
dans G/NAM ; Za sulte Aa  converge p.s.(noun tout o€ 7, fa suife o (An)
- o

- . v . N
comverge donc vens zérol ; et La suite t{K ] converge en Lol vens v g .

C) Preuve du théoréme (2.6).

La démonstration découle de plusieurs lemmes.

' . . . A
(2.9) Nous désignons par ¢ l'application naturelle de G sur B = G/NAM.
’ ']
Scient a € A et u € N ; écrivons u = exp z Xu avec Xa € Ga' Pour tout &lément
a€ A

m de M', nous avons

1

aum)=2¢t(aua m) =exp( ] ¢ (8) X ). &lm)
a€4_
puisque B = § ¢z (Nm), nous voyons que l'homéomorphisme de B associé & un
mE€ M /M

€lément a de A est détermind de fagon unique par la famille des réels
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{c?a(a), a € L} ; ou L désigne l'ensemble des racines simples de A {voir (1.6)).
Ce qui n'est pas étonnant puisque a lui-méme est déterminé par cette famille ,

vx
il suffit de noter que I engendre A .

Réciproquement considérons une tamille de réels positifs ou nuls

{ra, @ € L}. Nous définissons une transformation T({ra, a € L}) de B, en posant,

pour m € M' et u=exp( ] X)EN,
a
a€s_ O
W(&(um)) =exp () r_ X).%(m) ;
a a
a€l_
od, pour a € 4_ - I, r, Se déduit de fagon évidente des réels {ra, a €L},

I1 est clair que f({ra, a € £}) s'éerit a o T({da, a € I}) avec
a € A et 6& € {0,1}, Yo € L. L'élément a de A n'étant unique que si Ty > 0,

Yo € L.

Nous notons'g. l'ensemble des transformations de B associées i des

éléments {6a’ a € L} de {0,1}2.

Nous avons

{2.10) Lemme. De toute suite {gn} d'éléments de G, on peut extraire une Aous-
sucte {gw(n)} pourn Laguelle (L exiate des &Léments x, kK € K, a € A et 1 E"Za
telle que, pourn tout z appartenant & L'ouvert ¢ (k™" ) de B, fa sudlte (gw(n).z}

cinvenge vers x a T K.z

La sulte {gn} est contractante AL et seulement 54 towtes "ses valewrs

d'adhérence x a 1 k" sont telles que T cornesponde & £'F08ment nul do {U,I}X.

Preuve. Ecrivons g, = X, &, kn avec x , kn € K et a € exp W. Nous avons » YaeA

n

C?a(nn) € 10,1] car a_ € exp W. Choisissons une suite d'entiers (W(n)}n , telle

W

que

k + k Xy(ng) = X et ¥Ya € Z,(ya(m (n)) > Au € [0,1].

Eall}

-~
=]
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=1

On vérifie aisément que pour tout z€ C(k N),

By(n)-2 > % T, @€ 1)) Koz

Ce qui prouve la premiére assertion du lemme. La rdeuxidme assertion

est &vidente.

{(2.11) Lemme. Sodit {gn} une swite d'éléments de G et 8 une mesure de probabiLité
unéductible sun B telle que fa suite de mesures [5n'8}n>1 conveage vens une me-

suwre de Dinac e . Ecnivons g = x_a_ k. avec x , k. €K ef a € exp W.
u n n n n n n n

Alons La suite ¢(x ) converge vers u et g, et une sulte contractante.
S{ bien que, poun Loute mesure de probabilité (rdductible X sur B, g,-A converge

vers € .
u

Preuve. On voit aisément que les seules valeurs d'adhérence x a T k de la suite

{gn} sont telles que

1) T est 1'élément de Tf‘associé d 1'élément nul de {0,1}2.

i1} ¢ (x} = u.
De i) il résulte (lemme (2.10)) que {gn} est une suite contractante.
De ii) il résulte que la suite C(xn) n'admet que la valeur d'adhérence u ; ce

qui montre que C(xn) converge vers u.

(2.12) Lemme. Soit u une mesure de probabilliZZ sun G telle que Gy el ses sous-groupes

d'indice 44ind ne sodlent pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de G.

Alons toute mesure de probabilliti u-invariante v sur B est {wdductible.

Preuve. Identifions les socus-variétés wm, m€ M' /M, de G définies en {1.7) 4 leurs

images dans B.

Considérons une sous-variétd fermé de dimension minimale Wm, mE€ M' /M,

1 . . N
telle que v(g o Wm) > 0 pour un certailn 8, € G. Puisque pour tout g € G, la sous-
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variété g W_N W _ est soit égale & wm, solt contenue dans une réunion finie de
m m

P

translatée de Wé, il en résulte que, pour tout § > O, l'ensemble des sous-variétés

-1 -

W , g € G, vérifiant v(g W_) > § est fini. Il existe donc un Alément h de G
g m m

- -1
tel que v(h Uy ) = sup v(g W_) et l'ensemble
m . m
g€G
’f— -1 - - -

= {g W vig wm) v(h ~ Wg)} est fini.

I.’équation de convolution

L [ g.v (h_] W )wu
G

k
)
k1 2F m

(dg) )

nous montre alors que Tu, et par suite GU' applique.fE<ians lui-méme. Le conjugué
h_] Gu h de Gu posséde alors un sous-groupe d'indice fini laissant invariant wm.

Ce sous-groupe d'indice fini est donc contenu dans le sous-groupe parabolique Pm

de G laissant W invariant. Nous devons donc avoir P = G ; ce qui implique que
m

W, =B {(i.e. m = e).

(2.13) Lemme. Sodlent u une mesunre de probabiliti sur G et (‘fi}i>1 une sudlte de
v.a. indépendantes et de Lol y, définies sun (QFP), & valeuwrs dans G. Soit v

une mesure de probab. it u-invariante sur B. Nous appelons X Le produdt LSRR

et nous notons A La mesure J ;15 u?
n2l ©

Alons pourn P (O A-presdque touwt (w,§) € Q x G, Les sulites de mesunes de

probabilité {Xn(w).v} et (X (w) E.\)}n>1 convengent vaguement vers fa méme &i-

n>1

mite Ofw).

Preuve. Elle repose sur la théorie des martingales et sur une idée utiliséde dans

(22 )1emme (1.7))

Notons C(B) l'espace des fonctions continues sur B. Pour tout < € C(B)

’

la fonction Fcp(g) =g v(¥), g € G, est une fonction p-harmonique bornée sur G

(i.e. g ﬂ? (g g') pldg') = Fh?(g)). I1 s'ensuit que la suite de v.a. {Fq>(xn)}n;1

est une martingale bornée ; par conséquent F%D(Xn) converge IP-p.s.
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D'autre part, pour tout ¢p € C(B) et pour tous entiers p et r, nous
avons

P
I Erex 0 - Fp ()% w7

ag)] =

%dg) |

i e~10

[/ E?(s) W (dg) - i
G

2
Fo(g) u
; <

{en utilisant le fait que R? est p~harmonique)
2
< 2r lo ﬂm

On en déduit que pour IP @ A-presque tout (w%) € Q x G,
kZ1 (Fcp(xk(“) £) - FC?(XK(N))) < 4o °

ce qui entralne que pour P (& A-presque tout (w,£) € Q x G,

lim ﬂg (xn(w) £) = lim F

(X (w)).
n n € n

Le lemme (2.13) se d&duit alors de ce qui précdde en notant qu'une
suite de mesures de probabilité {vn} sur B converge vaguement si et seulement si

la suite {vn(cei)} converge pour une suite dense fq>i}i> de C(B).

n1 > 1

(2.14) Lemme. Sodent u une mesure de probabilitZ sur G et v une mesure de proba-
bilite, u-invariante, sur B. Supposons que Tu contienne une sulte contractante

el que foute mesure de probablfiti u-invariante sun B s04t {nrdductible.

Alons La suite de meswres (X v = YooY v}n>1 convenge p.A. vers une
d

mesure de Dinac.

Preuve. D'aprés le lemme (2.13), nous pouvons trouver une suite {Ei}i>1 dense
el

dans Tu et un sous-ensemble mesurable Q' de  de P-mesure 1 tels que

(%) Yw € Q', ¥i > 1, lim xn(m) gi.v = lim Xn(m).v = O(w).
n n
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Soient w € Q' et x{w) alw) T{w) k(w) une valeur d'adlhidrence de la suite

(X_(w)}

.y (lemme (2.10)) ; c'est-d-dire que, pour une suite d'entiers {¥(n)}

> nl

Xw(n)(w).z - x(w) alw) (o) kw) .z, ¥z € c(lk(w)] W)

La mesure v &tant irréductible, de (») il résulte que

¥i > 1, x(w) a{w) t(w) k{w) g,V = x{w) alw) t(w) k{w).v = O(w).

En particulier, nous avons
¥i > 1 T(w) Kw) £..v = 1(w) k(w).v ;

ce qui entraine en passant 3 la fermeture

(%) T(w) k(w) §.v = T(w) k(w).v , ¥§ € T,
L'élément w de Q' étant toujours fixé, prenons une suite contractante

{¢ } de Tu. Eerivons § = x

a & avec x , 2 € Keta € exp W. Quitte i
n n n' n n
prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que X, > ¥ et Qn + 4. D'autre part

1

. -1 N - n
si x € k {w) N NAM, nous pouvons trouver £ € TU tel que £x € k (w) N NAM. En

effet dans le cas contraire, Tu X serait contenu dans le fermé

Uk (w) Nm ¥am o= (k7 (w) N YaM
mEM /M-{e}

de B. Il existerait alors une mesure de probabilité p-invariante portée par ce

fermé et donc non irréductible.

Nous avons alors

-1

¥z € (2  N) , k(w) & En.z + & (k(w)f x)€ T(N) et par suite,

puisque v est irréductible et T{w) est une transformation continue de ¢ (N),

Tlw) k(W) €& v ey (k(w) £ x))

De 1'8galité (*%), il résulte alors que T{w) k{w) v et par suite O{w)

sont des mesures de Dirac. Le lemme est ainsi prouvé.

Nous sommes & présent en mesure de prouver le théoréme (2.6).
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AN

(2.15) Preuve du théordme (2.6). Sous les hypothéses du théoréme (2.6}, toute

mesure de probabilité p-invariante v sur B est irréductible (lemme (2.12)).

D'aprés le lemme (2.1L4), X -V converge alors p.s. vers une mesure de
Diract €y Mais alors, pour tous y, g € G, la suite y Xn g contracte p.s. la me-

.. . =1 . <
sure irréductible g v en la mesure de Dirac ¢ D'apres le lemme (2.11),

y.2'
y X gs'éerit x_ a k ,x ,k €Keta €expW, avec z(x ) 22 v 7 et
n n'n n"n”n n n

Ya € A_, Q?u(an) 25,

Pour toute mesure de probabilité irréductible X sur B nous avons alors

(lemme (2.10)) ¥y Xn g.A — Ey.Z'

Enfin la seule mesure de probabilité p-invariante sur B est évidemment

la loi de la v.a. Z.

Votons aussi que des lemmes (2.10) et (2.11) il résulte que l'on a

(2.16) Corollaire. lne suite {gn} d'éléments de G est contractante s4 et seulement
une (ou
84 pounyoute) mesure de probabi€ité quasi-invariante \ d'un espace homogine G/NAM,
Les seules valeurns d'adhérence de La suite de mesures {gn.A}n>T sont des mesunes
Zd

de Dinac.
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D/ Généralisation du thdoréme principal

Dans ce qui préceéde, nous avons priviligié les sous-groupes paraboligues
minimaux de G.

Donnons—-nous a présent un sous—groupe parabolique quelconque P de G
et considérons "la classe de conjugaison de P" ; c'estt-dire l'ensemble des sous-
groupes paraboliques de G qui sont les conjugués de P. Nous notons C(P) cette

. G ,
classe et nous appelons H(P) la classe d'espaces homogénes de G { /P' , Pt e c(p)}

Posons la définition

(2.17) Définition

Nous disons qu'une sm'.te-{gn}n)1 d'éléments de G est contractante
vis 4 vis de la classe d'espaces homogénes H(P} si pour une {(ou toute) mesure
de probabilité quasi-invariante A d'un espace homogéne G/P de H(P), les seules
valeurs d'adhérence de la suite {gn.k}n)] sont des mesures de Dirac.

(2.18) I1 est clair qu'une suite (gn} d'éléments de G est contractante
vis-d-vis de H(P) si et seulement si pour une (ou pour toute) décomposition

d'Ivasawa G = NAK de G elle vérifie la propriété suivante

Désignons par W (resp. 4_) la chambre de Weyl (resp. 1l'ensemble des
racines) ayant servi d définir ¥ ; par I l'ensemble des racines simples de s .
Soit © le sous-ensemble de I tel que le sous—groupe parabolique $@ {(voir (1.6))
appartienne & C(P). Alors g, s'éerit X, e kn avec X kn € K, g, € exp W et

¢a(an) + 0, pour tout a € £ -0 (et par suite pour tout a € A_ N C[O])

Nous avons alers le théoréme

(2.19) THEOREME. Sodlent u une mesune de probabiliti sun G et {Yi}i>1 une sudlte

de v.a. 4ind@pendantes et de Loi u. Sodit P un sous-groupe panaboﬂigue de G.
Supposons que Tu contienne une suite contractante vis-d-vis de fa

classe d'espaces homogénes H(P) et que G, el ses sous-groupes d'indice 4ini ne

dodent pas contenu dans un sous-groupe parabolique propre de G.
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Soit G = NAK une quelconque décomposition d'lwasawa de G. Désignons pan

W(rnesp. & ) La chambre de lleyl [(resp. L'ensemble des racines) ayant senvi @

. deginin N; parn T L'ensemble des racines sdmples de & . Soit 8 Le sous-ensemble

de T tel que Le sous-groupe parabolique %e 404% un cohjugué de P.
Alons L existe une unique mesuwre de probabillfiid u-invariante v sur

c/?e et cette meswre est iumdductible (i.e. g v(Nm 56) =0, Vg € G, ¥men/m (3}
Soient {yn} et {gn} deux sudltes d'@liments de G convergeant vens

des E&menis y et g de G. ALons pour toute mesurne de probabilits innéductible A

G ’ _
sun /$ , La sulte de mesunes (yn 11...Yn gn.x} converge p.s. vers une

8
medune de Uirac €.z ind8pendante de {gn}. Pe plus, ALl nous Eernlvons

n>1

y Y ...Y g =x_a k avecx ,k € Keta € expW, alors : £'image de La
n 1 n n n n n ) n n n

suite X dans G/?e converge p.4. verd y.Z ; La suite ¢a<an) convenge p.s. verns
z8n0, pour Lout a € L - 6 ; L& exilsie sun 5{ une unigue mesure de probabllf(té

]
y-invariante v et 2'image de La sulte ko dans P\s convenge en Lol vens v.g .
8

Le théoréme (2.19) se démontre de la méme fagon que le théoréme (2.6)
qul correspond au cas particulier des sous-groupes paraboliques minimaux de G.

On en déduit immédiatement les deux corollaires suivants

(2.20) COROLLAIRE : Sofent y une meswre de probablfiti sun G et (yi}i>1

une sulte de v.a. {ndépendantes et de Loi u. Supposons que Gu et 4ses A;ﬁA-gnoupeA
d'indice §inl ne dodent pas contenus dand un Aoud-groupe parabolique propre de G .
Sodlent {yn} et {gn} deux dudites convergentes d'éléments de G, nous nolons

x & kn La dicomposition polaine du prodult Yo Yyo--Y, 8-
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Alons pour tout o € L , nous avons £'altemnative suivante :
ou bdlen | ¢a(an) converge p.s. vers zéno ;
ou bien , pourn tous y,g€ G , il existe un rded cly,g) > 0 el que

yT,9 © Kla€expW.: cly,g) <o la < 1)K

(2.21) COROLLAIRE : Soit T un semi-groupe fermé de G engendrant un 50us-groupe.
feuné de G non contenu, alnsi que ses sous-groupes d'indice §ind, dans un sows-
groupe parabolique propre de G . Sodlent P et P' deux sous-groupes parabolique
de G.

Alons T contient une suite contractante vis-d-vis de H(P) ot une
sulte contractante vis-a-vis de H(P') AL et sewlement 5L elle contient une

sulte conthactante vis-d-vis de H{(PNP').

Dans notre nouvelle situation, le corollaire (2.8) devient

(2.22) PROPOSITION : Avec Les hypothlses et notations du thiondme (2.19)

. - c
Eenivons Yh Tyeon ‘f_n g8, Nn An K, avec N, €N, A € A et K, € K.

Alons L'image de La suite N,  dans G/; convenge p.s. vers La
8

v.a. y.Z ; La sudlte {An ap '} reste presque sdrement dans un compact de A

(pour tout o € I=6 , nous avons donc & (a ) *> 0) ; et £'image de fa
suite K dans G converge en Lo vers v.g.

Py
Preuve de la proposition (2.22) Quitte & remplacer 6§ par un sous-ensemble

de 8 , nous pouvons supposer que

@
[]

{a € © : la suite { ¢a(an)} ne converge pas vers zéro!}
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D'aprés le corollaire (2.20) il existe alors un réel c > 0 tel que

Ya €9, lgf ¢a(an) > c p.s.

La proposition (2.22) résulte alors du théoréme (2.19) et du lemme suivant

2.23) LEMME : Sodt {gn} une suilte d'éliments de G dont Les ddcompositions
polaires x_ a k_ viriflent :
n n n
4) L'image de fLa sulte {xn} dans G/y  converge vers un &fement x
0

appartenant a L'image de N dand Gy -
’ 8

L) ¢a(an) + 0,V aEL-9 etO<c_<_q>a(an)_<_ 1, YVnEN,V a€ 9

Sodt g, =N A K La décomposdition d'Twasama de g, - Alons
L'image de N dans G/p  convenge vens x ; La suite (A, a;T} nesze dans un
e .
compact de A ; et K, = k' k., od {k'n} est une sulte d'éléments de K dont

L'image dans NG converge vers L' image de L'ELiment neuthre.
8

A% Y]
Preuve du lemme . Nous avons Pa = NAK0 , ou Ke est le centralisateur de
Ay = {a €A by {(4) =1 ; ¥V ¢ €0} dans K. L'espace homogéne G/¥ s'identifie
0

alors 4 l'espace K/K . D'aprés l'hypothése i),xn s'écrit xé LS ou {xé} est une
8

suite d'éléments de K convergeant vers un &lément de N¥8 et (ké} est une suite
d'éléments de Ky

D'autre part, nous aveons

NB, = oo 1“98 = P, ¥l o u NmANM
mEM! /M
0
. . Id
ou N° - exp( ® G ’), eo - expt ® ¢ a>



De plus 1l'application qui au couple (u,p) associe le produit up est un isomorphism
s . . P e,0 % , ye0 |
de variétés analytiques des produits cartésiens N by et Ie x| sur l'ouver

'\,
NPG de G.

Puisque la suite {x'n} converge vers un é&lément de l'ouvert N@e ,

. . ” . " ~ v
4 partir d4d'un certain rang, x'n s'eécrit P, Y, ou (pn} [ resp. vers(un}] est une

suite d'éléments de Pe [ resp. Ne’% convergeant‘vers pE Pe [ resp. vers e Ne’o].

Considérons les deux &lé&ments a'n et a"n de A définis par

t = Y l t = - .
¢, lal ) =1 a€06 et ¢ (a n) ¢, (a ) Ya€cL-6;
" = \ " = Y -
cba(a. rl) cba(an) a€ 0 et ¢a(a n) 1 a €71 -8
a’n et a"n sont respectivement des éléments de Ae et AZ-G et nous avons
a - a' a”
n n°-n

- 12 : 1" ~ "
Comme Pe NAKe s Pn s'écrit u bn k o °u {un}[ resp.(bn},(k n”
est une suite d'éléments de N [resp. A, KBI convergeant vers u € N {resp. b € A,

k" € Ke].

On en déduit que

I
e
o
=

X a
n n nn n n n n n

-1~
u. a' Jk' a"
n - n " n

n

0
[
o
w
~,
[

car les éléments de Ae commutent avec ceux de Ke

D'aprés 1'hypothése ii) , la suite {a"n} reste dans un compact de AZ-e et la suite
-1~ -1 1"

{a_ u a } converge vers 1'dlément neutre de G. Par suite, k''(a' u_ a' ) k' a
n n'°n n'n n n “n°n

s'éerit v_ ¢ d Y i '81é !
a2 Sa ln od {vn} [resp {cn} ,{ln}] est une suilte d'éléments d'un

compact de N [resp. de A, de K ].
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Nous avons alors

= 1 ]
Nn un(bn a' v oal bn )
A =b a'_ ¢
n n n n
K =28 k
n nn

' P4 3 1 y [ 1 : By
d'adhérence de la suite (bn a' voa b } (resp. {ln}) appartiennent A
A G
NOP, = exp ( ® o) [resp. & Kol -
o€ [8]Na_

Notons aussi que l'on a :

A
(2.24) Remargue . Avec les hypothdses du lemme (2.23), soit a un &lément de A _

tel que ¢a(a(K A )) =1, ol, pour g€G, on note a(g) la composante de g sur A

g "I-8

. L. . 1
dans la décomposition 4'Iwasawa G = NAK. Alors la suite ¢a(An a ) converge p.s.
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3.~ APPLICATIONS

A/ Cocycles u-négatifs

Nous choisissons une décomposition d'Iwasawa G = NAK de C. Nous désignons
par A_ l'ensemble des racines ayant servi d définir N ; par I l'ensemble des racine:

simples de A et par M le centralisateur de A dans K.

(3.1) Définition ([7]).
Soit E un espace sur lequel G opére continlment 4 droite. On appelle
cocycle sur E, toute application continue p de ExG dans R vérifiant

o(u,gTSQ) = o(u,g,) + p(u-g1,gg) (u € E, 8,8, € G).

Nous disons qu'un cocycle sur E est X-invariant si, en outre
)

ofu,k) =0 (u € E, k € X).

{ Nous avons alors plu,gk) = p(u,g) (WEE, KEK, g€ C).

Nous avons évidemment une définiticn analogue pour un G-espace i gauche.

(3.2) Si (k,g) est un élément de KxG, désignons par ﬁ(k,g) la compesante sur &

4
dans la décomposition 4'Iwasawa N(exp A)K, de 1'8lément kg de G. On vérifie que :

i) ﬁ(k.g1s2) = H(x.g,) + H(k.g ,g,) » (K€K, 8,8, € C),00 k.g, désigne

la composante sur K(SNRS) de 1l'élément kg, de G.

N N
ii) H(vk,g) = H(k,g) (r €M, x €K, g €C).
N G
Pour u € B = NAQ\ et g € G, posons alors
A -
H(U,g) = H(k)g)

a1 P . %)
ou k est un quelconque des &léements de K dont 1l'image dans R est u. Nous obtenons
. 0" UV
alors une fonction de BxG dans A vérifiant
*

H(u,g182) = H(u,g,) + H(u-s1,32) (u € B, 8,8, € G)
N
B

H(u,k) =0 (u € B, k € K)

On montre alors que l'on a ([7])
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(3.3) LEMME : Tout cocyele K-invariant sur B = NAM\G est de La fonme

p(u,g) = a(H(u,g)), poun une certaine goame Linéaine néelle o surn N

(3.4) L'ensemble des cocycles K-invariant sur % forme un espace vectoriel réel
dont la dimension est &gale 3 celle de l'espace vectoriel réel A. Une base de
l'éspace des cocycles K~-invariants sur % est constituée par {a o H, a € I}

Soit u une mesure de probabilité sur G. Nous disons qu'un cocycle

K-invariant p est p-négatif si, pour tout u € B, la suite (p{u,Y ..Yn)} converge

z

p.s. vers (-=) ; ol {Yi}ii

. désigne une suite de v.a. indépendantes de loi u 2

valeurs dans G.
Le théoréme suivant nous dit que les coeycles {a o H, a € 4_} sont

u-négatifs pour une grande classe de mesures de probabilité u.

(3.5) THEOREME. Solent u une mesure de probabllitd sun G et (Yi}i>1 une sulte
de v.a. indépendantes et de Loi u & valeuns dans G . -

Supposons que Tu contienne une suite contractante (dé§. (2.1)) et que Gu
el ses sous-groupes d'indice find ne sodent pas contenus dans un s0us-groupe para-
bolique propre de G .

Afons pour tout u € ¥ et tout o € 4_ ,

a(H(u,Y,...Y ) B2 ().

n

Supposons en outre que, pour un certain a €8_,f, supyfaoH(u,g)| u(dg)<+=.
u€B

. ~ , s ; , 4
Alons, £ nous appelons v L'unique mesure de probabllfiti u-invarniante sur B

{conollaine(2.7) ), pour Lout u € %, La suite (& °<H(“’Y1"‘Yn))}n>1 convenge p.s.
vers Le ngel stnictement ngatif IG /., a(H(u,g)) Y(au) u(dg).

. B
Preuve. La premiére asserfion résulte du corollaire (2.8).

Lorsque fG sup |aoH(u,g)| u(dg) < += , nous savons ([T]) aque,
UEB

pour tout u € B, l'écriture de aoH (u, y1...yn) sous forme de somme ergodigue donre :

L aot(u,y, ... ) RSy [ [ aoH(u,g) v(du) u(dg). .
n 1 n G B

Le théoréme (3.5) résulte alors du lemme suivant, bien connu en théorie

ergodique.
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(3.6) LEMME : Solt (X,T,r) un systlme dynamique (Tx = A, AX) = 1) et £ une fonction

n=-1
S , . iy X N
intignable ¥ valeurs néelles. S& L'on a p.p. lim ) foT" ===, alons
. 0 .
[ faxrc<o.
X .
Preuve. Considérons le produit ¥ = X x R et la transformation S de Y définie par

S(x,r) = (Tx, r+f(x)) qui préserve la mesure v = A@p ol P est la mesure de Lebesgue

de R. Comﬁe s(x,r) = (Tnx, r + ni1 foTk(x)) = (Tnx, sn(x,r)), il suffit de voir

que si IX f dA = 0, alors pour togt € > 0 donné, il existe, pour presque tout

(x,r) € Ye = X x [~€,€], une infinité d'entiers n tels que Sn(x,r) € Ys'
Un sous—ensemble A de Y est dit errant pour S, si A est non négligeable

et les SkA sont disjoints relativement & la mesure M. Montrons que si IX fda =0,

il ne peut y aveir de tels sous-ensembles A de Y. Puisque l%m % s“(x.O) =0 p.p.

on peut trouver une partie B C A non négligeable, telle que, uniformément sur B,
. 1 . . 1 k
lim — s _(x,r) = 0 ; par suite, nous avons lim — A( U  S'B)
i n'n .
O<k<n

= 0.

Mais si les SkB taient tous A=disjoints on aurait
A( U S7B) = A(B) ;
O<k<n

ce qui contredit la relation précédente.

On en déduit que lorsque ffdl = 0, l'ensemble C des points (x,r) de Ye
tels que la suite {Sn(x,r)} ne revient pas dans Ye est négligeable ; car sinon
un tel ensemble sergit nécessairement errant. Si alors n{x,r) désigne le plus petit
entier positif n tel que Sn(x,r) & Ys’ une transformation § se trouve dAfinie gur
Y: par la formule

g(x,r) = Sn(x,r)(

x,r).
Cette transformation préservant la mesure induite sur Ye’ l'ensemble des

points de YE revenant indAfiniment dans YE est de complémentaire négligeable.

Plus généralement nous avons ..
(3.7) THEOREME. So.it p une mesure de probabifité sur G telle que G, el ey Aouws-
groupes d'indice fink nesodent pas contenus dans un Aoud-groupe parabolique propac

de G. Soit {Yi} une suite de v.a. {ndépendantes et de £o4 u, & valewrs dans G.

i>1
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Appelons 8 Le plus petit sous-ensemble de T tel que TU contienne une
sulZe contractante vis-d-vis de fa classe d'espaces homogénes H<$o) {déganition 2.17)
Alons , poun Zoute sulite convergente {un} d'éséments de B , MOUs avons
Vagz-0 , alllu,¥,...V )] L2 (o)

Vago . sup [alflu YV 1)| < ve nos.
n

Supposons en outre que pour un certain a € A_,[G sup |aoH(u,g)|uldg) < +=.
u
Alons L'expression v (a) = [G/w aoH(u,g)v(du)u(dg) est indépendante de La mesure

Y 1}

1 s et

de probabilits u-invariante v sux B ; Les suites % woHlu ¥
{i Log ¢ (a )}, od Y ...Y =x_ a k_(décomposition polaire), convergent towtes
n a n 1 n n n n

verd ru(u) qui est strndictement négatif 44 a € I-8 (et par suite 44 a € C[e) nNa).
Preuve. La premiére assertion résulte du théoréme (2.19), du corollaire (2.20).et
de la proposition (2.22).

Lorsque IG sup |aoH(u,g)| u(dg) < +o, désignons par 7 une mesure de proba-
bilité u-invariante ex:rémale dg %. D'aprés le théoréme ergodique, pour n @ P -
presque tout (u,w) € B x Q, la suite {% aoH(u,Yl(m)...Yn(w)} converge vers rn(a).

Soit k un &lément de K et &crivens

kY ,...Y =N (k) A (x) K (k) (décomposition d'Iwasawa)

=
’-<
3
1]
E3
»”
©
-

(décomposition polaire):

D'aprés la proposition (2.22) nous savons que, pour toute suite convergente
. -1
{kn} d'é€lZments de K , la suite {An(kn) a } reste p.s. dans un compact de A . Comme

. . '\‘ : ”~
aoH(u,Y1...Yn) = Log(¢a(An(k)) pour tout k € K ayant u pour image dans B, il résulte
. Pl ~ . 1 1
de ce qui précéde que les suites { 3 a(H(un,YT...Y 1)} et {; Log ¢a(ah)} conver-
gent vers rn(a). On en dé&duit que cette intégrale est indépendante de la mesure

de probabilité p-invariante n. D'autre part, lorsque a€L-8, le lemme (3.6) nous

dit que cette intdgrale est strictement négative.
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(3.8) COROLLAIRE : Sodlt u une meswrte de probabllité sun G telle que G,

et ses sous-groupes d'indice g4ni ne sodlent pas contenus dans un A0us-groupe
parabolique propre de G . Sodent {le}i)1 une suite de v.a. {nd@pendantes et
de LodL u , 4 valewws dans G . Soit o un—cocycﬂe K-invariant sun B xG el que
;G sup | o(u,g)| uldg) <+ -

u

Alons L'expressdion T(ﬁ) = [[ olu,g) V(du) u(dg)  eszt indépendante

de £a mesune de probabllité u-invariante 3 ; poun Toule sudile convergente {un}
d'éLements de B , La suite de v.a.x. {& o(un, V]...Vn)} convenge p.4.
vers t(u) ; et fa suite de fonctions (% Elo(-,Y,...V )1} converge

n
uniformgment sur B overs t(u). -

Preuve . Les deux premidres assertions résultent immédiatement du théoréme
(3.7).
Pour prouver ladernidre assertion , il suffit de prouver que pour

. PR v . ~
toute suite {v_} d'éléments de B, la suite U = E{w ] , ol w =o(v ,v ...v),
n . n n n n 1 n

converge vers t(u). Soit a une valeur d'adhérence de Un 3 11 existe alors une
suite d'entiers {nk} telle que Unk—» a et VoV D'aprés ce qui précéde, la
. k
suite w ~ converge p.s. vers t(u).
k

n
. . 4z 1 .
D'autre part, 1'inégalitd Iwnl 27 I sup | o(u,Y)| montre que la suite de

k=1 ¢

)3

k

v.a. {wn}est équi-intégrable., On en déduit que la suite de v.a. {w } converge,
) : n

1 .
p.s. et dans . , vers 7t(u). t(u) est donc la seule valeur d'adhérence de la

suite Un et le corollaire est démontré.
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Signalons au passage la conséquence suivante

(3.9) COROLLAIRE : Sod% u une mesuwre de probabllitd sun G ayant un moment
d'ondre | et telle que Gu et ses sous-groupes d'indice f4inl ne sodent pas contenus
dans un sous-groupe parabolique propre de G.

Alons pourn toul a € A_ ,

/ fg aoH(u,g)V(du)u(ag) = =ff, aohdm_(H(u,g))V(au)u(dg)
G B

od 1 est £'image de u par £'application g € G ~ g-1 ; 3(resp V) est une quelconque

mesure de probabilfits u-invariante (resp. n-invariante) sur B.

Preuve. Notons d'abord que si a € 4_ alors aoAdms € 4, et (—qudms) €4 .
D'autre part soit V un voisinage compact de 1'€lément neutre dans G,
nous disons que uy posséde un moment d'ordre 1 si fG dv(g)u(dg) < +o, ol

5,(g) = inf ten” ;g €V,

Cette définition est évidemment indépendante du choix de V.
Ceci d4it nous avons vu que l'expression

N
ru(u) = IGI§ @oH(u,g) v(du) u(dg) est indépendante de la mesure de probabilité

. g ’\J
y-invariante v et l'con a

lém % Log(¢a(an)) = Tu(a) ,

od Y,...Y =x a_ k (dédcomposition polaire).
1 n n n n

- — -1 P s . .
De meme si Y1 ...Yn = ;1 én in {décomposition polaire), alors l'expressio

rﬁ(a) = [G[§ aoH(u,g);(du)ﬁ(dg) est indépendante de la mesure de probabilité

. . v
y—invariante v et 1l'on a

. 1 v
l;m = Log (¢a(an)) =1

©<

Mais les v.a. (Y ...Y.)

LY )-1 ont la méme loi. En outre
n 1 n .

-1 P L. . -1 -1 -1 =1 =1
..Y ) ' admet la décomposition polaire (k. m )J(m a m )(m_x_). On en
n n s'''s n 8§ s °'m
-1 -1

A4 -~ . ~ -~
déduit que les v.a. a et mS an ms ont la méme loi. D'ou le résultat.

(Y1.
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B/ Cocycles négatifs (G=SL(4,R))

La propriété de négativité de la limite de la v.a. a(H(u,Y1...Yn)),
pour u € B = NAEQ et « € A_ , peut €tre reliée & la négativité de certaines inté-

. . ~
grales parrapport & la mesure K-invariante m sur %.

(3.10)Définition
. . v . P . .
Un cocycle K-invariant p sur B est dit négatif sa

fﬁ plu,g) m(du) <0, ¥g € G.

(3.11) THEOREME
Les formes Lindaires o sun Q telles que Le cocycle K-invariant aoll
304t négatlf gomment un cine convexe dont Les géndratrices extndmales sont

engendrées par Les racines sdimples négatives (L.e. pan ).

Avant de justifier cet é&noncé, nous montrons deux lemmes, pour

G = SL{(d,R). Pour tout £ € {1,...,d-1} et pour tout g = ({(a..)) € C, nous appelons

ij
a,(g) le déternminant Ba-g41 d-g+1 7" Bg-g+1 @
%4 a-2+1 B3 q
Nous posons &(g) = inf {]Az(g)] : 2 € {1,...,d-1}}. Si g est un élément de G ,

nous désignons par a(g) la composante sur A, dans la décomposition d'Iwasawa

G=NAK, de g et nous notonsllg“ = sup ufHH
ugd Mt
x
(3.12) LEMME : 12 exdéste un entlen p > 1 el une constante C>0 zels que, pourn

tout &Léiment k de K,

sup _ x| alkx) |l < o(6(x))7P

xEExpW

Preuve. Si &(k) = 0, 1'inégalité est triviale. Lorsque &(k) > 0, k s'écrit

N\ VA
K = ubuy avec u €N, b €A, u €N, y EM ; et les coefficients des matrices
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N - .. R

u, a et u sont des polynomes en les coefficients de k et les inverses des
mineurs Az(k), L € {1,.,.,d-1}. Il existe donc une constantec C, > 0 et un entier
p > 1 tels que

vk € K, G ] 18 () ]| < ¢, (80k) 7P

D'autre part, pour tout élément g de G, ||a(g)|l < |lgll- En effet 1a
décomposition d'Iwasawa de g s'obtient en procédant 4 l'orthogonalisation du
systéme de vecteurs colonnes {g fd;...,g f1} de g ; si bien que les éléments
de la matrice diagonale a(g) sont respectivement inférieurs aux normes de ces
vecteurs colonnes.

Ceci dit nous avons, pour x € Exp W et k € K avec 6(k) > O,

kx = nbd x(x-1’t x)y

et

-1 -1~
I

I et = 1lb al G 0l <ol 7" T x

Puisque x € Exp W, chaque é€lément de la matrice triangulaire inférieure

N . . P
X u x est, en module, inférieur au module de l1'élément correspondant de la

N .-
matrice u. Il existe donc une constante C, > O telle que

2

sup _ ”X

1~ T
PR I
x€Exp W

On en dé&duit alors l'inégalité@ voulue avec C = c, 02 .
(3.13) LEMME : 12 existe une constante C > 0 Zelle que pout tout O<e<1,

d-1

m (€K : 6(k) < e }) <Ce

Cette inégalité est justifiée en ([2h] , corollaire du lemme 1).

(3.14) COROLLAIRE : S{ a est une foame Lindaire sur Q ,La fonction Fo définie pan

Fa(u) = sup koH(u,Exp X) - a(X)] (u € B) ,  est %-Lntégnabﬂe.
XS
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3 - . Y ., .
Preuve. - Du lemme (3.13), il résulte que la fonction u € B +~ Logé(u) est’;-lntpgrable
{on notera que §(ky) = 8(vk) = &(k), Yk € K, ¥y € M et donc § peut &tre considérée
. K v
comme une fonction sur g\ w Bl .

Le corollaire (3.14) est alors une conséquence de 1'inégalité du

lemme (3.12).

(3.15) Preuve du théordme (3.11)

'-; . - N
Montrons d'abord la négativité de l'intégrale f% aoH(u,g) m(du) pour a € A_.
Comme cette intégrale est une fonction de g K-bi-invariante, elle est aussi égale 2

[J5 ack(u,y) m(au) u(ay)

ol u est la probabilité K-bi-invariante me * Eg * m, sur G.

Lorsque g.g K, la mesure u vérifie les hypothdses du théoréme (3.5)

D'aprés ce théoréme , nous avons donc

Y
[, a(d(u,g)) m(auw) = 7/ /7 = a(H(u,g) m(du) uldg) < 0
B G B
N
Inversement, supposons que f% aoH(u,g) m(du) <0, ¥g € G, et montrons que a
est une combinaison lindaire i coefficients positifs des racines négatives.

Pour tout X € W et tout entier n>1, nous avons, en posant b = Exp X

na(X) < aoH(u,b") + F ()

[

[y aoH(u,b") m(aw) + [y F_(u) m(au) ;
et donc, d'apréds l'hypothése,

na{X) < /g Fa(u) m(au).

On en d&duit que a(X) < 0, VX € W ; c'est-d-dire a€4_

Le théoréme (3.11) est ainsi prouvé.
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C ) Compactifieation de l'espace_symétrigue (cas_G_=_S2(dR)

On donne ici une interprétation géométrique de la convergence de Xn(m)\/
vers une mesure de Dirac : l'image canonique de Xn(m) dans l'e space symétrigue G/K
convenablement compactifié, converge vers un point frontiére de % et l'ens=mble de

ces limites s'identifie & la frontiére de Furstenberg B = %AM

la me sure K-invariante sur B, par A =GA_ la

Désignons par A K

K

fermeture en topologie vague de 1l'orbite de xK ous G, espace qui contient G/K
comme partie dense [ 6 ] , l'identification étant réalise par g™ 8A.-
La structure de A comme G-espace a &té &tudiée par C.C. Moore (cf en parti-
culier [ 18 ]) dans le cas général d'un groupe semi-simple. On retrouve ici
smplement ces résultats, dans le cas particulier G = S4(d,IR) , grice 3 unm
réali sstion particuliére ded -

Soit C 1la partie de la gra smannienne de 5 formée des sous-algébres
de Lie R maximales pour la éroppi-été : "les valeurs caractéri siques de tout

élément de R oont imaginaire s pures." Le groupe G opére sur C par conjugali on et

la structure de C apparait ci-de ssomus.

(3.16) Ttéorime
L'application g 4 gip dEfinit un homZomonphisme de %  swr un
ouvert de A . Les G-espaces A et C  &'identifient naturellement ;. iLs

1

sont formés de 2% onbites et La seule onbite compacte de A edt fonmée des

mesunes de Dirac sun B .

Preuve

Elle cons ste en une de cription des mesires de A et de certains sus

groupe s asociés. On désigne par (q) = (qo, q1,...,qr_1) une suite de formes

£ 1

quadratiques postive s "emboitée”" au ens suivant : 4 est une forme quadratique
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sur V!o = ]Rd de noyu V, CVoe et, par récurrence, ay e s une forme quadratique wur

1

V., de noyeu V. ,C V. (0<i<r-1). La donnée de(q) définit donc une suite (Vi) de

_ . . v
sous-e pace s emboltés et des prodults: scalaires sur les 1/V
i+1

On notera par Q l'ensemble des telles suites (q).

Soit Rq la composante neutre du stabilisateur de (q), c'est-d-dire de l'ensemble des
g € G avec g1, = q° » BQ; = Q- (0<i<r-1).

Afin de préciser la structure de Rq et d'identifier les algébres de Lie corress

pondantes aux &léments de C, introduisons des supplémentaires Wi de Vi dans Vs

+1

Par définition de (g) et Rq, ilvest clair que Rq fixe les Vi et agit orthogonalement
V. .
sur chaque Y. . 81 alors Nq est le sous-groupe des g opérant trivialement

sur chaque'i};' 1 et Kq le.produit des groupes de rotation des Wi, le groupe Rq
est produit se;I-direct de son sous-groupe distingué nilpotent Nq par le groupe
compact Kq. Les valeurs caractéristiques de g € Rq sont de module 1 et un caicul
immédiat montre d'autre part gque dim Rq = 913:11. Si la premiére de: . ces
propriétés est vraie d'un sous-groupe connexe H elle implique d'aprés (4] ,
l'existence d'une suite de sous-espaces emboitésiRd = VOtD V} ... DVr_1 DVr = 0

et d'un produit scalaire sur]Rd tel que H laisse invariant les Vi et ‘agisse

V.
orthogonalement sur chaque ;6' . On enrdédduit l'existence de (q) € Q avec
1+1
5 C Rq et dim H < %Lﬂ%ll . Ceci prouve qu‘un sous-groupe de la forme Rq est

maximal pour la propriété &tudife ; par ailleurs si H est maximal la relation

HC Rq implique bien H = Rq. D'od l'identification de C et de la famille des

algébres de Lie des Rq. L'ensemble C est compact puisque la dimension [ici'gig:lll

est conservée par passage a4 la limite ainsi que la nullité de la partie réelle
des valeurs caractéristiques. Enfin, remarquons que le normalisateur Sq de Rq

est formé des g € G laissant les Vi invariants et opérant par similitudes dans
V.

les }6' ; ¢'est un sous-groupe moyennable maximal d'aprés [12] et Rq apparait
1+1
comme son sous-groupe distingué de type R maximum. De plus, l'orbite de R, ou

de son algébre de Lie, sous G,est l'espace homogéne G/ ; l'orbite de dimension

S
q

. p s G . . . . . s
maximum est l'espace symétrique /K et l'orbite de dimension minimum la frontiére
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de Furstenberg G/~ . La donnée de (q) définit une sous-variété algébrique parti-
culiére Lq de B egAfne mesure de progabilité Xq de support Lq. En effet, le choix
d'une suite de drapeaux dans chague i/V. définit un raffinement maximal de

+ :
la suite des sous-espaces emboitées Vi ;ll;s drapeaux ainsi obtenus forment la

3ous-variété Lq qui s'identifie au produit des espaces de drapeaux associés aux

i/v‘ . Le stabilisateur de L est le sous-groupe 'parabolique" Pq laissant la
+

suit: ;es Vi invariante et le sous~groupe laissant fixes tous les points de L

est l'ensemble Hq des g € G opérant par homothéties sur les i/ » ; ce dgrnier
sous-groupe Hq contient Nq , est inclus dans Sq etvla composantelneutre de q/H

est Kq . Sur les espaces de drapeaux associés aux i/V.+1 est définie une mesurz

naturelle, invariante par rotation ; la mesgre produitl)\q , de support Uq.est K-

q

inveriante et est donc fixée par Sq. De plus le stabilisateur de Aq est égal &

S . En effet, de g A =X on déduit gL =L , soit g€ P_; écrivant g comme

q q q q q q

produit d'un &lément de Nq et 4'éléments des groupes linéaires des Wi , on obtient
que ces derniers stabilisent les mesures naturelles sur les espaces de drapeaux

de wi , et donc définissent des similitudes sur chaque Wi. L'orbite de Aq sous G

s'identifie alors & G/s et 11 y a donc bijection naturelle entre l'ensemble des

q
Aq et celui des R

Montrons que l'ensemble des Aq est égale 4 A , ce qui montrera en parti-
culier sa compacité en topologie vague. Etant donné (q) € Q et une suite de

réels positifs a = (a_,a seeealy ) avec a. < a,< ... < P considérons

0’ -1 0="1- =

1'8lément S, de Hq qui en restriction aux Wi se rédult aux homothéties de

rapports a,. Si maintenant la suite o = (ag,...,a2_1) est “telle que
u? = 0(a2+1) (0<i<r-2) on a bien A_ = lim o AK puisque cette limite est portée
n a
par L. et est X _ invariante comme chaque ¢ A .
q q an K

Donc l'ensemble des Aq est contenu dans A . Inversement, considérons
. n 2 . . n n 0 n . n .

une suite g de G décomposée sous forme polaire g =k a k' od a est dia-
n n . .

gonale et k , k' orthogonales. On peut supposer, par extraction de sous-sulte

n n,, . n . . n
que k converge vers k € K et que a s'écrit u o , 00 U converge vers u et o

a Q



L6

est du type précédemment envisagé pour un certain (q) € Q défini i partir de
la base canonique. La limite de la suite de mesures gnAK s'écrire donc k u xq

et sera encore de la forme Aq' avec q' = ku(q).

Pour vérifier que la bijection canonique Rq -+ Xq entre les espaces
compacts C et A est un homéomorphisme il suffit de vérifier sa continuité : si

la suite R n converge vers Rq et si A , est valeur d'adhérence de la suite des
q
A n On peut affirmer que Xq' est Rq-invariante et ceci implique bien Rq = Rq, N
q
soit A = A,
q q

I1 est clair que la frontiére de Furstenberg G/EAM est plongée avec
. 2o - s o, s G . .
sa topologie naturelle dans A. Pour vérifier la méme propriété de /K , 11 suffit

de voir que l'orbite correspondante dans A est ouverte, ou encore que l'ensemble

des xq pour Lq # B est fermé. Si la suite A , converge vers Aq, la suite de

g .
compacts L n a pour valeurs d'adhérence des compacts contenant le support Lq
q
de Xq , en particulier dim Lq < lim sup {dim L n) , ce qui justifie que l'ensemble
n

q
des Lq avec Lq # B est fermé.

Pour conclure, la convergence de la suite Xn(w)XK vers une mesure de

Dirac s'interpréte donc dans A ou C comme une convergence de la suite de /K
associée & Xn(m) vers un point frontiére appartenant & la G-orbite de dimension

minimum, c'est-a-dire i B.
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4.- EXEMPLE : Application au groupe SL(4,R)

-

(4.1) Prenons pour SL(d,R) les décompositions d'Iwasawa et polaire considérées

en (1.3). Nous avons

L 4
_A = (matrices diagonales réelles de trace nulle}
I = {a1,...,ad_1} , ol pour tout i € {1,...,d-1} a, est 1'homomorphisme
*1 (o) .
d'algebre de Lie qui 3 X = . € A associe a.{X) = x. - x,
(0) "x : oo
d
@],
w={ .. €A :x, < <x.}
. 1 d
(0) Xy

Pour g € G, nous écrivons

1]

b(g) = diag{b;(g),...,b,(g)]

b - (décomposition d'Iwasawa)
u(g) e°(g) k(g)

g

: d
od u(g) € N, k(g) € s0(d) et bi(g) €R avec | bi(g) =0
i=1

clg) = diag [C1(g)’--7acd(g”
(décompesition polaire)
g = k1 ec(g) k2 ‘

d
ol k,,k, € 80(d) et ci(g) € R avec | ci(g) =0, c,(g) 2 ... 2c (g). Les réels
. i=1
ci(g), 1<i<d, sont déterminés de fagon unique par g tandis que le couple (k1,k2)
n'est pas unique. Lorsque c1(g) <. .. <cd(g), alors les autres décompositions polaires

-1
) par un couple (k‘m, m ok,)

de g s'obtiennent en remplagant le couple (k1,k s

2
avec m € M.
Soit u une mesure de probabilité sur G telle que Gu et ses sous-groupes

d'indice fini ne soient pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de G.

Nous désignons par (xi}i>1 une suite de v.a. indépendantes, dé loi u, 4 valeurs dans G:

nous posons Xn = an1"'Yngn » Ppour deux suites convergentes (yn}et {gn)d‘éléments

de G
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(L.2) Comportement des suites de v.a. bi(Xn) et ci(Xn) , 1<i<d

Nous écrivons b.(n) et c.(n) au lieu de bL.(X ) et ¢.(X ). Pour tout
i i 1 "n i n
i€ {1,...,d}, nous avons (proposition (2.22))

(%) suplbi(n) - ci(n)l < D.s.
n

D'autre part, pour tout i € (!,...,d-1}, nous avons l'alternative
suivante (corollaire (2.20))

ou bien les suites réelles {bi(n) - b.

l+1(n)} et (ci(n) -c. (o)}

1+1

convergent p.s. vers (-=),

ou bien, pour tous 8,18, € G, il existe un réel Y(g1,82) > 0, tel que

en posant X = diag (x1,...,xd) avec X, < Xy < -.. £ Xy

X
g, T g CK{e :0z<x < v(g,8,)} K

i+1 —

par suite sgp]ci(n) -c.  (n)] <+ . p.s.

1+

et sgplbi(n) - bi+1(n5| <+ D.s.

Lorsque Tu est compact (ce qui entraine que Gu = Tu est compact),
nous nous trouvons dans la deuxiéme alternative pour tout i € {1,...,d-1}.

Lorsque Tu n'est pas compact, on se trouve dans la premiére alternative

pour au moins un entier de {1,...,d~1}. De 1'dgalité
PSS
c = -
d(n) d [kET k(Ck+1(n) ck(n))],

3

il résulte alors que les suites (cd(n)} et {bd(n)} convergent p.s. vers (+=)

et les suites Cl(n) et b1(n) convergent p.s. vers (-,

Lorsque T contient une suite contractante, on se trouve dans la premiére
u

. .o . . . .
alternative pour tout 1; .c'est en particulier le cas si ?F est d'intérieur non

vide d'aprds une conséquence non triviale de [6]
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Supposons que IG Log ||g|ju(dg)< +=. Alors (théoréme (3.7)), pour tout

()} et (= (¢ (n) - c,

: l+1(n))} convergent

. . 1
i€ {1,...,d}, les suites {n (bi(n) bi+l

p.s. vers un réel,ri strictement négatif ou nul selon que les suites (bi(n) -

(n))} et (ec.(n) -c¢

i i+’(n))} convergent vers {-=) ou sont borndes p.s.

oo . 1 .
On en d&duit que les suites {; bi(n)}et {%-ci(n)}; t<i<d, convergent

vers des réels Ay vérifiant A, <...<dy. De plus A <A excepté si pour tous

i+1

g, » &, € G, il existe un réel y(g1,g2) > 0 tel que

x
g, Ty 8 CKle ;0zxx ”'ﬁiY(gng } K

1 1+1

circonstance exclue si Ty -contient une suite contractante.

Lorsque Tu n'est pas compact, kd > 0 et A1 < 0.
A
Notons enfin que d'apres le corollaire {3.9) ,.lorsqu'on change u en u les

v
réels Ai sont remplacés par les réels Ai = A De la méme fagon si on change

d+1-1

t ” . -
u en uy les réels ki sont 1nchangeés.

(4.3) Comportement des suites de v.a. k1(Xn) et u(Xn)

{n) (n) 255 () pour un certain L€ {1,...,d-1}.

Supposons que ¢

3 T St

Alors la suite de sous-espaces vectoriels de dimension (d-2) de Rd engendrés par

.\ - . P . d
(k1(Xn) fd,...,k1(Xn) f£+1} , ol {f1""’fd} désigne la base canonique de R,

[resp. par {u(Xn)f ,u{X )f }], converge vers un sous-espace vectoriel de

>’ n'oL+1

dimension (d-1) de Rd. [ On notera que 1'espace Fd_2 des sous-espaces vectoriels
‘ N

N

de dimensiocn (d-2) de Rd s'identifie 4 1l'un quelconque des espaces homogénes G/&
ol P est un conjugué du groupe parabolique standard %{ }

a1,...,a _1,0

N [URETERRL P

qui est IR stabilisateur dans G de 1'élément de F engendré par

da-L
(fd,...,fl+1}].
Les résultats précédents nous permettent'a'dméliorer les théorémes (8.6)

et (8.3) de [7].

Nous appelons Pd—1[resp. FPd_1] 1l'espace projectif associé i

R ={ | Puyg €R , 1<i<d} [resp. & Fﬁd = {(u1,”
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- . e s . 2
JPd ! s'ldentifie & la classe d'espaces homogénes H(P(a o }) ) -
" 1772 rg.e _
P(a ) eta.nt le stabilisateur dans G de 1'élément f‘d de pd-!
1° %4~ 2
1
Pour u = (u,l,...,ud), nous posons [jufl = ( uf) /2 ; et pour

=
g € SL(d,R), nous notons || g| =ue aup }Hll-ﬁ-u. Nous désignons par p le cocycle
{0

sur t]Pd-1 x G défini par

o(u,g) = Log H‘—:ﬁ” (EEth-1, g €G),

ol u désigne un représentant de u da.nst]Rd.

Nous aveons alors

(4.4) THEOREME : So{ent w une meswre de probabilité sun SL(dR) et (v b,

une suite de v.a. <ndépendantes et de Lol u. Supposons que Gu ne 504t ni compact
ni contenu, alnsd que ses sous-groupes d'indice f4inl, dans un sous-groupe

parabolique propre de G. Appelons X Le prodult i V]...Vn g, » POwWk deux

suites converngentes (gn} et {gn}*d'étémenu de G .
Alons, pour toute suite convergente (u } d'2fements de = - (o),

ne convergeant pas vernd zéro,

lu, X || 225 ()

e la, x 0 fe x|l

0 < mf —ﬂ—ﬂ—-< sup Tl——”——<“u Il p.s.

Lorsque fG Log [[g]] ddg) < +=, £'expression Iy o ]o(u,g) v(du)u(dg)

est strndictement posditive et indépendante ‘de La mesure de pnobabi,&',té u-L{nvariante

N -1
v sur tiPd y el nous avons

Lin(= tog flu_ X ) = Lin( toglk ) = [ ) V(au) uldg) > 0

p(u,g
-1
n n n n n Gt.lPd

Supposons en outre que T contienne une suilte contractante vis-a-vdh

hu x|l
T Agons fa swite (—U—”—} converge p.a. vers une v.d.

de £'espace projectif P
stuictement poAdltive et Ll existe sun tpd! une unique mesure de probabllitd

. . N
u-Lnvariante v.
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Preuve du théoréme. Nous pouvons supposer que les vecteurs Uy sont normés ; nous

écrivons alors u = e kn , ou (kn} est une sulte convergente 4'd1léments de S0(d).

4
b.{k X

¢ d ' n n>

a(x)
Nous avons alorslIXn]|= e

et”un XJ‘= e

Soit 8 = {aiG £: la suite{ci(xn) - ¢ 1(Xn)} ne converge pas p.s. vers

1+
{-=)}. Puisque Tu n'est pas compact, 8 n'est pas égal & I et la suite cd(Xn) con-

converge p.s. vers (+w),

D'autre part d'aprds la propasition (2.22) nous avons

() SEP | cd(Xn) -'bd(knxn) | < +=  p.s.
Les deux premiéres assertions du théoréme résultent alors, via le théo-
réme ergodique, de ce qui a &t& dit en (4.2).
Lorsque Tu contient une suite contractante vis-d-vis de Pd—‘ nous savons
(théordme (2.19)) qu'il existe une unique mesure de probabilité u-invariante M
surt.ll:’d—1 et que

{n) - ¢,(n)} converge vers (-«)

1) la suite {leg-1 N

ii) la suite {kn k1(Xn).§é} converge p.s. (voir (4.3)). Ceci signifie, en
x (1,d)
. n .
= S -a. -
posant x_ = k. k1(Xn) 80(d), que les suites de v.a [;;TETET}’ 1<i<d-1, converge
p.s..vers des v.a. x{i,d) ; par suite, puisque xné so(d),
1

[/ d=1 ‘
1+ ] (x(i,d))?

1=1

p.s.
]xn(d,d)l

Le calcul montre que

||un anl cd_l(n)-cd(n)))

—'n—:m'r-"-‘ ]xn(d,d){ (1 + 0o(e 3

d'od le résultat.

UL et vo= (v nous posons

(4.5) Pour deux 8léments u = (u_,. ey ,
1 d 1 d d
1/2 5

| =0 7} (u. v. . v.)g] et <u,v> =
CE 1] J 1 .o
t<1<y<d 1

[ua

Nous avons [l u Av ]2+ (cuyv)® = [ul [ |]v] 7
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Nous appelons ¢ la distance sur FPd-1 définie par

5(3,7) = by

u v ’

~ g ’ - - t 4
od u et v sont des représentants de u et v dans iy

Si (u,v) désigne l'angle des vecteurs u et v , nous avons
§(u,v) = [sin 8(u,v)|.

Pour tout g € G, nous posons

- ug A v
lellpy = sup g S
AV

Considérons l'espace ]Pd“1

1,2

l'espace des couples (E1,E2) de sous-espaces vectoriels de Ed tels que E] CE

des drapeaux de dimension 2 ; c'est~i-dire

2

et dim Ei =1, 1=1,2. L'espace P?—) s'identifie & la classe d'espaces homogénes

2
H(P ) ;P
{a,seeya, 32 7

! d73 4

1,2

d-1’fd]) de P ,

étant le stabilisateur dans G de 1'édlément
GT,...,ad_3}

(.01

L . - -1
Appelons M l'espace constitué@ par 1l'espace produ1tiPd 1 X Pd auquel

on a retiré sa diagonale: Nous compactifions M en lui adjoignant 1'espace des

d-1

drapeaux P1,2

de dimension 2 ; nous disons qu'une suite ((un,vn)} d'éléments de M

d-1
1,2

associée & la suite {(un,vn)} converge vers (u,{u,v]). Nous notons M ce compac-

P - - : N o 3 v -1
converge vers l'élément (u,[u,v]) de P si la suite {(un,[un,vn])} de P? 5
tifié de M.

Posons alors

o((u,v),g) = Log éé%ﬁgéj*ﬂl (g € ¢, (u,v) € tM), ol ul(resp. v) est un représentant

dans ?Rd, de norme 1, de G(resp. v) ; et

0((3,[;,;]),g) = Log HEE—Q—X&U (g € G,(u,[u,v]) € tP?_;), ol u(resp. v) est un
JuglFlunv f

représentant dans Sﬁd, de norme 1, de E(resp. v).

. . t=
L'application o est alors un cocycle sur M x G.
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(L.6) THEOREME : Sodent u une medwre de probabifit? surt SL(d R) et (Yi}i\]
une suite de v.a. {ndépendantes et de Lol u. Supposons que Gu et ses Aous-groupes
d'indice §ini ne sodent pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de

SL{d,R) et que T, contienne une suite contractante vis-a-vis de C'espace projectif

d-1 ,
P- . Nous posons Xn s anJff'yngn pour deux suites convergentes (gn} el {gn} de G
" Alons poun toute sulte (u ,Vh) d'&Lements de tM, convengeant dans LM,
n
§(n) = &(1_.X_,v_.x ) B3 0
R n n n
el
ol x 1P sallx IF
0 < 1nf—ﬂ—ﬂ—— < sup—“——”—— p-s.
Lorsque [G Log ||gllddg) < +», 4£'expression
/ f?Pd” o(u,g)v(du)uldg), est strictement négative ot indépendante de La mesure
G
?Pd 1
de probabilitt u-invariante v sur ; el nous avons p.s.
lim (+ Logé(n)) < '1i (‘m”xH(2 [ ] (u,8)V(du)u(dg)
im (— Logé(n =« lim (— = olu,glv{dululdg) < 0.
n 7 a b xIf S
SuppOAonA en outre que T contienne une suile conthactante udis-a- ULA
de £'espace des drapeaux P1 2 de dimension 2. Alons La suite y 5 _J‘X [‘ )

convesrge p.s. verns une v.a. sthlctement positive ; et LL exdiste sun

-1 . . o .
HP? , wne unique mesure de probabllits u-invariante .

Preuve. D'aprés le théoréme (4.4), on peut remplacer (&(n)} par la suite
Hu XAv X H
n'n 'n’'n

I

§'(n) =

Nous pouvons supposer que les vecteurs un et vn sont normés et orthogo-

naux ; nous écrivons alors u =e, kK et v =e k od {k } une suite conver-
n d n n d-1 n n

gente d'éléments de S0(d).
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Nous avons alors

bd-1(kn xn) - bd(kn xn>

et - e, (X ) =c (X))

La démonstration du théoréme (L.6) est alors analogue & celle du

théoréme (4.4) . La derniére assertion est A rapprocher de la remarque (2.2h)

(4.7) COROLLAIRE. Soii u une mesure de probabilit? sur SL(d,Rb et (V.1 .,

une suilte de v.a. {ndfpendantes et de Lol 1w . Supposons:que G, et ses sous-
groupes d'indice fdnd ne sodent pas contenus dans un sous-groupe paraboligque
propre de SL{d,R) ; que Tu contienne une suite contractante vis-d-vis de £'espace

-1 .
d el que u posslde un moment d'ondre 1 . Nous appe-

L'espace profectif P
Lons Xn e prodult V1...Vn

Alons 2a suite de fonctions { - E[o(.,X |1}, déginies sur T,

converge uniformdment vers tlu) = /S olu,g) 3 (du) u{dgl <0 .
. - - t - PR - -~
Preuve . Soit {(u, v) € "M . Nous désignons par u et v des représentants normés

de u et v ; et nous posons
w=(va<uv>u) /Ilv-cu,v>ul
Soit k et k' des &léments de SO(d) tel que :

= = = L
u=e k, w €3-1 k et v &1 k'. Nous avons

. b, . (kg)-b
o((u,v), g) = e d-1

d(k'g)

e b, . (kg)-b. (kg)
o((u, [u,v]), g) = e -1

D'aprés le corollaire (3.8), la suite de fonctions (%- E[of-, Xn)]}

. . L5Vl
converge alors uniformément sur M vers Ad-1 - Aq
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(4.8) Exposants de Liapunoff

Considérons icil une suite Yk(m),indexée par 2, de variables aléatoires
indépendantes et de méme lol, réalisée canoniquement par la suite des fonctions
coordonnées sur l'espace produit G2 muni de la probabilité produit. Considérons
le produit de matrices aléatoires Sn(w) défini par

S (w) =Y (w) ... Y (w) (n>0)

n n-1 0

. v () v (w) (n<0)

w
€
[}

. PP . Lo . %
Ce produit vérifie la relation de cocycle vis-da-vis du shift 6 sur G

a
S eq(@) =[5, ° 8 (WIS _(w)]

D'aprés [20], appliqué au cas particulier ici envisagé, il existe des
sous—-espaces Ei(w) (1<i<r) en somme directe définis presque partout de maniére

unigue, et des scalaires ¢, (c1 DICPUL T é}) tels que l'on ait presque partout

. 1
¥x € E, lim —|fog s (w)xf] = &
i ke B n i

Les ci sont appelés exposants de Liapunoff du cocycle Sn(w) et les Ei
jouent le rdle des sous-espaces caractéristiques dans le cas des itérées d'une

matrice. Si les sous-espaces Vi et !i sont d&finis par

d — 1
Vi(w) = {x€R ; lim - Log ||Sn(w) x| < Ci}
no-+x
id — 1
V_i(w) = {x€R ; lim = Log [[_Sn(w) x|| < -}

n+—ﬁ

I1 est clair que les Vi forment une suite croissante avec Vr =ZFd et que

E. =VvVv.0V v .
1 1 =1

Il en découle aussi[21 ] que la suite de matriges définies positives
» 1/2n . L
(Sn Sn) converge, lorsque n -+ +», vers une matrice positive de valeurs
c c.
propres € ,...,e et que Vi est 8gal 4 la somme des sous-espaces propres
correspondant & Cyarealy On va montrer ici que les c, sont en nombre égal &
la dimension et gque les Vi forment un drapeau dés que 1la condition de densité

suivante est vérifiée : ql contient une suite contractante et ne laisse invariante

aucune réunion finie de sous-espaces.
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Ecrivons comme en (b-.1)

3;1(m) =k, (s_) ¢ (Sn) ky(S ) et ky(8,) = K,
« VU —le:'(sn) -

donc(S. S)=%k (S )e ” k., (S)
n n 1" ™n 1 n

’ 1
On sait d'aprés (4.2) que lim ﬁ-c'(sn) = diag (¢ £

1
e )
Nv+x 2 d
avec ¢ < Cé < ... <?é . Par comparaison avec [ 21], on a donc r = 4 et
c, = “Clyoi + Om sait aussi d'aprés (4.3) que 1'image par K, du drapeau

canonique D converge ; on en déduit aussi, par comparaison, que la suite des
V. est égale 4 lim K (D).
i e D
Considérant le cas n < O, on obtient que Ei est une droite égale i
l'intersection des sous-espaces lim Kn(D) et lim Kn(D). Soit alors ei(w) un

vecteur unitaire colinfaire d cette droite : d'aprés 1l'unicité de Ei , cna

Sn(w) ei(w) = sril(w) ei(gnw)

avec s (w) = ¢ j”Sn(w) ei(m)l|.

n

Soit alors M(w) la matrice de vecteurs colonnes ei(w) décomposés dans

la base canonique . La relation précédente s'écrit alors

_ n . 1 2 -1
Sn(w) = M(8%) dlag[sn,sn,...,si] M (w)

En d4'autres tefmes, le cocycle Sn(m) est cohomologue & un cocycle sn(Lo\
i valeurs dans les matrices diagonales. D'aprés [ ] on sait que Log|M(w)]]
est intégrable. Des informations plus précises sont contenues dans le paragraphe 5,

ce qui permet d'échanger les théorémes limites pour Sn et s
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G . .
S.~- COMPORTEMENT DES SUITES Y1.. .‘fn.u, u € /% . Applications
8 —_———

Soit M une mesure de probabilité sur G telle que G“ et ses sous-groupes
d'indice fini ne soient pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de G.
'Nous désignoés par {Yi}i>1 une suite de v.a. indépendantes, de loi u, définies sur
un espace probabilisé (2, ,P). Nous appelons Xn le produit Yl"'Yn et nous
gcrivons Xn = xnankn (dﬁcompositiqn polaire)
(5.0) Nous choisissons une décomposition d'Iwasawa G = NAK de G. Nous désignons
par &4_ l'ensemble des racines ayant servi 4 définir N, par I l'ensemble des
racines simples de A_ et par M le centralisateur de A dans K. Nous appelons

G = K(exp W)K la décomposition polaire correspondante de G.

D'aprés le corollaire (2.20}, pour tout a € &, nous avons l'alternative

ou bien ¢u(an) 25450

ou bien pour tous y,g € C il existe un réel y(y,g) > O tel que

yT 8 CkK(a€ A : v(y,g) < ¢, (a) < 1)K

Appelons 6 l'ensemble des a € [ satisfaisant 4 la deuxiéme alternative.
Lorsque Tu n'est pas compact (i.e. Gu n'est pas compact), 8 n'est pas égal i [ ;
le sous-groupe parabolique standard %e correspondant 4 6 est donc différent de G
et Tu contient une suite contractante vis-d-vis de la classe d'espaces homogénes
H(ge) = {G/P : P conjugué de 56}.
D'aprés le théordme (2.19), nous savons alors qu'il existe sur G/;
8

une unique mesure de probabilité p-invariante v; v est irréductible et 1la suite

de mesure {Xn . v} converge p.s. vers une mesure de Dirac €y

Nous nous intéressons dans cette section au comportement des suites

G .
{Xn.u}, u € G/g . Nous montrons d'abord que ¥Yu € /% , la suite an.u} con-
0

verge en probabilitd vers 7 . HNous #tudions ensuite la convergence p.s. de ces

suites dans le cas de SL(d,R) ot nous en ddduisons le comportement asymutotique des

coefficients d'un produit de matricen nlfatairen,
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A/ Convergence en probabilités

(5.1) PROPOSITION

Reprenons Les notations de (5.0) et désignons pan § une distance sun C/F
0
K-4invariante & gauche.

Alons poun toutes suites convergentes {un} et {vn} d'éléments de G/g )
0

La suite {6(Y ...Y.,.u , Y ...Y
n n n

1 )} convenge vens zéro. La suite

2
1" 'n
{ sup, E§(X .u, X .v)]} décrnoit vers zéro.

n n

u,ve /3

)

m .. n N
Preuve. Posons Xn = Yn...Y et ecrivons Xn = X

N A" ~ -~
] a kn . L'analogue du théoréme

n n
~ . . . . G .
(2.19) pour la marche aléatoire gauche, nous dit qu'il existe sur $< une unique
0
iy es e . . v . . .
mesure de probabilité uy-invariante v; v est irréductible et la suite de mesures

" \ . "
v . X converge p.s. vers une mesure de Dirac ev. De plus ¢ (an) +0,¥a€L -0 ;
a

Z
. v G N . v G
1'image de kn dans B\ converge p.s. vers Z et 1l'image de X, dans /g converge
0 ' ¢
en loi vers V.

3 PR N v
Soit {1n} une suite convergente d'éléments de K. L'image de k_ L dans

G ~
P\\ converge alors p.s. vers une v.a. a& valeurs presque siirement dans 1'ouvert
8

N A" . . ~ .
Py N= NP, de G. On en déduit (voir preuve du lemme (2.23)) qu'i partir d'un

. A P . ~ N . P
certain rang kK ¢ s'éerit u o {un} (resp. {pn}) est une suite d'dléments
O). Comme & _ u -

n n n p.s.

e,0
(

d'un compact de N > e , on en déduit que pour

. 129 2 G . Ny N
toute suite convergente (un} d'éléments de % , la suite {an L un} converge
]
! Pl rd G -~ .. 0
p.s. vers l'image de l1'élément neutre de G dans /% . D'oul la premicére assertion
]
de la proposition.

Posons 6{n) = supg E §(X .u,X .v)]. Il est clair que la suite &(n)
u,ve % n n

est décroissante et que pour tgut entier naturel n,
N
§(n) =]E[<S(X .u ,3( v )] s
n n’’n n

pour un certain couple (un,vn) d'éléments de G/a .
)
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Du théoréme de convergence dominée, via la premiére assertion dr la
proposition (5.1), il 'résulte alors que la seule valeur d'adhérence de la suite

{6(n}} est zéro.

(5.2) COROLLAIRE : Avec £es notations de (5.0}, pour tout u [5 G/g , La sudte de

0
v.a. {Xd . u} converge en probabilité vens fa v.a. Z ; et pourn toute fonction f
continue Aun G/m s
P
lim sup lff(g.u) un(dg) - ff(v) v(av)] =0
n u€v¥/n
Pe

Preuve. Nous avons

sup E{ 6(X_.u,2)] < sup E{6(X_.u,X .v)] + E[fa(xn.v,z) v(av)] .
u u,v

D'aprés la proposition {(5.1), le premier terme du second membre décroit
vers zéro. Quant au second terme, il converge aussi vers zdro d'aprds le théoréme

D.S.
> €

de convergence dominée et le falt que Xn Y On en déduit donc que

.Z‘

supIE(d(Xn.u,Z)] + 0. D'old le corollaire.
u

B/ Convergence presque siire (G = SL(d,R))

(5.3) Définitions.

Nous disons que p est étalfe s'il existe un entier p>! tel que la convolfe
u® de v ne soit pas singulidre par rapport & la mesure de Haar de G.
adv(g)
Nous disons que u posséde des moments exponentiels si [G e puldg) < +«

pour tout @ > 0 ; ol V est un voisinage compact de 1'élément neutre de C et

5,(8) = inf(n €W : ge V")
n

Siu€Bs= G/NAM , nous posons |Az(u)[ = [Al(k)[’ ol k est un élément

de K ayant u pour image dans B. (voir (3.10))

. . " .
Nous avons alors le théoréme suivant Si u est étalée
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(5.4) THEOREME : Sodent G = SL(4,R) et u une mesure de probabilité sun G étalde
et vérifiant [G Log ||gl|] u(dg) < +=. Nous désignons par (Y}, une suite de v.a.
indépendantes et de Lol u ; nous notons X Le prodult Y1“'Yn‘— Nous appelons m
fa mesure de probabillit& XK-invariante sur L'espace homogéne B = C/'D\I.AM .

Alons, pour m-presque tout u € B, F_a.Acu',te de v.a. {Xn.u} converge p.s.
vers ung v.a. Z dont La Lol est L'unigue mesure de probabillité yu-<invariante v
sur B.

S{ en outre u posslde des moments exponentiels (dé{inition (5.3)),
alonrs

[B Log |Al(u)|v(du) < b ¥ € (1,...,d-1}

et poun Lout u € B, xn.u N2

Avant de prouver ce théoréme (section (5.16)), nous allons Atablir un

certain nombre de résultats importants par eux-mémes.dans le cas général.

Ensuite, pour montrer le théoréme, on développera des arguments de compacité basés
sur l'étalement de u . En l'absence d'étalement, l'essentiel de ces arguments
restera valable, grice aux propriétés de contraction en remplagant les fonctions

continues par des fonctions Lipchitziennes, [16]

Le théoréme 5.4 et ses conséquences s'dtendront alors essentiellement au cas général.
[o]

Notons aussi que si ?P # @ les hypothéses du théoréme 2.6 sont satisfaites

l'existence d'une suite contractante dans ?}* est un résultat de [6] et on a ici

Gy,= G car G est puvert donc fermé.
M e

(5.5) Nous prenons pour SL(d,R) la décomposition 4'Iwasawa considérée dans la
section U.
Sig= ((aij)> € SL(d,R), pour & € {1,...,d-1), nous appelons Az(g)

le déterminant

Bg-241 d-g+1 77" Paeger a

83 a-L+1 dd
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"

0 "
et pE P

P4 e - g ,\J 0 ’
Un &lément g de G s'écrit sous la forme g = up avec u SE 8

si et seulement si Al(g) # 0, pour ¥ appartenant 3 un sous-ensemble J8 de

{1,...,d-1}. (Par exemple si 6 = {a1,...,ak} avec k € (1,...{d-2} , alors

~N -
JG = (1,...,dfk—1}).Les 8léments u et p sont alors des polyndOmes

en les coefficients aij de g et les inverses des mineures Al(g), L€ JO'

Pour tout &lément x de G/¥ (resp. é\G), posons,
8

8,(x) = Log [a,(x)] , €y

L 8

ol k est un 8lément de K dont l'image dans %/B (resp. 5\9) est x.
’ C] 8

Comme, pour tout k

0

€Kk = P o=
=K =KN By =KNP

Az(x ko) = Al(ko k) = Az.(k) Az(ko) ¥k € K
et .

Lo, (k)] = 1,

les applications 62, 1€ Je, sont bien dé&finies.

Nous avons alors

(5.6) LEMME : Avec fes notations de (5.0) et (5.5), &cnlvons X =N ALK
(d8composition d'Twasawa). Supposons que fp Log |lg][/dg) < +=. Soit k un

sos . - :
gfément de X tel que lim sup IAZ(Knk)| /n $, ¥LE g,
n

Alons 4 u désigne £'image de k dans G/y , X ou 2Ae g
R 0 n

Preuve. D'aprés le théoréme (3.6) et la proposition (2.22), nous avons

. 1 p.s.
€ - -
i) ¥a € -8 , - Log ¢a(An) > ru(a) <0
.. . G
ii) 1l'image de Nn dans /; converge p.s. vers Z .
6

Nous appelons Q' le sous-ensemble de Q constitué des Aléments w pour

. . . -1 PR
lesquels i), ii) et lim suplAl(Kn k)| /o <1, ¥AEJ, , sont vérifiés. Pour tout
n
w € Q', il existe un entier no(m) tel que pour nipo(m), Kn(m)k s'derit
N 8 ~ v .
un(m) Pn(w) avec un(m) e N° Pn(w) € P, ; et les racines enilmcs des modules

des &léments de la matrice un(w) ont une "lim sup”" inférieure & !. Mais alors
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-1

d'aprés i), la suite {An(m) un(m) Al (w)} converge vers e et par suite d'aprés

i1), X (w) . u+ 2(w).
n

L) . )
{5.7) Appelons R l'espace des cocycles K-invariunts sur P\E B s'identitfie

8

. . v 3
de fagon évidente d un sous-espace de cocycles K-invariants sur B = NABFS .

Pour tout p € R, nous appelons Sp la représentation de G dans l'espace

. . G ... .
C(é\P) des fonctions continues sur p\\ définie par
8 8

Sp(g) $p(u) = eo(u,g) ¢(Q-S) (u € p\s)'
9

» N G P
Le dual Sp(g) de So(g) opeére sur l'espace M(P\\) des mesures bornées
8

G .
sur |\ de la fagon suivante :
Fa

» - plu,g)
So}g) (v) (qu) = [PSS e €u.g v(du)

* -
Nous notons Sp(u) et So(u) les opérateurs

fo 8,(g) u(dg) et [, S)(a) uldg)

Dans ce qui suit nous &tablissons certaines propriétés de ces opérateurs.
Ces opérateurs ont déjd &té utilis@s par divers auteurs ; citons -par exemple

((25] et [3]).

. ez G . ..
Si v est une mesure de probabilité sur P\\ et ¥ une fonction positive
8

sur K telle que xb(k1 k k) = ¢(k) , ¥k €K, Vk1,k € Ke, nous définissons une

2 2
fonction ¢ * v sur P\S en posant
8
boev) = wk ) v(av) (we N0
G P !
PN 8

ol k(resp. x) est un quelconque &lément de K ayant u(resp. v) pour image dans
G K
RN

1]
D'autre part, pour £ € J@, appelons 82 la forme linéaire sur Aqui &
X
1. (0)

la matrice X =
((O) x d d=2+]

) associe x.,+...+Xx . Nous désignons par o2 le
d

cocycle B2 o H. On voit facilement que o, € H, pour ¢ € J. et que ces cocycles

8

L)
forment une base de H.
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Nous avons alors

(5.8) LEMME. Avec fes notations prnécédentes nous avons Les nelations d'entre-

Lacement
*
|& ‘r * 5 ég) {vl =8 (tg) []a ]r * v] |, pour tout g € G, tout r € R
L r Iy rpl 2
. Ly G
tout ZeJe et toute mesure positive v sur P\ .
. 8
Preuve. Ecrivons Al au lieu de [All
On vérifie aisément les relations suivantes, pour tout £ € (1,...,d-1}.
N ")
Az(u g u) = Az(g) R ¥g € G, Yu€N, ¥ueEN.
: = = alag [ (a)s...) (2)l€A
8,(ga) =8 (ag) = (A _, ,...x;)(a) 8,(g), ¥g€C, va = diag [A (a).. .} (alle

Si (k,g) est un 8lément de K x G, nous notons
kg = n(kg) alkg) (k.g)

la décomposition d'Iwasawa de 1'dlément kg de G.

Nous avons, pour tous k,k, € K et tout g € G : d'une part,

0

b0k g k3') = af(alee) (k. )

= (0 AP "N T af (k. 0) k") ]

" S, (*g) 1] DRIDE

od u est l'image de k dans 5;? ;
et d'autre part,
A;(k e k;1) = A; (x t(ko g))

=8, (k (k,.8)" alky @) “In(k, 8)l)

= (Ogoyayrohy) (alig @7 8] (k(xg.e)™)

= a7 ;%(g) ey |

D'ol le résultat.
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On en déduit le corollaire :

’ L
(5.9) COROLLAIRE : Soit p un 8&ment de H ;p4'Scnit | r

G\
& TO

des née
g Py POWL des Gels T

Ty
L€ J,. Posons & = 1 [Azl .

9
(=3

Alorns, nous avons

Ap * S;(g) {v] = S; (tg) [AD s vl , pour tout g € G et Lout mesure

positive v sur P\G ,
8

(5.10) LEMME : Avec fes notations et hypozthises de (5.0) et (5.7), sodent ?
un éLément de H et [ une fonction continue positive sur P\G .
8
Alons, nous avons £'alternative sulvante :
ou bien, f est nulle sur Le support E de L'unique meswre de probabilité u-invariante
. G
vosun P;\

ou bien, il existe un entier p > 1 tef que inf. [S_(,F)fl (w) > 0.

G p
N

1
ue

Preuve. Le lemme est une consdquence du corollaire (5.2) appliqué 3 la marche
aléatoire gauche . |

(5.11) Proposition

Avec Les notations et hypothdses de {5.0), {5.5) et (5.7}, supposons
que u posside des moments exponentiels. Soit p un §Lément de I qui s'Ecnit
p = zeirerl p, avee r, > 0.
ALons, en tant qu'opirateur de c<P‘§> , Sp(u), noxé plus simplement g
possdde, A un rdel > 0 prlds, une undique fonction propre strnictement positive ¢

assoctle d une valeur propre posditive 8 Egale au rayon spectral de S ot stricte-

ment supdrieure au modufe de toute autre valeur propre de S.L'opérateun S s'écnit:
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v
S=Bv(¢)¢+Q»

N pras G . .. .
0L Q¢ = 0 et v est une mesure de probabifix? sur ,\' vérifiant 5% = Ru. De mime
0

L'opérateun S = sp(‘)v\) s'écnit lavee des notations Gvidentes),

J—¢+Q

Et nous avons ¢ =4 * U et $=4+v,o00a= T |4

Preuve. Nous notons X l'espace homogene P\\ et nous appelons FE le support de
W\ G
1l'unique mesure de probabilité u- 1nvar1ante v sur o
8

Pour s > 0, nous appelons Hs le cone des mesures de Radon A sur X
* . - ~
telles que 5 X < sA. Puisque X est compact, Hs est un cOne 4 base compacte pour

la topologie de la convergence &troite.

Soit 8 = inf {s>0 : HS # ¢}. L'intersection des cénes Hq non vides est

. ‘ . -~ -~
donc non vide et &gale & H_. L'opérateur S opére continfiment sur le cdne H

B g’
d'aprés le théoréme du point fixe de Schauder-Tychonoff, il existe une mesure v

* . - «
de H, et un réel v > O tel que S v = yv . Puisque ¥y < B, on a nfcessairement

8

= B.
un &lément A .
La fonction § = A * v est alorgwiositif de C(X) vérifiant S¢ = 8 ¢

. - va s [ . . AV
(corollaire (5.9)). L'irrédductibilité de la probabilité u-invariante v , nous
assure que & n'est pas nulle sur E. D'aprés le lemme (5.10), la fonction &

est donc strictement positive sur X.

-~
-

Appelons 0 et 3 les rayons spectraux des opérateurs S et S. g et §

. . . k .k
sont les inverses des rayons de convergence des séries entidres ] 2z  S° et

- ~ - - k>0 -
X zk Sk. De 1'8galit® S¢ = B¢ , avec ¢ strictement positive, 1l résulte que o < B
k>0
D'autre part soient e un réel > 0 et A‘ une mesure de probabilité sur F ; la

mesure positive X? définie par

A(E) = (] ——58° 1) (rec)

vérifie
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par suite 8 < g.

. ' - t . -
En échangeant les roles des mesures p et u on obtient de la méme

fagon l'existence d'une fonction ¢ strictement positive de C(X) vérifiant S¢ = B¢
avec 0 < B < 0 .
On en déduit alors que o = g = 8 = 8,
Soit ¢ une fonction propre de S associée 3 une valeur propre de module B
10 . . . .
nous avons donc Sy = B e’ p avec .o € R. Soit {nk} une sulte strictement crois-

. ig . . . .
sante d'entiers telle que e:L " + 1. La partie réelle, ou la partie imaginailre,

h de ¢ est alors un élément réel non nul de C(X) vérifiant

-n n
lim B k S k h=nh .
‘ lngu)l 0 .
Posons Y = sup = >0 , pour un certain u_ € F.
EE ¢(u) ¢(uo) 0
h(uo)
La fonction ¢' = v - €, h , od £y e , est un é&lément positifl
-n n 0 :
de C(X) vérifiant ¢‘(u0) =0 et lim B k S k $' = ¢' . Du lemme (S.10), 11 résulte
k

alors que ¢' est nulle sur E.

»
On en déduit donc que ¢ = t ¢ sur E avec t € C . Mais alors 1'égalité
i -~ N . ” -~
S =B e @ ¢ entralne que @ = 0 ; si biem que 1'él8ment £ = ¢ - t$ de C(X) est

nul sur E et vérifie SE = B§ .

Posons &' = l%l , nous avons
(=) fg Pluee) olun) ooy g uP(dg) > £'(u)
824 (u)

et

[ ep(u,g) gég?g% Plag) =1 (WEX pen)

Soit uy un élément de X tel que

£'(uy) = sup £'(u)
EX

De la stricte positivité de ¢ et de la relation (*) , il résulte que
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Or le sous—ensemble compact u

0 - Tu de X porte nécessairement la mesure

Ly e, . . " N
de probabilité u-invariante v. Comme £' est nulle sur le support E de v , il

s'ensuit que E'(uo) = 0 ; autrement dit £' est nulle sur X et ¢ = té

La proposition (5.11) est ainsi prouvée.

(5.12) LEMME : Suppodons que p posslde des moments exponentiels et que u possdde
une densité ¢ par rapport 4 La mesure de Haan m, de G. Dans ce cas nous avons

Gu =G et Tu contient une sulte contractante (L.e. 8 = ¢ , 36' = RAM). Appelons

. - . - ’\'
£'espace des fonctions bonéliennes bonles sun B .

%
Alons, pour tout cocycle p sur B = NAM\G , So(u) es un opérateun compact

de 9:(/;. e. qu'il envoie la boule unité de P dans un sous-ensemble relativement

compact de c(B)).

Preuve. Appelons F la fonction définie par
sup|o(u,g)]
u€B
Flg) = e ¢(g) (g € G).

. N . Loa 1
Puisque u posséde des moments exponentiels, F est un élément de IL (G,mG).

]

La compacité de l'opérateur S Sp(u) résulte alors du théoréme d'Ascoli et des

inégalités

sup [S¢(u.k) - Sé(u)|
uss

(k €K, 9 € ).

I A

lell, ™) = R

Le lemme (5.12) admet les corollaires suivants

{5.13) COROLLAIRE : Supposons que u soit 8talle. Appelons 3 2'unique meswre de

\G et D 2'espace des fonctions boréliennes

p s , . "
probabilité  u-{nvariante sun B = NAM

o N
boandes sun B .
Alons L'opérateun (So(u) - %) de est de rayon spectral strictement

inférieur & 1.
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Preuve. Lorsque u = ¢.m, , il résulte de la preuve du lemme (5.12) que So(u) est

un opérateur compact de 35 (on n'a pas besoin pour S.(u) de moments exponentiels !)

0

Compte tenu des propriétés de ces opérateurs et du corollaire {(5.2) (pour

V)

la marche aléatoire gauche), il résulte que (S_(u) - v) est un opérateur

0]
de rayon spectral strictement inférieur & 1.

. Le cas étalé se raméne aisément au cas précédent.

THEOREME. Supposons que u = ¢ m. possdde des moments exponentiels. Alons, pourn towt
cocycle p sur ¥, en zant qu'opérateun de c(%’), so(u) [resp. Sp(tu N1 possdéde une
unique fonction propre strictement posditive ¢(o) [resp.c;(o)l associée 4 une valeur
propre B(p) > 0 ztelle que :

So(u) = 8(p) <vip) , = > ¢(p) + Q,

5,(%) = 8(0) < 3(0) , ~ > 8(o) + Q

o vip) [resp. O(Q)J esl une mesure de probablifit? propnre de S:(u) [resp s;(tu)]

»

- -

assocdiée a Ka'va,ﬂewn propre B(p) 3 < vi(p) , ¢(p)> = <v(p) , ¢(p)> =1 ;

QD(¢(D)) = Qp(cb(o)) = 0 et £e rayon spectral des opérateur Qp et ao AL Atnictement
ingénieun a 8(p).
d-1 d-1 r,
Ecrivons p = | r, p, et posons & =1 la |~ . Si La fonction
gy bR =1 F

Ap * O(p) [resp. a, * vip)] est f<inie en un point de 5 , aforns elle est finde partowd

el constitue un E&8ment non nul de C(%) colindaine d 4(p) [resp. A r;(p)] . Clest

Le cas &4 Les néels r, sont tels que ) (-r,) < —
. L 2 d-1
{2:r2<0}

d-1
Preuve. Lorsque p s'écrit X r

i=1
assertion) résulte de la proposition (5.11), du lemme (5.12) et des propriétés des

g P, Bvec r, 2 0, le théoréme (excepté la dernidre
opérateurs compacts. Dans la suite nous n'utiliserons le théordme (S.1L) que pour
ces cocycles.

Lorsque p est quelconque, reprenons la preuve de la proposition (5.11).
Tout reste valable excepté l'existence d'une fonction positive ¢ de c(¥) vérifiant

-

S¢ =8 ¢, en effet 1l'expression Ap % v ne définit pas nécessairement un élément
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de C(B). On surmonte la difficulté en utilisant la compacité.( voir [13] ) .

Posons ¢{p) = Ap # 5(p) et omettons dans la suite les indices p et u ,
pour simplifier 1l'écriture.
¥ est une fonction positive semi-continue inférieurement vérifiant

S¥ = BY. La fonction h = & vérifie alors les relations

$
)/, plue) elug) h(u.g) aw(g) = n(u) (pEN ,u€Bd) ,
8P (u)

avec IG P (e iéBLEl wP(g) = é.
8 ¢ (u)

Puisque h est comme §, semi-continue inférieurement, elle atteint sa

\
de B et h{u.) est fini, car ¢ est finie en un

borne inférieure en un point u, 0

. . v . .
point au moins de B. De (#), il résulte alors que, pour tout p > 1.

h(uo.g) = h(uo) , pour uP-presque tout g € G.

Par semi-continuité, on obtient alors h(u) < h(uo) , Yu € g - Tu ;

c'est-a-dire h{u) = h(u.) , ¥Fu€u, . T
0 » 0 u

Puisque E C u_ . Tu , i1 s'ensuit que ¢ = h(uo)¢ sur E. En considérant

0
¢‘h(uo)¢
la fonction & = —-—-?r———— , on démontre alors que § = 0 sur X ; c'est-d-dire
b o= h(uo)¢

La fonction ¥ ne peut pas étre nulle sur E. En effet : si les réels T

sont tous négatifs, A est minoré par un réel > 0 ; si un des réels r, est > 0,

L

C . . f v
alors la nullité de ¢ contredirait 1l'irréductibilité de v.

Lorsque Z (-rl) < E%T , 11 résulte du lemme (3.13) et de 1l'inégalitéd
{L:r <0
Nl - - PR
de HOlder que la fonctIon A est wm-intégrable. Comme O # m, = U(E)m , on en déduit

K

. . . ~ ~N P
que la fonction $ est finie m~presque partout. D'od le résultat.

(5.15) COROLLAIRE : Supwosons que u s04it 8talie et posside des moments exponentiels.
Soit p un cocyele sur 3.

Alons (L existe un ndel positif n tel que, pour tout A € R, |A| < n
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5,,(m) = B(x) <v(d),+> ¢(}) + Q
et

5,,(t,) = 81) <9(0),*> 5(3) + q,

]

o ¢(X) [resp. $(A)] est une fonction propre strictement positive de S, (i)

Ao

[resp. de Sko(t“):l associle a La valeur propre 8(A) > 0 ; v(X) et (1) sont

des meswres de probabilitd sur B vénifiant

)
H

<u(A),(A)> = <B(A),8(A)> = 1

Q, (1) =Q, #(X) =0 ; Les nayons spectraux des opérateuns q, et q, dont

dtnictement inglriewns @ 8(1) ; et Les applications A + g(A)

PN

[resp. ¢(1), #(A), v(r), S(A)] sont de classe C .

En outre Les fonctions 4 o * (1)

A
colinéaines nespectivement aux fonctions ¢

Preuve. Puisque u est &talée, il existe un

p
= . m, + v
" ¢P G D

ol la mesure vp est singuliére par rapport

L'application A ~ SXO(HP) est de
D'aprés le corollaire (5.13) et la théorie
rayon spectral de l'opérateur Sxo(up) tend

D'autre part, nous avons

%(q)

Hsm(vp)llf_ ,fc e vp(dg)

et Alo * (1) sont non nulles et

A} et §(A).

entier p > 1 tel que

i m, et ”vp” =1 <1

classe C pour la topologie de la norme

des perturbations (voir [B], [14]) , 1e

vers 1 quand X tend vers zéro.

avec §(g) = Sup ol{u,g)
u€EB

qui tend vers T < 1 lorsque A tend vers zéro.

Toutes les assertions du corollaire, exceptée l'avant derniére, s'obtien

nent alors en appliquant le théorsme (5.1L)

a la mesure ¢p . mG .

Enfin 1'avant derniére affirmation résulte de la théorie des pertur-

bations.

(5.16) Preuve du théoréme (5.4). Ecrivons Xn = Nn A Kn (décomposition d'Iwasawa).

I

. { . . . - . I\' P
L'image de Kn dans N\ s'identifie 3 une chaine de Markov sur B = \9 d'opérateur

M

de transition So(u).

NAM



_71_
D'aprés le lemme de Borel-Cantelli, la condition

lim sup IAE(Knk)l-1/n < 1 du lemme (5.6) est impliquée par

n p-s.

¥a >0, | P5,(Kk< -na} <
n>1

D'aprés le corollaire (5.13) cette dernifre condition est équivalente A

") Y
¥a > 0, X vi{u € B : dl(u.k) < -na}] < +w
n>1
c'est-d-dire &

(1) Jx 18, (ux)|¥(au) < += .

P ~ -~ \,\' ~
Or la convolée de v par m, est égale A m et d'aprés le lemme (3.13)

K
. v, \ P .
les fonctions |6i] Sont m~intégrables. On en déduit donc que (1) a lieu pour

m, ~presque tout k€ K. D'od la premiére assertion du théoréme (5.h).

Quant & la derniére assertion elle résulte du lemme :

(5.17) LEMME : Supposons que u 404t &talle et posséde des moments exponentiels.
Soit v 2'unique mesure de probablliti u-invariante sun B. Alons pour tout
i€ {1,...,4-1} et pour tout k € XK ,

f3 18, (ux)] Sau) < 4= .

A

Preuve. Observons que, pour tout x > O, —ii— croit vers {-Log x) lorsque X décroit
vers zéro. ‘
Pour i € {1,...,d-1}, nous avons, en appliquant le corollaire (5.15)

au cocycle pi et en falisant un abus de notations,

¥ (u) = /BlAir‘(w”w(x)(dv): w0 ) Eanl e ),

pour A voisin de zéro, ol A + ¢{A) est de classe c .

Or nous avons
T = [y () maw) = [ 18, () m(au)
B

et la fonction y est dérivable 3 droite en zéro ; en effet

. {(A)=1 1-!Ai]x N
lim L = 1im f———;——— m(du)
A40 A A+0

[. [-Llog lAi[(u)] m(du).

¥
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N
Comme v(\) converge vaguement vers v lorsque X -~ 0, on en déduit,

par un raisonnement classique, que

1o, M v
[ 1 LogIA [ (uw " Vav) < lim inf f 2 X v(}) (dv)
B A0 8
< lim (& A) x)(u))
A+0

v3(0) + 91 (0) (u)

{A

D'od le résultat.
Les résultats précédents, nous permettent aussi de compléter les

résultats de la section k.

(5.18) PROPOSITION
S04t u une mesure de probabllité sur SL{d,R) étalie et ayant des
moments exponentiels ; nous désignons pm.{‘fi}i>1 une suilte de v.a. {ndépen-

dantes et de Lod u. Pourn deux &Léments y et g de SL(d,R), nows posons

Xn=yY1...Yn5=((aij(n)),i et JE€({1,...,d}
Alons pour Zout i, j € {1,...,4} ¢
.1 I | - N
l;m — Log [aij(n)l = "lim — Log “anl f fﬁpd , o(u,g) vldu) u(dg) > 0.
i / Al
a,

L
Pourn tout 1L € {2,...,d-1}, La sulte 3 Log(———=—) converge p.s. vers un

lIx_ |F

néel v < 0

Preuve. Il suffit de prouver la premiére assertion pour a_.(n) = A1(Xn). Les

dd

autres s'obtiennent alors par un changement du couple (y,g).

Ecrivons Xn = Nn diag [81(n),...,8d(n)] K (décomposition 4'Iwasawa)

Nous avons alors

8
ey = iKn(d,d)l + o(=2=n))
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. 1
Nous savons que la suite o log 8,_, /Bd (n) } converge p.s. vers un réel <O
B.(n)
et que qﬁi—ﬂ-} converge p.s. vers un réel > 0
'8 . .
D'autre part en (5.16), nous avons prouvé que
lim sup 'Kn(d,d)]—1/n = lim sup |A1(K )|-1/n <1
n n n
- e . . 1/“ .
Comme lKn(d,d)l < 1, on en déduit que lllen(d,d)l = 1 ; et par suite
n
[a, . (n)| 1/n

. dd N . . oL
=1.7D' s .
llm(——ﬂji:”—-) D'ou la premiére assertion de la proposition

o

La deuxiéme assertion se prouve de tfagon analogue.

Montrons meintenant comment, grice aux tecniques de [ 16] on peut

étendre ces résultats

(5.19) : THEOREME. Soit u une mesure de probabilité sur G = SL(d,R) pussddant
des moments exponentiels. Supposons que Gu, el des Aous-groupes d}indice find,
ne sodent pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de G = et que Tu
contienne une suite contractante vis-a-vis de £'espace projectif PY'. Soit
(Yi}i>1 une sudlte de v.a. {ndépendantes et de Lol u ; nous notons X Le prodult

Y. . Nous disignons pan v L'unique mesure de probabilité u-invariante sun

d-1

Alons,

ﬂpd—1 Log|a, (u) |v(du) = {Pd_1 Log ljrﬁﬂ » eg>lvldn) < +e

1

-

et poun tout TP, 2a suite de v.a.{xn{ﬁ} convenge p.s. veas une v.a. 7.

S&, poun deux gféments y et g de SL(A,R), nous notons ((a..(n)))

1]
La matrnice y xn g, alors pourn tout 1,j € (1,...,d} 2
N
. 1 _ . 1 = - -
l;m 3 LOg!aij(n)l = l;m o LoéanH [G f§md_‘o(u,g)v(du)u(dg) > 0
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Le théoréme (5.19) se démontre de la méme fagon que le théoréme (5.L),
en utilisant la proposition (5.20) ci-dessous qui permet de se passer de 1'hypo-

thése d'étalement.

Si fre€ COPd-1), on d8finit pour A > 0,
m (f) = sup, , £ U)A- r(v) (voir (4.5)).
u,vep 8" (u,v)
uv

d—1) telles que

Nous appelons LX 1l'espace des fonctions f de C(P
o, =llel+m (6) < o,
A

. . -1 .
L'espace des cocycles K-invariants sur ?Pd x G est engendré par le

, noté& plus simplement p, défini par
- u - d-1
p(u,g) = Log HWEH (Ge'p , 8 €GC),

~ - —-— d
ou u est un représentant de u dans %R .

cocycle 91

Nous avons

(5.20) PROPOSITION :
PLagons-nous sous fLes hypothlses du thiondme (5.19). ALors pour tout

néel 8, S p(u) est un opérateur boané de Ly» pour 0<x<t, et £'application

8

g8~ sBo(u) de R dans £'espace de Banach des opérateurns boands de Ly

Lique. 1L existe un réel 0<xy<1 Zel que pout tout 0<i<h,, (8y(u) = M)

est analy-
$04t un operateun de rayon spectral sirnictement inférieun @ 1 sun L, - ‘

Nous résumons ci-dessous la preuve de la proposition (5.20). Pour les
détails nous renvoyons le lecteur a [}6]_

On prouve les deux lemmes suivants

(5.21) LEMME : Poun tout néel X > 0, posons

Ao(£,X )
Yx(n) = spp E e 1)
EE'M
Alonrs AL existe 0<r <1 tel que pour tout X\ < XO . lim(yx(n))wrl <1

n
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Preuve. Pour tout A > 0, {Yx(n)} est une suite sous-multiplicative si bien que

. 1 . 1
Lin(y, (n))"/® = ins (v, (a)) /™.
n
Le lemme (5.21) résulte alors du corollaire (4.7) et du fait que, pour
Aa
tout réel a, x décroit vers a lorsque X décroit vers zéro.

(5.22) LEMME : Nous avons fes inégalités

8

c(8) [o(g)] si §>0
o leBo(u,s)_eBo(v,g)L )
(u,v)EN §(u,v) ) 318
c(B8) [a(g)l si B <0
lolu,g) - olv,g)| o 2
sup | < cC (alg))™
(4,v)E'M §(u,v)

od olg) = sup{llgH,Hg—1H} et C(P) ne dépend que de 8 .

La premiére assertion de la proposition (5.20) résulte alors du
lemme (5.22).

La deuxiéme assertion résulte de 1'inégalité
Isg(u)' £y < v (a) fr], + el

du lemme (5.21), du théoréme de Ionescu-Tulcea-Marinescu ([ 19} ) et du corollaire(5.2).

Le théoréme (5.19) se ghnéralise dc la facon suivante :

(5.23) THEOREME. Avec fes notations et hypozthéses de (5.0) et (5.5), appelons v

L2'undque mesune de probabilité u-invarlante sur G/g . Supposons en cutre que
8
posséde des moments exponentiels.
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Alons

"'G/,\‘ Lo;lAz(u)i v(du) < +e , ¥L € J,
P
)

et pourn tout u € G/'lg , La sudite de v.a. {xn . u} convenge p.s. vens une v.a. 7 .
8

Le théoréme (5.19) correspond aucas 6 = {a,,... »@3_,}. Pour traiter

le cas général on considére la distance K-invariante sur P\? définie par
8

supv) = T (1 - 8k kT

G
)) (w,v &€ X\ ,
1EeJ L 8
]
ol k et k' sont des &léments quelconques de K ayant respectivement u et v pour

. G K
images dans Pe\ R K;\ .

Nous terminons cette section en donnant une autre conséquence des

résultats précédents.

(5.24) THEOREME. Avec fLes hypothises et Les notations du théordme (5.19),

appelons v Le rfel sinictement positif

[ ]
Gt

P
Alorns nous avons L'alternative sulvanie :

ou bien (€ exdiste des néels strnictement positigs C et o tels que

‘ L

Log| A (kX k')| - ny 2
1 n 1 C
Sup sup’ Pl <t - e duf < ==
I — it o- 7 L | <&
t€R k,k'€50(d)




_7"(_
ou bien nous avons

(%) sup sup sup lo(u,g) = k y| < +=
k —
REN* gESupp ¥ "uESupp 3

Avant de prouver le th€oréme, remarquons que la premiére alternative

est satisfaite dans les divers cas suivants

1) Le semi-groupe Tu est d'intérieur non vide. (C'est le cas si yu

2) I1 existe des entiers p et q>1 tels que
+
supp u® N supp v L £ 9 .

3) Supp v = pd-!

Preuve du théorsme (5.2L). Nous notons A1 au lieu de IA1[.

Posons

2 (k,k") = Log 8,(k X k') ;

ot

et écrivons

Zn(k,k') U (k) + vn(k,k')

n
avec
u (k) = L0g|[ed k an '
ley kX k1,
Teg x X1

' = = !
Vn(k,k ) = Log Log &, (k.xn k')

(ol k.X k' désigne la composante sur K, dans la décomposition d'lIwasawa

G=NAK, du produit k X k').

Pour tous réels ¢ et o>0 nous avons

Z2 (k,k')- ny U (k)-ny v _(kx,k")
| E———— < t] ~PFE—— <t}| < 2 F-"— | > al
avn ovn ovn
U (x)-ny
+ P[t—aCJL—‘-—“'<t + aj
av/n
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D'aprés ([4.€] théoréme 2), nous savons que :

i) la suite (ﬁ'mi (Un(k) - ny)el} converge vers une constante a2
indépendante de k € 50(d). Le réel o est >0 excepté si la condition (#)

du théoréme (5.24) est vérifiée.

ii) lorsque ¢ > 0, il existe une constante c' > 0 telle que
-u
U (k)-ny )

sup sup !P S <t -

_l_ dul <
tER kE€S0(d) a/n 2n

Pour prouver le théoréme (5.24), il nous reste alors i montrer que

pour tout réel B8>0, la suite sup (/;ZP[wvn(k,k')] > 8/5]} est bornée.
k,k'€s0(4d)

Nous avons

Pl |V, (k,k")] 2 8/a] = [5,(u) 1" s,(k') [4_0 8] (k) ,

od ¢ (x) =1 —a/m {x) (x € B:).

Lorsque u est &talée, du lemme (5.12), il résulte que :

sup PV (k,k') > 8/n] < sup 3(so(k')!¢n o8, 1) +cof
k,k'EK k'E€K

avec 0<p<1.

Or
q‘( O (k! [¢ ) %] = V.k' [ -Log Ay 2 8/;]
1 A
<——= v.k' [ |Log 4,]]
. B/H l 1
1 -1
< (yL(0) + ¢'(0) [k" 1)
a/n ¢

(d'aprés la preuve du lemme (5.17)) ;

d'ol le résultat.

Lorsque p n'est pas &talée, considérons la suite de fonction réelle

{wn} définie par :



(1 pour Oixj_e-s/g
/a -8/n.2 - -
wn(x)= 228n(x_2e8n) pour %ee/;ixiZeB/;
/a , -8/n - -
1--2e28n(e8n-x)2 pour eB'/;;ixf_%eB/r—1
~
Y
1
S S
n .
f
I .
0 % ;a 2 a
2 n n
)
Nous avons ][wn]Ln =2 e | pe e proposition (5.20) il résulte alors
Al
que :
P{ [V (k,k)| > 8/0] < V.k'(y_ o 8,) +Col(2 O
Or, pour n aséez grand,
. -
v . k'(d)n 0 A1) it k' ({u 'A1(u) <2e B/ﬁ_})
I 8
v . k' ({u: -Log a,(u) > 5 /n})
<23 . %' |Log a0
8Yn
d'ou le résultat. n

(5.25) COROLLAIRE.

Avec Les hypothises et notations des théondmes(5.19) ot (5.24)
supposons que La condition () du thiondme (5.3W) e soit pas virnifiée. ALons

AL existe des néels strnictement positifs a et C Lels que 5

Logla..(n)|- ny
sup sup IJP[ Ll < t} - fin e 2 dul <
teR i,j€{1,...,d} o/a Vor

<
/n
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