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HYPOELLIPTICITE MAXIMALE

POUR LE SYSTEME DE CAUCHY-RIEMANN INDUIT

par J. NOURRIGAT

Cet exposé résume, dans le cas particulier du systéme de
Cauchy-Riemann sur certaines sous-varidtés de Cn, uné série d'arti-
cles 3 paraitre ((R] et [®]) sur 1'hypoellipticitd maximale. Dans
le cas particulier auquel nous nous limitons ici, les démonstrations
seront plus simples que dans cette série d'articles, et seront ''self-

contained",sauf celles du paragraphe III.

Les sous-variétés M de C" auxquelles nous nous intéres-
serons seront

1) soit des variétés tubulaires,

2) soit des hypersurfaces,

3) soit des varidtés d'un type qui sera décrit au §I.

Dans tous les cas, on se place au voisinage d'un point de
type r dans M. (La définition de cette notion est rappelée au §I).
Dans les cas 1) et 3), on donne des conditions explicites, qui sont
nécessaires et suffissantes pour que le systéme de Cauchy~Riemann
induit 5& (agissant sur les fonctions) vérifie 1'implication sui-

vante, pour tout ouvert w & M et pout tout réel s

u eﬂjl(M) : '
’ } = BNIu € u° (Lu)p

= s P Hloc
S
BM u (Hloc (w) )

Comme on l'expliquera au §I, cette propriété implique

e e s =
1'hypoellipecité du systéme BM, avec perte de 1 - ;-derlvee. Dans la
série d'articles 3 paraitre, on donnera une variante microlocale de

ce résultat. Dans le cas d'une hypersurface, on donne une condition



VI - 2

nécessaire. Nous espérons démontrer dans un article ultérieur qu'elle

est aussi suffisante.

Dans le cas d'un point de type 2, la condition nécessaire
et suffisante pour que (0,1) soit vérifie est connue depuis Hormander
[10] (cf. aussi le livre de Folland-Kohn [ §]). Ces travaux donnaient
aussi des résultats de régularité pour des problémes voisins (3-Neu-
mann, Db agissant sur les formeé différentielles). Pour ces problémes,
1'extension au cas d'un point de type f a 8té faite dans le cas ol
M est le bord d'un ouvert faiblement pseudo-convexe (travaux de Kohn
[45] et Derridj [3 ]). Pour le probléme qui nous intéresse ici, du

BM agissant sur les fonctions, la pro priété (0,1) n'est jamais
vérifide si M est le bord d'un ouvert pseudo-convexe, au voisinage

d'un point de type r.

De plus, la condition nécessaire e t suffisante pour
1'implication (0,1) n'a aucun rapport avec la condition donnée par
Kohn [45] pour la régularité du probldme o-Neumann. Cette condition
est, par contre, assez voisine de celle qui caractérise la régulari-
té& analytique pour le systéme 5& quand M est une variété tubulaire
(travaii de Baoguendi - Traves [4]).

La démonstration utilise des arguments inspirés des divers
travaux de Hrmander sur les indgalitds sous-elliptiques ([401,[12],[43]).

Au §I, nous formulons de manidre précise le probléme, et
rappelon; des résultats antérieurs. Au §II, on é&nonce les rédsultats
principaux (dans les cas 1 et 3) et on démonﬁre la nécessité des

conditions géométriques &noncées.

Au §III, on Etudie, sans démonstration, une classe d'opé-

5 - . 2
rateurs a coefficients polynomiaux sur R P Les propositions énon-
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cées dans ce § ne sont que la traduction explicite, dans le cas &8tudié
ici, de résultats plus généraux sur les représentations irré&ductibles
de certains groupes de Lie nilpotents, et notamment, des résultats de

Moukadem [47] et de [R ].

Au §5, on finit de démontrer que les conditions géométri-

ques @énoncées sont suffisantes pour la propriété 0.1,

Au §V, nous énongons la condition nécessaire pour que (0,1)
soit vérifiée si M est une hypersurface (pas forcément tubulaire) et
nous donnons quelques indications gypr la preuve de la nécessité de

cette condition.

Enfin, au §VI, on examine le cas d'un systéme quelconque de
champs de vecteurs complexes Lj’ dont les parties réelles et imagi-
naires vérifient la condition de HOrmander [44]. Dans ce cas, il ne
semble guére possible d'énoncer une condition explicite pour que la
propriété analogue i (0.1) soit vérifi8e, sauf dans le cas des systé-
mes &tudiés par H.M. Maire [6] . 9n donne seulement une condition
nécessaire abstraite, dont la nécessité sera démontrée dans [(B1.
Cette condition fait intervenir, selon les idées de Crushin [? ] et
Roakland [48], des systémes d'opérateurs différentiels 3 coefficients
polynomiaux sur R¥ qui doivent 8tre injectifs dansf?(Rk). Si 1l'écri-
ture explicite de ces opérateurs est en général trés compliquée, leur
définition est trés simple 3 l'aide de la théorie des représentations

de groupe de Lie nilpotents.

Cette condition est suffisante dans bien des cas particu-
liers (voir au §VI) et l'on peut conjecturer que c'est la condition

nécessaire et suffisante pour 1'hypoellipticité maximale d'un systéme



VI - 4

de champs de vecteurs complexes.

Nous remercions vivement H.M. Maire pour les discussions que

nous avons eu avec lui.

Les démonstrations des r@sultats utilisés dans le §III,

ainsi que les démonstraions analogues 3 celles du §IV, dans des si-

tuations plus générales, paraitront dans

[A] HELFFER - NOURRIGAT - Hypoellipticité maximale pour
des opérateurs polyndmes de chaﬁps de vecteurs - Articles n° I, III et
Iv.

Le théoréme 6-1,(dont les § II et V ne sont que la démons~

tration dans des cas particuliers), sera démontré dans

[B] NOURRIGAT - Hypoellipticité maximale pour des opé~

rateurs polynomes de champs de vecteurs - Article n° II.
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§I - DEFINITIONS ET RAPPELS -

P n . -
Les sous-variétés de C é&tudiées

‘e , e n
On va considérer trois sortes de sous variétés de C .

1) - Les variétés tubulaires -

On appelle ainsi une vari&té M de la forme M = + i R",
oii I est une sous<vari&té de R". Soient q la codimension de M, et
p=n - q. On peut toujours trouver localement un systéme de coordon-
nées ol M soit définie de la maniére suivante, en désignant par (z,z')

la variable de C% (2% Cp, z'€c?) et en posant zj = xy + iyj,

(1.1) M= {(z2") €C7 | x'y = £, = 1,-eq)
ot les fj sont des fonctions C- dans un ouvert de RP (on les supposera
2p g4

définies globalement). On pourra identifier M et R en choisis-

sant comme coordonnées les xj, yj et tj'

P s 2z n
2) Un exemple un peu plus général de sous-variété de C
sera d&fini par des &quations de la forme suivante, avec les mémes

notations
(1.2) M= {(z,2') € ct | x'j = fj(x,y), J = lieeeeq}
ol les fj sont cette fois des fonctions C°° sur R2p.

3) On &tudiera aussi des hypersurfaces (de codimension q = 1).
On peut toujoutrs écrire localement une hypersurface M scus la forme

suivante :
(1.3) M= {(z,z2") € cPxc | x' = f(x,y,t)} (z'" = x" + it)}

odi f est une fonction Cco sﬁr RP X Rp x R.
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Le systéme de Cauchy-~Riemann induit -

q

Dans les 3 cas ci-dessus, on identifiera M avec R P xR

Rappelons que :

(1.4) I R §=1.. p

On désignera par Lj (j = 1--—--p) un systéme de champs de vecteurs

complexes sur M, de la forme suivante :

3 q

9
(1.5) L, =— + a, (z,t) — j=1la..p
I N ik
P k=1 atk

ot les ajk sont déterminées par le systéme d'équations :

(1.6) Ljhk =0 j<p kgq

odi 1l'on a posé :

(1.7) hk(x,y,t) = fk(x,y,t) + itk k=1...49

Le systéme (Ll...l_p) est le systéme de Cauchy-Riemann induit. On le
notera 3& On désignera par Xj (resp. Yj) la partie réelle (resp.

imaginaire) de Lj
(1.8) Lj =X, +1i¥Y,

On peut expliciter les champs Xj et Yj dans les 3 cas ci-dessus.

Dans le cas (l.1), on a :

) d afk(x) 3
(1.9) xj = — I, = + I

9x . . .
j i - h| k

Dans le cas (1.2), on a :

3 afk 3 a3 of
(1.10) Xj = -z Y_' = +I

h|
3x. k 3y, 9t d3y. k d9x. ot
h| 73 k 73 h|
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Dans le cas (1.3) d'une hypersurface, on a :

(1in o - 2. 8, (2,0) 2 ‘fj - v, (z,0) 2

5x., 5t 3y, 3t

i 73

avec af ) (229 ¢ Qﬁ . éig) of

dx, at” dy, dy, dat’ dx,
(1.12) @y = : I 8 = i i

0£, 2 : df, 2
I ng) 1+ Qﬂ;
ou encore :
(1.13) L, = — + i(L:f) 2
J &zj 3 ot

Remarquons que,dans tous les cas, les champs Lj (j<p) commutent.

La condition de Hormander -~

Dans toute la suite, on se place au voisinage d'un point
2 « -
(zo, to) de M (z0 €R p’ t, € Rq) ol les champs Xjet Yj sont supposés

vérifier la condition de Hormander [11], ol r est un entier > 2.

(C.H.)r Les champs Xj et Yj’ et tous leurs commutateurs de
longueur § r, engendrent, par leur restriction en (zo, to), le plan

tangent & M en ce point.

Suivant la terminologie classique, on dit que (zo, to) est
un point de type r. Graham et Bloom [ ] ont démontré que la condi-

tion (C.H.)r peut se formuler ainsi de mani&re é&quivalente :

P n .
(C.H.)r I1 n'existe pas de sous-variété complexe de C", de codimen-
sion (complexe) 1, admettant au point (zo, to) un contact d'ordre

r + 1 avec M.
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Rappelons le résultat suivant , de Rothschild-Stein [20] :

si (zo) to) est un point de type r, il existe un voisinage & de

(zo, to) est une constante C > O tels que l'on ait :
a1 ol < ool frofe [o)?) Fuec @
r j 3 ] : Q
Ici !\ “l/r désigne la norme dans l'espace de Sobolev
Hl/r(R2p+q), et || “ désignera dans toute la suite de 1'exposé la norme

2 .
dans LZ(R2p+q), comme ici, ou la norme dans L2(R Py, On démontrera dans
la suite d'articles & paraitre [A], que la condition (C.H.) . est

nécessaire pour qu'on ait (1.14).

L'hypoellipticité maximale :

On dira que le systéme 3& est hypoelliptique maximal en
(zo, to) s'1il existe un voisinage Q de (zb, to) et une constante

C > 0 tels que :

€1.15) i@xjuuz + !'Yjuuz:}é c(egrllLsullz *flu Nz)

pour tout u € C: (2). I1 est classique (cf Hormander [10]) que les
"in&galités (1.14) et (1.15) entralnent 1l'hypoellipticité du systime

| s 3
BM avec perte de 1 -7 dérivées, c'est-3-dire que l'on a, pour tout

réel s et pour tout ouvert w € Q, 1'implication :

u €’a)
= u €H

: s
e
Lju Hloc (w) loc

1
+ —
(1.16) *TT (W

Résultats de Hormander [40] et Folland-Kohn [§] -

Le but de cet exposé est de donner des conditions nécessaires
et suffisantes, explicites, pour que 1l'in&galité (1.15) soit vérifide

pour des variétés du type (1.1) ou (1.2). Le cas d'une hypersurface
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sera abordé au §V.

Si le point (zy, tg) est de type 2, ce probléme est ré&solu
ol
dans les 3 cas (Homander Mo]). Il existe des fonctions ajkt(z’ t)

G,k €p, 1 < q) telles que :

- 1 0
. L] = 2 2
(117 Iy, il 5 eke % 0 3 7tp
2%ty
Dans le cas (l.1) et (1.2) on a ap (z, t) = 2 ———— . Dans le cas
J dz 0z

d'une hypersurface (q = 1), il n'y a pas d'indice }‘let la matrice

hermitienne ajk’ appelée matrice de Lévi, est donnée par :
(1.18) a5 = (LJ.L G L.J.) £

On peut énoncer le :

Théoréme 1 -1

Si (C.H.)2 est vérifiBe, il y a équivalence entre :

i) Le systéme 3& est hypoelliptique maximal en (z , t ).
o o

ii) Pour tout z € R\ {0}, la matrice hermitienne

(1.19) q

gz 2P (Zo,to)‘CE (l€3i, kgp
-1

admet au moins une valeur propre strictement positive.

La condition (C.H.)2 revient 3 dire que, pour tout

T € RY\ {0} , la matrice ci-dessus est non nulle.

Le résultat de Baouendi-Tréves (On ne suppose pas (CH)p vérifice)

Théoréme 1 - 2

Dans le cas tubulaire (M définie en (1.1)), si les fonc-

tions f, sont analytiques réelles, il y a &quivalence entre les deux
J

propriétés suivantes
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i) Pout toute distribution u dans un voisinage w de
(z,, t,) tellés que les Lju sont analytiques dans w (j & p), la
fonction u est elle-méme analytique dans un voisinage ' de (zo, to),
éventuellement plus petit.

1i) Pout tout T € R\ {0}, le point xon'est pas un maxi-

mum local de la fonction

q a5,
x - Eil Tp, [f&(x) - § 5;; (xo) (Xj- on)]

Nous avons rappelé ce résultat & cause de la ressemblance
entre la condition ii) et celles qui seront énoncées au paragraphe

suivant.
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§II - ENONCE DES THEOREMES -

CONDITIONS NECESSAIRES -

On cherche des conditions pour que 1'inégalité (1.15)
soit vérifide. Puisque cette inégalité implique 1'hypoellipticité
du 3&, commencons par é&noncer des conditions nécessaires d'hypoel-

lipticité, qui expliqueront les conditions qui vont suivre.

§II - 1 - Conditions nécessaires d'hypoellipticité (cf. [41, [16])

Proposition 2-1 : Soient M dé&finie en (l.1), et (xo, Yos ty) € M.
S'il existe T € R\ { 0}tel que la fonction (1.20) admette un maxi-
mum local en X alors le systéme Eﬁ n'est hypoelli?kique dans aucun

voisinage de (x t ).
g (xjs ¥5s t)

Proposition 2-2 : Soient M définie en (1.2)’et (zo, to) € M.
S'il existe T € RY\ {0} et une fonction holomorphe g sur cP tels que

la fonction :
q
(2.1 z + I tpfg (2) + Re g(z)
oy BE )

admette un maximum local au point z,, alors le systéme aM n'est hypoel-

liptique dans aucun voisinage de (zo, to).

La proposition 2-1 n'étant qu'un cas particulier de la

proposition 2-2, il nous suffit de démontrer celle-ci.
*

Démonstration de la proposition 2-2 : On raisonne par 1l'absurde.

Supposons qu'il existe un voisinage V de z, dans Cp, un point
1€ R9\ {0} et une fonction holomorphe g sur CP tels que :

q
(2.2) z Tp (fz(z) - f

o1 e(zo)) + Re (g(z) - g(zo))§ 0 ¥z €V
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Supposons qu'il existe un voisinage W de ty dans R? tel que le sys-
téme 5& soit hypoelliptique dans V x W. Il existerait alors C > 0
tel que 1'in&galité
4. 2
(2.3) T | 542-(2 , t) | ¢ sup lu (z, t)]
k=4 "k % °
(z,tY EV W

soit vérifiée pour tout u ECw(V x W) tel que Lju =0 =1l,eec.p).

Les fonctions (z,t) =+ g(z) et (z,t) - fk(z) + ity

vérifient ce systéme, et, par conséquent, la fonection
q
(2.4) oz, t) - (z,t) = k-—z-l T (£,.(2) + it) + g(2)

A
en est aussi solution, ainsi que la fonction (z,t) =+ e ¢(z,t)’

pour tout A > 0. En reportant dans (2.3), on obtient

(2.5) AL [rkl expﬁRe ¢(zo) < ¢ sup exRRRe ¢(z)
(z,t) EV W
= ¢ expARe ¢(zo)

d'apr@s (2.2). En faisant tendre A vers +», on obtient une contradic-

tion.

On conviendra désormais de noter par f le systéme de

fonctions f = (fl--.-fq) et de poser :

q
(2.6) v £2) = I §L (DT %z € RP #r € rY
k=1

§II - 2 -~ Enoncés des résultats principaux -

Le cas tubulaire : Si M est définie par (l.l1), on pose,

pourtouthRP, g€ rP er v €RrY

2.7) d(x,E,7) = 1. [f(x + &) - f(x) - § %5—(X) Ej]
]
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d'apréds la proposition 2-1, si le systéme 3& est hypoelliptique au
voisinage de (xo,yo,to), 11 existe un voilsinage V de X, tel que,
pour tout x € Vet T E Rq, on ait, si d > o est assez petit et v # O

(2.8) Sup ? (x,8,1) > o0
le] < d

D'aprds la formule de Taylor, il existe C, > o tel qu'on ait ;

1

(2.9) sup ¢o(x,£,7) € C1 Iazf(x).r| dla}

z
lg] < d 2g|a|gr

six €V, BE€ Rq, et si d > o est assez petit. En effet, le reste
d'ordre r + 1 du développement taylorien de £ - ¢(x,£,t) 3 l'origine

1

est majoré dans la boule lgl < d par C2|r|dr * , et d'aprés la

condition de Hormander, il existe C3 > o tel que

(2.10) L 328G 7] » Cql7]
2¢la]er ¥

En effet, on voit que les commutateurs de longueur comprise entre 2
et r des champs Xj et Yj ont des symboles de la forme aif(xL.p, et,
comme ils forment un systéme elliptique, on a bien (2.10). Le reste
d'ordre r + 1 du développement taylorien de ¢ - $(x,£,T) est bien

majoré par le membre de droite de (2.9).

Nous pouvons maintenant énoncer la caractérisation géomé-

trique de 1l'hypoellipticité maximale du 5& quand M est tubulaire.
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Théoréme 2-3

Si M est définie par (1-1), si (xo,yo,to) est un point de
type r > 2, 11 y a Equivalence entre :

i) Le systéme 3& est hypoelliptique maximal en (xo,yo,to)
(2.11)

ii) Il existe un voisinage V de.x0 et deux constantes

Co > 0 et do > o telles que l'on ait

' « 1 glel
sup (8,0 ¥ € gg*a|$r [0 _fx).7| 4
£ |d

pout tous x €V, t € RY et d < do .

L

Enoncé du théoréme pour une variété du type (1.2) -

On désignera pargalfensemble des polyndmes sur Cp, a
r
coefficients complexes, de degré < r, nuls 3 l'origine. La variable

de CP sera notée z = x + iy, ou bien £ = & + in,

Pour tous g € 5:, z € Cp, recPetre Rq, posons, cette

fois :

(2.12) <I>g(z,?;,r) = 1. [£f(z + 7) - £(2)] + Reg(Z)

D'aprds la proposition 2-2, si le systéme aM est hypoelliptique dans

un voisinage de (zo,to) € M, il existe un voisinage V de z, tel que

l'on ait, si z €V, g GQ?;, rerl ’si d > o0 est assez petit ef T+0

(2.13) sup @g (z,%,1) > o
|2]<d

Par un raisonnement analogue a celui du cas tubulaire, on voit qu'il

existe Cl > o tel que :

(2.14) sup ® (z,z,7) < C1 z [3a3E @o(z,o,r)f d|a+8!
& 1$|a+8|6r 5 z °
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siz€V, t€ Rq, g Gq;i et d > o assez petit. On a utilisé cette

fois la conséquence suivante de la condition de Hormander.

(2.15) z 0%° £2).r | % el

Voici la caractérisation de 1l'hypoellipticité maximale du 3& si M

est définie en (1.2).

Théoréme 2-4 -

Si M est définie par (1.2) et si (zo,to) est un point
de type r de M, il y a équivalence entre :

i) Le systéme 5& est hypoelliptique maximal en (zo,to).

ii) Il existe un voisinage V de z s et deux constantes

C, > 9 d° > o tels qu'on ait

(2.16) sup 0 (2,5,7) > C, I 235 o (2,0, alo*8]

8
o 2=
I2]<d |a+8|<r z

our tous z €V, T € R si d ¢ d_ et pour tout g EQ? .
P = ) P r

Remarque 1 : On va montrer au §III que, si M est définie par
(1.1), les conditions ii) des théorémes 2-3 et 2-4 sont équivalentes,
bien que leurs é&noncés soient en apparence différents. Il nous suf-
fira donc de démontrer le théordme 2-4, dont le précédent n'est

qu'un cas particulier.

Remarque 2 : Si r = 2, on retrouve le résultat de Horman-

der (pour les variétés tubulaires ou les variétés de type (1-2)).
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§II - 3 - DEMONSTRATION DE LA NECESSITE

DANS LE THEOREME 2 4 -

On raisonne par 1l'absurde pour démontrer 1'implication

. On suppose donc que i) est vérifiée et que ii) ne l'est pas.

Puisque 1) est v@rifiée, il existe un voisinage Q de

(zo,to) et une constante C > o tels que :

(2.17)

z eCp,d
n n

(2.18)

et de plus :

(2.19)

(2.20)

Puisque les suites fa

J

lrged o fepel ) o @yl - ol me @

Puisque ii) n'est pas vérifiée, il existe des suites

> 0, T € Rq, én >0 et 8, € ‘ﬁ' telles que

z =+ z ,d - 0

. B
sup Qg (zn,;,rn) < e I [373

n —
lzlsd, 7 Iglarslsr % g

On définit un réel f, > © en posant :

-1
ot - s 13%2 o (2 ,0,1)] d
1<IQ+BI<r z C gn n n n

|a+8|

a o8l 235 o
‘ z %a

P

g

(z_, 0O, Tn) sont Bornées

n

(zn,O,Tn) ldn

(1<|a+B|gr), on peut supposer, quitte 3 extraire des sous-suites,

qu'elles admettent des limites Ea

(2.21)

8

CC n B

+
Dndnla B, aaai o) (zn’o"rn) > % (l<la+8‘<r)

|t
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On a évidemment

b et I Ie l =1
(2.22) B = Cag lslasler P
On définit donc un polyndme réel sur R2p en posant
o z8
(2.23) P (g,n) = 2 B
l<|a+8|<r a! B!

(avec les notations évidentes g = £ + in , E-= g~ 4in).

On va démontrér que la suite de fonctions

def _ .
=P, (@

(2.24) ;> ¢gn(zn,dn;,rn)

tend, uniformément sut tout compact de R2p, vers le polynome P.

En effet, le développement taylorien d'ordre r i l'origine de Pn
tend vers P d'aprds (2.21), et la différence entre Pnet son dévelop-
pement taylorien d'ordre r est majorée,uniformément sur tout compact,
par C d£+1 }rn}pn .
La condition de Hormander équivaut 3 1l'existence d'une

constante € > O telle que

(2.25) > |a‘§a_3_ % (2,0,1)| »clt| vzeaq, v efr, vr € rY
|a+8|<r z 8

la|>1, |8]>1

Les relations (2.21) et (2.25) impliquent donc que la suite pn lrnldz
est bornée. Par conséquent, la différence entre Pﬁ et son développe-

ment d'ordre r tend bien vers O, uniformément sur tout compact. On a

bien montré que Pn +~ P uniformément sur tout compact. Il en est de

méme des dérivées.
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On en déduit que

(2.26) sup P(Z) = 1im sup Pn(C) = lim e =0 = P(o)
lz]<1 B> fo|st n -+

Autrement dit, P présente un maximum local 3 l'origine .

Pour tout X € R, on définit des opérateurs différentiels sur R2p,

en posant :
- 9 _ _ . 9P
(2.27) n(XP)(Xj) = - ix -
) J
- 9 9P
(2.28) n(AP)(Yj) = - + iA -
J
(2.29) ”(Ap)d*j) = n(xp)(xj) + i ”(xp)<Yj)

On va utiliser le lemme suivant :
Lemme 2-5 -

Si 1'inégalité (2.17) est vérifiée , alors on a, avec la

méme constante C,

2 2 ?
R LS C D L R L S ; I ﬁ(AP)Glﬁ)W’)Lz(RZp)

pour tout ¥ € C: (RZP) et pour tout A € R.

Admettons un instant ce lemme et faisons une transforma-

tion de Fourier partielle inverse par rapport i la variable A, en posant :

-~ a -~
(2.31) T () = g - 92 3 7 (g, -2, 3

et (L,) =7m_ (X,) +1im (Y,). I1 s'agit d'opérateurs différentiels dans
P 1 P J P ]

R2p+l.
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On déduit de=(2.30) que :

- 2
< C: Ilmp(l_jwli

&

- 2 = 2
(2.32) § b ¥l =+ im czpvll

¥y € c: (R2P+D)

-~ -~

Dire que les champs de vecteurs KP(X ) et (Yj) vérifient la condi-

]

tion de Hormander & 1l'origine de RZP*! Levient 3 dire que

(2.33) z |ga8[ #0

On va distinguer 2 cas :

ler cas : si (2.33) est vérifide, 1'inégalité (2.32) entraine que le
sytéme d'opérateurs ipdlﬁ)(j = l....p) est hypoelliptique. Ce systéme
peut étre considéré comme le systéme de Cauchy-Riemann Eg de la sous-

gy

A,
variété M de Cp+1 définie par
'\’ ' P '
(2.34) M= {(z",z) ECx €, Rez'=P(z)}
la proposition 2-2 montre que le polyndme P ne peut admettre de

maximum local 3 l'drigine, ce qui est en contradiction avec (2.26).

28me cas : Si (2.33) n'est pas vérifiée , le polyndme P est la partie
réelle d'une fonction holomorphe non constante d'aprés (2.22). D'aprés

le principe du maximum, la fonction P ne peut admettre de maximum local.

Démonstration du lemme 2-5 :

On peut supposer que l'ouvert Q est de la forme U x V,
< . s 2
od U est un voisinage de z dans R°P et V un voisinage de t_ dans
. o

rY,
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Choisissons une fonctﬂn1:[€ C:(V) telle que [E(” LZ{Rq) =1,

On désigne par Xj(T), Yj(r) et.Lﬁ(r) les images des opérateurs ¥,, Yj‘d:Lg

par la transformation de Fourier partielle par rapport 3 la variable
t € rRY.

~ 5 > ~ 3 3
(2.35) X (1) = —— - 47, 2E v.(1) = 2— & 4025
j axj ayj i ayj xj

Si on applique 1'inégalité (2.17) i des fonctioms de la

forme u(z,t) = ¢(z)eitr:[(t), avec T € RY et $ € C (U) yon en dsduwlt sz.de
@, e R mame cot\st«mte. Co due dans (2-13)

(2.36) 1 nx (0ol ? T IIY (e 2 2

j (R%P)

IN

¢, t I oll? + cfe ||
: J
J
pour tous T € RY et ¢ € C:(U). La constante C, dépend dglfmais non

1
de ¢ et T.

2 -
Pour tous z, € R p’ d >0 et h & 51, on définit une transfor-

mation unitaire U( de LZ(RZP) en posant :

xl,d,h)

S| iImh(z - Zl)

(2.37) Ue, ¥(z) = d7P v (—1—e

1>dsh)

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 2-6 :

Soit P un polyndme réel sur Rzp, de degré < r. On suppose

qu'il existe des suites z S RZP, dn >0 et Tn € rY telles que

B

(2 38)A ZQ; fz). t - aaa P(o) si Ja+Blsr , la|31, |8]31
Z


http://�Utu.Lt
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(2.39) z_ >z, d > o , |t_| > 4+

Alors, il existe une suite hn dans:fz telle que les opéra-

teurs X§n) et Y§n) définis par
(n) -1 >
(2.40) X, =4 U X, (t) U
i n (zn,dn,hn) it n (zn’dn’hn)
(n) -1 >
Y. =d U X.(t) U
h| n “(z,d,h) i n" (z ,d ,h)
soient de la forme suivante :
(n) _ 3 . h(n) (n) _ 3@ (n)
2.41 X. =g - . 1,. = am—
(2.41) ) 7 - 1b™ e R e EN N G
J ]
ol les suites de fonctions a§n) (resp b§n) tendent, uniformément sur

2p . JdP ap
tout compact de R™", vers la fonction Eﬁ; (resp g;rﬁ,

Démonstration du lemme 2-6 :

Les relations (2.38) et (2.39) impliquent qu'il existe une
Q
suite hn dans:)r telle que les suites de fonctions

¢ a(Behh)

(g,m > T ggf(zn + dnc) + gz;————

. C
h|

- . 9P -
tendent, uniformément sur tout compact,vers la fonction Y et de méme
3
pour les dérivées par rapport aux variables y. La vérification du
lemme est alors triviale en utilisant les équations de Cauchy-Riemann

pour hn'

Fin de la démonstration du lemme 2-5 :

. o 2 -
Soient Y € CO (R°P) et A € R. On applique 1'inégalité

2.36 = 1! = =% T
( ).avec TE T = ATy et ¢ = ¢ = U, ,dn:‘ﬁn) *
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Quand n est assez grand, le support de ?n.ESt inclusdans U et 1l'on
peut appliquer (2.36). En multipliant par d: et en utilisant le ca-

ractére unitaire de la transformation U( d_h)’ on obtient :
H
n

n’ ' n
2 -2
(2.42) Jz R e T A : e e} 2 v e dd v 2

Si 1'on fait tendre n vers +»=, 1'inégalité (2.30) résulte immé&diate-
ment du lemme 2-6, que l'on applique avec P remplacé par rPet T

t
ar T_.
P n
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§III - UNE €LASSE D'OPERATEURS A

COEFFICIENTS POLYNOMIAUX SUR R2p -

§IIT - 1 - Définitions =

Soit Er 1l'ensemble des polyndmes sur RZP, 3 coefficients
réels, de degré < r, nuls 3 l'origine. La variable de R2p sera noté,
soit (x,y) avec x € RP et y € Rp, soit z = x + iy, en identifiant
RZp et cP. on rappelle que 31 désigne l'ensemble des polyndmes 3

coefficients complexes sur Cp, de degré £ r, nuls 4 1l'origine.

A tout polyndme P € Er’ on fait correspondre un systéme
de 2p opérateurs différentiels ﬂp(Xj) et ﬂp(Yj) (j = 1,....p) dans

2
R“P en posant :

N AP 2 P
(3.1) ﬂp(Xj) = axj - 1ayj np(Yj) = ayj + laxj

On posera aussi 7 Do=m (X)) +1im (Y.).
P PG—J) P( J) P J)

On a vu au §II que 1'inégalité (1.15) pour le 3& impliquait

des inégalités de la forme suivante :

A X AR X

¥y € C:(RZP)

Pour certains polynomes P decrivant un sdus-ensemble de E que nous

allons maintenant décrire, quand M est définie par (1.2).

Définition 3-1

Pour tout z € Cp, on désigne parT4z 1'ensemble des
0

polyndmes P € E_ tels qu'il existe des suites z_ dans Cp, d > o,
! r n n



VI - 24

1 €R%et g el ‘telles que :
n n r
(3.3) z, > z , d - o IT l > ®

, ind 1<
et, pour tout multi-indice (a,B8) tel que la+B|<r

(3.4) al*8lax 6 (2 ,0,7) > 3%° p(0)
n g’@i g, n n z 3
On a utilisé la notation (2.12). D'aprés le lemme 2-6, il

est suffisant qu'il existe des suites z_,d et t_ vérifiant (3.3) et
q n’ n n

o+8 ,
(3.5) dl | a:ag £(z ). T, > ajaE P(o) si |a|pl, |B8|»1
et |a+B!<r

On reconnait dans les membres de gauche de (3.5), les symboles des
commutateurs des champs Xj et Yj' Cette remarque conduira aux géné-

ralisations des §V et VI.

L'étape essentielle dans la dsmonstration de la nécessité
de la condition (2.16), c'est-d-dire le lemme 2-5, peut s'énoncer

ainsi :

Proposition 3-2

Si 1'inégalité (1.15) est vérifide dans un voisinage de
(Zo,to) (zo € RZP, t, € Rq), alors 1'inégalité (3.2) est vérifiéde

pour tout V¥ € C:(RZP) et pour tout polyndme P E'L% . La constante
. o

C est indépendante du polyndme P.

Ensuite, nous avons montré que cela impliquait qu'aucun

polynOme P EQLEO, sauf 0, ne pouvait avoir de maximum local i 1l'ari-

gine, ce qui entralnait la condition ii) du théoréme 2-4. En vue de
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démontrer le caractére suffisant de cette condition, énongons la

Proposition suivante, dont la vérification est ‘f&d‘le_ .

Proposition 3-3 :

Si M est définie par (1.2), la condition ii) du théoréme

2-4 est vérifiée SQ et seulement si, aucun polyndme P E't% non nul,
0

n'admet de maximum local 3 l'origine.

Examinons maintenant le cas d'une variété tubulaire (dé-
finie par (l.l1)). Par analogie avec le raisonnement précédent, on est

conduit 3 définir ici un sous ensemble't; . pour tout X € rP,
o

Définition 3-4

Si M est définie par (l1.1), pour tout X € Rp, on désigne

V]
part,x0 1'ensemble des polyndmes P € Er’ de dépendant que de la varia-
ble x € RP, tels qu'il existe des suites X € RP, d >0et T € rY

telles que :

(3.3)! X > X d > 0, |t| > @

et, pour tout multi-indice o tel que Lé]a[§r, on ait :
[al o ) .
(3.5) dn ax f(xn). T - 3x P(0) si la]>2

az P(0) = O si  Jal=1

La condition ii) du théoréme 2-3 est vérifife si, et
. -~ A
seulement si aucun polyndme non nul dans l'ensembleT-{x n'admet

o
de maximum local 3 l'origine. Pour démontrer que le théordme 2-3°

n'est qu'un cas particulier du théoréme 2-4, il suffit de vérifier la
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Proposition 3-5 :

Si M est dé&finie par (1.1l) et si (xo,yo,to) = (zo,to) € M,

il y a équivalence entre :

i) Aucun polyndme non nul dans l'ensemble'Lh n'admet de

o
maximum local 3 l'origine.

- ’\J
ii)Aucun palyndOme non nul dans l'ensembleHx n'admet de
o
maximum local 3 l'origine.

Démonstration:

Les relations (3.5) et (3.5)' montrent que.ﬁ; est inclus

o
dansTQZ , puisque f ne dépend que de x. Par conséquent, si ii) n'est
)

pas vérifiée, i) ne l1l'est pas non plus. Supposons maintenant que i)

ne soit pas vérifie, donc qu'il existe un polyndme P €Yy npon nul,
z
)

admettant un maximum local 3 l'origine. Soient k l'ordre d'annulation

d l'origine du polyndme P, et P, la hessienne d'ordre k de P, qui

admet aussi un maximum 3 1l'origine.

On démontrera plus tard (aprés la rroposition 3-6), que

ﬁ:est aussi dans 1'ensemble Lz . Posons alors :
o

B

a—
QD) = ¢ 3%8 P (o) 2=
|a+8|=k 27 a!B!

lal21,|8]21

o
g(z) = ¢ 3% p(o) =
[a‘=k z a!

d'aprés (3.5) (appliquée 3 la hessienne P ETﬂz ), le polyndme Q est
d 1' ™ - . © (]
ans ensemble'[-.,x , ne dépend que de la variable £ et l'on a, pour

22
tout ¢z = (g,n) €R P,

(3.6) P(&m) = Q&) + 2 Reg (Y < 0.
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Par définition d'une hessienne, le polynome Q + 2Reg est
non nul. Si Q &tait nul, 1l'indgalité (3.6) serait en contradiction
avec le principe du maximum. On voit facilement que, si les polynd-
mes Q et g sont homogénes, 1l'in&galité (3.6) implique que Q admet
un maximum 3 1l'origine. On a montré l'existence d'un polyndme non
nul Q dans{¥x admettant un maximum 3 1l'origine, donc ii) n'est

o
pas vérifiée. L'équivalence de 1) et ii) est donc démontrée.

Le théordme 2-3 n'est donc qu'un cas particulier du thé-

oréme 2-4, et il nous suffit de démontrer ce dermier.

§I1I1 - 2 - Estimations 3 priori pour les opérateurs HPGQj).

Nous allons maintenant montrer que, si la condition ii)
du théoréme 3-4 est vérifide, il existe C > O tel que 1'inégalité
(3.2) soit vérifiée pour tout P E'l'_,z . Pour cela, examinons gquelques

)

propriétés de cet ensemble‘LE .
o

Proposition 3-6 :

L'ensemble L% a les propriétés suivantes
o

i) Si P E.Lb et A > 0, le polyndme Q défini par
)
2
(3.7) Q(x,y) = P(Ax,Ay) ¥(x,y) € R°P

est dans Dz
o

ii) si'p ELZ et (a,b) € RZP, le polyndme Q défini par
(o]

Q(x,y) = P(x + a, y + b) - ?(a,b)

est dans'L% .
0
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ifi{) sSi P E‘L% et g 6‘5?, le polyndme Q = P + Reg est
o
dans 12 .
o

iv) L'ensemble‘L% est fermé dans Er’ muni de sa topo-
o
logie naturelle.

v) Si P E-Lz et A € R, le polyndme AP est dansT...z .
o o

Toutes ces vérifications sont immédiates. On en déduit
facilement la propriété utilisée dans la démonstration de la propo-

sition 3.5 : si P E.Lk s'annule 3 l'ordre k 3 1'origine, alors sa

o
hessienne d'ordre k, Pk’ est aussi dansTﬁz . En effet, choisissons
o
P . n
une suite € > O tendant vers 0, et définissons une suite P( ) de

(n)(x,y) = E;k P(enx, eny) pour tout (x,y) € RZP.

(n)

polynfmes par P

D'aprés les propriétés i) et v), les polyndmes P sont dans.L%

o

et, d'aprés iv), lq hessienne P, , qui est évidemment leur limite,

k,

est aussi dans'L‘z .
o

Pour démontrer 1'inégalité (3.2), nous utiliserong deux

sortes de propositions

- Les propositions 3.7, 3.9 et 3.10 ne sont que la tra-
duction_gxplicite, dans le cas &tudié ici, de théoré&més plus géné-
raux sur les représentations unitaires irré&ductibles de certains
groupes de Lie nilpotents. Leur démonstration sera publiée dans un
article 3 paraitre [ A ] (proposition 3.7 et 3.9) ou dans 4% (pro-

position 3.11).

- La proposition 3.8, qui sera démontrée ici, a pour

but d'expliciter la condition d'injectivité qui apparalt dans la



VI - 29

proposition 3.7. Elle est particuliére 3 la situation &tudiée ici, et,

en particulier, ne pourrait s'appliquer 3 des opérateurs d'ordre > 1.

Etant donnés deux polyndmes P et Q dans Er’ on écrira
P%Q si, seulement s'il existe un point (a,b) de R2p et un polyndme

g €¢S°r tels que :

(3.9) Q(x,y) = P(x +a, y +b) - P(a,b) + Re g(x + 1iy)

¥ (x,y) € R%P

(Cette relation d'é&quivalence traduit la notion d'orbite de la re-
présentation coadjointe d'un groupe). L'intérét de cette notion vient
du fait que, si 1'inégalité (3.2) est vérifiée, la méme inégalité

est vérifide si l'on remplace P par Q (ol Q ~ P).
p

- -~ - s y
Pour tout polyndme P € E_, désignons par L(P) (resp. Li(P))
le plus petit sous—ensemble de Er contenant P et vérifiant les pro-

priétés i) 4 iv) (resp. 1) 4.v)) de la proposition 3.6. On vérifie

facilement.
(3.10) R € 14(Q) et Q EL(P) = R € L(P)
(3.1)  PEL_ et QEL() > Q e,

o )
Etant donné P € E_, on voit que, si 1'indgalité (3.2) est
vérifiée, cette inégalité est aussi vérifide, avec la mémebconstan— .
te, si 1'on remplace P par n'importe quel polyndme Q €1;(P), ce qui

implique que; pour tout Q € Li(P), le systéme d'opérateurs ﬂQGﬁj)

(j = 1,.0e.p) est injectif dans_f(RzP).

La réciproque n'est pas vraie. On trouvera dgns [A ] un
énoncé faisant intervenir des ensembles de repré@sentations unitaires
iv)

irréductibles vérifiant des conditions qui correspondent aux i)

T,
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ci-dessus. Nous nous contenterons ici de 1'&noncé suivant :

Proposition 3-7 :

Soit P € Er' On suppose que, pour tout Q € L(P) ne véri-
fignt pas Q "~ 0, le systéme d'équations WQG;j) ¥ =0(j = 1l,ee..p)
n'a aucune solution Y € Cm(RZP) dont le module |¥| admette un maxi-
mum non nul atteint en un point. Alors, il existe C(P) > O tel qu'on
ait

2 2 2
(3.12)  flr_xpwl) © o+ fr o) < ¢ T _@ovh
3 P p 1 i P ]

pour tout ¥ € C: (RZP).

On va maintenant chercher 3 quelle conditon explicite

1'hypothése d'injectivité de la proposition 3.7 est vérifide.

Proposition 3.8 :

Soit P € Er’ ne vérifiant pas P v 0. On suppose qu'au-
cun élément Q € L, (P), non nul, n'admet de maximum local & 1l'origine.

Alors le systéme d'équations
(3.13) T ) ¥ =0 i =1, ...
?ﬁh) h , P
n'admet aucune solution ¥ € Cw(RZP) dont le module admette un maxi-
mum non nul atteint en un point.

Démonstration :

Supposons qu'il existe une fonction ¥ € Cw(RZP), non iden-

tiquement nulle, qui vérifie (3.13), et dont le module atteint un

maximum en un point z € R2p

(3.14) v (2)] < [¥(z,) | | ¥ z € 2P
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On voit qu'on peut écrire toute solution des &quations (3.13) sous

Pix, v 3¢

$(2), oi ===~ = o (j =1,----p). Autrement
dz,

la forme Y (2) = e
dit, la fonction ¢ est holomorphe si l'on identifie R2p et CP.

Puisdue ¢(zo) # 0, il existe un voisinage V de zo et une
fonction g holomorphe dans V telle que

¢(z) = e8(2) ¥Vz€E€V
L'inégalité (3.14) entraine donc

. Y < €

(3.15) P(x,y) + Re g(z) P(XO’HC?) + Re g(zo) ¥z = (x,y) v
On définit un polynome Q et une fonction h, holomorphe au voisinage
de l'origine, en posant :

Q(x,ﬁ) = P(xO Xyt g ) - P(xo,yo)

h(z) g(zO +z) - g(zo)

D'aprds la propriété ii) de 1'ensemble L(P), le polyndme Q est dans-

L(P) et 1l'on a, dans un voisinage V, de l'origine :

1

(3.16) Q(x,y) + Re h(z) < O ¥z = (x,g) € v,

Désignons par k (k > 1) 1l'ordre d'annulation 3 l'origine
de la fonction Q + Re h. Si 1'entier k &tait > r+ 1 (ou s'il &tait
infini), le polyndme Q vérifierait Q ~ O, contrairement & 1'hypothé&-
se. On a donc 1 € k < r. Désignons par ¢ la hessienne d'ordre k de
la fonction Q + Re h. Par définition, ce polyndme est non nul. Mon-

trons qu'il est dansf:(Q).

Si 1l'on désigne par h, le développement taylorien d'ordre r & l'ori-

gine de la fonction h, le polyndme Q + Re hr,est dans Li{Q) d'aprés



VI - 32

la propriété 1iii), donc sa hessienne d'ordre k, ¢, est aussi dans

fY(Q) comme on l'a vu, donc dans'ﬂ*P). On déduit de 1'inégalité (3.16)

que
(3.17) o(x,y) < ¢(0,0) =0 ¥ (x,y) € R2P

I1 existerait donc, contrairement 3 1'hypothése, un polyndme ¢ EAtiP)

non nul, admettant un maximum 3 l'origine.

D'apré&s les propositions 3.3, 3.7 et 3.8, on voit que,
si 1'hypothése ii) du théoréme 2-4 est vérifide, alors, pour tout
P 61*2 » i1 existe une constante C(P) > O telle que 1l'inégalité
@-2)sozt vérifiée. Le théoréme suivant nous affirme que cette cons-

tante C(P) peut en fait &tre choisie indépendante de P.

Proposition 3-9

Soit L. un sous-ensemble de Er vérifiant les propriétés i)
3 iv) de la proposition 3-4. On suppose que, pour tout P € [, , il
existe une constante C(P) > O telle que l'ind&galité (3.12) soit

vérifiée. Alors la constante C(P) peut &étre choisie indépendante

de P € L.

D'aprds les propositions 3-3, 3-7, 3-8 et 3-9, si 1l'hypo-
thése ii) du théoréme 2-4 est vérifide, il existe C > O tel que

1'inégalité (3-2) soit vérifiée pour tout P € 1'..,z .
o)

En combinant les propositions 3-7, 3-8 et 3-9 et les

raisonnements du §II, on obtient la

Proposition 3-10

Pour tout P € Er’ il y a équivalence entre les deuwx

propriétés suivantes
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i) Il existe C(P) > O tel que l'on ait, pout tout A € R

et pour tout ¥ € Co (R™)

2 2 2
(3.18) § J ﬂ(ﬁp)(xj) yll < + ]|n(]\p)(yj) vl ¢ < c@® ;]Iwzp(zj) ¥||

iii) Aucun polyndme Q dans‘fnP), non nul, n'admet de

maximum local 3 l'origine.

De plus, si L vérifie les propriétés i) i v) de la pro-

position 3-6, et si aucun polyndme non nul Q €L, n'admet de maximum
/

local 3 l'origine, alors 1  inégalité (3.18) est . véri-

fiée avec une constante indépendante de P eL.

La condition iii) exclut que le polyndme P soit

plurisousharmonique.

Le théoréme de plongement de Moukadem [43}] -

A tout polyndme P € Er’ on va associer la fonction Rp

+
suivante, définie sur Rzp, 3 valeurs dans R (en posant 7 = § + in)

2r! 1
(3.20) R (£,n) =} £ |a°‘af P(g,n)[lc‘+81} 2r!
P a+Bls T c 4

lal> 1,]8]31

La proposition suivante est une conséquence du théoréme

d'interpolation de Moukadem [4}] :
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Proposition 3-11

I1 existe k > 0 tel que l'on ait, pour tout polyndme

P E Er - {0}, et pour tout ¥ € C: (RZP)

2 2 2 2
(3.21) Jz lmaxp vl ™+ m ) el © > kfRzp RL(D7 [¥(2) [“dedn
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§1IV - DEMONSTRATION POUR LA CONDITION SUFFISANTE -

Soit (zo,to), un point de type r dans M = RZp x R%. on

suppose vérifiée la condition ii) du théoréme 2-4., D'aprds les pro-

positions 3-3 et 3-7 3 3-14, on en dé&duit qu'il existe Co >0 tel

que l'on ait, pour tout P E‘[& et pour tout ¥ € C: (RZP)
)

, 2 2 2 2
(4-1) ;: ﬂw?(xj) vl < + \]ﬂ?(Yj) Y| “ + “R_p vl “<c, ;z an(l_j)wll

Pour finir de démontrer le théoréme 2-4, il nous suffit

de démontrer la proposition suivante :

Proposition 4-1

Avec les notations ci-dessus, si 1'inégalité (4-1) est
P o _2p . .
vérifiée pour tout P &Tﬂz et pour tout ¥ € Co(R ), alors il existe
o

un voisinage V de z, et deux constantes C1 >0 et A > 0 tels qu'on

ait :

A

G- oz fr e s el s ¢ zlic (ull?
i J J j J

pour tout u € C:(V) et t € RY tel que |t} > Ty

Les opérateurs Xj(r), Yj(r) et‘tﬁ(T) sont définis en
(2.35). L'inégalité (1.15), donc le théordme 2-4, se déduisent immé-

diatement de (4.2) par transformation de Fourier partielle.

Pour simplifier les notations, on conviendra d'écrire ”Xul’z
au lieu de E(HXjuH z . HYju[‘s, et HLuIF au lieu de T HLju[‘Z, et
de méme pour tous les opérateurs transformés des précédents, notam-

ment les i.(T et ™ (X.).
] ) P ]
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La fonction M de Egorov -

Désignons par {X.} le systéme des commutateurs de
2¢ |1z

longueur comprise entre 2 et r des champs de vecteurs Xj et Yj’ et
par |I] la longueur du crochet correspondant. Si 2 < |I] £r, le

symbole de l'opérateur X

7 est ume fonction de z € R2P et T € Rq,

notée évidemment XI(Z,T). Selon Egorov [4'], on pose, pour tous

z € R2p et T € Rq :

2r! 1
1
(4.3) M(z,t) = | % (z,7) | T, {] 2r!
25|I|¢r
Dans le cas quil nous int8resse ici, on a aussi :
2r! 1
1
(4.4) M(z,7) = | T 10958 £(z) . 19*B1 4 2T
z -
Jo+ | sz z

lal>1, 8]
La fonction M est dans CQ(R2p x Rq). D'aprés la condition de Hormander,
il existe un voisinage K de z, dans R2p, et une constante C > Q,

tels que :
1 1

(4.5) Tl + ot € M (z,1) € el o+ ||y 2

¥(z,Tt) € K x R

On utilisera la remarque suivante, dont la vérification est immédiate :

Remarque 4-2 :

I1 existe un voisinage K de z dans RZP, et une constante

CK > 0, tels qué :

(4.6) |gradz M(z,1)| « Cy M(z,r)'2 ¥ (z,7) € K x RY
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On va maintenant démontrer la proposition 4-1 en 2 &tapes :

1) On démontre (4.2) pour des fonctions u dans certains

de Cw(RZP), que l'on va définir pour tous
z,T,a) o)

z € R%P ot 1 € RY,

2) On recolle les inégalités obtenues, grice & une par-

tition de 1'unité convenable.

Définition d'un sous—ensemble E(

© Zp
z’r’a) de CO(R ) -

E
(z,

Définition 4-3 :

Pour tous z € R2p, t€R% et an> 1, on désignera par

o Zp
! = .
1,a) 1'ensemble des Y Co (R™") tels que

1) Le support de ¥ est inclus dans la boule de centre

z et de rayonlﬁ?%—?y .
b

2) On a, pour tout z' dans le support de Y :

4.7) i—M(z,T) < M(z',t) < aMz,1).

Voici la premiére &tape dans la démonstration de la pro-

position 4-1.

Lemme 4-3 :

Sous l'hypothé&se de la proposition 4-1, pour tout a > 1,

il existe un voisinage Va de z et une constante T_ (a) > O tels

que

l'on ait :

(4.8) “i(r)u{[z + fM(z,T)2 |u(z)[2 dxdy <& 2 CO ” C(r)u” 2

2
siu€ C: (Va), r€RrY, |1| > Td(a), et s'il existe z,; € R°? tel que

u €

E
(zl,r,a).
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Démonstration :

On raisonne par 1l'absurde, en supposant qu'il existe

q ® 2P 2p
a > 1, et des suites €, > 0, T € R, u E_Co (R7F) et z, € R

telles que :
(4.9) e, o, |1n| — + = supp unc:B <zd’€ n)
€
(4.10) u E(z ) d %0
n’ ' n n
(4.11) ”i(r ) u ”2 + [ M(z,T )2 fu (z)l2 dxdy > 2c W:KT Yu_]l 2
: n’ n K’ ’’n n ¥ 7 <C n’ n

. - -'1 ] -
Soit dn = M(zn, rn) . 0On a dn — 0 d'aprés (4.5) et (4.9), et,
d'apréds (4.9) et (4.10), la suite z. tend vers z - D'aprés la défi-

nition de la fonction M, les suites dla+8{ aZaB

4

f(z ).T sont bornées
n’ " n

si |a+8] € 1, Ja] 2 1 et |B] 3 1. Quitte 3 extraire une sous-suite,

on peut supposer qu'elles admettent des limites a&B .

(4.12) .dl‘“sl _aza; £(z ). 1, — Eas , la+8| < ¢, |a] 21,]8] >1.

On a évidemment I IedBI # 0. Posons

aZB

{4.13) P(z) = p 5
a+8l<r uf alB!

la]21, 8|21

D'aprés (4.12) et (3.5), ce polyndme est dans l'ensemble’L% . D'apréas

(o}

le lemme 2-6, dont on reprend les notations, il existe une suite g,

(n) et Y§n) définis en (2.40) aient

dans.:Pr telle que les opérateurs Xj

les propriété&s énoncées dans ce lemme. Soit

-1

Va= Y a4 )%
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On déduit de (4.11), aprés multiplication par di, en utilisant le

y et la dé&finition des 2 e

caractére unitaire de U
(z_,d 3

n’ n’

n
(4.14) HX(n)%glﬂ 2 +‘{.d§ M(zn+dn;,rn)2 |2£(c)|2 dgdn 3 2anq(n)2£|12

Puisque P est dans L, , on a, d'aprés 1l'hypoth&se de la proposition 4-1
)

(4.15) el R ENORPAOCI LI R LA A

On peut &videmment supposer que ﬂi&J} = 1. On va démontrer alors
que la différence entre chaque membre de (4.14) et le membre corres-

pondant de (4.15) tend vers O.

Par définition de 1'ensemble E< le support de

zn, Tn,a) ?

. = t >
u est inclus dans la boule B<in, a/M(zn,Tni) B (zn,a dn). D'aprés

1 . i
a forme (2.37) de la transformation U(zn’dn’gn)’ le support de U;

est inclus dans B(o,a), donc dans un compact fixe.

(n)

D'aprés la forme (2.41) des opérateurs Xj et d'aprds le

lemme 2-6, on a :

(4.16) e o - x5l < sup 5 e ny - 22 o
2 j'7n i m 2] +nl<a i anj ‘i ““_4’

On va vérifier aussi que :

(4.17) d M(z +d ¢, 1) — Rp(c)

uniformément sur tout compact. D'aprés les définitions de ces fonc-

tions, il suffit de vérifier que :

Ia+8l aa B o B
. a
(4.18) d_ 00  f(z#d o).t =~ — 3C8 P(Z2)

z z
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uniformément sur tout compact, si |a+Blgr, |a|>l et |B|2l. Cela ré-
sulte immédiatement de (4.12), de la formule de Taylor, et du fait

que la suite dzlrnlest bornée d'aprds (4.5).

On a bien montré que la différence entre chaque membre de
(4.14) et le membre correspondant de (4.15) tend vers 0. Pour é&tablir
la contradiction entre (4.14) et (4.15), il suffit de s'assurer que
l'un des quatre membres de ces inégalités ne tend pas vers 0. En effet,

d'aprés la définition de E , on a, pour tout ¢ dans le support

(zn,rn,a)
de V
n
1
(4.19) dn M(zn+dn z, rn) > 3

de sorte que le membre de gauche de (4.14) est awi— La contradic-

7
a

tion entre (4.14) et (4.15) étant établie, le lemme 4-~4 est démontré.

Fin de la démonstration de la proposition 4-1

On va utiliser le lemme suivant pour ''recoller" les iné-
galités obtenues d'aprds le lemme 4-4.

Lemme 4~5 :

Pour tout 8§ € ]10,1] et pour tout t € Rq, il existe une
suite ¢j8 (.,7)(j € M) de fonctions dans C: (RZP), réelles, et une
suite 25 (j € N) de points de RZP, telles que :

(4.200 1) I ¢.S(z,r)2=l ¥ z € R°P ¥ v € Rl
jen |

2) Pour tous u € Cm(RZP), t € rRY, jENet § €]0,1], 1la

. ]
fonction z —— ¢j8 (z,7) u (2) est dans l'ensemble E(zjé,r,a(é)) ’
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oli a($8) est une fonction de § telle que a(s) > 1,

3) I1 existe un voisinage compact K de LI et une cons-

tante C > 0 (indépendante de §), tels que

(4.21) z lgrad ss (z,r)l2 FS Cdz M(z;r)z
jEN °

pour tous z € K, 1T € R et & € ]O,1].

Admettons un instant ce lemme, et montrons que la pro-
position 4-1 s'en déduit. D'apré&s le lemme 4-4, pour tout § € ]0,1],

® q
pour tout u € Co(v(é(6)>')’ pour tout T € R’ tel que |T|>To(§(6)>,
et pour tout j € N, on a :
(4.22) n'X('r)cpjduH 2 +fM(z,T)2¢j6 (z,T)z}u(z)Iz dxdy
-~ ‘2
< 2 C0 ‘ﬂa(r)éjs ull

Ajoutant toutes ces inégalités (quand j décrit N), on obtient :

(4.23) UX(T)uI{Z +e5&12,r)2{u(z)f2 dxdy ¢ 2C_ “E(r)u[\2+
+C I | grad ¢.6u[{2
jEN ’
ol C, > 0 est indépendant de §. D'aprés (4.21), on en déduit, si
wec &n V(a(cS))> et 1] 21, (a®) :
> 2 2 2 - 2
(4.24) Ix(t)ul +5M(z,7:) lu(z) [© daxdy < 2 C, [Coull < +

+ o 62 5~M(z,r)2[u(2)!2 dxdy
En choisissant 8 assez petit, on en déduit bien 1'inégalité (4.2).

Démonstration du lemme 4-5 :

La suite de fonctions 3 construire sera en fait, indexée
par deux indices j et k, et notée ¢jk6' On sait qu'il existe une suite

Wj (j € N) dans C: (R et une constante C > O telles que :
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(4.25) z wj(t)2 =1 ¥t € RT
rs ' s
(4.26) supp. ‘Pj - (343 +2] vjieN
' 2
(4.27) z |¢} " <« ¢ ¥t20

De méme, il existe une suite Bk (k € N) dans C: (RZP) telle que :

(4.28) I 6, (2)% =1 v z € R°P
k
k
(4.29) Le support de ek est de diamétre inférieur ou égal i 1.
2 2p
(4.30) z |grad ek (2)|” < ¢ ¥ z € R

2
On pose alors, pour tous j € N, k€ N et § €]0,1], z € R°P et t € rY.

(4.31) ¢jk8(z,1) = ¢j (8Log M(z,T)) ©

. (sed/8,)

On désigne par zjks un point quelconque du support de
cette fonction. (Ce point peut aussi dépendre de T).

La vérification du point 1) est triviale. On voit faci-

lement que, pour tout z dans le support de ¢ij et pour tout T € Rq,

on a
i+l
(4.32) eJ/<5 < M(z,T) € e §
et
] 1/8
(4.33) z - Z. ] g —= \< __e_______
ik6 VL § Mz g, 0

Par conséquent, pour tout T € Rq, la fonction z - ¢jk%(z,r) est bien
)
1/

dans l'ensemble E a(s) ) si 1'on pose a (§) = g—g— .La véri-
bd

(zi @ °
fication de 1'inégalité (4.21) est immédiate en utilisant (4.27),

(4.30), (4.32) et la remarque 4-2. Le lemme 4-5 est donc démontré.
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§V - LE CAS D'UNE HYPERSURFACE -

I3 ~ - - +1 - .
On considére maintenant une sous-variété M de Cp définie

par
(1.3) M= {z,2') € ¢Pxc, x' = f(z,t)}

oi f € Cm(RZPXR). on a posé& z' = x' + it. La variété M sera identifiéde
- R2p

a x R. On se place qu voisinage d'un point (zo,to) de type r.

La condition d'hypdellipticité maximale va encore faire
intervenir une fonction qui ne devra pas admettre de maximum local.

Nous allons définir maintenant cette fonction.

On désignera par g : M = Rzp ¥ R —— R la projection,

définie par

(5.1) g(z,t) = t ¥ (z,t) €M
Rappelons que :

(5.2) T_.j (f +ig) = 0 j=1...p

Pour tout (z = £ + in) dans RZP, on considére le champ de vecteur

P 1
5.3 A =3 X, Y.) = =
(5.3) () H (€J : + nJ J) 5

e 0
~
Y
+
Y
-
~r

1 '=l 1] jj

Il existe un voisinage Qde (zo,to) et un réel d; >0
tels que l'exponentielle du champ A (Z), notée exp A (Z), soit bien
définie dans Q, 3 valeurs dans M, si |Z]| < dl' On lui associe 1l'opé-

rateur
(5.4) exp A (2) : C (M) —= C (%)
Pour toute fonction h € é’r’ on définit une fonction @h

dans Q@ x B, (ol B est la boule de centre 0 et de rayon d, dans Cp),

1
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en posant :

(5.5) 0, (2,6, = (exp ADE) (z,8) = Fo(z,8) (exp A(D)E) (2,0)
+ Re h (7)

pour tous (z,t) € Q et ¢ € B.

On va démontrer dans ce § que, si le systéme 3& est hy-
oelliptique maximal au voisinage d'un point (z,t) de type r, et si
P
h € 52, alors la fonction g —— @h(z,t,c) n'admet pas de maximum

local 3 1l'origine.

Cette condition n'est pas suffisante. On va aussi démon-

trer le :

Théoréme 5-1_:

Si le systéme aM est hypoelliptique maximal au voisinage
d'un point (zo,to) de type r, il existe un voisinage V de (zo,to) et

deux constantes Co > 0 et do > 0 telles que l'on ait :

(5.8) sup Qh(z,t,g) - @h(z,t,o) > Co X Iaaaf_éh(z,t,ojldla+sl

|g|<d Ig|a B|sr z
>

pour tous (z,t) € V et h E"jr’ si 0 <d< do'
Bien entendu, le méme raisonnement prouve qu'on doit

avoir aussi 1'inégalité analogue, ol f est remplacée par -f, c'est-

d-dire :

(5.6)" sup @, (2,£,0) - 0 (z,£,8) > C_ I [a‘;af ‘Ph(z,t,O)]d]“*Bl
z]<d Leforgler 5T

Nous espérons démontrer dans un article ultérieur que
les inégalités (5.6) et (5.6)' sont suffisantes pour 1'hypoellipti-

cité@ maximale du 5&.
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l8re étape : traduction de la condition de Hormander :

Rappelons que la mattice de Lévi ajk est définie par :

(1.18) ap = G5+ ELpE

et que l'on a :
(1.17) L. D] = - ia,, 3
' 3% jk 9t
Suivant Kohn [45], on considére, pour tout q » 2 , un

idéal Iq dans CQ(M).

Définition 5-2 :

Pour tout q > 2, on désigne par Iq 1'idéal dans 1'algébre
des fonckions C” sur M, 3 valeurs complexes, engendré par les fonc-
tions de la forme Vl.....gnajk(o <mgg-2, 1 g3j, kgp), ot les

v .Vm sont des champs de vecteurs sur M, chacun d'eux &tant égal,

1t

soit 3 1'un des LS, soit 3 1'un des'L% (1 £ s £<p). On conviendra

que I, = {o}.

On voit que si Y est un commutateur, de longueur q com-
prise entre 2 et r, des champs Xj et Yj’ on peut écrire

(5.7) Y = 4’%?

ol ¢ est dans 1l'idé&al Iq' Par conséquent, si (zo,to) est de type r,

on :

(5.8) Jeer 4zt ) # 0

r

2éme étape : développement taylorien de la fonction g — ¢ (z,t,2)

Posons, pour tous multi-indices o et B dans NP tels que

la] > 1 et |8] 21
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(5.9) a,g(2,t) = agaé ¢, (z,t,0) (la] 31, 18] > 1)

pour tous h dans ?r et (z,t) dans M. (La fonction a_ ,est évidemment

af
indépendante de h).

Proposition 5-3 :

Avec las notations ci-dessus :

. e a
i) La fonction a,, est dans 1'idéal IIQ*BI(RI >1 et |B] > 1)

B
1i) On a, si |a] > 1 et 8] 21

(5.10) a,g = lov8lr o g - (g—ﬁmi"ts 8] mod. T) ol -1

iii) En désignant par (j) le multi-indice (O,.-.Q,l,o--go),
ol le 1l est 3 1la jmeplace, on a, pour tous o et B dans Np, j et k

dans {1,----p} :

(5.11) - 2'|“+8|‘3[1 + (g—i)j % B ay, mod. T

Ba+(§),B+(k) la+B] + 1

La proposition 5-3 est une conséquence du lemme technique

suivant, qui figure partiellement dans Kohn 4s1.

Lemme 5-4 -

On a, pour tout entier q > 2, les propriétés suivantes

i) Soient Vl"“'vq des champs de vecteurs sur M, chacun

d'eux étant, soit 1'un des L}’ soit 1'un des'Lﬁ, et la suite Vl._._Vq

contenant au moins 1'un des Lj et 1'un des Lﬁ' Alors les fonctioms

Vl..-;V f et V,._.V g sont dans 1'idéal I .
q 1 q q

ii) Si Wl.-. Wq est une autre suite, formée des mémes

champs Vl.,uVq placés dans un autre ordre, la fonction
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Jf Jf
(5.12) (vl,,_ vq £) - (5?)(V1"° vq g) - (WL“'WqF)'(B?)(” W)

L= "q ®

est dans 1'idéal 1

i11) Avec la notations ci-dessus, la fonction

. V P - “es < <
(5.13) ( 1 ,,Vq ajk) (Wl Wq djk) L £ 3.k gp
est dans 1'idéal I .

q+l

iv) Pour tous a et B dans Np, j et k dans {l,----p}, on a
af
14 LT L - &L -

(5.14) CLEL o - gp CLTL o

2
1 df 8
2 [l + (3;).J e i akj mod. I

la+8| + 1

Démonstration du lemme 5-4

On commence par démontrer les points 1) et 1i) par ré-

currence sur l'entier q > 2. Si q = 2, les points i) et 1i) résultent

de
1 of — —
5.15 CL, £== = -
( ) 5k £ 7 2y (1 + 14 at) L’ij g iL‘ij f
(5.16) H{C £=1a (1—1a—f) Lh g=-~-14LT, ¢
’ ] 2 ki ot k3 k73

et de

— of Af  —
5. L,L = —— ——
(5.57) (Cybyd E=ta 50 =150 [LJ.Lklg~

Soit maintenant q 2 3. On suppose la propriété i) vérificle
pour tout suite de chanps de longueur § q - 1. Soit Vl"“vq une suite

ayant les propri&té@s énoncées. Deux cas peuvent se présenter

1Y Si la suite V, ... Vq contient au moins l'un deslﬁj et

2
1'un des L, l'hypothdse de récurrence nous dit que Vz__-_ngsonc
3
dans I Comme V., : I — Iq, la propriété i) est bien vérificge.

q-1 ° 17 Tq-1
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Supposons maintenant la propriété ii) vérifiée pour toute
suite de champs de longueur € q - 1. Soient Vl....Vq et Wl"'°wq
deux suites ayant les propriétés énoncées. Quitte 3 effectuer un pro-
duit de permutatiomns, on peut supposer qu'on est dans un cas 2 cas

suivants :

1) Ou bien V1 = W1 et les suites VZ""Vq et W2....Wq

se déduisent l'une de l'autre par permutation.

= = = i I > .
2) ou bien V1 WZ’ V2 Wl et Vj Wj si j »3

Dans le caS'gon conclut en appliquant 1l'hypothése
2....Wq

fait que V,? Iq_2 —t Iq-l et la propriété 1i). Dans le deuxiéme

, et en utilisant le

de récurrence aux suites VZ""Vq et W

cas, on voit que la fonction définie en (5.12) est dans Iza

Propriété iii) - Si q £ 2, cette propriété est évidente. Ensuite, la

récurrence est identique i celle du point ii).

Propriété iv) - On dé&duit immédiatement de (5.153) que :
2

— df. — 1 af .

(5.18) Cibe £ - G G 0) =5 (1 + G 1 ay

La propriété iv) s'en d&duit en appliquant l'opérateur 8 aux deux
membres de (5.18), et en utilisant la proFriété i). Le lemme 5-4 est

donc démontré.

Démonstration de la proposition 5-3

D'aprés (5.3) et (5.5), la fonction aaB (a!B!) est le

coefficient de C&EB dans le développement de la fonction suivante,

od 1l'on pose q = |a+8] :
(5.19) c——— [l +TL)%e - D@L, + L)Y
g g A % J) G & iyt %y j) gl



VI - 49

Le point 1) du lemme 5-5 nous dit que a est bien dans

af

1'idéal I si o] >1 et |B] > 1. Le point 1i) nous dit que, en

|a+8]
calculant comme si les champs Lj et E5 commutaient, on fait dans le
e 12 9= .
calcul de a,gune erreur qui est dans 1'idéal I|a+6| -1 (toujours
si |a] > 1 et |B] > 1). On en déduit (5.10). On en d&duit aussi que

l'on a, module I|a+6| + 1

- o~ lovB[+2 of
(5.18) 34 (3), B+(k) = 2 | (E%_Etjl_k £ - G E"LEEJ,Lk g)

d'ol l'on dé&duit (5.11), en utilisant (5.14). La proposition 5-3 est
donc démontraée.

On déduit facilement de (5.11) et du lemme 5-4 la remar-
que suivante :

Remarque 5-5 :

Pour tout q > 2, l'idéal Iqest engendré par les fonctions

a telles que |a+B| < q, 'a} >1 et iBl > L.

af

3éme &tape : &tude des opérateurs L. dans une carte locale adaptée :
o~

Il existe un voisinage U de z dans RZP et un voisinage

V de (O,to) dans RZp x R tels que, pour tout z €U, 1'application :

(5.19) (g,v) — 8 (g,v) = exp A(C)-ﬂz,V)

x
soit C dans V 3 valeurs dans M, et soit un difféomorphisme de V sur

)). En effet, l'application

son image(qui est un volsinage de (zo,tO

ez est de la forme suivante :

(5.20) 0,(c,v) = @+ ¢, ¥(z,v,0)

ol ¥ est une fonction C~ sur 2 x B (avec les notations du début de

ce §), telle que ¥(z,v,0) = V.
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v
é . Y L les champs de vecteurs
Désignons par ia’z, i,z et 1,2 e ya

sur V, images de Xj’ Yj et L.j par le difféomorphisme 6,.

D'aprds (5.20), on peut écrire ces champs sous la forme suivante :

) )
(5.21) kj;z = 5-5; - V(20,0 55
n,
(5.22) Y, _ 3 9
: sz = anj + Uj(z,V,C) av
Qv
5.23 L, 3 9
( ) j,z = Za—z— + i Wj(z,V)C)-a;'
b

-]
ol les fonctions Uj et Vj sont C sur Uz xV v)? 3 valeurs réelles,

(z,
et ol W, = U + {iv,,
3 j J

On va maintenant calculer le développement limité de la

fonction g — Wj (z,t,z).

Pour tout q » 1, désignons par Wg (z,t,z) la partie homo-
géne de degré q de ce développement taylorien, et par Ug (resp V?) la

partie réelle (resp. imaginaire) de W?.

Proposition 5-6 : On & \Ns (1, £ O): o, ot, pewr Ceut q7/i,

=R z
Wilz,t,8) - X ST <
|o+g |=q-1 (q+1)29

Ty B ajk(z,t)

l<skgp

est un polyndme homogéne en 7 et en g, 3 coefficients dans 1'idéal Iq'

Démonstration :

On vérifie facilement que

' d
(5.25) Uj(z,t,c) = F5(exp A(z). exp (st).exp(LA(C)-st).%>(z,t) 0
et que :
- - -
(5.26) Ui(z,t,0) = go(exp A(D). exp (X)) exp(-A(2)-sX,).g) (z,t) o




VI - 51

Rappelons que, si X et Y sont des champs de vecteurs sur une variété
M, si g€ c”(M) et a € M, le développement limité par rapport 3 la

variable t € R de la fonction :

(5.27) t — h(t) = %E (éxp(tX).exp(sY).exp(—tX -sY).é)(a)

s=0

est donné par

q
(5.28) h(t) VI ‘(ﬂ%—)—! ((ad 0 ) g (a)
g0

L'égalité (5.28) s'obtient en combinant les formules
démontrées dans le livre de Goodman [& ], page 40. Si on applique cette
€galité en remplagant X par A(g) et Y par Xj, on voit que Uj(z,t,o)=0

et, pour tout q > 1, on obtient :

by [ (ad A@) L1518 (2,0)

(5.29) Ugl(z,t,c)

et, de méme

q -
(5.30) viz,t,0) = - Tig'lﬁ [ (ad A(t))q.xj]g (z,t)
On peut réécrire ces égalités
) Q. | =1 q
(5.31) Wi(z,6,0) = oyt [ A) L Te (2,0)

On sait que

| — - i 9
(5.3 ada@L =7 IgdD Ll =3 Ig e

172

On voit facilement, par récurrence sur q » 1, qu'on peut é&crire :
q-1 ] )y = o 3
(5.33) (ad AT . (ayy 7E T
- e q-1 ,
ol ¢ est une fonction C sur M, telle que ¢ - A(Z) a5y soit un

polyndme en Z et ¢, 3 coefficients dans 1'id&al Iq. On a donc, modulo

un tel polyndme :

t

q q-1
(5.34) CHENNS e (a(o) ajk)
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Le lemme 5-4 nous dit que, en développant A(z;)q_lajk com~
me si les champs Lj et E; commutaient, on fait une erreur qui est un
3
polyndme en Z et g, 4 coefficients dans 1'idé&al Iq. La proposition

5-6 s'en dé&duit facilement.

Fn combinant les propositions 5-4 et 5-6, on obtient le

Corollaire 5-7 :

Pour tout entier q > 1, on a, pour tout h EQ?;

a=B8
4
(5.35) W;(z,t,;) =—55 agaf_a__aC o (2.t.0) A T
1+(§E) la+B|=q-1 * Cj k "h ™77 (q+l) al!B!
lsk<gp
+ R§D (z,e,0)
ol R§q)(z,t,c) est un polyndme en ¢ et g, & coefficients dans 1'idé&al Iq.

48me étape de la démonstration du théoréme 5-1

On suppose que l'inégalité (1.15) est vérifiée, et que
1'inégalité (5.6) ne l'est pas, et on va en déduire des conséquences

contradictoires.

Ay - Si 1'inégalité (5.6) n'est pas vérifide, il existe

des suites (zn’tn) dans M, 4 > 0, h, EQPr et €, > 0 telles que

(5.36) (zn,tn) —_— (zo,to) dn-———+ 0 eg,—> 0

(5.37) su 3 o) -
|CT6dn hn(zn,tn,C) - hn(zn,tn,O) < e o

ou l'on a posé :

(5.38) otk %8 o (2 .t ,0) |al o8l
lgjatBlsr 7 ™S OB n
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Puisque les suites pndla+6| 8235_¢h (zn,tnO) sont bornées,
[ n

on peut supposer, quitte 3@ extraire des sous-suites, qu'elles admettent
des limites gaB

- a. B
(5.39) pndla 8 BLQE th(zn’tn’o)'__—*'edﬁ (1g]a+8|sT)

On a évidemmant :

(5.40) ﬁBa = Tog ot 5

B .l =
l<|atBlgr | asl

On définit donc un polyndme P, réel, nom nul, en posant :

o —8
(5.41) P(g) = ¢ Bas %_%T
LSla+Bl$r P

D'aprés (5.8), et d'aprds la remarque (5.5), il existe C > O tel que

(5.42) z la (z ,t )] >¢C
|a+B |ST

la|21,]8]31

r
On peut donc déduire de (5.38) que la suite Py dn est bornée:

Les relations (5.39), (5.43), et la formule de Taylor

montrent que le polyndme P est la limite, uniforme sur tout compact
2 . . . ., =
de R p’ de la suite de fonctions L—>0, @hn(zn,zn,dnc). L'inégalité

(5.37) entraine alors que

(5.43) su P(z) € 0 = P(0)
I4IN!

Autrement dit, P présente un maximum local 3 l'origine. Puisque P n'est
pas constant d'aprds (5.40), il ne peut &tre la partie réelle d'une fonc-

tion holomorphe. On a donec

(5.44) L B,al # 0

[a+8[6r

lalz1,18]31
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B) - On suppose l'inégalité (1.15) vérifide. En utili-
sant les difféomorphismes ez de la 38me étape, on voit qu'il existe

; 2
un voisinage U de z,, un volsinage V de (O,to) dans R px R, et une

constante C1 > 0, tels que l'on ait :

N 2 A, 2 4" 2 2
(5.45) ;:ﬂxj,zul! + el ® <o (§ el ™« flall
pour tout z € U et u € C:(V).

2p+1)

Soit ¥ € C:(R . Si n est assez grand, on peut appli-

quer (5.45) en remplagant z par z_ et u par la fonction u, définie par

n

(5.46) u (g,v) =¥ (g— , pn(mr— tni> d;p Onl/Z
n

Si n est assez grand, le support de u_ est inclus dans V. On a évi-

demment
2 2 Qv ay 2
5.47 d . =] |21 .o =L
( ) a ”Xlenun” j‘aij Vj,n(z;,v) aVI dEdndv
od 1l'on a posé :
- : A
(5.48) Vj’n(c,n) = onngj(zn,tn el d z)
n
On a un calcul analogue pour les normes de ?. et &, en définis-
J!Zn ’zn
sant des fonctions Uj,n et Wj,n = Uj,n + ivj,n' On va démontrer le :

Lemme 5-8 :

Avec les notations ci-dessus, la suite de fonctions Wj a
b}

2p+1 ; .
P , vers la fonction suivante,

tend, uniformément sur tout compact de R

indépendante de v :
49 . o« B

(5.49) () — W@ = T e (1), 6+(1) t
|a+8|$r-2 l+(5E(zo’to)

_ k
al!B!(a+B|+2

ls¢ksop

On désignera par U;(resp. V?) la partie réelle (resp. imaginaire)de W;.
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Démonstration du lemme :

I1 résulte des trois remarques suivantes :
a) On voit immédiatement, d'aprés (5.48), que Wj n(c,qa-wj n(c,O)
2 L
tend vers O, uniformément sur tout compact.

b) On voit que la différence entre‘Wj n(z;,O) et son .dé-
. b
veloppement taylorien d'ordre r-1, est majorée, uniformément sur tout

r+l

compact, par une quantit& de la forme C dn p_. D'apréds (5.43), cette

n

différence tend vers O.

cj Si ¢ est une fonction dans 1'idéal Iq, la remarque
(5.5), et la relation (5.39) montrent que la suite pndg ¢(z,t,) est
bornée. Par conséquent, (5.39) et le corollaire 5-7 montrent que lg
partie homogéne de degré q du développement taylorien de Wj’n(;,O)
tend, uniformément sur tout compact, vers la partie homogéne de degré

q du polyndme W;(c).

Fin de la démonstration du théoréme :
On déduit facilement de (5.45), (5.47) et du lemme 5-8,

en faisant tendre n vers +», que l'on a :

(5.50) L ||%(ij|| Z . ¥ ez vl 2 s oo zlifell?
h| k|

od l'on a posé :
0 © 0 A .} o
5.51 T(X.) = - 9 N = :
( ) 4 (XJ) I v, (D) 7(Y.) ot U.(2) KD
La constante C; est la méme que dans 1'inégalité (5.45).

On a maintenant besoin du lemme suivant, qui &tablit un lien entre

les polynomes W;et P.
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Lemme 5-9 :

I1 existe un polyndme réel Q € Er tel que :

(5.52) W, =2 a_ﬁ_ + i 98— ol B(z) = afl 5 P(5)
T A+GD (2 .t )

Démonstration du Lemme :

Pour vérifier (5.52), il suffit de montrer que :

W, W,
(5.53) —L - £
= p
o a';J
awj awk 32%;
(5.54) — + = 4 —
oz g =
k j a;jagk

L'application qui, 3 tout polyndme P € E_, de la forme (5.41),

assacie le systéme de polyndmes W, (1 < j < p) définis par (5.49)

.8

)

est linéaire. il suffit donc de vérifier les &galités (5.53) et (5.54)

8 + 3 B

z°z° ou bien i(CaEB - EGCB)

dans le cas od F est l'un des polyndmes Caz
puisque ces polynomes forment une base de Er' Par exemple, si le poly-

B+—a8

nbme P est &gal 3 ;az £ 5, on vérifie que

® _ 4 i 3 a=B 9 a8
(5.55) W) = WFT?TI_IGI an(c 2y + |8| aEJ.(C z z}

et la vérification de (5.53 et (5.54) est ensuite triviale. Le lemme

5-9 est donc démontré.

D'aprds ce lemme, les opérateurs %(Xj) et %(Yj) définis en

(5.51) se dé&duisent des apérateurs ﬂ%(Xj) et ﬂ%(Yj) associés au poly-

- '
nome P selon (2.31) par le difféomorphisme suivant

(5.56) (5,9 — @v) = (@, v + Q@)
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On peut donc déduire de 1'inégalité (5.50) la suivante

(5.57) p iyl 2+ iy ? s op ()
3 ]

1). d'aprés (5.44) les champs de vecteurs

pour tout ¥ € C:((R2p+
ﬂ%(Xj) et ﬂ%(Yj) vérifient la conditon de Hormander. L'inégalité
(5.57) implique donc, comme on 1'a vu qu § I, l'hypoellipticité du
s b= ™

ystéme Pa_j).

e, - "
La proposition 2-2 montre que le polyndéme P ne peut avoir
de maximum local 3 l'origine, ce qui est en contradiction avec (5.43).

Le théoréme 5-1 est donc démontré.
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a4
§VI - CAS D'UN SYSTEME DE CHAMPS

DE VECTEURS COMPLEXES -

1 , n
On considére maintenant, dans un ouvert { de R, un sys-

téme LI""’Lp de champs de vecteurs complexes, de la forme

(6.1 L, = X, + iy, i =1,.u..
) 3% j I=1....pr

ol les Xj et Yj sont des champs de vecteurs réels dans @, vérifiant
la condition de Hormander (C.H.) . (r >2). On dira que le systime
L = 0—1,....Lp) est hypoelliptique maximal en un point x de @, s'il

existe un voisinage V de x_ et une constante C > O tels que 1'inégalité

o

o (V). Comme on l'a vu au §I,
)

cette in&galité implique bien 1'hypoellipticité du systéme L, avec

(1.15) soit vérifiée pour tout u € C

perte de 1 -4% dérivées.

Les conditions nécessaires d'hypoellipticité maximale
que nous allons maintenant énoncer sont plus abstraites que celles
des § précédents. Dans les §II et iii, on a défini des systémes d'o-
pérateurs 3 coefficients polynomiaux (ies ﬂpﬂ_j), P € Lzo) qui
devaient etre injectifs dans certains espaces de fonctioms. Les
propositiens 2-2 et 3-8 nous ont permis d'expliciter cette condition
d'injectivité, donc d'aboutir 3 1'indgalité (2.16). Dans le cas géné-
ral, il ne sera pas possible d'obtenir une telle condttion explicite,
et nous nous contenterons de définir des systémes d'opérateurs, rem-

plagant lesg ﬂp(Lj), et qui devront étre injectifs.

Ces opérateurs seront définis i partir des représentations

unitaires irréductibles d'une certaine algdbre de Lie nilpotenteé?,
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Au lieu d'@tre indexdes par un polyndme P décrivant Lz , ces représen-
)

tations seront indexées, suivant Kirillov[49], par une forme lin8aire

pE éfﬁ décrivant un certain sous-ensemble rx <:é¥f
(o] .

Définition de 1'algébre de Lie,g .

On désigne paré? 1'algébre de Lie nilpotente libre 3 2p
générateurs, notés kj et ?5 (j =1,....p), de rang de nilpotence r.
C'est, de toutes les algébres de Lie 3 2p générateurs, nilpotentes

de rang r, celle dont la dimension est la plus grande.

On désigne par gk (1 € k € ) le sous-espace deg engendré

par les crochets de longueur k des &léments yk et ?k’ On a

(6.2) 3 =31ea.............@0

On désignera par G le groupe {(connexe et simplement connexe) dont

1'algébre de Lie est g}.

Définition d'un sous-ensemble rx de é?*ﬂ
)

I1 existe une application linéaire unique A deé? dans

1'algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs Xj et Yj, telle

que

A% A%
(6.3) NGRS ¢ AY5) = Yy ij=1,...0p
(6.4) MIXYD = A, MD] si x€f, YEZ , ks

Si x € Q, on désigne par rx 1'ensemble des formes linéaires €.€ 97*
o -

telles qu'il existe une suite (xj)j e y dans 2, une suite Ej dans

R" - {0} et une suite £ dans R* , telles que :

(6.5) x4 —> x, |sji — 4 tj—-eo
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et telles que, pour tout X Eé?k (1< kgr), onait :
k
(6.6) ; X(X)(xj, 5 — X
od A(X)(x, £) désigne le symbole de 1l'opérateur différentiel A(X).

Pour tout P 68’*, on désigne par o la représentation

unttaire irré&ductible du groupe G, associée selon Kirillov (44] 3 1a

forme linéaire €. On notera aussi ﬁL la représentation de 1'algébre
de Lieg, différentielle de la représentation précédente. Rappelons
que les we(ﬁs) et ﬂe(%S) sont des opérateurs différentiels d'ordre
()

€ 1, 3@ coefficients polyndmiaux, dans Rk ol 2k(f) est le rang

de la forme bilinéaire antisymétrique?
(6.7) g xg,3(X,Y) — <8,[X,Y]>

Bien entendu, on pose ﬂeﬂfj) = ﬁg(*j) + i EQ‘QE)' On peut maintenant

énoncer le résultat suivant, dont la démonstration figurera dans [B].

Théoréme 6-1 :

Avec les notations ci-dessus, si le systdme L est hypoel-
liptique maximal en un point X de 2, alors, pour tout £ € rx - {o},

o

le systéme d'opérateurs {wg(ﬂg), §=1,....p} est injectif dansJ?(Rk(E)).

Dans le cas particulier du systéme de Cauchy-Riemann sur
las variétés (1.1), (1.2) et (1.3), cette condition abstraite coincide

avec celles des § précédents.

On montre dans [B] un théor2me analoque au théoréme 6-1,

pour des opérateurs d'ordre m s'exprimant de manidre polynomiale par

- / . . . . o
rapport 3 des champs de vecteurs verifiant la condition de Hormander.
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Réciproque et problémes ouverts :

La réciproque du théoréme 6-1, et de son analoque pour les
opérateurs d'ordre m, est démontrée dans les cas particuliers suivants

(outre les cas traitds dans les § précédents) :

1) Si 1'entier r de la condition de Hormander est &gal i
2, cette réciproque se démontre 3 l'aide des techniques de [10] et

s'étend méme 3 des opérateurs pseudo-différentiels.

2) Désignons par))j(x) (lgj<gr, x €Q), le rang des
restrictions au point x des commutateurs de longueur < j des champs
A, VTBVNOL L,
Xk et Y. Si les fonctions x-———ﬂ-?j(x) sont constantesY¥de Xqs %a ré-
Cciproque du théoréme 6-1 a &té démontrée par L. P. Rothschild [19],
en se ramenant au cas particulier od les Xj et Yj sont invariants 3
gauche, si 1'on munit R™ d'une loi de groupe convenable.(Ce cas par-

ticulier avait &t& traité auparavant par les auteurs [8]).

3) La réciproque du théoréme 6-1 est encore vraie si

les champs Xjet Yj ont une certaine quasi-homogénéité, et si leurs

commutateurs de longueur 3 2 commutent entre eux, (AT.
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