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ESTIMATION DE SCHAUDER POUR CERTAINS

PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES DEGENERES

(D'aprés C. GOULAOUIC et N. SHIMAKIRA)

A, ALABIDI



INTRODUCTION

Nous étudions dans ce mémoire l'action dans les espaces de Holder
sur un ouvert borné @ de R" d'opérateurs elliptiques du 28me ordre dont la

partie principale s'annule comme la distance au bord.

I -~ HYPOTHESES ET NOTATIONS

' " n . ; P
Soit Q un ouvert borné de R et ¥ une fonction positive sur Q &qui-

valente 3 la distance au bord c'est i dire :

e={x€r" |¥x >0}
3e={x€R" | Px) =0}
et d¥ # 0 sur 3 Q.
on supposera Q et ¥ de classe c.
cH(®) désignera l'espace de Holder habituel ou u est un réel positif

non entier. On introduit aussi les espaces

c?f+“(§2) = {uec™@ ,Pue DI

que 1'on munit de la norme du graphe notée |

I2+Ll)‘<f,

On consid&re une classe d'opérateurs différentiels sur  de la forme
dt= -‘P E a 3 * z a, 9, + a ol les coefficients a
(5 ik y % ;%78 s

Ji=

c*(?) et on suppose ayy réel symétrique ie : 3 =2

a, et a_sont
| (o}

kj®

On supposera de plus que ajk est uniformément elliptique ie :

Jc>0tqg ¥x€2 et fER

(1)

2
jZk a5 () £ g > cl]



Les problémes aux limites de tels opérateurs db font intervenir la fonction

Z de 3 Q dans € ol

n
Lay 3
Z =
a -
j,1§=1 ER R
On supposera que :
(2) a

. zZajk 3 =0 j=1,...,n

on s'int&ressera ici au cas ol Z < O c'est 3 dire au cas oi

(3) ¥x € 3 0Q Zaj(x) sj\P(x) <0

II - RESULTAT

THEOREME 1 : (Goulaoute - Shimakura)

Soit Jun opérateur vérifiant les hypothéses (1), (2) et (3).

Alors il existe C > O telle que l'on ait pour tout u € C$+u

il gy < € (Ll ], + Il

Par partition de l'unité et carte locale on se raméne au cas modé&le
n
sur R ¥

Ot= 23= -x A+ 2z 3.
n n

pour lequel on a le théor@me suivant.

. . i =
THEOREME 2 : Soit R > 0 ; 1l existe C > 0 tq pour tout u € Ci WRZ
- n

) O E ()
on att :

14l o € (1R




w

R désigne la boule de rayon R dans R" et F'(mR) l'espace des dis-

-

tributions 3 support dans Wpe

Pour la démonstration de ce 2&me théoréme on va dans une premiére
partie exhiber une solution &lémentaire de L notée E (proposition 1), Et dans
une 2éme partie montrer que cette solution opére de c" dans Cf’; (proposi-

tions 3 et 4) ce qui terminera la démonstration du théoréme car alors u = E Eu.



PARTIE I

Cette partie aura pour but de montrer l'existence d'une solution
&lémentaire de l'opérateur,‘g ot J= - X A+ 2z an, A désigne l'opérateur de

Laplace dans Rn; pour cela on donnera un noyau explicite pour £.

I - NOTATIONS

Dans tout ce qui suit z désignera un nombre complexe dont la partie

réelle est négative : Rez = z' < 0,

? 3

n
ﬁx =af(x ) Bx) désigne - X Z 7=+ z
1 axj n

et on écrira f au lieu de i:x? il n'y a pas risque de confusion sinon on pré-
cisera fx ou fy suivant que l'op8rateur agit sur la variable x ou y.

On note :

; = (y 10 »Yn_l,‘yn) .

On posera une fois pour toute : A = A(X,y»9)

Gy, = { [x-y|?0 + |x-5]2(1-0)31/2

Enfin pour x # y, (x,y) € IRI;_l x Ri_l
1 -z=1  z-n+2 -(z+2)/2

On pose E(x,y) = Y ¥4 A [8(1-98)] dse.
)

La valeur de la constante Yy sera précisée plus loin.

IT ~ RESULTAT

PROPOSITION 1! : E(x,y) est solution &lémentaire dans ERI: de £. ie :




-~

(1) - s1 x € RE E(x,y) est localement sommable par rapport i y sur

(1) -Siu€ CC@) NP @) et x €& on a ELulx) = u(x).

(ii1) - 81 £ € Co(ﬁg) N ?’(ﬁi) alors E f est solution de 1l'équation

fu = f,

Dans cette proposition E f(x) = J n f(y) E(x>y) dy.

R,

Démonstration de la proposition.

Soit x € Ri montrons que E(x»y) est localement sommable par rapport

s -n .
d y sur R+;pour cela on va commencer par montrer un lemme qui nous donne des

majorations de |E(xsy)

LEMME 1

cy? 7! ey PP sia1 <2 <0
|E(x,y) ]| <

c Ix—yll-n siz' <1

Preuve du lemme 1

comme A2—|x-y|2 (1-8) (lx-?lz - |x-ylz) = (1-8) [(Xn+yn)2 - (xn-yn)zl

4(1-9) X, y, ona

Az |x-y]

Vu que z' + 2 - n est négatif, on obtient

1

IAz+2—nl < I Iz +2-n

X-y et par suite

_z'+2

t 14 l
EGy) | < ¢ yl® Th [xmyl PO J [e(1-8)] 2 a0
Q




z'+2

1 -
2
or J [8(1-9)] d6 est absolument int&grable car
o .

-(z'+2)> -~1 donc
, 2

~z'-1 ’

]z'+2-n
n

|[E(x,y)| s Cc' ¥ x-y

D'autre part on a A > (xn+yn) vYI=8 . Donmc si z' < -1

z'+1

(1-8) 2

+ '
A L se majore par (xn+yn)z *1

'™ est majoré par |x-y|'™™. vu que A (x, + Yn)'z"l
1 z2'+2
-n - - -
que [E(x-y)| < C |x-y] om a |EG,y)| € C|x-y|t™® J g % (1-8y"1/ 249,

- o
Par suite IE(x,y)I g Clx-yl1 % ot le lemme est &tabli.

Ceci étant, la démonstration du i) devient immédiate, au moins dans
le cas z* ¢ -1. Lorsque -1 < z' < 0, puisque x > 0, les singularités de E(x,y)

qui sont Yy = 0 et y = x, sont distinctes.

- '—
Au voisinage de Yy = 0 on majore E(x,y) par C(x) ynz l, qui est loca-

lement inté&grable puisque z' < O.

+2 ' -
Au voisinage de y = x on majore E par C(x)]x—y|2 z n’ qui est inté-

grable pour z' > -1.



Démonstration du ii) de la proposition 1.

Soit u € Cz(ﬁg) N F‘(ﬁz), montrons que l'on a : Edu(x) = u(x) pour

n
€ .
p.4 R+

La démonstration va reposer sur les lemmes suivants :

LEMME 2

(1) tfﬂy F(x>y>9) est localement sommable sur ﬁi par rapport 3 y.

(i) v ¢ € ]0;1[ , Vu€ cz(ﬁi) n ?'(ﬁi) on a :

[ nffbu(y) F(x,y,98) dy = J u(y) t:f F(x,y,8) dy .
R 7 v

n
+ R,
z'+2)
- - +2 - - 2
Dans ce lemme F(x,y,6) =y’ynz L A% 2-n [8(1-8)]
A i
et V(iy) = - . V) -z 3 V.
y v) % J(yn ) A
t
Calcul de 4 _ F(x,y,0) on obtient successivement :
3(y—2_1 A2+2-n y.) = (2+2-n) y-z (y.-x.) N pour j < n
3’n n n J 3

% (y-'z A2+2-n) = (z+2—n)y;z AFTR 4+ (z-n) (z+2-n)y;z (yj-xj)2 Az—n-Z

+2~ ~-z=2 +2-n -z=1
2 AT o ()P TT AT  (a2em)y BT (e (1-260)8

3 ( -z Az+2-n) = 3 y-z—l Az+2--n + (z+2-n)y;2 (yn+xn(l-26))Az-n

-z=2 ,z+2-n -z~-1 z-n
Y z(z+1)yn A - z(z+2-n)yn (yn+xn(l-26))A

%
~~
I
N
=g
N
+
N
[}
=1
-
[}

z=-n



-z-]1 - - -
- z(z+2-n)yn (yn+xn(l—26)) A% . (z*-Z-n)ynz A% .
+ (z+2-n) (z-n)y % (y_+x_(1-20))2 a%™02
n n'n :

o 2 2 2 2
On obtient tous calculs faits,vu que (yn+xn(1-26)) = A -Ae(l-e)xn - Z(yj-xj :

z+2

t ' T2 -zl -

GEYF(X:Ya 8) = y[8(1-9)] z ynZ xn(l—Ze) AFTR .
(4) |

+ 4y y;z(z+2—n) (’z--n)xrz1 [6(1—-6)1—2/2 Az-n-Z.
Pour O < 8 < 1, A est une fonction continue de (x,y) et donc

t i - -
fy F(x,y,8) est localement intégrable en y puisque ynz L et ynZ le sont
(z' < 0). D'oli 1e i) du lemme 2.

Pour montrer (ii) du lemme on va d'abord montrer 1'&galité suivante :

n-1
) - 1
(5) (ﬁu)v -u tfav = g aj[ Yn(u 3jv - v Bju)] - an[ Ya v Bnu - u Ynz an(YnZ'* w1

Pour établir cette &galité il suffit de voir que :

2 2 _
AR g u+tzv 3 u+u Bn(ynv)+zu 3 v =

z+1
n

' -z
= - an[ Y v anu' -uy en(y v)].

Or le terme de droite est égal 3 :

2 =
-v Bnu-yn an anu-ynv Bnu+ Bn[z uv +u Bn(ynV)]
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=-VvVou- Vg dvdu-y, v Btzlu + z(anu)v + z uan v o+ anuan(ynv)

+ u %(ynv)

=—ynv%u+zvanu+zu %V"'U i(ynv)

L'égalité (5) en résulte. On l'applique alors avec v(y) = F(x,y,8).

D'abord on remarque que pour j < n :

Jn aj(ynu BjV-ynV Bju) dy = 0

Ry

puisque u est i support compact.

D'autre part :

-z z+1 _
Jan an[ Vo ¥ Bnu T U Y, an(yn vldy =
+ .

= - -2z z+] ., ® '
| o fVq vV ju-uyy 3 (y = W dy'.

+
Z 3 (yz L v)] = 0 car u est i support compact et

[ 2 s - -
A 1'infini [yn v Bnu wy "3

- -z ,z-n+2
en zéro 0N remarque que y V = Y, A + 0 avec yn; en outre
z+1

_2'+2
z+ly o YAZ+2—B{ 6.(1-6)) 2 ot on a aussi y;z 3n(yn v) -+ 0 avec y_.

Yn

Ce qui donne que l'intégrale sur an—l des termes de droite de (5),

est nulle
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: t
et donc on a f nﬂfu(y) F(x,y,9)dy = f n u(y) ;ﬁ;F(x,y,G)dy et le lemme 2 est
R R

+ +
établi.

l-g
Posons : Ee(x,y) = j F(x,y,0) de.
: o)

On va calculer E. Zﬁ(x) et puis faire tendre € + O ceci parce que

t : ’
1% F(x,y,3) a une singularité pour § = 1,

Et d'abord on commence par montrer le lemme suivant qui donmne une

représentation de ti%f(x’y,e) sous forme de dérivée par rapport i 6 d'une

fonction.
LEMME 3
-z=-1 ,z-n -z/2
Posons : G(x,y,8) = 2y(n-2-z)yn A” [8(1-6)]
: _ 3
Alors : :fyF(x,y,9) = [xn G(x,y,9].
P » t;f
Dans le lemme précé&dent on a calculé F(x,v,9).
On calcule . ii-[x G(x,v,9)] qui vaut :
0 n
_(Eig
-z-1 z=-n 2
X v/2 Zy(yn (z+2-n) A [8(1-8)] (1-28) +

~z=1 Az-n--2 [e(l_e)]—j/Z

+ x_ 2v(n-2-2) G5B y_

x - 4 Xy -
Ce qui donne en comparant 3 X F(x,y,0) 1'égalité voulue et donc on

3
a : EEyF(x,y,e) =5 ¥, G(x,y,0)
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l-g
Ceci nous permet de calculer j Efy_F(x,yre)de =x G(x>y>1-€)
)

car G(x,y,0) = 0 vu que z est négatif.

Et donc on a :

J'Rn Ee(x;y) $u(y)dy = J 2 %, G(xsy,l-€) u(y)dy.

+ tR+

Le terme gauche de cette &galité qui est E€;f7u tend vers E Ju(x) ; donc

pour terminer la démonstration il nous suffit de montrer que :

lim JRn X G(x>y,l-€) u(y) dy = u(x).

€0 ‘R

Pour cela il suffit de montrer que :

lim J n ¥ G(x»>y,l-e)dy = 1 et que

n
€0 R+

lim J xn]G(x,y,l—eﬂdy = 0 sur tout compact K ne contenant pas X,
g0 'K

ce qui fera l'objet du lemme 4 suivant?

LEMME 4

1 - lim J n X, G(x>y,l-e) dy = 1
e~o R+

2 - ¥ K compact de ﬁz qui ne contient pas x

lim J X lG(x y,1-e)|dy = 0
n 3
ge+o ‘K ,

Démonstration du lemme 4

Soit € > 0 donné; G(x,y,l-c) est absolument intégrable sur Ri par

rapport 3 y. pe plus



I -13

,G(x,y,l-e)l = 2Y(z+2-n)y;z"1 Az'-n[g(l_s)]-z'/Z

calcul de I= f n xnfG(x,y,l-e)ldy
R

+

- = -z'-1 -z'/2 z'-n
IE C jo XY, [e(1-g)] fRn-l A dy' dyn

(On note y = V(y',yn) ie : y' = (yl,...,yn_l).

La fonction A étant radiale dans Rn-l s'dcrit :

2 . 2.1/2 2 2 2
avec B” = (xn—yn) e + (l-¢) (xn+yn)

et 2 = Ix'—y"z , ce qui donne :

avec ¢, = [ (|y'lz+1) 2 dy'

X
. n

Le changement de variable u = -y— montre que :
n

- - z'-1
Je = J xnynz L : L dyn = fo (u2+2(1-2€)u+l) 2 du
Posant v = utl-Ze on obtient
2 ve(l=-g)
- z'-1
|

3= (e(1-€))2 /2 J 2+1) 2 av

-(1-2¢)

2 ve(l-¢)

/2 ]

- ]
Puisque 1l'on a : IE =y Cl(s(l—e)) z .
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On voit que :

limI€=YC _
>0

-0 2 (_Z;;ll
avec C = C1 I (v©+1) dv

Or la constante y est choisie de telle sorte que yC = 1. Donc on a

bien le résultat pour z' réel négatif ; le m@me calcul &tablit que

lim J x_ G(x-y,l-e)dy = 1l pour z complexe avec Re z < O ce qui donne le 1°
=0 K]

du lemme 4.

Pour le 2) notons K un compact de ﬁi tq x € K.

- !
On étudie lim J |ynz L A% n|dy [e(l-€)] 2 /2. Sur le compact K
ge»o ‘K
A% est une fonction continue donc uniformément bornée et J ynz L dyn = cte

- 1
car z' < 0 ; donc comme lim [ e(l-€)] z'/2 = 0, on a le résultat et par suite le

€70

le lemme 4 est démontré.

On d&duit classiquement du lemme 4 que

n n

[Sge) R+

1im J % G(x,y,l-e)u(y)dy = u(x)

5 n . - .
pour u continue 3 support compact dans R+ ce qui achéve de montrer le ii) de 1la

proposition 1.

La démonstration de iii) est presque la méme : on va en donner les

.
étapes. On montre que-é;F est localement intégrable et que i;F(x,y,e) =

3
) (yn G(x,y,8)) ce qui donnera :
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E€ f(x) = J a T G(x,y,l-e) £(y) dy

R,

et on termine comme au ii) en montrant que :

lim Lgn T G(x,y,l1-€) dy = 1

€70 +

et que pour tout compact K ne contenant pas x :

1im J y. G(x,y,l-e) dy = O
n
g+ ‘K

et donc la proposition 1 est démontrée.
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PARTIE II

Dans cette deuxidme partie, on va s'int@resser 3 la régularité dans

les espaces de Holder de l'opérateur.:f.

I - NOTATIONS

Dans tout ce qui suit é;p (x) désignera E(x—;-ﬁ) , pour p > 0, a € IR:,1
a

k4

wp = {x € \RI:I |x| < R}.
nR(x) = n(l;{-) et enfin

K f(x) = I n K(x,y) £(y) dy lorsque ceci aura un sens.

R
4

IT - RESULTAT

PROPOSITION 2 : On se donne une distribution K sur IRI: X RE associée 3 une fonc-

tion localement intégrable vérifiant :

a-3Jae€<€o,U etC.

L 0 tq l'on ait pour x # ¥y

kG s € v % |x=y [T

| 8y RGan) | € Cpy =y 77T

b - 3C2 > 0 et une fonction £ € C:(lf{i),g = 1 pour tout |x| s 1,
nulle pour [x| > 2 et tq pour tout p > 0 et a € [RI:_ on ait

|| x ¢ < C

o.all w

5e
n
L (IR+) ,
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—-— i @ —n
c 3C3 > 0 et une fonction n € C ®,),n =1 pour |x| petit et telle

ue pour R 2 1 it ks .
que p on ai [K.nR]u $ C,

Alors pour tout compactfde [0,1[ 3 C > O telle que pour a € F, R >0

et pour tout f € Cu(ﬁg) N E'(ﬁR) on ait :
blmewsCHHHw+ﬁHm>

L[Kﬂusc'dHHw+HHL

D'abord on remarque que K £(x) a un sens car K est localement inté-
grable sur ﬁz par rapport 3 y et que f € Eﬁ n C“(ﬁf). En effet, au voisinage
de x = y ]K(x,y)l se majore par Clx-y]m-n lequel est intégrable localement vu
que a > 0 et au voisinage de v, = 0, K se majore par C y;a qui est intégrable
vu que & < 1, ce qui nous permet d'dcrire K f(x) = LRn K(x,y) £(y) dy.

+

Démonstration de la proposition 2: (cas a > 0)

Montrons que :

) .
ImebstHHm+RHM%

. n H.=n 320 e
Soit a € R et £ € CY®D N &' (@).
On distingué deux cas

od Bien Ial > 2R et alors |a-y| ne s'annule pas dans le support de £

et donc on a :



I -18

K £(a)| < L, IK(a,y) || E£(ndyls |1£]], J;, [K(a»y) |dy
=R —R

-Q, a-n
or Iﬂa |k(a,y) [dy < jER v, la~y|" Tdy

mals comme la—yl >R on a :

-Q

-a
vl )

f dy et,
e 'm

a_yla-n dy < g0 f y
ly|<r

Jm y;ala-yla-n dy s C x R L rRY® =
=R

et par suite on a :

K f(a)| s C HfHca avec C indépendante de R.
Si lal] € 2 R ; posons : f = fl + f2 avec

£, = (£ - f(a})a3R’a

£, = £(a) E3R,a

R £(a)] ¢ K £,(a) | + [R £,(a)]

pour K f2 on a :
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% £y | = le@ | [xey @1 5 ¢, 1]l

d'aprés 1'hypothé&se b).

Pour K fl(a) on a :
|k fl(a)l < [ |R(a,y) HE(y)-£(a) | E_3R’a(y)dy.
f &tant de classe CV () -£(a) ] s Iy-alp[f]u.

Soit |K £ (a)] < clf] I [R(a,y) | |y-a|” dy.

la-y|< 3R
lylsr
I1 suffit donec ,pour terminer la démonstration du 1) de montrer le

lemme suivant :

LEMME 5°

JC>0/¥p>0 VaE'RI:

!'[ | IK(asy)| |y-al” dy s ¢ o¥
a-y|<p

lyl<o

Preuve du lemme 5 :

Par homogénéité on se raméne au cas p = 1
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ol _
[l lls-aliay s [ 552 [ Jarl™ eyt oy,
lamy|<1 0 la-y|<1
lyl<1

-Q
$C J v, la .y )dy,
o<y_<1

+= n-2
atp-n

1
avec I(an,yn) =1 = Jo(r+|3n‘yn|) dr

-
Si a+y > 1 , I se majore par C j U2 dr < C'.
Q-
1

JW

o

g+u-n n-2
H T

Sia+y = 1 , I est de la forme (r+1) dr que l'on

-1
[a_-y
J non (r+1) (r+1)n“2 dr < 1og6——£——— + 1).

o I an—yn

a+u-n
majore par

pour a+u < 1 on majore I par :

-1 (7 -2 -1
lan_yﬂ|a+u 1 J (1+r)a+u dr < C |an_Yn|a+u
: o)

Par suite, si a+uy > 1

1
J |K(a,¥) | |a-y|u dy s C J y;a dyn §C' car 0 <a <1

[o}

>
Si a+u < 1 en distinguant les cas Yy < lan-ynl on majore :

-1 -l -1
A A PR A

-Cl
yn ‘an_yn <
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1
et f lK(a,y)Ha—yIp dy g2 ¢ J t:u-l dt = C'
Ha-y|<1 0

ly]<1

Siagtp=1 on a:

) 1
an-ynl a : Ian—ynl

1 -Q
Log(l + ;—0 + Ian-ynl Log(l + ———

. =G
Yy Log(l + )

.

1
eyt |®(a, 7| fa~y|" dy s 2 C J ™ Log(1 + %Odt = c".
a-yi< o

ly|<1

Ce qui termine la démonstration du lemme et en méme temps la démons-

tration du 1) de la proposition.

Démonstration du 2).

[k £l <cdlell, « 1)

Soient (a,b) € RY x Y a # b posons ¢ = 2|a-b| et prenons R' assez
+ +

grand pour que nR,(x) = 1 pour |x| < R + 2p.

Posons : f = f1 + f2 + f3 avec

#1' = (f - £(a)) Ep,a
£, = (f - f(a)) (”R'(X) - £p’a(X))
f3 = f(a) an(X)

On a donc & estimer [K.fj]u pour j = 1,2,3.

D'abord [K f3]]J < |f@@)] Ik nR.]u € Cq ||£]]_ d'apras 1'hypothése c)
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D'autre part |K fl(a)l £ J [K(a,y)[ [£¢y) - f(a)lIEpra(y)l dy

qui se majore par [f]u j[ X |K(a,y)||y-a|u dy
a-y|<<p

et le lemme 5 nous donne donc que |K fl(a)( < co¥ [f]u

pour |K fl(b)l $|JRn K(B,y) [£(y) - £(a)] Eo,a(Y) dy|
+

que l'on &crit encore :
I £,)] < | J R(b,y) [£(y) = £(b)] £, (7 dy |+
+|J Ky) [E®) - £@] £, ) arb

JIK(s,y>l1f<y> - £ £ () dy < J [R(o, ) | [o=y[" dy (5]

y—a|<ZD

s [£] J IK(b,y) | ly-b]" dy < ¢ 0" £]
¥ lyn] <)o »

Par ailleurs :

IJK(b,y)(f(b)-f(a))sp,a(y)dY| = [e®)-£(@) k£, (®)]
$ lb-a]“[f]u c,

d'apré&s 1l'hypothése b).

On a alors |K fl(b>| s C Du[f]u

et [K £,(b) - K £,(a)| < ¢ p“[f]u
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ce qui donne [K f1]u < C[f]u.
I1 nous reste pour terminer la démonstration & estimer [K f2]u' Or
K £,(0) - K £,(a)] < J [K(a,y) - R, [£(n) - £@) |[ngi(0-¢, _(N]dy

K £,(0) - K £,(a) | < ] JIK(a,y) - KO, [ly=a Pngi -5, ()]

n

ol £l J IK(a,y) - RK(b,y) | |y=al” dy ,
la-y|>p

Puisque |a-b| = 2p, pour |a-y| > p le segment [a,b] ne contient pas vy,

et par le théoréme des accroissements finis il existe x € [a,b] tel que :
[R(a,y) - K(b,y)| < [b-a] |grad, K(x,y)|

Puisque |a-y]| < 2|x—y| on déduit de l'hypoth&se a) que :

- -n-1 ‘
IR(a, v) - K(b,y)| s Cy yna[a-yla n .b-al.
donc on a
- -n-1+u
|k £,(b) - K £ (a)] < C[£] J |b-a| y O‘Ia-ylm n dy.
2 2 U n
a-y|>o

pour avoir le résultat il suffit donc de montrer le lemme suivant:
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LEMME 6
I1 existe C > O tel que pour tout.p > O :
- a+u-n-1 -1
I= J v, la-yl dy <c o"
la-y|>e
Preuve :

L3 encore on va intégrer une fonction homogéne de degré u-n-l. Donc
il suffit de montrer le résultat pour p = l. Comme la fonction i intégrer est

positive on peut commencer l'inté&gration par rapport 3 y', ce qui donne :

a+u-n-1 '

Il = J (r+]a—ynl) dy

r+|an—yn|>l

|)a+u~n-l rn-l

= C[ (r+|an-yn dr

r+la -y [>1

, 1 : .
ou bien [an yn| >3 et alors on majore Ilpar :

-2 [ -2 -2
|ayy, |7 f '+ art < ¢ fa_-y |*T

[¢)

1
on a alors Ian—yn! €5 et dans ce cas

- l ) B3 - ]
r + |an—ynl >retr > intégrale se majore donc par

® 2
J ra+u‘ dr = C < + =

1
2

par suite I se majore par

-a 1 a+y=2
C J v, (ax (5, lan- b)) dy_
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Distinguant les cas Y g

<
< 1 puis Yy > Ian-yn|, on majore :

- -t ].1-2 IJ"Z
y. dy +J y_dy_ + J (y- " “+la_-y_|"")ay
n n Ian-ynlsl/Z oo Ian—ynlzl/Zn o°n n

yn%l ynzl

chacune des intégrales converge et le lemme 6 est démontré. On a donc :
[k fZ]u s C[f]u et en regroupant les morceaux on obtient

(£l < c (e]], + (£]).
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Cette proposition 2 &tant établie on est en mesure de démontrer le

théoréme de régularité@ pour la solution élémentaire E et ses dérivées.

PROPOSITION 3

Soit K 1'un quelconque des opérateurs intégraux associés aux noyaux
distributions axj E lgjsn pour tout compact F de ]-»,0f il existe une comnstante
C > 0 telle que pour tout R > O et zZ€ F et tout £ € dl(ﬁz) N F“(G;) on ait :

- kel < c el + o)

2-[kf]l sc ||f||u

Pour la démonstration on va vérifier que les hypothéses de la propo-

sition 2 sont satisfaites, ce qui nous donne le résultat.
D'abord on a besoin de comnaltre axj E 1lgjsn. On a :

1
E(x,y) = [ F(x,y,8) d8
o

(z+2)

z-1 z+2-n -2

F(x:y,8) = v y_ A [6(1-8)]

F est une fonction C sur Ri X Ri x ]0,1[.

(z+2)

oF _ -z-1, _ z-n, 2 .
et 7;T(x,y,6) =-Cy, (yj Xj) A [6(1-8)] j<n

]

(z+2)

SF - -z~1 - 2
?”‘n(x’y’e) = C oy, T (x+(1-28)y AT [8(1-8)]

9F 1 n
On va d'abord montrer que-agf(x,y,e) €L KxR, x jo,1)
J
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n
pour tout compact K de R, ce qui nous permettra de justifier la dérivation

sous le signe somme et on aura au senms des distributions :

LEMME 7

1
—ax—aj- E(x,y) = Jo —i—.(x,y,e) de

J

Si l'on pose : r = |x' - y'|

(z+2)
oF -z-1 z-n 2
E(x,y,e) =2 C A r A [8(1-8)]
(x,-y.)
Commeax.=CJrJ—?£-pourj<n,ona:

J

I %(x9}'9e)l gC ' %(X,yye)l
J

Posons d'autre part, pour 1 < j & n :

L F
Kj(Xh’yh) = J n-1 J EQT(X’Yfe) de dy'
R o 3

1
9 F '
J Jo |§;-(x,y,e)lde dy

Rn-l 3

"]
Kj (Xﬁ,}’n)

~ 3F 3F
On définit de m@me K_ en remplagant 7—— par 3y
T c Xj

- B n-1 <
Comme (x.—yj) A%™™ est une fomction impaire sur R par rapport &
]

Soit F un compact de ]==,0[ 3 C > O tel que pour z'

v
- > N 1 . . . K. (X ,
yj-xj on obtient que Kj (xn,yn) = 0 pour lgj<n si l'on justifie que 50 Y

) <+,
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X # y, » on ait :

1= % (x,y) € CHin (L B2y 4L
- K xn,yn) < in ( a(yn) ) ¥,
Y -z'-1 z' xﬁ+yﬁ
2 - Kr(xn’yn) g C A (xn+yn) [log(lxu_Yn|)+1]

w
]
(]

o

Kj (Xn’ yn)

&~
[}

: z -z-1 _ (Y fonction d'Heavyside).
Kn(xn’yn) *n Yn Y(xn yn)'

Preuve :
Pour 1 et 4 on a :
(z+2)
Jn_l I——i (x,7,9) |ay' = ¢ y* "Hx_+(1-20)y ) 8C(1-0)]  Z J A% TMaye
R n R'
1 @ l_ -
ot J . AZ TR dy' = C J (r2+B2)Z n _n 2 dr

R o

0 '_ -
(J (r2+l)z ® %2 4r est fini car z' < 0).
o

1
F . _
J J n—1 I&{(x—y-e)ldy de =
o ‘R n

(z'-2)

]. '—l 1_1 2
=J cy? [(xn+(l—26)yn)|Bz [6(1-8)] dse

Q

X -
nyn

X +
nyn

2 2 2 _
comme B~ = ((xn yn) 8 + (1-8) (xn+yn) ) on a en posant h =
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B2 = (h2 8 + 1-8) (x_ +y )2 donec vu que
n ‘n
(xn + (1-26)yn) = (xn-yn)e + (1-8) (xn+yn)
= (h 6 + 1-9) (x +y.)

1'intégrale devient :

: : 1 z'-1 _(z'+2)
(x +y )% Cy® ! J (’0+1-0) * ([nesi-elloc1-)] 2 .
o)
et fl Jn_ll—g’%@,y,e)l do dy' =
o ‘R n
1 z'-1 _z'+2
= C(xn+yn)z' y;z'-l J (h2e+1-8) 2 [he+1-8|[ 6(1-8)] 2 4o

[o}

nle
Dans cette intégrale on fait le changement de variable s = 1% °

Ce qui permet d'écrire l'intégrale sous la forme suivante :

z'-1

rooz'al 2 (T0 o~ 1 1 1.7 2 4
Cle +y)® v * 7 |nf® J e /s r gl Grgrlnlyp

s
o
Le méme calcul montre que Kn(xn,yn) vaut :

z-1
ds

2/2 J'O.(s/—s + 3 (srprlnlegp 222

z' z-1
C(xn+yn) Y Ih

Dans ces formules € = sgn h.

. = . 1
Dans la derniére intégrale le changement de variable s > 3 montre
., = . 1
que cette intégrale est nulle lorsque € < 0. Majorant Ie é;~+-7g] pas

(/s— + %) il reste 3 calculer :
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+e z-_-_l.d
I=J (£+-1E) (s+-;-+|h|+._1_)2 ==
o B

L3 encore on fait un autre changement de variable :

u(a{ﬁT +

1 = A;..lz? on a :
/n]
1

(s o In| + —i—) = (s -2 + L, In| + 2 + —l—}
|| s Inl

_ 1 .2 1. .2
=& - %+ nl + m)]

1
du (/fnf + - -21-(1,;\* ) ds.
h S
T2 : El
On obtient I = J (u™ + 1) du  2(|nl| + nZ .

0o

On a donc obtenu que :

z =-z-1
Kn(xnfyn) =T * Yn Y(xn_yn)

¥,y s €yt Loty )3 U xoy | + x4y 1% (x 4y )72
n ¥n’ Yo’ S Tn n n n Jn n In n Tn

-Z 1 _l’ z 1
scC yn [ lxn—yn| * xn+yn]

i < i .
Si x, <y, on obtient :

y C
Kn(xn, Yn) < Z
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' C
Ce qui donne que Kn(xn’yn) <‘;- Min (1,(=5?%) .

Reste donc i montrer 2)

Pour celd on a d'abord 3 calculer j n-1 © A dy
R

ce qui donne comme pré&cédemment :

4o z -n
4
c B? J (?+1) 2 ™ lgracr s
[s}

car l'intégrale est convergente pour z' < O . On en d&duit que

(z'+2)

PP N 1 1
ﬁr'xn,yn) < C ynz Al J (h28 +l—6)z /2[6(1—6)] 2 de .
o

Pour obtenir 1'in&galité 2 il suffit de montrer que :

(z'+2)

1 '
J (026 +1-0)% /Yec1-8)] 2  de < C(l +|log hZ|.)
Q

D'abord le changement de variable 6 -~ 1-8 transforme 1l'intégrale en

(z'+2)

1 '
J (9 + (1-e)h2)z /z[e(l-e)] 2 de

]

et celle-ci est é&gale &
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1
- 1 h~.z'/2 __ds
I J Suriare 8(1-8)

que l'on coupe en deux morceaux suivant que 8 £ -%- ou ;‘21-
i
o 2 1
I=Il+12 avec IISJ' et IZ’J
o 1
2
1
comme 1 > 1-6 >’E on a :
1
2 2
h*.z'/2 4
I1 s 2 J (1 +€—) 5
o
1 2 1 2
ry . 5 1
2 nlz'/2 a0 (7 e+n’z'/2 a8 (2 (&h,z'/2d8
1+ i = 3 T2 ® 8
o 0 h
n? 2 3
z'/2 h™.z"'/2 d8 ds
£ 2 ( G a5
o h
-z! 2
Ils212/2(1+log—;-logh)
PP
< 21 z /2(1 + log 1 2)
2|n]

Pour I2 on a :

! [ 8(1-9) * 6(1-9)

2

ar 0+h%(1-0),2'/2  d8

vu que 6 + hz(l-e) > 8

—

1 N
1 .z'/2 do —2'/2-
I, s ZJ (1_9)2/ = zj (1-8)"2 1271 44

2 2
4 ~z'/2,1 _ 4 ,z'/2
I ¢ = r [0 ) = 2

2
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ce qui donne

X -y

2 1 n
I, s (= + log|~5|) avec h =
2 z 2h2 X"

et donc le 2) du lemme est établi.

Pour le 3) il suffit de constater que §§E-est une fonction impaire

sur Rn—1 par rapport a yj et donc comme%%%—est aBsolument intégraﬁle on dé-

duit que Kj(xn’yn) = 0 et donc le lemme 7.
COROLLAIRE
A"} v
Pour tout x_ > 0 Kr(xn”) et Kn(xn,.)'est intégrable sur tout com-

1
pact de §2 et on a au sens des distributions %{%—(x;y) = J g{%—(x,y,e) dse.
3 o ]

En effet K_(x_,y ) au voisinage de y_ = 0 , x_ &tant positif ge com-
r n’‘n n n
T

porte comme C y;z - qui est localement inté&grable car z' < O.

n .
Au voisinage de A S Kr se comporte comme C log lxn-yn[ qui

n

) y
est intégrable localement et donc le ré&sultat pour Kr suit.

Y] ( .
Pour Kn X, yn) on a :

K_( ) t isi d = 0 comme C xz' ~2'-1
,(X,-¥,) se comporte au voisinage de y_ c n Tn (en

*n.z' Xzt -z'=1 .
effet Min(l, ()" ) = ()" et ¥y est intégrable,
Ya Ya n

Démonstration de la proposition 3

On va vérifier que les hypothéses a, b et c de la proposition 2

sont satisfaites.



I - 34

Hypothése a :

C'est une conséquence du lemme 8 suivant.

LEMME 8
Soit F un compact de ]-=,0 il existe une constante C > 0 tel que

1'on ait pour z € F (x,y) € R2 X Ri xX#y

-z'-1 |x_y|z'+l-n

C Yo si' -1 gz'<oO
& )
1 - ITx—(x-Y)I $
3 -yl iz'<-1
L c Ix y' s
£ C Y;z'_l |x-y |7 si-1g2' <0
E
2 - axj pn (x-y) & A o
C |x-y| n siz' < -1
L

Considérons d'abord le cas j < n.

Preuve : (z'+2)
F -z'-1 z'-n 2
C _— = v! - -
omme | axj(x y)| vy |xj yj|A [8(1-8)]
et que |xj-yj{ < |x-y|
z'-n z'-n . .
A < |x~y| car A 2 [x-y| (voir lemme 1 partie I).
(z'+2)
3F -z'-1 "-n+l Tz
Ona: =G| scy® ™ [x-y[® T 00-0)]
J
’ _— -z'-1 -2'-1
Si de plus z' < -1 on a Y < (xn+yn)
'_ 1] S
AZ 0 < ((xn+yn> J:E)z +1 Ix—y] l-n
(z'+2)
done |%§-<X-Y>| sclx-y[™e 2 (1-)7/2

|

Intégrant en 6 on obtient les estimations pour %5—(x-y).
' 3
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Si j<netk<nona:

Ly (z +2)
3 F - -z=-1 _ _ z -n=2 2
?EE—E;; C Y (xj yj) (xk yk) A [8(1-8)]

pour j # k et si j = kon a :

2 (z +2)
3 Fz -C y-z-l Az—n[s(l_e)] 2 +
% n
|
(z +2)
+C ;,-;'lz'l(xj-yj)2 A% " g(1-0)] 2

: 1
. - : . z' -n-2
On fait alors les mémes majorations en estimant A par :

'— -
IX-YIZ n-2 si-lgz'<o0
z'+1
2

' -
(xn+yn)z +l(1-6) Ix-y| n si z' < -1

et par intégration en 6 on obtient la 2&me estimation du lemme.

Si 1'un des indices j ou k vaut n les calculs sont similaires en

remplagant le facteur Xy = yj par xn+(1—26)yn et en majorant |xn+(k—28)yn| par A.

. &E s ~
En conclusion le noyau distribution 7§T-ver1f1e 1'hypoth&se a avec

A
a = Min(0,1l+z").

Hypothése ¢) :

n n nec® 1 % = 1 pour o<x_<l
Posons n(x) = n(x ),0 s n s LLn€C R tel quen=1p a
N
n=

ij (x,y) lsj<n comme
- 7 on a :
Y(xn yn) vu le lemme

E
0 pour x_ > 2. Alors si 1'on pose Ej(x,y) = —

. _ .z =-z=1
Kj(xn,yn) = 0 lgjgn-1 et Kn(xn,yn) =x_ ¥
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.
(EJ.. Ng) (x) = 0 sij <n-l

. " 1 _z_l' N(xnt) de
et E_ nk(X) ] t n(¢—

aprds changement de variable . On a donc :

| x_t y t
B, TG - E )] < j e R R lae

On a la majoration :

X t y_t X -y
n v.o‘n v H{ O “nru
| e e s il et

et

xn~yn|u Jl t—z-l+u e

B, ) - B R ] <« 7, -

(o}

! ~z'-1+
jt Hdt = C < +» d'od
Q

n, C
E s
[ " nk]u <

[7 sc(n pour R > L.
RU 19} u

ce qui donne 1l'hypothése c).

Hypothése b):

Vu l'homogénéité des Ej et 1l'invariance par translation tangentielle

il suffit d'évaluer ||E, £ || pour p =1 et a' = 0.
J Te,alle

On choisit £(x) = a(x") B(xn) od a et B sont des fonctions Cz

valant 1 pour |x'| < 1 et x < 1 respectivement.

Posons Vj(x a) = (Ej Ean) x) ; Vj(x,an) s'écrit alors :
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0
Vj(x,an) = jo Uj(x,yn) By, -a) dy_

Uy (x50 = LR“‘I Ey(x,y) aly") dy'

Les intégrales convergent grace au corollaire du lemme 7.

On va commencer par donner des majorations sur les Uj(x—yn)

Osj<n ce qui va faire l'objet du lemme 9 que voici :

LEMME 9

Soit ¢ un nombre tq O < ¢ < Min(l,-z') alors pour tout x € Ri

x # Vo Vg > Oona:

1 - [Uj(x,yn] §C yg'l 1$j€n-1

' : .2z _-z=-1 _ ag-1
2 - 'Un(x:yn) *oalx )xn Ya Y(xn yn)I <€y,

Preuve :

1°) Comme Uj(x,yn) = fRn-l Ej(x,y) a(y') dy'

(z'+2)

—-z=1 '- 2
et vu que : Ej(x,y) =y ynz (xj—yj) A% TMe(1-0)]

2 2

2 2, BZ) avec r = |x'-y'| 8% = A% - %,

et A" = (r

Uj(x-yn) s'écgiﬁ alors en introduisant la fonction

Nz(y') = y' (1+|y"2)2 et aprds changement de variable x'-~y' = yi
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n n-1 Y3 N (y") alx'-By") dy'[8(1-0)] 2
o} R

(z'+2)

de

, 1
2 -Gy« | Ggraeanyy 8 [ ey ay e -]
0 R

par

car

et

Or la fonction Nz(y') vérifie :

f lNz(y')l (1+|y'|)1+0 dy' < 4o car 0 < ¢ < Min(l,-2)
j vy Nz(y') dy' = 0 vu la symétrie.

Donc pour avoir une majoration de 1 on remplace

J yj Nz(y') a(x'fo') dy'

f yj Nz(y') [a(x'-Byf) - a(x")] dy.

Et le module de cette dernilre intégrale est inférieure 3 :

J[a]c By' 1%y, ] D, ] ay' = ¢ 87 el siB <1
[yl 1917 ol ayt [ anly DY o] ay < o

ce qui donne que :

(z'+2)

2

mz'=l gz'+o [al  [8(1-0)] d6

1
5,051 < | v

[o]

et si B > 1

2

(z'+2)

dae
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z'+2

1
U Gx,y) € clle]], jo 82 [6(1-9)] % ae y;z_l

Donc dans tous les cas on a :

(z'+2)
-z-1 2

i Min(1,8%) 46

1
IUj(x,yn)l scC J B% [6(1-8)]

o
l+2
' -z'-1 L z'+o z2
]Uj(x—yn)l sCy, B [8(1-8)] de
[o]

1

comme B > yn(l-e)2 et que z'+0 < 0

z'+2 z'+2 g=2

1
4 1§
J 82 " [e(1-0)] % 4o ¢y ' J o 2 (1-8) % 4o

'
Z +0
c Ya car ¢ > O

A

ce qui donne |Uj(x,yn)l < yg-l et donc le 1) du lemme 9.

1
C oz =-z-1 n o F '
Comme x_ y_ Y(xn-yn) = LRn_l JO axn(x,y,e) d6 dy

' -z-1 _ '
Un(x,yn) + alx") X Y Y(xn yn) n'est autre que

1
Jo(xn+(1-26)yn)y;zil %1 JRn—l N, (y")alx'-By")-a(x")]dy [ 6(1-8)]

- R ' (-
Or 13 encore’ comme LRn_l Y Nz(y ) dy 0 on a

J Nz(y') [a(x'-By") - a(x")]dy' =

n-1
= J[Rn_lNz(Y')[OL(X"BY')—G.(X')—B %‘ yj Bja(x)]dy'

z"'+2

2

de



I - 40

et le terme entre crochets est égal d'apré@s la formule de Taylor avec reste

intégrale a :

nil 1
B y J [ D, a(x') = D, a(x' - © By') ldr
i 3l 3 3

que l'on majore par :

n=-1

- 1 1
L8 Iy llsllyt ™ s o 0 |1
=

et donc :

f Nz(y') (a(x'-By') = a(x"))dy' s C' Bc+1

'|l+0

avec C' = C J ly Nz(y') dy'

on obtient alors que

z -1
'Un(x,yn) + a(x')xn v z Y(xn—yn)| <

n
1 (2'+2)
< cf y.? lgz'-1 Min(l—BG+1)(xn+(1-—29)yn)[6(1—8)] 2 4
)
; g+l o4 .
Mais |xn+(l—26)yn| < B et que Min(1-B~ ") § B ce qui donne
(z'+2)
£ 2z  =z=1 -z-1 L z'+g, 2
lUn(x,yn) + o(x )xn Yy Y(xneyn)l < C v, JO B [6(1-8)] ds

L3a encore B étant > Y, i<8 et z'+g < 0O , on a

(z'+2)

T+
J 82 T [s(1-e)] ¢ e < y2 e
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o-1

.2 _~z-1
Donc [U_ (x,7.) + a(x")x_ vy *7" Y -y )| < Cy]

et le lemme 9 est étaﬁli.

Vérifions maintenant 1'hypoth&se b) ; pour Vj(x’a ) on a d'apréds le
: n

’

1) du lemme :

” -1
IVj(x,an)l s C J; B(yn-an) yg dy_

Or B est & support compact et l'intégrale est bornée uniformément

en X et a_.
n

On a :

g-1 z! -z'-1
lUn(x,yn)I sCy =+ la(X')xn Y, Y(Xn‘yn)]
et
® o=-1 ! z'=1
[V (x,a )] < C JO B(y_~a )y~ dy_+C Jo a(x") B(x t-a ) t dt

sc+ |lafl, I8, c'=c".

Et donc ]Vn(x'an)l § C indépendemment de a_ et x ce qui donne

e & llesc

ce qui termine la vérification de l'hypothd@se b et par suite les noyaux Ej

opérent de cY dans cH.
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PROPOSITION 4 :

. Les noyaux ij axk

X E opérent &e~C:°mp dans C;oc'
Preuve :

Soit f € Cu0§2) N E"(mk? et posons u(x) = E £(x) d'aprés la lére
partie u(x) est solution dé 1'équation:fu = f et d'aprds la 2&me partie
u(x) € Cl+u0§2) donc en posant v(x) = X u(x) on a que v(x) est solution du

prosléme de Dirichlet pour -4 dans le demi-espace
-Av(x) = £(x) - (2+2) Dn u(x) dans Rz

v(x) = 0 sur x = 0

d'aprés un théoréme classique v € Ci+u Gﬁi) ce qui achéve la 2éme partie.
v o

Et par la suite on a aboutit au but fixé au début et donc on a le

théoréme de GOULAOUIC-SHIMAKURA.



