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AUTOMORPHISMES DES SURFACES ALGEBRIQUES
NON COMPLETES

J. Bertin (Toulouse)

INTRODUCTION.

Dans 1'é&tude des surfacss algébriques projectives sur €, qui
ont un "gros" groupe d'automorphismes, un outil de base est le morpnisme
d'Albanésa. (Pottars, Fujuki). I1 permet de représentar le groupe Aut®
(qui est un groupe algébrique) dans le groupe des translations de la
variétd d'Albanése. Mous voulons décrire une méthods analogue sour des
variétéds non compldtes, en particulier affines. On remplace la variéta
d'Albanése (varjété abélisnne) par la variétéd d'Albanése (quasi-Aibanése
au sens d'Itaka, voir aussi Serre). Dans le cas d'une varidts affine
normale, et rationnelle, c2 n'est rien d'autre que le tors algébrique
Spec (R*/k,), R &tant 1'anneau des coordennées et R* le groupe des unitss.
(§ 1). Nous obtenons ainsi un théoréme du type Remmert-Van de Yen (§3).
Nous montrons comment on peut ramener 1'étude des surfacss affines lissas,
quasi-homogénes sous un groupe algébrigque d'automorshismes, au cas od
1'irrégularitd logarithmique est nulle. |
Dans ce dernier cas, nous renvoyons & un article en prénaration.
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1. Variétés quasi-abéliennes et morphisme d'Albanese

1.1. On appelle varidté quasi-abélienne un groupe algébrique connexe
qui est extension d'une variété abélienne par un tore (algébrique). Ceci si-
gnifie que dans la dé&composition de Chevalley, Te plus grand sous-groupe linéai-
re connexe est un tore ; ou encore que le groupe G ne.contient pas le groupe ad-

ditif Ga’ £s 1.

1 T > G - A > 1

Une variété quasi-abélienne est un groupe algébrique commutatif. Nous utilise-

rons 1a notation additive.
1.2. Soient G une variété quasi-zbélienne et Y, W des varidtds. Tout mor-
onisme f :V xW—s G s'écrit : f(x,y) = g(x) + h(y) avec :
g:Y—>Geth:d —G.

c'est bien connu si G est une variété abélienne. Dans le cas général, considé-

rons des points Xo € V et Vg € W ; nous pouvons supposar F{x_,y
~
f(x,y) : = f(x,yo) + f(xo,y), nous devons vérifier que T =

) = 0. Si

Si 7 désigne la
surjection de G sur le quotient abélien A, gof = gof donc le morphisme f= f'-??

a son image dans T. Nous avons f(x,¥y) = fi(x;.y) = 0.

r

Soit } un caractére de T ; xofl définit une unité de I'(Vx w,eﬁlxld). Rappelons
*

que si on désigne par Uk(V) Te groupe F(V,efv)/k R Uk(V) est un groupe de type
fini et : CRosenlichl, [41.

UlV) @ Uy (W) = U (V<)
Par suite il existe des morphismes :a: V —> k*, 8 : W—> k" avec :

xofy = a(x) 8(y)

six = Xq On obtient 8 = constante =1l et si y = Yg» & = constante = 1, d'od

~J
Qet f=F+*.
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Comme conséquenca, nous avons :

1.3. Tout morphisme d'un groupe algébrique H dans une variété quasi-
abé&lienne G est composé d'une translation de G et d'un homomorphisme de H'dans
G. En particulier, tout automorphiéme de la variétéd sous jacenta & G est un mor-
phisme affine : translation O automorphisme de groupe algébrique.

Nous noterons T(G) le groupe des translations de G. T(G) peut &tre considéré

comme un groupe algébrique : T(G) ¥ G.

Théoréme 1.4.
Soit V une variétd (que nous supposerons tcujours normale) : il existe une va-
riété quasi-abélienne A et un morphisme o: Y — A tel que tout autre morphis-

me 3: V——> B ou B est quasi abélienne, factorise de maniére unique par A :

a
V——">>A

N

B

Alors :

(1) E, est affine

(1) a(V) engendre A, c'est-id-dire o(V) n'est pas contenu dans le trans-
laté d'un sous-groupe propre.

(ii1) (A,a) est unique & isomorphisme prés.

(iv) le quotient abélien A de A est la variété d'Albanése usuelle de V.
Ce théoréme a &té démontré par Serre [exposés] et [taka . La démonstration
de Serre est valable pour tout corps de base algébriquement clos. La construc-
tion d'Itaka qui est de nature transcendante suppose k = £, majs donne des ren-

seignements précis sur A en utilisant les formes différentielles & singularités

Togarithmiques.

1.5. Dans un cas particulier que nous utilisercns dans la suite, on peut

donner une construction simple de A. V désigne donc une variété normale, le grou-

- 171 -



pe abélien Uk(V) = I'(V, 0;) etant 1ibre de rang fini, nous pouvons considérer
e

le tore algébrique : A, = spec k EUk(V) , (k[Uk(V y1 = algébre de groupe) con-

sidérons des &léments Dps eres O de I’(V,G*V*) induisant une base de Uk(V) Si

nous identifions AV a (k*)m par cette base, nous avons un morphisme :

Q@ Ve A =

a (v) = (4’1(‘/)’ vaes ¢m(v))'

Propesition 1.6.

(i) Le morphisme o est universel pour les morphismes a valeurs dans
un tore : tout morphisme 3 : V——>T ou T est un tore, factorise de maniére
unique par AV :

v ——s

AN

— &—— )
wy

o~

8 est un morphisme affine.

(ii) Si V est rationnelle, AJ est la variété d'Albanése de V au sens
précédent (1.4.).

Preuyve :

Soit une base (xl, cees xp) du groupe des caractéres y(T) de T. B est déterminé

par p fonctions réguliéres inversibles sur V :

= . TP

on peut donc é&crire avec les netations 1.5. (dans le groupe multiplicatif

r(v, ) )
C. .
W1=c1. qblﬂ'.... ¢m1m,c1.ek* et (Cil""’cim)ezm

Définissons un morphisme 3. de A dans T = (K")P par :

-~ ) C. .
Bty oous t .. ooy



par construction §'est affine et i1 est clair que.chz = 8.
L'unicité de E’est &vidente si on montre que a(V) engendre AV' IT suffit pour ce-
1a de montrer qu'un caractére y de Ay tel que O a= constante est trivial.

X0a= ¢ ¢ k* é&quivaut & une relation :
: n - n
" s s e Yo

Les fonctions 9135 by &tant indépendantes modulo k™ nous obtenons n1= =N, =0,

soit y = 0.
(i1i) Si V est rationnelle et 8 un morphisme de ¥ dans une variété quasi-
abélienne G , avec les notations 1.1., i1 est bien connu que 70 3 est constant,

en fait nous pouvons.supposer modulo une translation que 703 = o d'ol 38 facte-

-

rise sur le tore T contenu dans G, et par suite par AV‘ Par 1'unicité de la va-

riétd d'Albanése on a la conclusion.

1.7. Si V est une variété normale, nous appellerons irrégularits de V

T'entier :

gq(¥) = dim AV s AV = variétad d'Albanése de V.
si k =¢ c'est 1'irrégularité logarithmique de , si V est rationnelle :
q(V) = fang Uk(V).

L'exemple suivant nous sera utile dans la suite.

Proposition 1.8.
Supposons que V soit une variété affine torique normale ; C le cone associé

nous avons :

q(V)

dim V - dim (9) < dim V

et q(V)

dim V <=—==> \ ast un tore.

Preuve :

Nous utilisons la terminologie classique sur les variétés toriques, cdne associé,
semi-groupe des exposants.... etc...
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v
T(v, GV) est la k-algébre du semi-groupe o n 7" = {m € 7', m 20 sur o},
I1 est facile de voir que T(V, Ov)consiste en les mondmes ¢ 9£"K ce ket

m=o0 sur g; d'od Uk(V) E’au Z dual du groupe Zn/<c>, <g% atant le sous-groupe

engendré par ¢ ; la premidre assertion en découle :
q(V) = dim(V) équivaut & o = o0 donc V est un tore.

1.9. Nous pouvons donner une construction explicite du couple (A,z)

t
lorsque V est le complémentaire d'un diviseur D = ¢ D, dans une variété pro-

J=0
jective rationnelle normale X.

Une unité de 1'algébre I'(V, &) = I'(X-D, ek) a pour diviseur un cycle de support

v
0 :
t
ODiv(f) = £ n. D,
jeo 3 4
d'od une relation dans le groupe des classes de divisaurs Pic(X)
t
£ n;ceD;) =o0
jeo 9 J

inversement une relation entre les Dj,dans Pic(X)

z ny cz(Dj) = 0 , détermine une fonction rationnelle non nulle f, k(X)* telle
t

que : div(f) = Z ns Dj , d'od f e T'(V, Gﬁ). Ainsi nous obtenons un isomorphis-
=0 _
me : Uk(V) = du sous-groupe de Zt+l défini par In; 0; = 0,soit Ln; cz(Di) = 0
dans Pic(X), aussi :
t
U (V) Sker ( @ 20— Pic(X) ® Q)
i=0

Comme conséquence nous obtenons que q(V) = o <== les composantes 0, ..., D,

sont linéairement indépendantes dans PicO()C)Q .

Considérons une courbe de Dynkin de type A sur une surface rationnelle compléte

X. C'est-a-dire :
t
= D. et D,.D = > (j-k) > 1.
DjEOJJk'O (3-k)
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sinon Dj‘ Dk =1.

Dq/xxf<\ ........ 72<\Dt

Soit V = X-D ; on a : q(V) s 1. Pour démontrer cette assertion

t

supposons une relation :E n;pyE0;o0na donc le systéme dféquationsv:

i=0

2 =
no D° + 0y Q

2 -
é. + n, gg +n, =0
AR T Mt B L 1
)
) 2
ey + 0y Dt = (

IT est clair que le groupe des solutions est de rang < l.

2. Le morphisme de Jacobi d'une variété quasi-ncmogéne

2.1. Une variété normale V(compléte ou non) est quasi-homogéne sous
1'action d'un groupe algébrique G s'il existe une orbite dense (donc ouverte).
Les points de 1'orbite dense,qui est unique, seront appelés points en position
générale.

Nous utiliserons aussi la terminologie presque homogéne s'il existe un point
x ¢ V tel que 1'orbite de x sous le groupe entier Aut (V) soit V moins un nom-
bre fini de points ; c‘estbla situation étudiée par Gizatullin, Gizatullin-Dani-

lov et Popov,

Dans la suite, nous nous limjterons aux variétds rationnelles.

Proposition 2.2.

Soit G un groupe algébrique qui opére sur une variété rationnelle V.

Fixons un point de base Xq € V et supposons le morphisme d'Albanése o choisi tel
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que a(xo) =0 ¢ AV‘ I1 existe un morphisme de groupes algébriques

¢ ! G —s AV unique vérifiant :

(%) . a(g.x) = ¢(g) + a(x) ¥gea, YxeV
(Ay est noté additivement).

Preuve :

Considérons 1'action o: G x V—> V de G sur V. En composant avec a on ob-
tient un morphisme de G x V dans A. Le résultat trés utile de Rosenlich, ;éppe-
18 en 1.2. peut se formuler ainsi : soit T un tore et f un morphisme

fiVxy—T,

[T existe des morphisme g et h : g : V—T, h : W—= T tals que

f(v,w) = g{v) + h(w). I1s sont définis modulo une translation par un élément de

-

T. 11 suffit en effet d'appiiquer Te lemme de Rosenlich aux composantas de f

aprés identification T = (k)™

Appliquons ceci au morpnisme «¢o0g, donc nous avons 8 : G > Aety : V—>A
tels que «(g.x) = B8(g) + v(x), nous pouvohs supposer que 3(l) =0 ; dfoﬁ si on
fait g =lonay=c,etsionfaitx=x, a(g.xo) = B8(g), on prend ¢ = 8.
Toujours en utilisant le lemme de Rosenlich i1 est facile de voir que ¢ est en
fait un homomorphisme de groupes et par construction nous avons bien la proprié-

ta (% )

a(g.X) = &(g) + a(X)

2.4, Définition

Nous appellerons ¢ le morpnisme de Jacobi de la G-variété V ; on pourra
comparer avec le cas V compléte par exemple dans {4 ]
2.5. Note

En vertu de la propriété universelle de a, tout automorphisme g de ¥
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9

induit un automorphisme E’de A(V) de telle sorte que le diagramme suivant commu-
te :

[0 3
Y ——— A

gﬂa 1%

Vo———— A
d'od un homorphisme de groupes abstraits ¢ : Aut(V)-——> Aut(A).

2.6. Lemme

Soient ¢ et a les morphismesde Jacobi (resp d'Albanése) de la G-variété

quasi=nomogéne V ; o et $ sont surjectifs.

Preuve :

O) = Q avec X, &n position générale. Nous avons

alars ¢(g) = a(g.xo), d'el a(G.xo) = im(¢) qui est un sous-groupe formé de A

Supposons @ choisi tel que a(x

et puisque G.Xo est dense dans V, on a les inclusions :

a(V) = im(p) A

comme o(Y) engendre A nous cobtenons (V) = im¢ = A. Par un argument tout i fait

analogue nous avons :

2.7. Corollaire

Toute composante irréductible du bord de V (=V - orbite dense) est

de dimension > dim A = q.

2.8. Exemple

Si V est une surface normale quasi-homogéne, et si V a un point singu-

lier, alors gq(V) = 0.

Dans la situation presque homogéne, nous avons un résultat un peu plus faible

d savoir que ¢ est dominant. Si V est une surface affine, presque homogéne, lisse,
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10

Gizatullin a démontré que 1'on pouvait réaliser V comme le complémentaire d'une
courbe de Dynkin de type A dans une surface rationnelle compléte, sauf peut-étre
si VgG; . On observe donc dans ce cas des surfaces presque homecgénes,que 1'on

a toujours q <2 ; c'est ce dernier point que nous pouvons généraliser.

2.9. Proposition

Soit une variété normale Y presque homogéne ; le morphisme d'Albanése
a: V—>A est dominant, en particulier q(V¥) < dim V (nous supposerons que le

corps algébriquement clos k est non dénombrable).

Nous avons vu que par universalité de a, on obtient un homemorphisme de groupes
abstraits o : Aut(V) ——— Aut(A).

Pour simplifier la discussion, nous supposercns Y rationnelle donc A est un tore
(la conclusion est encore valable avec les mémes arguments dans le cas général)
Observons que tout automorphisme de la variété A est affine,donc de la forme :
translation o automorphisme du groupe A. Notons T(A) T A 1o groupe des transla-

tions, i1 est normal dans Aut(A) et Aut(A) est produit semi-direct de T(A) et

ap

~ —
Notons Aut(V) 1'image inverse de T(A) sur ¢, par suits Ayt(v) est normal dans

de Aut__(A) avec en particulier Autgp(A);: Aut?.X(A);t GLq(?) si dim A = q.

Aut(V) et de quotient dénombrable puisque :

b

ut(Vv - &L _(2)
t(V) d

!

o
c

choisissons un systéme de représentants dans Aut(V) dy sous-groupe AE?(V) .

3

gO =1, 91, 929 N g.i,
Ta g
d'od : Aut(V) = %.J‘gi Aut(V)
: et

~/
Posons Q = Aut(V) Xq (nous supposons que V-Aut(V) Xo Fini,
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11

d'od : v = (_} g9; @ u‘{zl,..., zs}
: i=0 .
d'ol : V= Ugiﬂ DR TIRTRIE I Ugi(ﬁ)u {zl,...,zs}
i=o0 i=0

Nous allons conclure que Q est partout dense dans V par un argument du type
Baire. Nous avons en effet le lemme suivant (avec 1'hypothése sur k) quf est pro-

bablement bien connu. N'ayant pas de référence nous en donnons une démonstration.

2.15. Lemme

Soit une variétd V sur le corps k telle que :

Fi fermé, alors pour un indice io ona: V= Fio (ici on identifie ¥V & 1'en-

semble de ses points Termés).

Preuve :

Si k = ¢ remarquons que c'est le théoréme classique de Baire. Nous procédons par
récurrence sur dim V) si dim V = 1, Ta conclusion est claire car un fermé propre
est fini. Supposons dim VY > 1. Nous pouvons aussi supposer que V est affine et
alors par normalisation on se raméne & 1'espace affine Al ; enfin quitte & consi-
dérer Fi U (PnﬂAn) on suppose que V = P". s§ chaque fermé Fi est un fermé propre,
i1 contient seulement un nombre fini dfhyperplans et par suite 1'asnsemble des hy-
perplans contenus dans un fé}mé Fi est une partie au plus dénombrable de 1'es-
pace projectif dual ; 1'hypothése sur le corps k permet de trouver un hyperplan
(générique) H qui ne sera contenu dans aucun Fi d'old :

®

Pn'l'E;H = &_} HAF, , et Hn F; étant un formé propre de H ;

i=0

nous obtenons une contradiction.

Ce lemme nous permet de conclure gque Q est partout dense dans V si on identifie
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12

A
pour g ¢ Aut(V), ¢(g) avec un é&lément de A, nous avons :
~S
a(g-x;) = () Yg e Aut(v)

par suite : o(Q) = im¢ est un sous-groupe abstrait de A et Q étant partout

dense :

-~ —

im(¢) = (@) = a(Q) = a(V) < () = im(s) c A

im(¢) est un sous-groupe formé de A qui contient a(V) donc

im(¢) = A puisque a(V) engendre A, d'od la conclusion.

2.11. Nota : La conclusion subsiste s'il existe seulement une orbite

sous Aut(Y) qui contient un ouvert non vide de V.

3. Un théoréme du type Remmert - Yan de Ven

Le résultat qui suit est notre outil principal pour classifier les sur-
faces algeébriques quasi-homecgénes, i1 raméne le probléme aux surfacss d'irrégu-
larité zéro. C'est une généralisation d'un résultat bien connu de Remmert - Van
de Ven concernant les variétés analytiques compactes quasi-hcmogdnes sous un
groupe de Lie complexe. En ce qui concerne ]'essentiel, notre résultat est va-

Table sur un corps de caractéristique quelconque. Comparer avec [4]

3.1. Lemme

Soit o le morphisme d'Albanése d'une variété quasi-homogéne V sous un

groupe algébrique connexe G. k(A) est algébriquement fermé dans k(V) dans deux

cas :
(i) G est un groupe linéaire
(i1) G est arbitraire et k de caractéristique zéro.

Preuve :

Fixons un point en position générale Xg» tel que a(xo) = 0. a est un morpnisme
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13

surjectif équivariant, G opérant sur A par le morphisme de Jacobi, plagons-nous
~

dans 1'hypothése (i). Soit A la normalisation de A dans k(V), comme G est affi-

ne, d'ol une variétéd rationnelle A est un tore algébrique; considérons le dia-

gramme commutatif :

>

v
O A
: A

G X A=—>

~f
comme k(A) est un sous-corps algébriquement fermé de k(V) et que k(G) est trans-

cendante pure, k(G><§3 est algébriquement fermé dans k (GxV) d'ou Gx R est la
normalisation de G xA dans G xV ; ¢ induit alors un morphisme 7 . G><ﬁ’-—> 37
qui est aussi compatible avec 9. I1 est clair que < est une action de G sur K‘

et que 1'on a une factorisation :

~t
a B
a4 G A—> 4

~

o, 8 équivariants.

Par la propriété universelle de la variété d'Albanése on a : A EfAlb(§3,
¢ étant surjectif, il existe un tore maximal T de G te].que ¢ (T) = A.

Si Yo = Ekxo) nous avons S(T.yo) = $(T) = A donc T.y0 ést partout dense dansji

o~
Comme dim 37: dim A, A est une variété torique affine en utilisant 1.8. on ob-

-~ ~ . -~ ~
tient que A est un tore (car dim Alb(A) = dim A) dfoa A=A,

Supposons k de caractéristique zéro et G quelconque; soit encore A la normali-
t

=1

sation de A dans k(V),« factorise par A et le morphisme V—> A a sa fibre gé-

nérique intégre. Considérons la normalisation X de G x A dans G x V.

On a la factorisation :

8 ~
> X —> GxA

Y
GxV

§ étant fini et une fibre générique de $y étant irréductible, & doit étre géné-

o~
riquement bijectif, par suite birationnel. Comme G x A est normale or conclut
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14

-~
que X = G x A. Par un raisonnement analogue au précédent on a une action de

~
G sur A qui est quasi-homogéne et une factorisation équivariante de a. Soit N

la composante neutre de ¢'1(0). N° opére sur les fibres (finies) de 8 par suite

opére trivialement sur K'; donc quitte d quotienter par N° nous pouvons supposer
-~

que ¢ est de noyau fini. Alors si Xq € A est en position générale avec s(xo) =0

nous avons la factorisation de ¢ :

T o~ 8

G > A >A t(9) = g.x,

A
g et ¢ étant finis, il en est de méme de T d'ol A est un espace homogéne sous G.
Comme ¢ est de noyau fini, G ne contient pas le groupe additif Ga d'ol G est
quasi-abélienne. Donc A est aussi une variéta quasi-abélienne et par la proprié-

. ~/
té universelle de a, A = A.

3.2. Théorame
Soit V une variété gquasi-homogéne sous un groupe algébrique connexe G.

(i) si k est de caractaristique zéro le morphisme d'Albanése ¢ est la
fibration associée & la fibration principale ¢ : G —> A de fibre type

a'l(o) = F intégre et quasi-homogéne sous N : ker(¢)°.

(i1) si k est de caractéristique quelconque, G lindaire et dim V = 2,
on a essentiellement 1a méme conclusion que dans (i) & savoir que @ est une "fi-

bration" de fibre type F = a'l(o) intégre.

Preyve :

(1) k étant de caractéristique zéro, A E?G/Ker(¢) et ¢ est une fibra-
tion principale au sens de Serre (localement isotriviale). Le lemme 3.1. nous per-
met de dire (Bertini) gqu'une fibre générique de o est géométriquement intégre.
Comme ¢ est surjectif, G permute transitivement les fibres d'ol toutes les ribres

-1,

sont isomorphes entre elles en particulier & F = @ ~(0). Considérons le morphis-
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me induit par 1'action de G sur V :

gt GXFe=—>YV

nous avons : u(g,x) = u(g',x') o= g.x = g'x' d'ol :

a{gx) = ¢(g) = a(g'x') = ¢(yf), donc : h = g'lgf e Ker(s)
u induit un morphisme par passage au quotient :

ker (o)

T:GxF——1YV

G x ker(¢) F désignant le fibré associé & q. On voit facilement que U est bijec-
tif, d'od un isomorphisme parle"main théorem” de Zariski puisque k est de carac-

téristique zéro.
Nous pouvons supposer que le point en position générale X, est dans 7 ; alors :
G.x° n F = ker(s) Xq d'od F est quasi-nhomogéne sous N.

(i1) pour avoir la méme conclusion que dans (i), & savoir que F = & ~(0)
est intégre, nous devons vérifier que o est séparable.

Si dim A = 2,4 est birationnel d'aprés 3.1., &tant alors quasi-fini c'est un isg-

morphisme.

Si dim A = 1 on utilise e lemme suivant dont 1a démonstration figure par exem-

ple dans [5])
3.3. Lemme .

Sait R un corps de fonctions d'une variable sur un corps parfait k al-

gébriquement fermé dans un corps de fonctions S. Alors S/R est sépérable.

Comme dans (i), ceci nous permet de conclure que les fibres de o sont int2gres
et isomerphes & F par nomogénéité. On notera que o n'est pas nécessairement une

fibration isotriviale.
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3.4. Remarque

L'argument ci-dessus (3.3.) prouve aussi le résultat suivant qui est
bien connu dans le cas classique (variétés complétés): k est de caractéristique

quelconque;soit @ : V—> A le morphisme d'Albandse d'une variété V ; supposons

dim «(V) = 1, alors une fibre générique de o est géométriquement intdgre.

3.5. Le résultat précédent sur 1a fibration d'Albanése permet une pre-

miére classification des surfaces quasi-homogénes.
3.6. Proposition

Soit V une surface affine normale sur un corps k (de caractéristique

quelcongue) quasi-homogéne sous un groupe affine. Nous avons :
~ 2 .
1 -Vv= Gm sig=2
~.l .
2 - V=A" x Gm siq=1

soit 1e tableau :

o[L ’2
l?Alem

Ce résultat est obtenu par Gizatullin [ 71 ] sous une hypothése plus restrictive

2
Gm

et par une méthode moins naturelle.

Preuve :

2

Si q = 2 nous avons déja démontré que V = A E‘Gm

(3.3.), Supposons q = L;

La fibre type F = a'l(o) de la fibration d'Albanése o, est une courbe intégre
quasi-homogéne sous le groupe linéaire N = ker(¢)°. Quitte & quotienter par le
noyau 4'effectivité, nous supposons que N opére effectivement. Si N contient un

tore non trivial, ce tore est contenu dans un tore maximal de G qui a pour image

A par ¢ vu que ¢ est surjectif. D'ol il est clair que 1'orbite sous T d'un point
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en position générale appartenant & F est dense. V est donc torique et comme

q(V) =1 i1 est facile de voir que 1'on a en.utiIisant 1.8. :

~nl
VZ=A" x Gm

Supposans donc N unipotent, dfoﬁ F est homogéne sous N, en fait F Eﬂﬂl. Ainsi

a : V—> A est une fibration en.droites affines. Un résultat récent de Kambayas-
ki-Miyanishi [3] dit que a est une fibration localement triviale ; donc on peut
la décrire par un cocycle & valeurs dans le groupe AfoAl) des automorphismes

affines de Al soit :

{uinuj s (aij’ bij)}
avec sur uinuj .
3.7. aij ajk = aik
et
;5 Dy ¥ Dy = By

Le couple {aij} définit un élément de Hl( A, ek*) = Pic(A) qui est trivial d'od

nous pouvons supposer que aij = 1, par suite la fibration correspond i une classe
de conhomologie dans le groupe Hl(A, Gk) qui est nul puisque A est affine. D'od

V= A xF,
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