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LE SPECTRE REEL ET LA TOPOLOGIE

DES VARIETES ALGEBRIQUES SUR UN CORPS REEL CLOS
par

Marie-Frangoise COSTE

Michel COSTE

I - INTRODUCTION.

Soit V une variété alg@brique définie sur IRR. L'ensemble V(R) des points
réels de V avec la topologie euclidienne (ou usuelle, c'est-d~dire pas celle
de Zariski) a des particularités qui ne se rencontrent pas avec les points
complexes. V(R) peut avoir plusieurs composantes connexes méme pour une variété

. . . 2_3 .
irréductible : la cubique y"=-x"+x = 0 a deux composantes connexes

9
On a aussi des phénoménes de chute de dimension : la cubique y“—x3+x2 = Q

a un point réel isolé
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Le "parapluie de Whitney'" d'équation (x2+y2)z-y3 = 0 est une surface connexe

qui a un "manche'" de dimension 1

Notre but est de dégager un outil algébrique qui rende compte de ces
phénoménes. Pour cela nous associons fonctoriellement 3 un anneau commutatif
A quelconque un espace topologique, le spectre réel de A, noté Spec_A. Ce

Y

spectre réel a les mémes propriétés formelles et topologiques générales que
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le spectre premier avec sa topologie de Zariski. Mais, dans le cas ol A =RI[V]
est 1'anneau de coordonnées d'une variété algébrique affine définie sur R,
gA est suffisamment proche de V(R) avec sa topologie euclidienne pour

rendre compte des phénoménes signalés ci-dessus. Ainsi V(R) et SpecR]R[V]

Spec

ont les mémes composantes connexes, et si x € V(R) on a une notion algébrique
de dimension de V en x qui correspond & ce que l'on voit sur le dessin. Les
preuves des résultats annoncé@s peuvent se trouver dans [6] [7] [8] [9] [11]

et seront regroupées dans [10].

II - DEFINITION ET PROPRIETES TOPOLOGIQUES GENERALES DU SPECTRE REEL.

Soit V une variété algébrique affine définie sur un corps K algébriquement
clos. Spec K[V] et V(K) avec la topologie de Zariski sont pratiquement le méme
espace topologique : on passe de V(K) i Spec K[V] en ajoutant les points géné-
riques de fermés irréductibles et ceci ne change pas les ouverts. Considéronms
maintenant le cas d'une variété sur un corps réel clos K. Le théordme des zéros
réels ([16]) montre que l'on a une situation analogue en remplagant Spec K[V]

par le sous-espace des idéaux premiers réels, c'est-d-dire ceux qui vérifient

e 2
Z X, Ep = x, €Ep i=1,...,n.
i=1 *t t

Cependant ceci ne nous avance pas beaucoup si l'on s'intéresse 3 V(K) munie de

sa topologie euclidienne donnée par 1'ordre sur K.

Les idéaux premiers de l'anneau de coordonnées sont liés aux points de la
variété dans des extensions algébriquement closes du corps de définition. De
maniére générale, tout morphisme d'un anneau A dans un corps algébriquement
clos K se factorise 3 travers un corps algébriquement clos minimal qui est la
cldture algébrique du corps résiduel k(p) de A en p, le noyau du morphisme
A —> K ; 1'idéal premier p détermine la factorisation i isomorphisme prés.

Considérons maintenant un morphisme de A dans un corps réel clos K. Il se
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factorise aussi & travers un corps réel clos minimal qui est la cldture réelle
de k(p) (p est toujours le noyau de A —> K) pour l'ordre induit par celui de
K. Cette fois la seule donnée de 1'idéal premier réel p ne suffit pas 3 déter-

miner la factorisation : il faut lui adjoindre celle de l'ordre sur k(p).

Voici introduits les objets qui vont &tre les points du spectre réel de
A : les couples formés d'un idéal premier réel p de A et d'un ordre (total)
sur le corps résiduel k(p). Nous choisirons de décrire un tel couple comme une
partie de A, formée des &l&ments qui deviennent négatifs ou nuls dans le corps

résiduel ordonné.

DEFINITION 1. Un précdne premier o de A est une partie de A qui vérifie :
1°) 1¢oao
° 2 '
2°) ¥xeA =-x €aqa
3°) ¥ x,y€Ea x+ty € a
4°) ¥ x,y€ A

Xy € a <= (X € aq et -y€a) ou (-x€a et yea).

Si on se donne un tel précBne premier o on montre que P =aN~-a est un
idéal premier réel et que o détermine bien un ordre sur le corps résiduel

k(p) si 1'on impose que les images d'éléments de o soient négatives ou nulles.

Si a est un précdne premier, on notera k(a) la cl3ture réelle du corps

résiduel k(p) (p=aN- a) pour 1l'ordre déterminé par a.

On peut, sur le modéle du spectre de Zariski, faire de 1'ensemble des

précones premiers de A un espace topologique

DETINITION 2. Le spectre réel de l'anmeau A, noté Spec, A est l'ensemble des
précdnes premiers de A muni de la topologie donnée par la base d'ouverts
D(a;,...,a ) = {a € SpecRA| ajda et ... et a, ¢ o}

pour a L € A.

120"
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D(al,...,an) est l'ensemble des précdnes premiers tels que les &léments
TERRETL deviennent simultanément strictement positifs dans le corps résiduel

ordonné correspondant. Remarquons que l'on n'a pas ici D(al)f\D(az)sl)(alaz).

SpecR est en fait un foncteur contravariant de la catégorie des anneaux
dans la catégorie des espaces topologiques : si f : A —> B est un morphisme
d'anneaux et si B € SpecRB on pose Spech(B) = f-l(B) ; 11 est clair que

Spech est une application continue.

Outre le caractére fonctoriel de la construction, le spectre réel a les
mémes propriétés topologiques générales que le spectre premier. Ce sont les

parties i) et ii) de la proposition suivante :

PROPOSITION 1. Soit A un anneau quelconque.

i) Les ouverts D(al,...,an) sont quasi-compacts. En particulier Spec,A

R
lut meme est quasi-compact.
ii) Sotent a,B deux précdnes premiers de A. Ona a C B8 ssi Beadh({al}).

Les fermés irréductibles de SpecpA sont L'adhérence d'un point et d'un seul.

iii) Soient a,B,B8' trois préednes premiers de A avee o C B et o C B'.

Ona BCBR' ou B' C 8.

Les propriétés i) et ii) disent que SpecpA est un espace spectral
(Hochster). On dira comme d'habitude que B est une spécialisation de o (ou a
une généralisation de B) si on a o C 8. La propriété iii) dit que les spectres
réels ont une propriété particuliére : les spécialisations d'un point forment

une chalne totalement ordonnée.
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III - LE SPECTRE REEL DE L'ANNEAU DE CCCRDONNEES D'UNE VARIETE ALGEBRIQUE
AFFINE REELLE.

Il est temps de donner un exemple de spectre réel : celui de 1'anneau
R[X]. Les idéaux premiers réels de R[X] sont d'une part les idéaux maximaux
réels qui correspondent aux points réels de la droite, d'autre part 1'idéal
(0), point générique de la droite. Le corps résiduel en un id&al maximal réel
est IR, qui a un ordre unique. Un réel r détermine donc un précdne premier que
l'on peut encore écrire r = {P E]R[X]]P(r)‘: 0}. Le corps résiduel au point
générique est IR(X) ; pour ordonner IR(X), il faut situer X par rapport aux
constantes réelles. On peut le mettre & ~=, 3 +w, en r_ (resp. en r+) c'est-3-
dire juste 3 gauche (resp. 3 droite) d'un réel r. Un polyndme sera strictement
positif en r_ s'il 1'est sur un intervalle ]Jr-e,r{ . En termes de précdnes
premiers

r_={PeER[X]|Je>0 ¥x€lr-e,r[ P(x) < 0}

On peut dessiner ainsi SpecRIR[X] :

-0

L

3

On peut prendre comme base d'ouverts de SpecPIRlX] les "intervalles'" du
genre [-»,r | = D(r-X), [r+,+w] = D(X~-r), [r+,s_] = D(X~-r,s-X) pour r<s,
On peut remarquer que les "intervalles"

[r,,s_] et Ir ,s_[ = v D(X-r',s'=X)
r<r'<s'<s

sont tous les deux des ouverts qui ont méme trace sur les points réels de la

droite ; le premier est quasi compact, pas le second.

Cette description donnée pour la droite réelle peut s'dtendre au cas d'une

courbe affine réelle irréductible I'. Les points de Spec,R[T]) sont d'une
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part les points réels de I' , d'autre part les "points génériques” des demi-
branches réelles de I' (une demi branche réelle &tant une classe d'équivalence

de paramétrisations réelles pour des changements de paramétres croissants).

Par exemple, pour une cubique 3 point double réel :

d

\

Le point générique d'une demi-branche (s'il n'est pas & 1'infini) se spécialise
en le centre de cette demi-branche. Les points génériques de demi-branches
réelles sont les &clats du point générique de la courbe : ils correspondent aux
ordres sur IR(T). A un tel ordre on (Krull) sait associer une place réelle

R(T) >R,» (les &léments finis 3 la place sont ceux qui ne sont pas infi-

niment grands par rapport aux constantes réelles) ; le choix d'un paramétre
uniformisant positif donne alors une demi-branche réelle de I'. Réciproquement

une paramétrisation réelle de I donne bien, une fois choisi le signe du para-

métre, un ordre sur IR(T).

Dans le cas d'une variété de dimension plus grande, la description se
complique : on est amené a considérer les places réelles de corps de degré de
transcendance sur IR plus grand que !, et la situation est bien moins simple

que ci-dessus. On peut voir Brumfiel [4] pour une description (incompléte) des

ordres de R(X,Y).
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Cependant, méme si l'on a du mal & décrire les points du spectre réel,
on peut mettre en évidence les rapports existant entre sa topologie et la

topologie euclidienne de 1'ensemble des points réels de la variété.

PROPOSITION 2. Soit V une variété algébrique affine définie sur R. V(R)

avec sa topologie euclidienne s'identifie d un sous espace dense de SpecR]R[V].

Si x est un point de V@), le précdne premier correspondant que l'on
notera encore x est {Pe& R[V] P(x) < 0}. La trace de 1'ouvert D(PI”"’Pn)

sur VR) est {x € VGR)|P1(x) >0 et ... et Pn(x) > 0}.

Précisons davantage les rapports entre les deux espaces.

DEFINITION 3. Un constructible de SpecpA est une combinatson booléenne
d'ouverts D(a],...,an) (c'est-d-dire obtenue d& partir de ceux-—ci par unions

et intersections finies et passage au complémentaire).

Rappelons par ailleurs qu'un sous ensemble semi-algébrique de V(@R) est
une combinaison booléenne de parties de V(R) données par des inégalitds poly-

ndomiales strictes

PROPOSITION 3.

1) La restriction & VR) induit une bijection entre les constructibles de
SpecRJR[V] et les semi-algébriques de V@R). On notera g le constructible cor-
respondant au semi-algébrique S.

ii) Cette bijection induit une bijection entre les constructibles ouverts
de SpecR]R[V] (c'est-d-dire les unions finies d'ouverts de la base) et les
semi-algébriques ouverts de VR).

iii) L'opération § +—> g commute aux intersections et réunions Finies,
au passage au complémentaire, a l'intérieur, d l'adhérence, & 1'image et &

l'image réeiproque par un morphisme de variétés.
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La premiére partie de la proposition est une conséquence de 1'&limination
des quantificateurs pour les corps réels clos, plus connues sous le nom de
principe de Tarski-Seidenberg. La deuxi®me partie est la traduction du résultat
suivant [7] : tout ouvert semi-algébrique de V(R) est union finie d'inter-
sections finies d'ouverts de la forme {x € V(R)|P(x) > 0}. Ce résultat découle
facilement d'un "lemme de Thom généralisé" d'Efroymson [13]. Bochnak-Efroymson

[3] et Delyell ont d'autres démonstrations.

Ce résultat peut se traduire aussi comme un principe qui nous est trés

utile pour obtenir des propriétés topologiques du spectre réel.

PROPOSITION 4. Sott C une partie de SpecpA donnée comme 1'ensemble des o
tels que k(o) satisfait une formule close ¢(a) du langage des corps ordonnés
d paramétres a = CTEREETL dans A. Supposons que ®(x) a une extension

ouverte dans RD. Alors C est un ouwvert constructible de SpecRA.

Revenons maintenant aux composantes connexes de V(). On sait que celles-ci
sont des ouverts semi-algébriques de V(R). La proposition 3 donne immédiatement

le résultat suivant

Y
PROPOSITION 5. L'opération S w—> S donne une bijection entre les composantes
connezes de VR) et celles de SpecR;R[V]. Cecl vaut aussi pour les compo-—

santes des semi-algébriques de V(R).

I1 est naturel de se demander ce que devient tout ceci quand on remplace
IR par un autre corps réel clos K. On sait que si V est une variété algébrique
affine sur K, V(K) avec sa topologie euclidienne n'a pas de bonnes propriétés
topologiques. L'ensemble des points réels algébriques de la droite, par exemple,
n'est pas localement connexe. On peut décrire SpecR A[X] (o8 A est le corps

des réels algébriques) : il est formé des points =-w, +», a_, a, a_ pour tout
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réel algébrique a et d'un seul point r pour chaque ré@el transcendant r (cor-
respondant 34 l'ordre sur A(X) pour lequel les fractions positives sont celles
qui prennent une valeur positive en r). On a donc 'bouché les trous'" de la

droite réelle algébrique et SpecR_AlX] est localement connexe et connexe.

En général on a les résultats suivants :

PROPOSITION 6.
1) Les résultats de la proposition 3 restent valables quand on remplace R

par un autre corps réel clos K.

ii) SpecR K[V] est localement connexe et a un nombre fini de composantes
conmexes. Cect est vrat aussti pour les constructibles de Specy K[V]. De plus
st L est une extension réelle close de K l'application SpecRL[V] _ SpecRK[V]

induit une bijection entre les composantes connexes.

La preuve de cette proposition utilise intensivement le principe de Tarski-
Seidenberg et le fait que l'on a des bornes sur le nombre et le degré des poly-

nomes introduits dans le "lemme de Thom généralisé".

La partie ii) de la proposition montre que l'on a ainsi une notion agréable
de composante connexe. On peut montrer [1!l] que ces composantes connexes sont un
invariant birationnel des variétés lisses et "réellement complates" (c'est—i-

dire, pour les variétés affines, bornées).

Puisqu'il y a bijection entre les ouverts semi-algébriques de V(K) et les
I3 ’\J 3 « -~
ouverts constructibles de SpecRK[V] = V, 11 revient au méme de se donner un
. A"
faisceau sur V ou sur le site formé des ouverts semi-algébriques de V(K) avec
les recouvrements finis. Ce site est &voqué par Brumfiel [4] mais il ne remarque
pas qu'il est &quivalent 3 un espace topologique. Par ailleurs Brumfiel montre

~sans parler de spectre réel- une partie du ii) de la proposition 6 (il dit

qu'un semi-algébrique S est connexe s'il n'est pas réunion disjointe de deux
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semi-algébriques non vides ouverts dans S) et a aussi un concept de "dimension
réelle en un point” (cf. plus bas). A notre avis, l'utilisation du spectre réel

simplifie les choses et permet d'aller plus loin.

IV - PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES MCRPHISMES D'ANNEAUX.

Le "théoréme de montée" de Cohen-Seidenberg n'est pas valable pour les
idéaux premiers réels : considérons 1l'exemple de la projection de la parabole

X = y2 sur 1'axe des x

M;FQ

Le point générique de la parabole s'envoie sur le point générique de la
droite. Si on spécialise ce dernier au point d'abscisse =I, il n'y a aucun
point réel de la parabole au dessus. Peprenons maintenant cet exemple avec les
précOnes premiers. Soit B le point générique d'une demi-branche réelle de la
parabole, qui se projectte sur le point générique o d'une demi-branche réelle
de la droite. Soit P le centre de o (si o n'est pas #=). Alors le centre de 8
n'est pas 3 1'infini, et est bien au dessus de P,

On voit bien ici comment 1'explosion du point générique est nécessaire

pour avoir des résultats dans le contexte réel.
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PROPOSITION 7. Soit £ : A —> B un morphisme entier d'ammeaux. Soient o un
précéne premier de A, B un précdne premier de B au dessus de o et o' une spé-
ctalisation de a. Il existe une spéeialisation B' de 8 au dessus de a'.

A est fermée.

L'application Specpf SpecpB —> Specy,

On se raméne 3 montrer que si B est une A-algébre entiére de présentation

finie, 1'image de SpecRB dans SpecRA est fermée. Si on pose
B = A[XI,...,Xn]/(Pl(Xl),...,Pn(Xn),Ql(@,...,Qp(_}S))

ol les Pi sont unitaires, cette image est 1'ensemble des précdnes premiers a

tels que k(o) satisfait la formule
I x Pl(xl) =,..= Pn(xn) = Q1(§) =,,.= Qp(i) =0 .
On utilise alors le principe de la proposition 4.

Cn n'a pas ici de "théoréme de descente" comme le montre 1'exemple ci-
dessus de la projection de la parabole sur la droite : O_ est une générisation
de 1l'origine sur 1'axe des x qui ne se reldve pas en une générisation de

q P

1'origine sur la parabole.

Comme résultat d'ouverture, nous avons

PROPOSITION 8.
i) 87 f est lisse, Spech est ouvert.

ii) 5S¢ £ est étale, SpecRE est un homéomorphisme local.

La partie ii) de cette proposition est une conséquence de la spatialité
du topos étale réel que nous rencontrerons plus loin. Signalons—en une consé-

quence utile :

PROPOSITION 9. Soit V une variété algébrique définie sur K réel clos, et

un point non stngulier de V(K), TX(V) l'espace tangent d V en x. Un voisinage

o~
de x dans V est homéomorphe & un veisinage de x dans T (V).
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Pour le spectre réel, on peut donc raisonner au voisinage d'un point non

singulier comme si on &tait dans un espace affine.

V - DIMENSION REELLE.

Nous allons maintenant nous intéresser i la dimension combinatoire de

1'espace SpecRA.

DEFINITION 4. La dimension réelle de l'anneau A, notée dimRA, est le sup des

longueurs de chatnes de préecdnes premiers de A.

On a bien entendu toujours dimRA < dimA (dimension de Krull). Cette dé-

finition n'a rien d'aberrant

PROPOSITION 10. Soit V une variété algébrique affine sur K réel clos. La
dimension réelle de K[V] est égale au sup des longueurs de chaines de sous—

ensembles algébriques irréductibles de V(K).

Cependant on aurait le méme résultat, et plus simplement, avec les idéaux
premiers réels. L'intér8t des précdnes premiers est qu'ils donnent une défini-
tion de la dimension d'une variété en un point qui coincide avec ce que l'on

voit sur les dessins.

DETINITION 5. Soit x un poitnt de V(K). La dimension réelle de V en x, notée

dimP(V,x) est le sup des longueurs de chaines de précdnes premiers de K[V]

se terminant en x.

Un sous-produit de la démonstration de la spatialité du topos étale réel
est le fait que le sous—espace de SpecRK[V] formé des générisations de x
- . h PO
est homéomorphe au spectre réel de (K[V]X) , le hensélisé de 1'anneau local

en x. On a done dimy(V,x) = dimR(K[V]x)h.
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PROPOSITION 11. Sott V une variété algébrique affine irréductible sur K réel
clos, avec K(V) formellement réel (cect veut dire simplement que K[V] est
l'anneau des fonctions polynomiales sur V(K), qui est irréductible).
Soit x € V(K). On a

dimR(V,x) = dimR(K{V])
sst x est limite (pour la topologie euclidienne) de points non singuliers de

V(K).

On retrouve ici une des conditions de "réalité locale" de C. Efroymson
[12]. L'égalité dimR(V,x) = dimR(K[V]x)h montre immédiatement l'éqﬁivalence
de cette condition avec la suivante : "un des id€aux premiers minimaux de
K[V]i est réel”. A noter qu'une des conditions d'Efroymson n'est pas équiva-

"

lente aux autres ; c'est "un des idéaux maximaux du normalisé de K[V]x est

réel". Voici un contre-exemple, suggéré par J.-J. Risler. La surface d'équation
2,2, .2 3 S v s s . . . . .
X +y"+27-x" = 0 est normale 34 1'origine qui est pourtant un point réel isolé

(et donc la dimension réelle de la surface 3 l'origine est 0, alors que sa
g q

dimension réelle globale est 2).

On peut bien siir définir la dimension réelie d'un semi-algébrique S de
n . - < A .
A" (K) en un point x, comme le sup des longueurs de chaines de précdnes premiers

Ay .
de S se terminant en x. On montre alors

PROPOSITION 12.

i) La fonetion x —> dimR(S,x) est semi continue supérieurement sur le
semi-algébrique S. Pour k finé {x € S| dimR(S,x) < k} est un semi algébrique
ouvert dans S.

ii) Sott d la dimension de la cldture de Zariski de S dans A™(K).

d = sup{dim (8,x) | x € S}
iii) dimR(S,x) est la dimension de la cldture de Zariski d'un voisinage

suffisament petit de x dans S.
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VI - LE TOPOS ETALE REEL.

Il y a sur le spectre réel de l'anneau A un faisceau structural OSpec A
qui en fait un espace annelé en anneaux locaux henséliens de corps résiduels
réels clos. Précisément la fibre de ce faisceau au dessus du précdne premier

est 1'anneau Aa local ind-etale sur A, hensélien et de corps résiduel k(q)

(ceci caractérise bien 1'anneau Aa)'

Dans le cas oi A =TR[V] est l'anneau de coordonndes d'une variété affine
réelle non singulidre, le faisceau structural sur SpecRIR[V] est 1'image
directe du faisceau des fonctions de Nash (ou analytiques-algébriques) sur
V(R) [2]. Dans le cas général on peut donner de OSpean une descrintion
calquée sur celle du faisceau de fonctions de Nash par“Artin et Mazur dans [2].
Soit U un ouvert de SpecRA. Considérons le systéme filtrant formé des couples
(B, ) ol

- B est une A-algébre étale,

-9:U0— Spec\p est une section de 1'homéomorphisme local
SpecRB _ SpecRA ; les morphismes de transition de (B,{) dans (C,Y) sont les
morphismes de A-algébres f : B —> C tels que Y = Specpfoy . Soit a(u) 1la

limite inductive des A-algdbres B pour ce systéme filtrant. est le
SpecRA

faisceau associé au préfaisceau Q.
Le faisceau structural sur SpecRA a une propriété universelle : il y a
> T(0

un morphisme canonique A

) et & chaque fois que l'on a un espace
SpecRA

annelé en anneaux locaux henséliens de corps résiduel réel clos (X’OX) et un

morphisme A —> F(OX), il existe une unique application continue

. — : : —_— ( . 3
Y: x— SpecRA et un unique morphisme local (?*OSpec A > )X induisant
une factorisation

r
7 'oSpean

%)

-~

FOX
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Voici pourquoi, en tant que catégorico-logiciens, nous avons &té ramenés
i introduire et E&tudier le spectre féel : on savait que le topos &tale du
schéma affine Spec A ll] posséde une propriété universelle analogue ot il
est question cette fois de topos annelés én anneaux locaux stricts (c'est-i-
dire henséliens de corps résiduel séparablement clos) [14]. G. Wraith a suggéré
de considérer le probléme universel formulé avec les anneaux locaux henséliens
de corps résiduel réel clos, introduits par A. Kock en géométrie différentielle
synthétique [15]. Gr@ce a4 la théorie générale des spectres développée dans [5]
nous avons pu donner une description du topos annelé solution de ce probléme
universel, le topos &tale réel : son site de définition est la duale de la
catégorie des A-algébres étales, les recouvrements &tant les familles de

morphismes de A-algébres tales (fi : B — Bi) telles que la famille

iel
(Spechi)i eI soit surjective (il suffit donc de remplacer dans la description

du topos étale Spec par SpecR).

G. Wraith, s'appuyant sur le fait que la cldture réelle d'un corps ordonné
n'a pas d'automorphisme non trivial au-dessus de ce dernier (contrairement i la
clGture séparable d'un corps) conjecturait que le topos étale réel est spatial,
c'est-3-dire qu'il est équivalent 3 une catégorie de faisceaux sur un espace
topologique. Nous avons pu montrer ce résultat (1'espace topologique en question
est bien sur le spectre réel) [9]. Aprés une réduction de nature catégorique,
on est amené 3 montrer qu'il y a au plus un morphsime de A-algébres d'un Aa
dans un AB pour a et 8 préclnes premiers de A. On y arrive en utilisant une
idée d'A. Joyal qui permet d'isoler dans Aa une racine simple d'un polyndme 3
coefficients dans A au moyen d'une formule qui a pour paramétres ces coeffi-
cients. Comme on n'est pas dans un corps, mais dans un anneau local, on ne
peut pas utiliser 1l'algorithme de Sturm pour effectuer ce repérage, et l3 est

la difficulté.
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