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SUR LES f-MORPHISMES 

par 

C. MALLOL 

1- Sur les f-mornhismes-

1,1- Préliminaires : 

Soient A un anneau intègre et unitaire et A[X ,...» X q ] l'anneau de polynô­

mes à n variables à coefficients dans A. 

Une application cp de A[X^f X^J dans A[X 4,..., X Q ] est un A-endomorphisme. si 

pour tout élément P(x.f...f X ) de A[X 4,..., X 1 on a <p(P(Xff...f X )) = 
1 n ^ 1 n J l n 

P(<p(X,)t . . . t »(xn)). 

Un A-endomorphisme bijectif de A[X F X q ] est appelé un A-automorrhisse. 

Deux questions sont depuis longtemps posées : i) la classification des 

A-automorphismes de A[XJ,..., X ] ; ii) G étant un groupe de A-automorphismes de 

A[Xj,... f X q ] , déterminer la structure de l'ensemble des invariants de G, i.e.f 

G r ^Q, 
le sous-anneau de A[X 4,... f X 1, noté A[X 4,... f X 1 , défini par A [ X . X 1 = 

1 n J i n i n * 

{P/P 6 A [ X 4 , .... X j , q>(p) = P, V <P € G>. 

Dans le cas d'une variable, les deux questions ont été résolues, la pre­

mière par R. Gilmer (cf. [il) et la seconde par P. Samuel (cf. [2]). Cependant, 

pour n 2> 2 on connaît très peu de choses. 2n effet, à partir de n ̂  2 les problè­

mes acquièrent une très grande complexité calculatoire. Il s'ajoute à cela le 

fait que les méthodes utilisées pour n = 1 ne marchent plus pour n > 2, par exem­

ple, les méthodes basées sur le terme de plus haut degré d'un polynôme à une 

variable. 

Bien qu'il existe un résultat de Nagata (cf. [ 3 ] ) concernant la classifi­

cation des K-automorphismes de K[X,Ï] OÙ X est un corps commutatif, il en reste 

beaucoup à faire. 

Si A et B sont deux anneaux intègres et unitaires et f : A -» 3 un homo-
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morphisme uni.taire d'anneaux, un f-morphisme de A[X] dans B[Y] est une applica-

n ± 

tion cp : A[X] -* B[Y] telle que si P = J j o ot± X est dans A[X], alors cp(p) = 

Bien qu'étant une généralisation de la notion de A-endomorphisme, les f-

morphismes ont été introduits comme une technique en vue d'étudier les problèmes 

à deux ou plusieurs variables. En effet, si <p : A [x,Y] -» A r x,Y] est un A-auto-

morphisme et si ^|Af^j
 e s* t * a restriction de <p à A [ x ] , alors cp peut être considé­

ré, de façon naturelle, comme un cpj^-^-morphisme défini dans A [ x][Y] à valeurs 

dans A[cp(x)] [<p(Y)]. 

1.2- Sur les f-morphismes. 

Soient A et B deux anneaux et f : A B un homorphisme d'anneaux. On dira 

que l'application cp : A[X] -* B[Y] est un f-moralisme si ^(Jjg X*) = 

i-o f ^ i ^ P o u r t o u t polynôme <y± X
1 de A[X]. On notera Hom f(A[X],3PY]) 

l'ensemble des f-morphismes de A f x ] dans B [ Y ] . 

Il est clair que si A = B et f = id 4, alors un f-morphisme de A[X] dans 
A J 

A[Y] n'est autre que un A-homomorphisme d'anneaux au sens habituel. 

Comme, par définition, pour tout cp € Hom^(A [xj , B[Y"I) on a 9| A - f, il en 

résulte que f / 0 entraîne cp / 0. Ainsi, si A et B sont deux anneaux unitaires 

et f : A -» B un homomorphisme unitaire d'anneaux, alors B ̂  {0} entraîne f ̂  0 

donc cp fL 0. 

Dorénavant, on supposera A et B intègres et unitaires et f : A -* B un homo­

morphisme unitaire d'anneaux. 
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1 .2.1- Proposition. Soient f 6 Hom (A,B) et 9 6 Hoa (A[X], B[Ïj). Si cp est 

Injectif» il en est de même de f. 

En effet, soit * 6 Ker(f). Comme cp est injectif <p(») * f(») = 0 entraîne 

cr s 0. 

1.2.2- Proposition. Soient f 6 Hom(A,B) et cp € Hom (A[X], 3[l]). On a t 

(i) (Ker f ) [ x ] c Ker q> ; 

(ii) si cp(x) i B, Ker cp = (Xer f ) [ x ] . 

En effet, la condition (i) est évidente et pour ce qui est de (ii), pesons 

cp(x) • 1 9 . Y* où m à 1 et 3 / 0. Soit maintenant P » X cr. X 1 6 Ker cp. On a 
j=o j m i=o i 

0 - <P(P) «42 f(<*J(A 8 . r 3) 1
 et on déduit facilement que f ( y ) B N = 0, d'où i58© i j=o j n m 

f((y n) » 0. Par récurrence, on a fOy^) » 0 pour tout 0<i<nf donc P € (Ker f ) [ x ] . 

1.2.3- Corollaire. Soient f 6 Hom(A FB) et <p € Hom F(A [ x l , B[ï]). Si cp(x) i B, les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) 9 est in.iectif ; (ii) f est in.iectif. 

En effet, ceci découle des propositions 1.2.1- et 1.2.2-. 

1.2.4- Proposition. Soient f 6 Hom(A,B) et, ? € Hom F(A [ x ] , 3 [ l l ) . Les conditions 

suivantes sont équivalentes : (i) Ker 9 - (Ker f ) [ x ] ; (ii) 1*ensemble {i, 

<p(x), <p ( x ) 2 , . . . } est un système linéairement indépendant du Im(f)-module B[ï]. 

En effet, soit I c N, I ensemble fini. Si ^ f f ^ M x ) 1 = 0 alors 

^iil *i 5 5 0 d 0 n c iil *i X Î 6 K e r 9 1 e t 3 1 1 1 ° n s u p p o s e q u e K e r 9 = ^ K e r f ^ W » 

alors 6 Ker f pour tout i 6 I, soit f(<y/) = 0 pour tout i € I. Donc 
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{i, <p(x), cp(x) ,...} est un système linéairement indépendant du Im(f)-module B [ Y ] . 

Ceci nous dit que (i) (ii). 

Montrons que (ii) => (i). Si orJC1 € Ker <p, alors 0 = ̂ (jjj crJC1) = ( ^ M x ) 1 

et d'après lfhypothèse f(cr̂ ) = 0 pour tout i dans I. Ceci nous montre que 

ill ̂ i * 1 ̂ P " * 1 6 1 1 * à ( K ô r f ) C xl* 

1.2.5- Corollaire « Soient f dans Hom(A,B) et cp dans ïïom^(A[x], B[Y]) . Les condi­

tions suivantes sont équivalentes : (i) ^ est in.iectif ; 

(ii) f est in.iectif et {1, <p(x), cp(x) , •••} est un système linéairement indé­

pendant du Imff )-module B [ Y ] . 

En effet, (i) => (ii) est une conséquence des propositions 1.2.1- et 

1.2.2- et (ii) => (i) résulte de la proposition 1.2.4-. 

1.2.6- Proposition. Soient f dans Hom(A FB) et cp dans Hom (A[X], B[Y]). Les condi­

tions sont équivalentes : (i) 9 est suriectif: (ii) f est sur.iectif et cp(x) = 

B 0 + B 1 Y, B 0, B 1 € B, B 1 étant un élément inversible de B. 

En effet, si cp est surjectif, il est clair que cp(x) £ B, donc si 

P est un élément de A[x]-(A+(Ker f ) U ] ) on a q>(P) i B. On déduit B = *(A) = f(A), 

donc f est surjectif • Posons maintenant <p(x) = où m >1 et B m f 0, et 

soit Q = X a.X 1 un élément de A[X] tel que <p(Q) « Y et f(<y ) f 0. On a alors 
i=o i J n 

Y = çp(Q) = .£ f(or.)(.§ P J ^ ) 1 et comme f(<Oe™ ^ 0 on déduit que n.m=1 ce qui 
v i=o i j=o j n m 

entraîne n=m=1, donc, cp(x) = 8 0 + B^Y et B^ un élément inversible de B. Ceci nous 

dit que (i) => (ii). Montrons que (ii) => (i). Si cp(x) = B 0 + B 1 Y et si B^ est un 

élément inversible de B on obtient Y=8~ 1 (<p(x)-80) ; f étant surjectif, soient 

Y et 6 deux éléments de A tels que f(y) = S 0

 E T F ( 6 ) = • 0 N A ^ ( À 7 I ' À Y) ce 
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qui montre que <ç est surjectif. 

1.2.7- Corollaire. Soient f dans iïom(AFB) et cp dans Hom (A[X], B[Y]). Les condi­

tions suivantes sont équivalentes : (i)<p est bi.iectif ; (ii) cp est sur.iectif et 

f est in.iectif. 

En effet, ceci découle du corollaire 1.2.3- et de la proposition 1.2.6-. 

1.2.8- Corollaire. Soit cp : A[X] -> A[Y] un A-homomorphisme de A[X] dans A [ Y ] . 

On a : (i) <p est in.iectif si et seulement si cp(x) $. A ; (ii) cp est sur.iectif si 

et seulement si cp est bi.iectif, si et seulement si <p(x) = <y + B Y et B est un élé­

ment inversible de A. 

Ceci découle des résultats précédents. 

Le corollaire 1.2.8- nous dit que si cp : A [xJ -* A[X] est un A-endomorphis­

me de A [ x ] , alors cp est un A-automorphisme de A[X] si et seulement si cp(x) = 

or + BX où y, B ^ A et B 6 U( A ) . Cette classification des A-automorphismes de A[:CJ 

est due à H. Gilmer (cf. [l]). On note U(A) le groupe multiplicatif des éléments 

inversibles de A. 

1.2.9- Remarque. Soit cp : A[X] -> A[Y] un A-homomorphisme injectif ; cp n'est pas 

nécessairement surjectif, même si le degré du polynôme cp(x) est égal à 1. 2n effet, 

le 2-homomorphisme cp : a [x ] -» Z[Y] défini par H?(X) = 1 + 2Y n'est pas surjectif, 

car l'élément 2 n'est pas inversible dans 2 (?)• 

Ce qui suit est un résultat de Abhyankar-Heinzer-Sakin (cf. [ 4 ] ) . La notion 

de f-morphisme permet une démonstration brève de tel résultat. 
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1.2.10- Proposition. Soit cp : A[X,Y] -» A[X,YJ un A-endomorPhisme de A[X,YJ. Si. 

(p est suriectif, alors cp est bi.iectif. 

En effet, si cp est surjectif alors cp(x) i A, car, sinon on aurait 

A[X,Y] = A[cp(Y)] ce qui est impossible. Cela nous dit que *|A£jj
 : A M A[cp(x)] 

est un A-homomorphisme surjectif d1anneaux de polynômes donc, d'après le corollai­

re 1.2.8-, injectif. Mais cp est, de façon naturelle, un cp|̂ j-̂ -pmorphisme surjec-

tif et d'après le corollaire 1.2.7-, cp est bijectif. 

La proposition 1.2.10- nous dit que si 9 : A[X,YJ -» A[T,S] est un A-

homomorphisme surjectif, il est aussi injectif. 

1.2.11- Proposition. Soient f : A -* B un isomorphisme d'anneaux et cp : A[X,Ï] -» 

B[T,S] un f-morphisme suriectif, Alors cp est in.iectif. 

En effet, soient cpj : A[X,Y] -* A[T,S] et * : A[T,S] B[T,S] les appli­

cations définies par cp (.£. et. . X 1 ^ ) = or. .TXS^ et 

Ainsi définies, cp̂  et cp̂  font commuter le diagramme 

A[X,Y] - > 3[T,S] 

A[T, S ] , 

i.e., cp=̂ P2 o cp f̂ et d'après des résultats précédents, cp̂  et cp̂  sont bijectifs, 

donc <P est bijectif. 

1 .2.12- Proposition. Soit cp : A[X,Y,Z] A[X,Y,Z] un A-endomorphisme de A[X,Y,S]. 

Si cp est surjectif, alors cp est in.iectif» 
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En effet, comme ?(x) £ A, ̂ |^[X] e S * U n ^"komoniorphisme bijectif d e 

A [ x ] dans A[<p(x)]. Comme cp est, de façon naturelle, un cp | ̂ j-morphisme sur-

jectif de A[X][Y,Z] dans A[cp(x)][cp(Y), <p(z)], d'après la proposition 1.2.11-, il 

est bijectif • 

Compte tenu que la démarche utilisée pour aboutir au résultat de la propo­

sition 1.2.12- peut-être répétée pour un nombre d'indéterminées 3, on peut 

écrire : 

1.2.13- Proposition. Tout A-endomorphisme surjectlf de A[x^,..., X q ] dans 

A [ X 4 , . . . F X 1 est in.iectif. 1 n J u 

On étudie maintenant à l'aide de la technique des f-morphismes, quelques 

A-automorphismes de A[X,Y]. 

1.3- Applications et exemples. Soit cp : A[X,Y] •* A[X,Y^ un A- automorphisme de 

A[X,Y"1 tel que cp(x) =^^S X^r et 3 éléments de A, 8 6 U(A) . Il est clair que 

' l ^ D O S "* 6 S t 1 1 1 1 A ~ a u t o m o r ? h i s m e d e d ' o î l o n d é d u i t ^ u e " 

P(X) + y Y avec P (x ) 6 A[X] et Y est un élément inversible de A. 

1.3.1- Proposition. Soit cp un A-automorphisme de A[X,Y]. Les conditions suivantes 

sont équivalentes : (i) <P| A£ XJ
 5 A W "* A W e s t u n A-automorphisme de A[X] ; 

(ii) <p(x) = <y + 8 X , et 8 éléments de A ^ i ? inversible* dans A ; 

(iii) cp(x) est un élément de A [ X ] . 

En effet, il est clair que (i) » (ii) et que (ii) * (iii). Montrons que 

(iii) * (i). Si <p(x) 6 A[X], alors <p(Y) î A [ x ] , donc <p(ï) = ̂  X K Y 1 et 
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il existe v, , / 0 tel que 1 / 0. Soit P = or. . X^*3 le seul élément de A[X,Ï] 
'kl XJ 

tel que q>(P ) • X. On obtient ainsi l'équation X = S. <y «p(x) 1( r Y,,XkY ) j (*) 

Soient, maintenant, 1 Q » max{l /v k l h 0}, k 0 = maxte /y^ / 0} ; j 0 - aaxtj/cr^ 

et i 0 = max{i/<y. . f 0}. A partir de l
f équation (*) on déduit que 9(X) 1 Q . X K ° ^ 0 . 

Y est un élément de A[X], d foù l Q j 0 = 0 et comme par construction 1 Q £ 0, on 

obtient j 0 = 0. Ceci nous dit que P € A[X], ce qui montre que * | A [ x J : A W ~* 

A [ X ] . 

Soit maintenant cp : A[X,Y] -* A[X,Y] le A-endomorphisme de A[X,Y] défini 

par cp(x) » a X + P(Y) et cp(Y) » Q(<p(x)) + 9 Y, où et et 9 sont des éléments de A, 

p(Y) un élément de A[Y] et Q(cp(x)) un polynôme en cp(x). Si cr et 8 sont inversibles 

dans A, alors cp est un A-automorphisme de A[X,Y]. En effet, il suffit de voir que 

Y = cp(9~1Y - 8 - 1 Q ( x ) ) et X = <p(ot~]X - cy"1P(9"1Y - B " 1 Q ( x ) ) ) , ce qui montre que cp 

est surjectif, donc bijectif. 

Montrons maintenant que si cp est un A-automorphisme de A[X,Y] tel que 

cp(x) = et X + P(Y) où ff € U(A) et P(Y) 6 A[Y], alors = Q(^ ( x ) ) + 8 Y, où 

0 est un élément inversible de A et Q est un polynôme en cp(x). 

En effet, on remarque que X » < / " 1 s p ( x ) - </" 1P(Y), d'où A[X,Y] = A(\>(X),Y]. 

Ceci nous dit que <p peut être considéré comme un ^ [ ^ x ] " morphisme dë A[XJ[Y] 

dans A[cp(x)][Y] et, par suite cp(Y) » Q(?(x)) + 9 Y, où B est un élément inversi­

ble de A. 

On voit donc que si cp est un A-automorphisme de A[X,Y] tel que A[X,Y] = 

A[<p(x), Y ] , alors cp(Y) = Q(cp(x)) + B Y, où 9 est un élément inversible de A et 

Q(cp(x)) est un polynôme en cp(x) • 
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Réciproquement, si 9 un A- automorphisme de A[x,Y] tel que <p(ï) » 

Q ( ^ ( X ) ) + 8 Y , où 0 est un élément inversible de A et Q(cp(x)) un polynôme en 

<p(x), on obtient <P~1(Y) » B - 1 Y - B~' Q (x ) , d'où <p" 1(x) = cr X + P ^ C Y ) ) OÙ „ 

est un élément inversible de A et P(<P~*(Y)) un polynôme en <P~*(Y)« On déduit donc 

que <p(x) » <y~* X - <y~* P(Y) et ceci nous permet d'énoncer la proposition suivante : 

1 . 3 . 2 - Proposition. Soit cp un A-endomorphisme de A[X,Y]. Les conditions suivan­

tes sont équivalentes : (i) cp(x) = et X + P(Y) et cp(ï) = 8 1 + Q(<p(x)), où <y et 

B sont deux éléments inversibles de A ; (ii) <P est bi.iectif et <p(x) = <y X + P(Y) 

où cr est un élément inversible de A ; (iii) <P est bi.iectif et A[X, Y]*A[*(X) , Y ] . 

Ces résultats nous montrent que la classification des A-automorphismes de 

A[X,Y] est beaucoup plus complexe que dans le cas d'une variable. Si K est un 

corps commutatif, d'après Nagata (cf. [ 3 ] ) l'ensemble AutK(x[x,Y])est engendré 

par les K-automorphismes du type X - * a X + b Y + C e t Y - * < * X + B Y + y où 

a, b, c, cr, B, Y ^ K et a B - b a f 0 et les X-automorphismes du type X -* a X + 

P(Y) et Y -> b Y + c où a, b, c 6 K, a 0, b / 0 et P(Y) 6 K[YJ. 

Compte tenu de ce résultat de Nagata et des renseignements fournis par 

la proposition 1 . 3 . 2 - , deux questions se posent de façon naturelle. La première 

est sur le rapport qui peut exister entre l'ensemble Aut (A[X ,X J) et les en-

semblés N. ., où 6 {l, 2}2, définis par N. . ={<p[<P € Aut.(A[X,,XJ), 

A[XJ, X 2] = A[cp(Xi), X^.]}. Deuxièmement, étant donaé un A-automorphisme ? de 

A [ x l t X2jf étudier le degré de X i f i = 1 . 2 , dans le polynôme <p(X K) F k - 1 , 2 . Ce 

travail ne traite pas ces deux questions. 
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î.4- La notion de f-invariant 

Dans ce qui suit on donne une généralisation de la notion d'invariant et 

de l'ensemble des invariants d'un A-endomorphisme. 

Soit f 6 Hom(A,B). On appellera f-morphisme canonique de A[X] dans B[Y] 

l'application I : A[X] B[Y] définie par I ( J <y. X 1 ) • J f(cr.) Y 1 pour 
x x î̂ o x i =o x 

n ± r -
tout élément .£ <y. X de A[XJ. 

1 = 0 i L J 

Soit 9 un élément de Homf (A[X], B[Y]). On appellera ensemble des f-

invariants de cp, l'ensemble k[lf défini par A f x ] 9 - {P|P 6 A [ X ] , <P(P) = I f(P)h 

Soit maintenant, G un sous-ensemble de Hom f(A [x] , B[Y])• L'ensemble des 

f-invariants de G est l'ensemble A [ X ] G défini par A [ X ] G » {P |P € A[X], <p(P) -

I f(P), V 9 6 G}. 

D'après les définitions précédentes, il est clair que si <p est un élément 

de Hom (A[X], B[YJ) alors A [ X J 9 = A [ X ] * 9 * = Ker (i - cp). 

1.4.1- Proposition. Soient f €-Eom(A,3), g € ïïçun(3,c) et I f ; A[X] -> B [ Y ] , 

I î B[Y] -* c [ z ] les morphismes canoniques respectifs. Alors 1^ Q ^ » 1^ o I f. 

De plus« si f est bi.iectif il en est de même de 1^ et (i^)"' = I^-j. 

La démonstration est immédiate. 

1.4.2- Proposition. Soient £ un élément de Hom(A,B) et G un sous-ensemMe de 

Hom (A [x] f B [ Y ] ) . On a : (i) A + (Ker f ) [ x ] C A [ X ] G ; (ii) A [ X ] G est un sous-

anneau de A [ x J ; (iii) A [ X ] G k[xf ; (iv) si G = Hom f(A [x ] , B[Y]) , alors 

A [ X ] G - A + (Ker f ) [ x ] . 

En effet, si P = ce + XQ ce^ X* est un élément de A +(Ker f ) [ x ] , on a 

If(P) = f(<*) * <P(P) pour tout élément de Hom (A[X], B[Y]). Ceci montre (i). Pour 

ce qui est de (ii), d'après (i) on voit que A [ X ] G £ fb. Soient P, Q deux éléments 
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de A[XJ G . On a <p(P ûj = <p(p) <p(Q) = l f (p) i f (Q) = I f (PQ) et <P(P+Q) = <P(P)+v(î) = 

If(p)+ If(Q) • I f(P+Q) f ce qui nontre que A [ X ]
G est un sous-anneau de A[Xj. Pour 

démontrer (iii), soit P un élément de A [ X ] G . On a les équivalences suivantes : 

P 6 A [ X ] G « cp(P) = I f(P), V <P € G • P 6 A[xf, V ? S G « P € A[xf. 

Finalement, soit <p 6 Hom F(A [ x ] , B[Ï]) défini par <p(x) = 8 ë B. Il est 

clair que Afx]* » A + (Xer f ) [ x ] , ce qui montre (iv). 

1 .4.3- Théorèce. Soient f dans Hom(A,B) et G un sous-ensemble de Hoa (A[:0,3[ÏJ) tel 

aue. A[X] / A+(Xerf)rxJ. On a alors : i) pour tout cp€G, cp(x) = t ^ ^ t avec 8Q,9 <z B, 

8, étant inversible et d'ordr* fir.\ • ii) il existe P er X X + aX11 dans A [ x ] G , 

f(or)A>, tel oue cour tout Ç€ A [ X ] G on a <ykQ€(A+(Xerf)[x])fP] pour un élése.-.t k€ 2J. 

En effet, comme A [ x f ^ A + (Xer f ) [ x ] , soit Q 6 A [ X ] G , Q = Z a. X*5 tel 

que f(cym) / O e t i a > 0 . Soit ? € G. On a <p(Q) = I f(Q). Posons ?(x) = ^ 8̂ ^ Y 1, 

B / 0. On a donc les égalités suivantes : <P(Q) = X f(aO <?(x)^ • 
n j=o J 

.5 f ( c r . ) ( J 3 . Y 1 ) J = J f f c r J ï 1 « I„(Q). Si l'on prend de chaque côté de l'égalité 
J = 0 J 1 = 0 1 J = 0 J f 

le terme de plus grand degré, on obtient ficr^** ^mn=t(arM)Y
af à'oii m.n=m et cczze 

m £ 0, on a n=1. Cela nous dit que <p(x)= 9 0 + 8^ Y et 9̂  est un élément inversi­

ble de B d'ordre fini, i.e., 8* = 1. Ceci moatre (i). Pour ce qui est de (ii), 

soit n=min{k 6 H/3 Q 6 A[X]°, Q f A +(Ker f ) [ x ] et deg(Q) = k}. Soit maintenant 

P 6 A[X] G, P i A +(Ker f ) [ x ] , tel que deg(P)=n et posons P = * X 1 . On a 

f (cr ) £ 0 ; en effet si f (cr ) = 0, alors n ̂  2 car sinon P appartiendrait à 
n n 

A +(Ker f ) [ x ] . Cela nous dit que P 1 » P - c r n Y
1 1 est un élément de A [ X ] G qui n'ap­

partient pas à A +(Xer f ) [ x ] , ce qui contredit la définition de n. On a, donc 

f (cr ) / 0 ce qui entraîne que deg(P) « deg(?(P)) = deg(l (p)) = n. Posons cr a cr 
n i n 

et soit Q € A [ X ] G , Q =.|9.X j tel que f(3 m)#. On a alors Q jÈ A +(Ker f)[X] et 
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deg(p) £ deg(Q). Il existe donc et éléments de ACX], uniques, tels que 

<*Q LjP + R 1 et deg (R^) < deg (p). Si 9 € G, on a les égalités suivantes : 

a *(Q) » «pd^) cp(P) + <F(R,) = <p(L ) If(P) + <p(Rt), et comme <p(Q) = I f(Q), on 

obtient ç C ^ ) I f(P) + 9(1^ - I (L ) If(P) + I^R,). Puisque deg ( c p U , ) ) < r. 

et deg (l f(H t)) < n on a <p(L ) * l/l",) e t "P^,) - 1 ^ ) » c'est-à-dire, 

L 1 et R^ sont deux éléments de A [ x ] G , et en particulier R̂  € A + (Ker f ) [ x ] . 

Or, si L € A + (Ker f ) [ x ] la démonstration est achevée. Par contre si 

£ A + (Ker f)[X] on répète avec la démarche précédente concernant 

Q, et ainsi de suite. On obtient ainsi <*kQ = ? ( ? ( . . . + H^) + crR^)...) + 

+ ( y k" 2R 2) + «
k " 1 R l où I^t H^, 1,... fR l appartiennent à A + (Ker f )Cx] , 

ce qui donne <*kQ « + i y k ~ 1 + cr fij^P*"2 + ... + <zk~2R2P + ûf k" 1E f donc 

orkQ € (A + (Ker f)[x])iP]. Finalement soit T un élément quelconque de A [ x ] G . 

Si T fi A + (Ker f ) [ x ] , il est clair que l'on peut écrire T » T + T 2 où 

T. € A + (Ker f ) [ x ] et 3L » I Y X 3 tel que f(y) £ 0. Il existe alors 

1 d 3=0 S t 

X € N tel que a1?^ € LA + (Ker f ) [ x ] ] [P] f d'où or*T = ar*T + <*l<ï 

appartient à (A + (Ker f)LX])[p]. 

1.4.4- Remarque. Il est clair que, sous les mêmes conditions du théorème 1.4.3., 

si l'élément or est inversible, alors A [ x ] » (à + (Ker f)[x])[p]. Si, de 

plus, l'application f est bijective, le polynôme P peut être déterminé 

à un scalaire près. 
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1.4.5- Proposition. Soient f : A -* B un isomorphisme d'anneaux et cp un élément 

de Hom^(A[x], B[Y]) tel que <p(x) = B 0 + ^ ou 8^ est un élément inversible 3 

d'ordre n. On a : 

(i) si s| - 1 est un élément inversible pour tout i vérifiant 1 £ i £ n - 1 y alors 

A [ x f j£ A ; 

(ii) si. B est un corps liïx^Â A. 

En effet, soient y 0, y. € A tels que f(y0) = 8 0 et f(y^ = B . On déduit, 

des hypothèses faites, que y* - 1 est un élément inversible pour tout i tel que 

1 < i £ n - 1 • Soit or un élément non nul de A et posons,pour tout j, 1 ̂  j < n-^ 

• * - J » ( Y 1 - ( K ! O "n-k O V J - K ) , et „ q = *. Si P - S , or, X 3 € A[X], alors, 

par construction, P fi A et un calcul simple nous montre que <P(P) = I ^ P ) . d'où 

&[%T £ A» C e c i aoatre (*)• P°ur ce qui est de (ii), il suffit d'appliquer (i). 

1.5- Le f-prcduit dans HOS^ATX I. B [ Y ] ) . 

Soient f dans Hom(A,3), cp dans Eoo ( l [ x ] f B[Y]) et * dans 3nd B(s[Y]). Cn 

f 
appellera B-endomorphisme associé à cp et on notera cp , le B-endomorphisme dé-

f f 
fini par cp (Y) = v ( x ) . On appellera f-morphisme associé à t et on notera t, le 

f-morphisme défini par ^ t ( x ) = t ( Y ) . 

Si f est bijectif, on appellera A-endomorphisme associé k cp et on notera 

<p#, le A-endomorphisme défini par ^ ( x ) = I~1 (<p(x)). 



- 144 -

1 . 5 . 1 - Proposition. Soit f 6 iïom(AFB). On a : 

(t) cp s 9 f o I f pour tout cp 6 Hom (À[X], B [ Y ] ) ; 

( 2 ) ( l / » Id B [ ï ] et ' ( M ^ ) = I f ; 

( 3 ) si f est bi.lectif. alors ( l f ) # =
 I d

A [ x ] Si = Ç 1 ° «Pf o I f ; 

( 4 ) Pour tout <p élément de Homf(A[x], B[Y]) et pour tout • élément de 

End B(B[ï]), on_a.
 f ( < p f ) = 9 et ( f t ) f = * ; 

( 5 ) l'application <p •* <p f de Homf ,(A[X], B[Y]) dans 3 n d B(B [ ï ] ) est une bi.iection 

dont l'inverse est l'application • -* • où • t: End (3[Yj) ; 

(ô) si <P 6 Hom^Afx] , B[Y1) on a les isomorphismes Im(cp) ̂  A[x"|/T, 

— 1 u y XI er 9 

( 7 ) si f est bi.iectif. alors Ker y » Ker cp pour tout <p élément de Hom.(A [x 1 , 
1 J 

B [ ï ] ) . 

En effet, si <P est un élément de Homf(A[x], 3[Y]) , on a (<pf 0 I )(x) = 

<pf(lf(x)) - «Pf(ï) = 9 ( X ) , ce qui montre (l). Les égalités (lf)
f(ï) = I (x) = Y 

et f(ldB£Yj)(x) - IdBj-Y^Y) - Y montrent ( 2 ) . Si f est bijectif, on a (lf)#(x) -

— 1 f f f 

*f ^ f ^ X ^ - X ce qui montre ( 3 ) . Pour montrer (4) notons que (cp ) ( x ) = <p (Y) = 

cp(x) et (f*)f(Y) = f * ( x ) = *(Y) pour tout cp 6 Hom f(A[x] , B[Y]) et t 6 End B ( a [ ï ] ) . 

Il est clair que (5 ) découle de (2) et ( 4 ) . Pour ce qui est de ( 6 ) , soit g l'appli­

cation de* A [ x J / K e r ^ dans I m ( l f ) / X e r / d é f i n i e p a r g ( p + K e r ? ) = I f ( P ) + K e r / . 

L'application g est bien définie; P + Ker cp s p^ + Ker cp entraîne ^(Pj-P^ = 0 
f f 

d'où <p(Pj) - ?(P 2) soit encore <p (l f(P t)) - «P (l f(? 2)) et» Par suite, I f(P t) -

I^(P2) € Ker y . Il est clair que g est une application surjective. Finalement, 

si g(P + Ker cp) = 0, on a If(P) 6 Ker cp ce qui entraîne <p(P)= 0, d'où P 6 Ker cp, 

donc g est injective. Pour ce qui est de ( 7 ) , on sait que cp* = I f

1 0 cp, donc 

<p#(p) s 0 si et seulement si cp(p) = 0 . 
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Soient f dans Hom(A,B) et 9^ <P2 deux éléments de Hom f(A [x ] , 3 [ ï ] ) . On 

appellera f-produit (ou f-composé) de <pj par ̂ 2 le f-morphisme de A[X] dans 

B[Y], noté <P2 o f * l f défini par (<P2 o f c p ^ C x ) = <?2 ( ^ ( x ) ) . Il s'ensuit que si 

<P,(x) =i 0 <r i I 1 et <P2(X) « . £ 8^ rf, alors (*2 o f q ^ K x ) =j o «.(.^ e^Y 3) 1. 

1.5.2- Proposition. Soit f iar.s Hom(A,B). On a : 

(i) <p o f I f * I o f ep * ? pour tout <p € Hom (À[X], B [ Y ] ) ; 

(ii) i i <P t, <P2 € Hom F(A [ x ] , B[Y]), alors o f <P 2 )
f « ? | o ( p J ; 

(iii) a l * t , * 2 € 3ndB(3[ï]), alors
 f ( ^ o t 2 ) = f ^ o / ^ . 

En effet, si «P est un f-morphisme de A[X] dans B[Y], on a <p o f I f = 

f f 

<p o I f » ? et I f o f <p » (l f) o <p = I d 3 [ Y ] ° * = 0 9 m o n ' t r e (i)« P o u r c e 

f f 
qui est de (ii), notons que (̂  o ^ ) (Y) = (<p} o f ? 2 ) ( x ) = <p, (9 2 ( x ) ) = 

« f (<f>2 ( Y ) ) - ( » * o ^ ) ( Y ) . 

Finalement, montrons (iii). On a f ( * t o * 2 ) ( x ) = (*1 o * 2 ) ( Y ) = 

• ^ C * » - « *2)(ï) » ((
f*,) f 0

 f * 2 ) ( x ) « (^ o f

 f * 2 ) ( x ) . 

1.5.3- Proposition. Soient f un élément de Hom(A,B)f G un sous-groupe (pour le 

f-produit) de Hom f(A [x ] , B[ï]) et H un sous-groupe de SndB(3[ï]). Posons 

G f « {9 f/V € G> et f H = { f t / * 6 H}. Alors G f est un soua-groupe de 3nd (3 [ ï ] ) f 

H t s t un sous-groupe de Hom f(A[X], 3[Y]) et les applications G -» G , «p -» ? et 

f t 
H -* H, • -* f sont des isomorphisaes de groupes. 

En effet, compte tenu des résultats précédents, il ne nous reste qu'à 

démontrer que (cp"1)f = ( < p f ) _ 1 pour tout <p 6 G et f(*" 1) = ( f*)~ 1 pour tout * 6 H. 

Pour cela, notons que I f = <p" 1 o f «p, donc I d

B [ Y ] = (lff = (<P_1 ° f ^ = V © ? * » 

ce qui entraîne que (? f)~ 1 - (9~ 1) f. L« m ê E e *yi» d e raisonnement nous montre que 

f ( t " 1 ) * ( f t ) _ 1
 pour tout * € End (3[ï]). 
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1.5.4- Proposition. Soient f : A -» B un isomorphisme d'anneaux et cp un f-mor­

phisme de A [ x J dans B[Ï]. Le àiaftmmmA 

A [ X ] L-_>B[Y] 

i[x] ^ »B[r] 

est commutatif. 

f —1 —t 
En effet, cp ocp = (cpoI~)o<p = <Po(l~o<p)=cpo <p . 

X X * 

1 .S.S- Proposition. Soient f € iïom(A,B)/ f bi.iectif et G un sous-groupe de 

Hoo (À[X], B[Ï]). Posons G^= {cp̂ /cp 6 (?}. L'application G ^ G* , cp -» cp* est alors 

un isomorphisme de groupes. 

En effet, on sait déjà que - M ^ [ x ] * P a r a i l l e U r s * soient cp̂ , cp̂  

€ H o m f U [ x ] , b [ t]). On a ( c p j o f c p g ) # » I~ o (<+>, o f = I~ o o <?2) = 

( I ^ 1 o <P*) o cp2 « ( I * 1 o (cpj o I ^ ) > > q ) 2 « ( Ç 1 o ^ ) o ( I * 1 o 9 2 ) = o ( q > 2 ) # . 

1.5.6- Proposition. Soient f 6 Hom (A,3) l £ G un sous-groupe de Hoai (A[xj, b[y]). 
f 

Alors A f x f » I^CBCYf ). 

* En effet, si P ë a [ x ] G , on a <p(p) = I* (*) Pour tout «P ë G, donc 

<Pf(lf(P)) - If(P), ce qui montre que P U j (B[I] ). Réciproquement, si 

Q € I^(B[Yff), on a /(l f(Q)) = If(Q) pour tout 9 € G, d'où <p(Q) = If(Q) pour 

tout 9 € G. 

On rapelle le re'sultat suivant, dû à P. Samuel (cf. [ 2 ] ) : Soient A un 

anneau commutatif, intègre et unitaire et G un groupe fini de A-automorphisme 

de A [ X ] . Alors A [ x ] G = A ^ | e a ( x ) ] . 
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1 . 5 . 7 - Corollaire, Soient f : A -> B un isomorphisae d'anneaux et G un sous-grouse 

fini de Hon (A [x] f B[Y]). Alors A [ X ] G - A(^| Q <P*(X)]. 

En effet, on sait que A [ x ] G * I~ 1(B[YJ s f) et comme G est fini, il en est 

de même de G f, donc B [ Y ] G ^ * BJ^gç <pf(Y)]. Comme f est bijectif, il en est de même 

de I f f donc A [ x f = ^ ( B j ^ d J 1
 o cpf)(Y)] = A ^ cp^X)]. 

Finalement, on étudiera l'ensemble A [ x ] G quand G est un groupe infini de 

f-morphismes de A [ x ] dans B[Y] et pour ce faire, on utilisera le résultat suivant 

dû à B. Costillon (cf. [ 5 ] ) : soient A un anneau commutatif, intègre et unitaire 

et G un groupe infini de A-automorphismes de A [ x l . Alors A [ X ] G » A. 

1 . 5 . 8 - Proposition. Soient f € Hom(A,B) et G un sous-groupe infini de 3om^(A[x"j. 

B[Y]). Alors A [ X ] G « A + (Ker f ) [ x ] . 
f f 

En effet, on sait que l'application cp -* <p de G dans G est injective, 
f P 

donc G infini entraîne G infini. On a donc B[Yj = B et, par suite, A[X"1 » 

I~ 1(B) = A + (Ker f ) [ x ] . 

Note. Les techniques ci-dessus développées peuvent être étendues aux séries for­

melles (voir [ 7 ] pour le cas d'une variable) et aux séries formelles restreintes 

(voir [ 8 ] pour le cas d'une variable). 
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2 - Sur la structure des grouses finis de A-automorphismes de A[X] 

Cette partie de notre travail est une étude simple et naïve qui analise 

la structure des groupes finis des A-automorphismes de A[X], A étant un 

anneau unitaire, intègre et commutâtif. 

Soit A un anneau commutât if, intègre et unitaire. On rappelle que, étant 

donné un A-automorphisme cp de A[X], alors cp(x) = oc + 0X avec a, p des 

éléments de A et 0 € U(A) (cf. [l'J). 

Si G est un groupe fini de A-automorphismes de A[X], soit g l'appli­

cation de G dans A définie par g(cp) = 3 où cp € G est tel que 

q>(X) » a + £X. Il est clair que g ainsi défini est un morphisme multiplicatif 

de G dans ( A , ? ) , Si l'on pose G ^ = g ( G ) on voit que G q est un sous-groupe 

de ( A t O et la suite 0 - Ker(g) - G - G - 0 est exacte. Or, on sait que 

les seuls sous-groupes multiplicatifs d'un corps sont les groupes cycliques 

(cf. [6]), d'où on déduit que les seuls sous-groupes multiplicatifs finis d'un 

anneau intègre - par passage au corps des fractions - sont les groupes cycli­

ques. Cela nous dit que G q est cyclique isomorphe à 3^= 2/nZ pour n conve­

nable, n 6 K. Posons G q = < P >, p 6U(A) et soit cp un élément de G tel 

que g(cp) = g (i.e. cp(X) = a + J5X). Comme Ker(g) est un sous-groupe formé 

par les éléments f de G de la forme ^(X) = y + X on a c p o \ ^ o <?"̂ € Xer(g), 

donc le sous-groupe < ç > opère sur Ker(g) par des automorphismes inté­

rieures d'où on déduit le résultat suivant : 

2.1. Proposition. Sans les conditions précédentes. G est le produit semi-direct 

de Ker(g) par < cp > . 

On notera : G = Ker(g) K < cp >. 

Mais on sait que < cp > est isomorphe à pour un entier n convenable, 

n 6 iN et comme Ker(g) est réduit à l'élément neutre si la caractéristique 

de l'anneau est zéro, on a : 
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2.2. Proposition. Soit A un anneau de caractéristique zéro. Alors tout sous-

groupe fini du groupe des A-automorphismes de A[X] est cyclique. 

Supposons maintenant que carac(A) = p > 0 et soit ^ un A-automorphisme 

de la forme f(X) = y + X. Il est clair que l'ordre de f est p, d'où on 

déduit : 

2.3. Proposition. Soit G un groupe fini de A-automorphismes de A[X] OU 

A est un anneau de caractéristique p. Si l'ordre < j (g) de G est Plus 

petit ou égal à p. G est cyclique. Plus précisément, si a ( G ) < p alors 

Ker(g) est réduit k l'élément neutre ; si a ( G ) = p, G = Ker(g). 

Si carac(A) = p on sait que tout élément de Ker(g) à ordre p, d'où 

on déduit que Ker(g) est isomorphe à {l ) m pour un entier m convenable 
P 

m 6 N. De plus si 0 € A est tel que 3̂  = 1 alors P = 1. Ainsi, si l'on 

note J q = {O], on a : 

2.4. Proposition : Soit G un sous-groure fini du groupe des A-autcmorphismes 

de A[X]. Alors G est isomorphe au produit semi-direct de (7 ) m par J — p n 

où p = carac(A), n , m € (N et n et p premiers entre eux. 

2.5. Proposition. Soit G un sous-groure fini du groupe des A-automorphismes 

de A[X]. Alors l'ordre de G est paire si et seulement si il existe ç € G 

* 2 
tel que cp = i ( i ^ [ x ] # 

En effet, on sait que G est isomorphe au produit semi-direct (Z )ac< Z 
P n 

où p » carac(A), n , m € IN et (p,n) » 1, donc l'ordre de G est égal à n.pm. 

Il suffit un simple calcul sur le nombre n.pm pour aboutir à l'énoncé de la 

proposition. 
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