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SUR LES f£-MORPHISMES

par
C. MALLOL

1- Sur les f-morzhismes
1.1=- Préliminaires
Soient A un anneau intégre et unitaire et A[X,,..., xn] l'anneau de polyné-
mes & n variables i coefficients dans A.
Une application ¢ de A[X,,..., X_] dans A(Xi,..., X ] est un A-endomorphisme, si
pour tout élément P<X1""’ Xn) de A{X1,..., Xn] on a ¢(P(X1:---, Xn)) =
B((X,),eer 0(X)).

Un A-endomorphisme bijectif de A[X1,..., Xn] est appeld un A-gutomerohisre.

Deux questions sont depuis lorgtemps posées : i) la classification des
A-automorphismes de A[X1,..., Xn] ; 1i) G étant un groupe de A-automorphisces de
A[Xi,..., Xn], déterminer la structure de l'ensemble des invariants de G, i.e.,

-G

le sous-anneau de A[X1,..., Xn], noté A[X1,..., Xn]G, défini par A[X1;---, b=

(/P € a[X,, .00y X ], #(P) = P, ¥ g €c),

Dars le cas d'ure variable, les deux questiorns ont été résolues, la pre-
midre par R. Gilmer (cf. [1]) et la seconde par P. Samuel (cf. [27). Ceperdant,
pour n 2 2 on connait trés peu de choses, In effet, & partir de n= 2 les prodl:-
mes acquizrent une trés grande complexité calculatoire., Il s'ajoute & cela le
fait que les méthodes utilisées pour n = { ne marcrent plus pour n 2 2, par exez-

ple, les méthodes basées sur le terme de plus haut degré d'un polyndme & une

variatle.

Bien qu'il existe un résultat de Nagata (cf. [3]) concernant la classifi-
cation des K-automorphismes de K[X,Y] ou X est un corps commutatif, il en reste

beaucoup a faire.

Si A et B sont deux anneaux intégres et unitaires et f : A - B un homo-
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morphisme unitaire d'anneauz, un f-morphisme de A[X] dans B[Y] est une applica-
n

tion @ : A[X] - B[Y] telle que si P = L a; X' est dans A[X], alors o(P) =

n i
£, flay) (0

Bien qu'étant une généralisation de la notion de A~endomorphisme, les f-
morphismes ont été introduits comme une technique en vue d'étudier les problimes
a deux ou plusieurs variables. En effet, si @ : A[X,Y¥] » AlX,Y] est un A-auto-
morphisme et si wlA[X] est la restriction de ¢ & A[X], alors @ peut &tre considé-
ré, de fagon naturelle, comme un ¢|A[X}-morphisme défini dans A(X][Y] & valeurs

dans Afe(x)] [o(¥)].

1;2- Sur les f-morphismes,

Soient A et B deux anneaux et £ : A < B un homorphisme 4d'anneaux. Cn dira
. X n i
que l'applicaton ¢ : A[X] - B[Y] est un f-morohisme si W(igo vy X ) =
i . n i r o o
igo f(ai) o(X) s pour tout polyndme i§o @y X" de ALX]. On notera Homf(ArK],B=Y])

l'ensemble des f-morphismes de A[X] dans B[Y].

I1 est clair que si A =B et f = idA’ alors un f-morphisme de A[X] dans

A[Y] n'est autre que un A-homomorphisme d'anneaux au sens habituel.

Comme, par définition, pour tout ¢ € Homf(A[X], B(Yi) on a By = £, il en
résulte que £ £ O entraine ¢ # 0. Ainsi, si A et B sont deux anneaux unitaires
et £ : A= B un homomorphisme unitaire d'anneaux, alors B ﬁ {0} entratne ¢ % 0

donc ¢ % 0.

Dorénavant, on supposera A et B intégres et unitaires et £ ¢ A = B un homo-

morphisme unitaire d'anneaux.



1.2.1- Proposition. Soient f € Hom (4,B) et @ € Homf(A[x], B{Y]). Si ¥ est
injectif, il en est de méxze de f.
En effet, soit o € Ker(f). Comme ¢ est injectif 9¢(w) = f{o) = 0 entraline

a=0.

1.2.2- Proposation. Soient f € Eom(4,B) et @ € Hom (aTx], 3(¥]). On a
(1) (xer £) [x] < Ker 9 ;

(ii) 8i iP(X) 5! B, Ker ¢ = (Ker f)[x].

En effet, la condition (1) est évidente et pour ce qui est de (ii), pesorns
n s . . a i
o(X) = j1=:o Ej Y'i ohm21 et Bm # 0. Soit maintenant P = i§-o oy X* € Xer 9, On a
0 = o(P) =ig° f(ai)(jg° 8, )! et on déduit facilement que f(an)8: =0, d'oh

f(an) = 0. Par récurrence, on a f(ai) = 0 pour tout 0<i<n, donc P € (Ker f)[l(].

1.2.3- Corollaire. Soient f € Hom(4,B) et # € Zom (a(x], B[¥]). i @(X) ¢ B, les
conditions suivantes sont doquivalentes :
(i) @ est injectif ; (ii) £ est injectif.

En effet, ceci découle des propositions {.2.1= et 1.2.2-.

1.2.4~ Proposition. Soient f € Hom(a,B) et ® € Homf(A[X], 3(1]). Les conditions
suivantes sont équivalentes : (1) Ker ¢ = (Ker f)[X] H (ii) 1l!'ansemble {1,

‘P(X), cp(X)z,...} est un svstdme lindairement indéverdant du Im(f)-module B[‘f].

En effet, soit I < N, I ensemble fini. Si T, f(ai)¢(X)l = 0 alors
i i . —( r
(p(iEI @ X*) = 0 donc iEI @, X" € Ker @, et si l'on suppose que Ker @ =(Xer f)LX],

alors o, € Ker f pour tout i € I, soit f(ai) = 0 pour tout i € I, Donc
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2 . - ’ 3
{1, ¢(X), Q(X) yeeo} €St un systéme linéairement indépendant du Im(f)-module BEY].
]

Ceci nous dit que (i) = (ii).
.. . i i i
Montrons que (ii) = (i). si &1 #5% € Ker 9, alors 0 = ¢(iEI a,X ) = ing(ai)¢(x)

et d'aprés l'hypotheése f(ai) = 0 pour tout i dans I. Ceci nous montre que

&1 aiXi appartient & (Ker £)[x].

1.2.5- Corollaire. Soient f dans Hom(4,B) et @ dans Homf(A[X], B{Y]). Les condi-

tions suivantes sont équivalentes : (i) ¥ est injectif ;
. o K3 3 3 2 \ rd . - V' d
(11) f est injectif et {1, ¢(X), w(X) ,...} est un systéme linéairement indé-

pendant du Im(f)-module B{Y].

En effet, (i) = (ii) est une conséquence des propositions 1.2.1- et

1.2,2- et (ii) ® (i) résulte de la proposition 1.2.4-.

1.2.6- Proposition. Soient f dans Hom(A,B) et ¢ dans Homf(A[X], B[Y]). Les condi-
tions sont dquivalentes : (i) ¢ est surjectif; (ii) f est surjectif et ®(X) =

Bo + 8, Y, By B, € B, B, étant un élément inversible de B.

En effet, si @ est surjectif, il est clair que ¢(X) # B, donc si
P est un élément de A[X]-(A+(Ker £)(X]) on a ®(P) £ B. On déduit B = v(a) = £(a),
m L
donc f est surjectif. Posons maintenant o(x) = jgo BjYJ ol m 21 et Em #0, et
n .
soit Q = I aixl un élément de A[X] tel que ¥(Q) = Y et f(an) # 0. On a alors

Y = 9(Q)

entraine n=m=1, donc, o(X) = B, + B1Y et 81 un élément inversible de B. Ceci nous

m ry .
Jy1 p n ta.. - R
i§§ f(ai)(jgo BJY )" et comme (an)Bm # 0 on déduit que n.m=1 ce qui

dit qué (i) » (ii). Montrons que (ii) = (i). si ¢(X) = B, + B1Y et si 81 est un

é1ément inversible de B on obtient Y=e;1(¢(x)-8°) s £ étant surjectif, soient

-1

vy et & deux éléments de A tels que f(y) =8, et £(s) = 51-- On a Y=p(6X-6 v) ce



qui montre que ¥ est surjectif.

1.2.7- Corollaire. Soient f dans Hom(A,B) et @ dans Homf(A[X], B[1]). Les condi-

tions suivantes sont dquivalentes : (i) est bijectif ; (ii) ¢ est surjectif et

f est injectif.

Bn effet, ceci découle du corollaire 1.2.3- et de la proposition 1.2.6-,

1.2.8~ Corollaire. Soit @ : A[X] - A[Y] un A-homozorphisme de A[X1 dans a[Y].

On g : (i) ¢ est injectif si et seulement si ¥(X) # A ; (ii) 9 est suriectif si

et seulement si ¢ est bijectif, si et seulement si #(X) =4 + BY et B8 est un J14-

ment inversible de A.

Caci découle des résultats précédents,

Le corollaire 1,2.8-~ nous dit que si 9 : A[X] - A[X] est un A-endomerpnis-
me de A[X], alors 9 est un A-automorphisme de A[X] si et seulement si ¢(X) =
o +BX oy, Bt AetB € U(A). Cotte classification des A-automorphismes de A[K]
est due & R. Gilmer (cf. [1]). On note U(A) le groupe multiplicatif des éléments
inversibles de A.
1.2.9~ Remaréue. Soit ® : A[X] - A[Y] un A~homomorphisme injectif ; ¢ n'est pas
nécessairement surjectif, méme 3i le degré du polyn8ze ©(X) est égal & 1. In effet,
le 2-homomorphisme 9 : Z[X] - Z[Y] défini par ¢(I) =1 + 2Y n'est pas surjectif,

car 1'élément 2 n'est pas inversible dans 2 (!).

Ce qui suit est un résultat de Abhyankar-Heinzer-Zakin (cf. [4]). La notion

de f-morpnisme permet une démonstration bréve de tel résultat.
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1.2.10- Proposition. Soit ® : A[X,Y] - A[X,Y] un A-endomorvaisme de A[X,¥]. gi

9 est surjectif, alors ¢ est bijectif.

En effet, si ¢ est surjectif alors ¢(X) ¢ A, car, sinon on aurait
A[X,Y] = Ale(Y)] ce qui est impossiblé. Cela nocus dit que ¢|A[X] : ALX] » ale(x)]
est un A-homomorphisme surjectif d'anneaux de polyn8mes donc, d'aprés le corollai-
re 1.2.8-, injectif. Mais ¢ est, de fagon naturelle, un wIA[X]-morphisme surjec-

tif et d'aprés le corollaire 1.2.7-, 9 est bijectif.

La proposition 1.2.10- nous dit que si 9 : A[X,YJ i A[T,S} est un A-

homomorphisme surjectif, il est aussi injectif.

1.2.11= Propogition, Soient £ : A > B un isomorvhisme d'anneaux et ¢ : A[X,Y} i

B[T,5] un f-morphisme surijectif. Alors @ est injectif.

En effet, soient ¢ : A[X,Y] - A[T,S7 et 9, A(t,s] - 87,5] les appli-

1
. P i3
cations définies par mi(i§j ain YJ)

1
klklrks)
Ainsi définies, @, et 9, font commuter le diagramme

1 2
A(x, \ /3[%31

AlT, s],

2. .. TS igd et
i,d 13

f(- )rks .

, ot d'aprés des résultats précélents, ® et 9_ sont bijectifs,

i.e., o=p | 2

2°%

donc ¢ est bijectif.

1.2.12- Provosition. Soit o : A[X,Y,z] i A[X,Y,Z un A-endomorphisme de ATK Y,Z}.

Si ¢ est surjectif, alors ¢ est injectif.
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En effet, comme 9(X) £ A, V(A[X] est un A-homomorphisme bijectif de
A[X] dans A[@(X)]- Comme @ est, de fagon naturelle, un wlA[x]-morphisme sur-
jectif de A[X](Y,2] dans Ale(X)][@(¥), #(2)], d'aprés la proposition 1.2.11-, il

est bijectif.

Compte tenu que la démarche utilisée pour aboutir au résultat de la prope=-
sition 1.2.12- peut-&tre répétée pour un nombre d'indStermindes n = 3, on peut

écrire

1.2.13- Provosition. Tout A-endomorphisme suriectif de A[X1,..., Xn] dars

A[Xi,..., X ] est injectif.

On étudie caintenant & l'aide de la technique des f-morphismes, gquelques

A-automorphismes de A[X,Y],

1.3- Applications et exemples. Soit @ :'A[X,Y]'* A[Z,Y? un A~ automorphisme de
A[X,Y] tel que 9(X) =o+8 X, et 8 éléments de A, B € U(4). Il est clair que
wlA[X] : A[X]‘: A[X] est un A~-automorphisme de A[K], d'ou on déduit que @(Y) =

P(X) + v Y avec P(X) € a[X] et y est un élément inversible de A.

1.3.1= Proposition. Soi% un A~-gu*omorthisme de A X,Y1. Les conditions suivantes
—— P e —— e —————— - . -

sont équivalentes : (i) wIA[X] : A[X] - A[X] est un A-automorphisme de A[X] H
(i1) (X) =a + B X, 5 gt 8 Sléments de A et B inversiblem dars A ;

(iii) ®(X) est un élément de A[X].

En effet, il est clair que (i) ® (ii) et que (ii) = ({iii). Montrons que

(1i1) = (1), si @(x) € a[x], alors ®(¥) € 4(x], done ®(¥) = I, A Y et
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il existe y,, £ O tel que 1 /0. Soit P = ;Z, o, xy? le seul é1ément de A[¥, Y]
4
. e g : I i k 1.3,
tel que ®(P ) = X. On obtient ainsi l'équation X = i?j @, o(X) (k§lYle Y)Y (%)
Soient, maintenant, 1, = max{l/y . # 0}, k, = max{k/y £O}; 3, = max{j/x, . #C}
° k1l kl, ij
. U i k. 3
et i, = max{i/aij £ 0}. A partir de l'équation (*) on déduit que $(X) °.X °J°.
. [+]
Y'°j° est un élément de A[X], d'ol 1 3, = 0 et comme par construction 1, #£0, on

obtient j, = 0. Ceci nous dit que P € A{X], ce qui montre que @ : Afx]l:
° |a(x]

Alx].

Soit maintenant @ : A[X,Y] = A[X,Y] le A-endomorphisme de A[X,Y] défini
par P(X) = X + P(Y) et o(Y) = Q(¢(X)) +B Y, ol oy et B sont des éléments de 4,
P(Y) un élément de A[Y] et Q(w(X)) un polynéme en ¢(X). Si o et 8 sont inversitles
dans A, alors 9 est un A-automorphisme de A[X,Y]. En effet, il suffit de voir que

1

- - -1 - - -
Y = (8 't -8 1Q(x)) et X =9(y X -« 1P(s Y-8 1Q(x))), ce qui montre que @

est surjectif, donc bijectif.

Montrons maintenant que 8i ¥ est un A-automorphisme de A[K,Y] tel que
@(X) =a X + P(Y) oh o € U(a) et P(¥) € A[Y], alors w(7) = Q(+(X)) +8 Y, oi
B est un élément inversible de A et Q est un polyndme en 9(X).
En effet, on remarque que X = 0-1Q(X) - q-1P(Y), drou A[X,Y] = Alv(x),7].
Ceci nous dit que @ peut &tre considéré comme un mIA[X] -~ morphisme de A[XJEY]
dans A[¢(X)][Y] et, par suite o(¥) = Q(o(x)) + 8 Y, ou B est un élément inversi-

ble de A.
On voit donc que si 9 est un A-automorphisme de A[X,Y] tel que A[K,Y] =
Ale(x), Y], alors o(Y) = Q(#(X)) + B Y, ol B est un Slément inversible de A et

Q(9(X)) est un polyndze en ®(X).
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Réciproquement, si ¢ un A- automorphisme de A[X,Y] tel que 9(Y) =
Qe(x)) +8 Y, oh‘g est un élément inversible de A et Q(®(X)) un polyndme en

'y p™! Q(x), dtol v"(x) =g X + P(¢-1(Y)) ol o

v(X), on obtient Q-i(Y) =8
est un élément inversible de A et P(w-'(Y)) un polynéme en w-i(Y). On déduit donc

que 9(X) = 0-1 X-o! P(Y) et ceci nous permet d'énoncer la proposition suivante :

1.3.2- Propogition. Soit ¢ un A-endomorphisme de A[X,Y]. Les conditions suivan-

tes sont équivalentes : (i) @(X) = X + P(Y) et ®(¥) =B ¥ + Q(o(X)), oh o et
B sont deux éléments inversibles de A ; (ii) @ est bilectif et ®(X) = ¢ X + P(Y)

ok o st un é1ément inversitle de A ; (iii) @ est bijectif et A[X,Y]=al9(x),¥].

Ces résultats nous montrent que la classification des A-automorphismes de
A[X,Y] est beaucoup plus complexe que dans le cas d'une vériable. Si X eat un
corps commutatif, d'aprds Nagata (cf. [3]) 1'ensemble AutK(K[X,Y])est engendré
par les K-automorphismes du type X2 a X +b Y +Cet Y2 X +8 Y +y ol
a8y b, ¢,y B, Y€EKetaB -bag #0 et les X-automorphismes du type X = a £ +

P(Y) et Y+ bY+coha, b, c€K a#0, b#0 et P(Y) € k[r].

Compte tenu de ce résultat de Nagata et des renseigrements fournis par
la proposition 1.3.2-, deux questions se posent de fagon naturelle. La premire
est sur le rapport qui peut exister entre l'ensemble A“tA(A[X1'X21) et les en=-
sembles N, ., ot (i,3) € {1, 2}°, définis par N, . =lo|e € aut (a[x ,x_]),

1] 1, A 172
A[X1, x2] = Al»(x.), X.]}. Deuxidmezent, étant donné un i-automorphisme ¥ de
i J
Alx,, X5], étudier le degré de Xj, i =1, 2, dans le polyndme ¥(X), k = 1,2. Ce

travail ne traite pas ces deux questions,
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10

1.4= La notion de f-invariant

Dans ce qui suit on donne une généralisation de la notion d'invariant et
de l'ensemble des invariants d'un A-endomorphisme.

Soit £ € Hom(A,B). On appellera f-morphisme canonique de A[X] dans B[Y]

2 ’ » i n
1'application I, : Alx] - B(Y] définie par If(igo @; X ) = i f(ai) r pour
tout élément .2 . X de A[X]
i%o % ’

Soit ® un élément de Hom, (a[x], B[Y]). On appellera ensemble des f-
invariants de 9, 1'ensemble A[X]” défini par a(x]® = (p|p € 4(x], @(P) = 1.(p)}.

Soit maintenant, G un sous-ensemble de Homf(A[X], B{Y]). L'ensexble des
f-invariants de C est 1'ensemble A[X)® défini par A[x]% = p |p € alx], ®(p) =

1(2), v 9 € c},

D'apreés les définitions précédentes, il est clair que si @ est un élément

]{‘P}

de Hom (a[x], B[t]) alors a[x)® = alx]"" = Xer (1, - @).

1.4.1- Proposition. Soient f € Hom(4,3), g € Eom(3,C) et I, ; Alx] -~ 8(¥],

. 4 3 ; . -
Is s B[Y] - C[ZJ les morphismes canoriques respectifs. Alsrs Ig o f Ig ] If.

it et et ———

De plus, si f est bijectif il en est de méme de I, et {If)" =I..

Lg démonstration eat immédiate.

1.4.2- Proposition. Soient f un 41ément de Hom(4,B) et G un sous-ensemble de

Homf(A[X], B(Y]). On a: (i) A + (Ker f)[x]': A[X]G s (ii) A[X]G est un sous-
anneau de AlXx] ; (i1i) a[x® 3JEE A[xP; (iv) sic= Zon (4[], B(¥]), alors

A[x]G A + (Xer £)[x].

n
En effet, si P=a + ;X a, x! est un dlément de A +(Ker £)[X], on a

1.(P) = £(a) = ¢(P) pour tout élément de Hom (4(x], B[Y]). Ceci montre (i). Pour

ce qui est de (ii), d'aprés (i) on voit que A[X]G # f. Soient P, Q deux éléments
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11

ge Alx® . 0n a ®(P Q) = #(p) @(Q) = 1,(P) 1,(Q) = 1,(PQ) et o(P+Q) = 9(P)+3(]) =
’ G ros
If(P)+ If(Q) = If(P+Q), ce qui montre que A[X]“ est un sous-anneau de 4 X . Pour
démontrer (iii), soit P un élément de A[X]G. On a les équivalences suivantes :
. . . N P
peax]®ea(®) =1(p), veccerealx]’, voece e L alx]
Finalement, soit ¢ € Hom (a[x], B[Y]) défini par 9(X) =8 € B. Il est

clair que A[X](p = A + (Ker £)[Xx], ce qui montre (iv).

1.4.3- Théoréme. Soient f dans Hom{4,B) et G un sous-ensemble de Homf(A[Kf,B[Y]) te

que A[x]?% A+(Kerf)rXJ. On a alors : i) pour tout %G, o(x) = Bo+a1Y' azac 80,916

B, Stant inversible et d'ordre fini ; ii) il existe P =%, . X'+ oX" dars a[x}’,
f{a)#0, tel gue rour tout QEA{XJG on a akQE(A+(Kerf)[X])rP] pour un $1dzest %€ Y,

n .
En effet, comme A[X]‘3 # A+ (Rer £)[X], soit Q € A[XTG, Q= jgo ¥y ¢ tel
que fo ) £0 et 3> 0. Soit 9 € G. On a #(Q) = I.(Q). Posons #(X) = igo B, 1,

m :
Bn # 0. On a donc les égalités suivantes : (Q) = on f(“j) cp(X)J =

o iv3 i : ; . N0 Znsax
= 54 = . Si 1'on prend de chaque cbté de 1'3galits
jﬁof(aj)(igoaiY ) jg f(aj)Y If(Q) i pr q g

le terme de plus grand degré, cn obtient f(xg)ep Ymn=f(3m)Ym, d'oll m.n=m et ccaze

m £ 0, on a n=1. Cela nous dit que o(X)= B, + 81 T et 51 est un élément inversi-

ble de B d'ordre fini, i.e., s? = 1, Ceci moatre (i). Pour ce qui est de (ii),

soit n=min{k € N/3 Q € A[X]G, Q € A +(Ker £){X] et deg(Q) = k}. Soit zaintenant

PE A[X]G, P ¢ & +(Ker £)[X], tel que deg(P)=n et posons P = igo oy Xx'. 0na

f(dn) #0 ; en effet si f(an) = 0, alors n 2 2 car sinon P appartiendrait &
I d ' G .

A +(Ker f)[x]. Cela nous dit que P' =P -~ & T" est un élément de A[X] qui n'ap~

partient pas i A +(Xer f)[x], ce qui contredit la définition de n. On a, donc

f(an) #£ 0 ce qui entrafne que deg(P) = deg(?(P)) = deg(If(P)) = 0. Posons @ = 3

et soit Q € A[K]G’ Q =j=oaij tel que f(sm)#O. On a alors Q f & +(xer 500 et
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deg(P) < deg(Q). Il existe donc L, et R, éléments ce AlZ], uniques, tels que

aQ = LP +R, et deg (R,) < deg (P). Si9€G, ona les égalités suivantes :
@ ¢(Q) = o(L,) #(P) + 4(R,) = 9(L,) I.(P) + ¢(R,), et comme @(Q) = I.(Q), on
. - ; <n
obtient ¢(L1) If(P) + ¢(R1) If(L1) If(P) + If(R1). Puisque deg (w(R,)) n
< = = ' -a-di ,
et deg (If(R1)) n ona ¢(L1) If(L1) et ¢(R1) If(R1), c'est-a-dire
L, et R sont deux éléments de A[X]G, et en particulier R, € A + (ker £)(Z].
Or, si L, € A + (Ker £)(x] 1a démonstration est achevée. Par contre si
L, £ A + (Rer £)[X] on répéte avec L, la démarche précédente concernant
e . AR
Q, et ainsi de suite. On obtient ainsi o Q = P(P(---P(LkP + Rk) + aRk_1)...) +
k-2 k-1 . . . r.
+a Rz) + < R1 ou Lk’ Rk’ Rk-t""’R1 appartiennent 32 A + (Ker £){X],
. k k k-1 k-2 k-2 k-1
be a . cee I
ce qui donne Q= LkP + RkP +a Rk_1P + +a RZP + @ Rl’ donc
Q€ (o + (Xer £){X])LP]. Finalement soit T un élément quelconque de A[X]G.
Si TF A+ (Rer £){X], il est clair que l'on peut écrire T = T1 + T2 ol
t
T, €A+ (Ker £)(X] et T =2 v X° tel que f£(y ) # 0. Il existe alors
1 2 s=0 s t
) - . £ £
LEN tel que o T2 € (A + (Rer £)[(x]] [p], d'ol GLT =a T1 + T2

appartient 3 (& + (XKer £){x])(pP].

1.4.4~ Remarque. Il est clair que, sous les mémes conditions du théoréme 1.4.3.,

. sy 2 . G
si 1'élément @ est inversible, alors A[X] = (4 + (Ker £)(Z])[P]. si, de
plus, l'application f est bijective, le polyndme P peut étre déterminé

34 un scalaire prés.
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1.4.5~ Proposition. Soient f ¢ A » B un isomorphisme d4'anneaux et @ un éldément

de Bon (A[X], B(Y]) tel que #(X) =8, + B, T oh B, est un élévent irversitls de 3
d'ordre n. On a :

(1) si af - 1 est un élément inversible pour tout i vérifiant 1S iSa -1, alers
A[xP £

(ii) si B est un corns,A[XT$£ A.

En effet, soient v, v, € A tels que f(y,) =8, et f(y,) =B, . On idduit,
des hypothéses faites, que y? - 1 est un élément inversible pour tout i tel que
1S1i Sn-1, Soit ¢ un élément non nul de A et posons,pour tout j, 1 = j < a-1,
0y " (yf - <§§l oo (ﬁ:?) viE), et @, =a.SiP =521 a, X € a7X], alers,
par construction, P £ A et un calcul simple nous montre que ¢(P) = If(P), d'ou

A[XTP # A. Ceci montre (i). Pour ce qui est de (ii), il suffit d'appliquer (i).

1.5~ Le f-preduit dans om (a[X]. B(¥]).

Soient f dans Hom(4,B), 9 dans Eomf(A[X], B{Y]) et v dans E.‘ndB(B[Y]). Cn
appellera B~endcmorpnisme associé 4 ¢ et on notera cpf , le B-endomorphisme dé-
fini par ‘Pf(’f) = w(X). On appellera f-morphisme sssocif & ¢ et on notera Ty, le
f-morphisme défini par ft(X) = ¥(Y).

Si £ est bijectif, on appellera A-erdcmorphisme associé 4 ¢ et on notera

9., le A-endomorpnisme défini par w*(x) = I}‘ (cp(X)).
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1,5.1- Proposition. Soit f € Hom(4,B). On a :

(1) P = vf ) If pour_tout ¢ € Homf(A[X], B[y]) :
f f :
(2) (1,)" = Tpry] &t (IdB[Y]) =1,

: ; _ o=l f
(3) 8i f est bijectif, alors (If)* = IdA[X] eto, = If 09 o If :

(4) pour tout ¢ glément de Homf(A[X], B[Y]) et pour tout ¥ $lément de

Enay(3{v]), ona F(¢) =0 st () =

(5) L'application » -+ 9 de Hom (A(x], B[¥]) dans End (B{¢]) est une vijection
dont 1'inverse est 1'apolication ¥ Syouve End; (3(Y]) ;
(6) siv€ Eomf(A[X], B(Y)) on_a les isozorphiszes Im(%) S A[X]‘/Ker @ 5

Im(If)/Ker o ;
(7) si f est bvijectif, alors Ker ¢, = Ker ¢ nour tout ¢ lément de Homf(a[xj,

B[1]).

En effet, si ¢ est un élément de Homf(A[X], 5(Y]), on a (of o If)(x) =
wf(If(X)) = vf(r) = p(X), ce qui montre (1). Les égalités (If)f(r) = If(x) =Y
£ L _

et (IdB[Y])(X) = IdB[YSY) = Y montrent (2). Si f est bijectif, on a (If)*(x) =

I;1(If(X)) = X ce qui montre (3). Pour montrer (4) notons que f(cpf)(x) = ¢f

(¥) =
o(x) et (F6)F(1) = Ta(x) = #(T) pour tout o € Homf(A[x}, B{Y]) et ¥ € EndB(B[Y]).
I1 est clair que (5) découle de (2) et (4). Pour ce qui est de (6), soit g 1'appli-
cation d°"A[X]/Ker p dams Im(If)/Ker o définie par g(P+ker 9)=I,(?) + Ker o,
L'application g est bien définie:P + Ker @ = P, + Ker ¢ entraine @(P1-P2) =0
dtol ¢(P,) = 9(P_) soit encore Qf(I (p,)) = ¢f(1 (P,)) et, par suite, I_(P, ) -
1 2 £' 1 £'72 £ 1
If(PZ) € Ker vf. I1 est clair que g est une application surjective. Finalement,
si g(P +Ker 9) =0, on a If(P) € Ker o ce qui entratne @(P)= 0, d'ou P € Ker o,
-1

donc g est injective. Pour ce qui est de (7), on sait que P = If o 9, donc

¢, (P) = 0 si et seulement si ®(P) = 0.
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Soient f dans Hom(4,3) et ?y» ¥, deux éléments de Homf(A[X], 3(1]). on

2

appellera f-produit (ou f-comgosé) de ¢, par 9, le f-morphisme de A[X] dans

1 2
’ Fme _ » f
B(Y], noté ?, 0p ¥,» défini par (@2 % @1)(X) =9, (W,(X)). Il s'ensuit que si
n i m n m s s
=z =2 8 j = i
¢1(X) Lo, T et VZ(X) 3Z 85 YJ, alors (¢2 o, wi)(x) .z ai(jEO 3523) .

1=0

1.5.2- Proposition. Soit f ians Hom(A,B). On 3 :

(i) o 0, I, = I. 0. @ =9 pour tout ¢ € Homf(A[X], B(Y])

(i1) si9,, 9, € Zon (alx], B(r]), alors (v, o, @) = o

cas - 1 f _t f
(iii) gi o ¥, € mndB(B[YJ), alors (t1 0 '2) =¥, og ¥,

N oy
-9

[
€

En effet, si 9 est un f-morphisme de A[K] dans B[Y], on a9 0, If =
f

f
Pol, =9etI o0, 9= (If) 09 = IdB[Y] 09 =9, ce qui montre (i). Pour ce
qui est de (ii), notons que (¢1 ofwz)f(Y) = (o
f £ £ £
¢, (o, (1)) = (#, o @,)(¥).
Finalement, montrons (iii). On a f(t1 o '2)(X) = (i1 o] tz)(Y) =

0 (n,(0) = (B )T 0 0)(1) = ((F4,)F 0 T )(0) = (o, o, B (0.

R wz)(x) = wf (wz(x)) =

1.5.3~ Propositinon. Soient f un éldment de Jom(4,B), G un sous-croure (pour le

f-produit) de Homf(A[X], B[Y]) et H un gcus—groupe de EndB(B[Y]). Poscna

of = (of/5 € ¢} ot T = {Tv/¢ € B}. Alors G est un sous-zrouve de and (3(2]),

fﬂsigu&&ﬂnggﬂwgiﬂ.ﬂﬂ)ﬁiﬁémggﬂzaG*Gﬁv*¢ et

H- fH, L ft sont des isomorvhismes de groupes.

En effet, compte tenu des résultats précédents, il ne nous reste qu'a

- - ) £, -1 f \~1
démontrer que (@ 1)f = (¢f) ! pour tout @ € G et (¥ ') = ("9)” pour tout ¥ € H.

1 £ . f

- f -1 f -1 .
Pour cela, notons que If =9 o 9, donc IdB[Y]= (If) = (¢ o @) = (v )ov,

ce qui entratne que (;pf)"1 = (@’1)f. Le méme type de raisonnement nous monire gque

f(*-’) = (ft)-1 pour tout ¥ € EndB(B[Y]).
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1.5.,4= Proposition. Soient f : A » B un isomorrvhisme d'anneaux et @ un f-mor-

phisme de A[X) dans B[Y]. Le diagramme
Alx]— ¥ 3[¥)

?, of

A[x]——b—ea[r]

est commutatif.

Eneffet,epfoq:v:(cpoI;1)o¢=q=o(I;'ocp)=<po<p*.

1.5.5- Proposition. Soient f € Hom(A,B), f bijectif et G un sous-grouve de
Homf(A[X], B(Y]). Posons G,= {¢*/¢ € ¢}. L'application G > G« , ¥ = ¥» esf alors

un isomorohisme de groupes.

En effet, on sait déja que (If)* = IdA[X]' Par ailleurs, soient @, @,
-1 oot lf .
Op Ple =1, O (0, 0.9,) =1 oo o ?,)
f —1 —1 -1
= = (I
0®) 09, = (1 o (e oI ke, = (I

€ Bon (4(x], B(¥]). on a (o
1

(17 09,)0 (17 09,) = (%), 0 (o)),
1.5.6- Proposition. Soient f € Hom (4,3) et G un sous-groure de Homf(A[KE, 8(17).
ors A3 = 576,

¢ En effet, si P € [ x)%, on a ®(P) = I(P) pour tout ® € G, donc
¢f(1f(P)) = I,(P), ce qui montre que P € I;1(B[Y]G ). Réciproquement, si
Q€ 1;1(§[Y]Gf), on a ¢f(If(Q)) = If(Q) pour tout ¢ € G, d'ol ¥(Q) = If(Q) pour
tout @ € G,

On rapelle le résultat suivant, @ & P. Samuel (ef. [2]) : Soiert A un

anneau commutatif, intdgre et unitaire et G un groupe fini de A-automorphisme

de 4[x]. ators alx]% = a[ g, o(x)].
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1.5.7= Corollaire. Scient £ : A - B un isomorvhisme d'anneaux et G un sous-grcuve

- G
fini de Hom (a[x], B[Y]). Alors A[x]" = AL R 2] o
G -1 -ef soe s
En effet, on sait que A[X] = I (B[Y]?') et comme G est fini, il en est
f
de méme de Gf, donc BEY]G = B[ng ¢f(Y)]. Comme f est bijectif, il en est de méze
G - -1 f _

de I, donc Alx} =¢ (B)[ng(If o9 )(Y)] = A[(pgG 9 (x)].

- Finalement, on étudiera 1l'ensemble A[X]G quand G est un groupe infini de
f-morphismes de A[X] dans B[Y] et pour ce faire, on utilisera le résultat suivant
dd a B. Costillon (cf. [5]) : soient A un anneau commutatif, intdgre et unitaire

et G un groupe infini de A-automorphismes de A(X]. Alors A[X]G = A,

1.5.8- Proposition. Sojent f € Hom(A,B) et G un gous—groupe infini de Homf(A[X1,
B[t]). Alors A{X]G = A + (Rer £)[x].

En effet, on sait que l'application @ - @f de G dans Gf est injective,
donc G infini entraine Gf infini. On a donc B[Y}Gf = B et, par suite, A[X]G =
I;’(B) = A + (Ker £)[X].

Note. Les techniques ci-dessus développées peuvent &tre étendues aux séries for-
melles (voir [7] pour le cas d'une variable) et aux séries formelles restreintes

(voir [87] pour le cas d'une variable).
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2 - Sur la structure des zrouves finis de A-autcmorvpismes de AfX]

Cette partie de notre travail est une étude simple et naive qui aralise
la structure des groupes finis des A-automorthismes de A[X], A étant un

anneau unitaire, int2gre et commutatif.

Soit A un anneau commutatif, intégre et unitaire. On rappelle que, étant
donné un A-automorphisme ¢ de A[X], alors @(X) = o+ BX avec «, 3 des

éléments de A et B € U(4) (cf. [1)).

Si G est un groupe fini de A-automorphismes de A[X], soit g l'appli-
cation de G dans A définie par g{9) =B ou @ € G est tel que
¢(X) =a + 8%, Il est clair que g ainsi défini est un morrhisme aultirlicatif
de G dans (A,?). Si l'on pose G°= g(G) on vcit gque G° est un sous-groure
de (A,i) et la suite 0 —Ker{(g) =G - Go- 0 est exacte. Or, on sait que
les seuls sous-groupes multiplicatifs d'un corps sont les groupes cyclijues
(ef. [6]), d'olu on déiuit que les seuls sous-groupes multiplicatifs Ziris d'un
anneau intégre - par passage au corps des fractions - sont les groures cycli-
ques. Cela nous dit que Go est cyclique isomorphe & Zh= Z/nz pour n conve-
natle, n € ®. Posons G=<8> 8 €U(A) et soit ¢ un éliment de G tel

o + 2X). Comme Ker(g) est un scus-groure forzé

que glg) = 8 (i.e. o(X)

par les éléments ¥ de G de la forme 4(X}) =Y +X ona 9o o ¢.1€ ¥ariz),

4

donc le scus-groupe < ¢ > opére sur Ker(g) par des automocrphiszes int

({118

rieures d'ol on déduit le résultat suivant :

2.1, Propcsition. Sars les conditions précédentes, G est le oroduit semi-direct

de Ker(g) par < o >.

On notera : G = Ker(g) x < @ >.

Mais on sait que < ¢ > est isomorphe 3 Zh pour un entier n convesratle,
n €N et cozme err(g) est réduit & 1'élémert neutre si la caractéristijue
de l'anneau est zéro, on a :
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2.2, Proposition. Soit A wun_anneau de caractéristique zéro., Alors tout sous=-

grouve fini du groupe des A-automorrphismes de A(X] est cveligue.

Supposons maintenant que carac{A) = p > 0 et soit ¢ un A-automorprhisme
de la forme ¥(X) =y + X. Il est clair que l'ordre de § est p, d'ol on

déduit :

2.3. Proposition. Soit G un grouve fini de A-automorvhismes de AlX] ou

A est un anneau de caractéristique p. Si l'crdre a(G) de G est olus

petit ou ézal 3 p, G est cyclique. Plus précisément, si o(G) < p alors

Ker(g) est réduit b 1'élément neutre ; si o(G) = p, G = Ker(g).

Si carac(A) = p on sait que tout élément de Ker(g) & ordre p, d'ol
on déduit que Ker(g) est isomorphe i (ib)m pour un entier m converable
m €. De plus si B € A est tel que 8 =1 alors B =1. Ainsi, si 1'on

note 7 = {0}, ona :

2.4, Provosition : Soit G un sous-grouve fini du groure des A-autcmorsinismes

m
(TP) zar %

[t

de A[X). Alors G est isomorphe au vroduit semi-direct d

o p=carac(d), n, m€Q® et n et p Dremiers entre eux.

2.5. Procosition. Soit G un sous-groure fini du groupe des A-automorchiszes

de A[X]. Alors 1'ordre de G est paire si et seulement si il existe € G

4 2 .
tel que ¢ = ldA[X]'
En effet, on sait que G est isomorphe au produit semi-direct (Zp)mu 2n
o p = carac(A), n, m €N et (p,n) =1, donc l'ordre de G est égal a n.pm.

I1 suffit un simple calcul sur le nombre n.pm pour aboutir & l'énoncé de la

proposition.
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