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FERMETURE INTEGRALE ET CHANGEMENT DE BASE

par
Michel LAZARUS

Ce texts rassemble quelques résultats liés au comportsment des éléments entiers

par changement de base,

Tous les anneaux sont supposés commutatifs et unitaires.Nous dirons qu'un anneau est
normel si ses localisés sont intdgres st intégralement clos.Nous dirons qu'un
morphisme f:A——— A' est réduit (resp. int2gre,ressp. normal) si f est plat et si
pour tout morphisme A ——3k ol k est un corps,les localisés de A! IA k sont

réduits (resp. int2gres,resp, normaux),

Si B—~—»C ®3t un morphisme,on note §C la fermeture intégrals de B dans C,

I
Commengons par indiquer trois énoncés parmettant de conclurs qu'un changement de basa
conserve la fermeture intégrale.Soit f:A—>A' un morphisme (le changement de base),
Be=—3C un morphisme de A-algibres et notons D;ﬁc , B'= B .A At , C'=C IAA' » D'= D BAA'_

-1
THEOREME I ([3]) Si f est normal et si Aet A' sont nosthériens,alors D's= gt

IHEQeEME 2 ([(7]) Si f est absolumsnt plat,alors =8¢,

THEOREME 3 ([S]) Si f est réduit et si A est nosthérien,alors D'= B'C .,

Sous certaines hypoth2ses,les propriétés de A lides aux éléments entiers se
transmettsnt bien & A':

Iﬂgggggg_;;x[al) Si f st normal et si A,A' sont nosthériens,pour toute A-algébre

B normale, B IAA' est normal,

THEDREME 2'(fi]) Si f est absolument plat et si A est normal,alors A' est normal,

On se propose dans cette partie de démontrer le

THEDREME 3'$i f est normal,A noethérien,et si B est une A-alg2bre normale,

alors B BAA' est normal,



Cela se déduira du résultat suivant,qui est plus intéressant :
JHEOREME 4 Soit f:A——>A' un morphisms., On suppose A local noethérien,A' local,
f local et intdgre.Alors Min A! est un snsemble fini,
Démonstration.Min A' désigne l'ensemble des idéaux premisrs minimaux de A!,
On procdde par récurrsnce sur la diunéinn de A,
Si A est artiénien de radical m,m eat nilpotsnt et par hypothése l'anneau local
A'/mA' est int2grs,donc Min A' n'a qu'un élément,
dim A = I
a) A de valution discrate.On va montrer que dans ce cas A' est intagre.Soit7l une uni-
formisante ds A,K = Ay son corps des fractions A'/qyA' étant local,il est par hypothise
int2gre,doncfA' est un idéal prewier;soitFOC‘!TA’ un idéal premier miniwal de A',nous
allons montrsr qus c'est ls seul.Sinon soit F un idéal premier minimal de A' distinct
de ¥,

~ 1Y ne peut appartenir ni 3 Fo ni éF car par platituds on a 'P‘n A_-_FAA =0

- par hypothése lss localisés de K B, A' = A.'n, sont intagres,or on viant de voir que

A

}1‘,/‘}5 = Min A‘r'l' ,donc .PCA‘I'Y"'FAT'Y 'AT'r i.8, on a dans A' une rslation 11‘“:% + p avec
gcheb per o R,:'ﬂ')g',car 'r.r,_.CTrA’,at P eFo ,car ‘Tr%’lo,donc sin>I,ona
Tr“gn'%' +p ,d'od paﬂ‘p'eF ,donc p! eF sainsi Tr“_-_"\]‘%' +[p! avee ;L'e'Fo et p'e;;( ;
or par platitude,ly=st non diviseur de 2éro dans A', donc Tfr1= Pl + P' .
On en déduit,par itération de ce calcul,qus I & Fo'i-F ,c8 qui est impossible puisqus
A' ast local, Ainsi Min A' ss réduit a F , et puisque lss hypoth2ses entrainent
que A' soit réduit,on voit que A' est intagrs,
b) cas général.On se ram2ne & A réduit,puis A intagre de corps des frations Kj;on utilise
alors l'existence d'une décompasition A C—-i'-—) AIv‘__:j_)KK avec i fini et j radiciel
{cf [2,]) st le fait que KK 8st un anneau de Dedekind semi-local.,
dim A =n>1I

On suppose le théoréme 4 démontré lorsque dim A ¢ n.Utilisant ( ESJ },on en

déduit le lemme suivant:

LEMME I Si A est noethérien,intégralement clos et dim A {n,alors A' est intigre.

Supposant maintenant dim A = n,on se ram2ne par des arguments standart au cas oi A est

complet,a corps résiduel algébriquement clos,et normal.
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LEMME 2 Avec les hypothdses ci-dessus,il exists un morphiswe A —~—> B injectif et fini
et t€ Rad B \ 0 ,tels que B sait local et normal et B/iB réduit.

Ce lemme permet d'appliquer l'hypoth2se de récurrence et conduit 3 des calculs analogues
au cas ds valuation discrita,

Pour démontrer le lemme 2 onlse raméns au cas ol A et la fermestures intégrale d'un anneau
de séries formelles k [[XI""'XA]] s de corps des fractions K,avec k algébriquement
clos de caractéristique p>0 ,dan§ KI/p’ (r entisr positif) et on a:

LEMME 3 A est un anneau isomorphe & k [FKI,....,XHI] .

Csci achéve la démonstration du théor2me 4,

On déduit du théoréme 4 les corfollairss suivants:

COROLLAIRE 1 Soit f:A——>A' un morphisme intdgrs avec A noethérien,Alors pour touts
A-algébrs B normals , les localisés des B lAA' sont int2gres,

COROLLAIRE 2 C'est le théord2me 3' ,

COROLLAIRE 3 Soit fsA——>A' un morphisme intdgre avec A noethérien,B une A-algibrs
lacals géométriquement unibranche de radical n,et n' un idéal premier de B' = B IAA'

tel que n'\A = n.Alors B , est géométriquement unibranche (ef[3]).

Jignalons aussi ls

COROLLAIRE 4 Soit A -—I;—éﬂ .___2_;E .0On suppose Aet B noethériens , f et g normaux,
Alors g.f est normal,

COMPLEMENT Le théor2me 3 reste vrai sans hypothise nosthérienne si on suppose que f est
esssntisllement de type fini,

En effet il résults d'abord de { [7] »(2.1) ) qu'on peut se borner au cas ou A est un
annesau de valuation,

PROPOSITION I Soit f:A——> A' un morphisme plat,sssentiallement de type fini avec A de
valuation.Alors il existe une Z-algébre locale essentiellement de typs fini Ao yun
morphisme local Ao————j>A et une Ao-algébre plate de type fini A; tels que A' s'identifie

a4 un anneau de fractions de la A-algdbre A' B, A,

A
)
Démonstration.Ecrivons A'= S;IAI ol A;= A[RI,...,xn] est une A-algébre de type fini et
§-1
SI une partie multiplicative de AI.Soit A2 1'image,par le morphisme AI —-—-‘9S¥ AI yde

AI,et 52 celle de SI'AZ est denc une sous A~-algébre de type fini de A',S

-1
2 2

A est de valuatian,A2 est aussi une A-algébre plate.Comme elle est aussi de type fini,

> une partis

multiplicative de Az,et A'=5S A2.Comma A_ est incluse dans la A-algdbre platea A' et que

on sait ([B]) qu'elle est de présentation finie.
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On termine alors la démonstration de la proposition I grfce aux résultats de [ﬁ].

Revenons,lorsque f est essentiellement de type fini,au théorgme 3.0n peut supposer A

local et f local.D'aprés la proposition I,on a un diagramme A' >
¢o ~TI

: A —>
ou Ao est un anneau local noethérien excellsnt,A; une Ao-algébrg plate de type fini,
Aia A; .A A st mi un idéal premier de A',au dessus du radical m de A.Si m°= Rad Ao at
mé= mi(\Aé y1le morphisme Ao ————€>(A;)m, est local,plat et sa fibre spécials est géomé-
triquement réduits,puisque c'est ls casopour A —>A' D'aprés un résultat de M,ANDRE
(ef[6]) on sait alors que toutss lss fibres de Ao——q> (A;)m, sont géometriquement
réduites,Il ne rests plus qu'a appliquesr ls théorgme 3 avacuhypothésa noathérienne,
REMARQUE Lorsque f est essentiellsment de type fini,le théor2me 4 est,sans hypotheése
poathérﬁanne,une trivialité;on voit qu'on trouvera alors des analogues aux corollaires
du théoréme 4.
QUESTION Soit f:A——>A' un morphisme 2 fibres géométriquement connexes.On supposs que A

est noesthérien int2grs et quea f est,disons,normal.lLes localisés de A' sont-ils inti2gres ?

i1

Dans cette partie on montre que,sn un sens, les hypothéses faites dans les théor2mes 3 et 4
sont les meilleures possibles,
Dans un premier patagraphe on s'occups de la platitude,
THEOREME S Soit A un anneau (resp. un anneau réduit) et M un A-module.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) M est plat.

(ii) Pour toute A-algdbre B de type fini (resp. de type fini et

réduite),le B-module B BAM est sans torsion,

Montrons (ii)é(i) .S0it 0> N—sL—M-—0 une présentation de M avec L libre de base E.
I1 résulte d'un exercice de ([I],chap.l) que si M n'est pas plat il existe
?zgxiaz eN tel que ;)é IN ol I=(xI roserX, ) et _gI gooe ’;)n sont des &léments

distincts de E.
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Soitjla plus grand idéal gradus de ALTI"”’Tn] inclus dans (TI-xI,....,Tn.xn) ’

Cs= A[TI""”TH'U’Y] et B = C = AEtI,.oo.,tn’u,v] +«Alors
UTI-VXI,ooooo’UTn-vxn, E)
. N . - >
u 8t non diviseur de zéro dans B et si t est l'image ds > tiaiéB IAL dans B !AM st o8t

non nul bien que u:.t)aﬂ .Je plus si A est réduit,B est aussi réduit,

PROPOSITION 2 Soit f3A———A' un morphisme tel que pour toute A-algdbre réduite B,

B'= B IAA' soit réduit.Alors si A est réduit,f est plat.

Démonstration.D'aprés ls théor2me 5 il suffit de montrer que B' est sans B-torsion,ce qui
nous raméne & B=Aj;la proposition résulte donc du

LEMME 4 Sous les hypothases de la proposition 2,A' est sans A-torsion.

En effet soit S l'ensembls des &léments régulisrs de A, acS st t'gA!' tels que at'=0.
Posons B =-LC‘!-!)—G—- ;jcomme B est un A-module libre,il est sans torsion,donc B —)S"IB
(X%~ av)
est injectivesor S-IB:‘—’ S-IAD(] puisque a est alors inversible,doncFB est réduit.Par
hypothase B'ae'—zﬁl-'-}s—]- est réduit,mais dans B' on a x2=av,d'o& (xt')2=0 , d'ol
(X< av)

xt'=0 i.2. t'X &(x°- aV¥) dans A'[V,X] ,donc t's0.

COROLLAIRE S Soit f:A——>A' un morphisme "conservant la fermeture intégrale®.Alors si B
est une A-algébre réduite,B EAA' est réduit.Si de plus A est réduit, f est plat.

En effet B réduit ——» B intégralement fermé dans B['T} -@B' intégralement fermé

dans B' [T] =B' réduit (cf 5 ).

Terminons ce paragraphe par un contre-exemple:

Soit A un anneau local de radical m tel que m soit un nilidéal non nul et mzam.Cnnsidémns
le morphisme A—>A'= A/m jalors il n'est pas plat,cependant si B ——>C est un mophisme
de A-algébres, ECEAA' est inclus dans C BAA' et y est intégralement fexmé,

(Si k est un corps algébriquemant clos de caractéristique 2 ,on peut prendrs

KXpseoaosX yoeee ]

2 2
(XI'XI-XZ'.....,Xn- xn+1’000)
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Ce dernier paragraphe contient deux contrs-exemples aux théor2mes 3 et 4 lorsqu'on ne

fait plus d'hypothase noesthérienns,

PROPOSITION 3 Il existe un morphisme plat f:A — A' avee A de valuation de hauteur I (donc
complatement intégralement clos) tsl que si B est une A-algdbre , B réduit {resp. int2grs,
r=sp, 88t un corps) entratne B IAA' réduit (resp., int2grs,rssp. sst un anneau de polyn8mes

a une indéterminde sur B);st tel cspendant que si K sst la corps des fractions ds A

?

A' ne soit pas intégralement fermé dans Al'< .

Démonstration,Partons d'un anneau de valuation de hautsur I, A ,dont le radical m ne soit

pas principal.Définissons deux suites (sn)n%o at (tn)n >1 d

fagon suivants: snem\ﬂ est quelquanque et comme m n'est pas principal,il existe

'éléments de m\ 0 de la

tIe m\AaD

ten
recommence...D'ol sI=szt2 """sn’sn-o-ltn-bl pese

On prend alors A'ﬂ[U,XO,XI,...,xn,...] /J ﬂ[u,xu,xl,...,xn,...] ol

2 2
J- < (Xn- tn+Ixn+I)n>,lJ ’ (xn+ snu)n; 0 >

A' est sans A-torsion st xu/SOEAl'(\A' est entier sur A',

+A étant ds valuation,on a nécessairement a_=s_t., avec s.£€ m\0 et on

g1l I

PROPOSITION 4 Il existe un morphisme gtA =———> A" avec A de valuation de

hautsur I,A" local,g local et normal,et Min A" infini.

Démonstration.Repartons du morphisme f:A——>A' de l'exemple précédent.

Soit B'= A'[T,T-IJ/(T2+ u) et considérons le systéme inductif de A-algebres
...—)B'.p——->B'.(p+_I$ sons gbtenu en tensorisant a chaque pas par le morphisme

(p) 1'idéal de pt*P engendré par le radical de A et les &éléments du

A ~—>B' .Soit m
type Il....ﬂxnﬂ....ﬂl (n ),D).m(p) est un idéal premier de B"p contenant ses 2P idéaux
premiers minimaux;le systéme se localise st on prend A"= lim (B'.p)m(p) .

REMARQUE Pour tout morphisme A/m —>k ol k est un corps, A"EAk est un anneau

int2gre et intégralement clos.Soit AD un anneau de valuation discréts;en construisant
l'anneau de valuation de hauteur I, A ,3 l'aide de (fIJ,chap.VI,§ID,prop.I),on en déduit
un morphisme composé AD--—)A «——-9-'9A" local,plat,dont la fibre générique sst

géométriquement normale et la fibre spéciale géométriquement irréductible,bien que

Min A" soit infini,
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