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FERMETURE INTEGRALE ET CHANGEMENT DE BASE 

par 

Michel LAZARUS 

Ce texte rassemble quelques résultats liés au comportement des éléments entiers 

par changement de base* 

Tous les anneaux sont supposés commutatifs et unitaires«Nous dirons qu'un anneau est 

normal si ses localisés sont intègres et intégralement clos«Nous dirons qu'un 

morphisme f:A- )A' eet réduit (resp. intègre,resp. normal) si f est plat et si 

pour tout morphisme A ) k où k est un corps,les localisés de A' 1^ k sont 

réduits (resp* intègres,resp. normaux)* 

Si B >C est un morphisme,on note B la fermeture intégrale de B dans C* 

I 

Commençons par indiquer trois énoncés permettant de conclure qu'un changement de base 

conserve la fermeture intégrale.Soit ftA >A y un morphisme (le changement de base), 

B »C un morphisme de A-algèbres et notons D=B , B'» B B^ A f

 f C'= C B ^ 1 , D1» D B ^ ' . 

THEOREME I ([3j ) Si f est normal et si Aet A 1 sont noethériens,alors D f= B 1 • 

^HBBBBMS 2 (QJ) Si f est absolument plat,alors D'=» If1^' * 

THEOREME 3 (fë]) Si f eet réduit et si A est noethérien,alors D'* B'^ . 

Sous certaines hypothèses,les propriétés de A liées aux éléments entiers se 

transmettent bien à A': 

THEOREME I1(fol) Si f est normal et si A,A' sont noethériens,pour toute A-algèbre 

B normale* B fl^A' est normal* 

THEOREME 2y( fî7) Si f eat absolument plat et si A est normal,alors A 1 est normal* 

On se propose dans cette partie de démontrer le 

THEOREME 3'Si f est normal,A noethérien,et si B est une A-algèbre normale, 

alors B 8,A1 est normal* 
A 
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Cela ss déduira du résultat suivant,qui est plus intéressant : 

THEOREME 4 Soit f:A »Af un raorphisme. On suppose A local noethérienfA
l local, 

f local et intègre«Alors Min A f est un ensemble fini* 

Démonstration.Min A v désigne lfensemble des idéaux premiers minimaux de A'. 

On procède par récurrence sur la dimension de A, 

Si A est artAnien de radical m 9m est nilpotent et par hypothèse l'anneau local 

AVraA' est intègre,donc Min A v n'a qu'un élément* 

dim A » I 

a) A de valution discrète «On va montrer que dans ce cas A' est intègre.Soit TT une uni­

formisante de A fK » A^ son corps des fractions#A'/|fA' étant local,il est par hypothèse 

intègre,donclfA' est un idéal premier;soit Jl CTTA' un idéal premier minimal de A',nous 

allons montrer que c'est le seul.Sinon soit jp un idéal premier minimal de A' distinct 

dBfo 

- 7ï ne peut appartenir ni à J*0 ni àjpaC car par platitude on a p n A —JïAAr0 

- par hypothèse les localisés de K B^Af » A*^ sont intègres,or on vient de voir que 

fa/Y & A i r » d o n c Pc
 A i r ' + p A i> ' "^-Jr * # 8 # o n a d a n s u n e r 8 ^ a ' t ^ o n K**^ + P A V E C 

%elpcdbpeY • Po-îïçScar pc^TrA^et pj érjSc $ car T T ^ t donc si n ̂ I fon a 

TTn^îffD' + p ,d'où palTp'^jp fdonc p» ejî ; ainsi TTsïft)' a v*c P̂ cjpt̂  et p'ejpC ; 

or par platitude,TT*est non diviseur de zéro dans A', donc H = + P 1 • 

On en déduit,par itération de ce calcul,que I S JÏ0"t"p fce qui eet impossible puisque 

A' est local*. Ainsi Min A 1 se réduit à ̂  et puisque les hypothèses entraînent 

que A' soit réduit,on voit que A' est intègre* 

b) cas général.On se ramène à A réduit,puis A intègre de corps des frations K;on utilise 

i 1 —K 

alors l'existence d'une décomposition A c A^c • > A avec i fini et j radiciel 

(cf Q£J ) et le fait que *Â est un anneau de Dedekind semi-local, 

dim A « n > I 

On suppose le théorème 4 démontré lorsque dim A < n.Utilisant ( £sj ),on en 

déduit le lemme suivant: 

LEMME I Si A est noethérien,intégralement clos et dim A <n,alors A' est intègre. 

Supposant maintenant dim A » n,on se ramène par des arguments standart au cas où A est 

complet,à corps résiduel algébriquement clos,et normal. 
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LE MME 2 Avec les hypothèses ci-dessus, il existe un morphisme A >B injectif et fini 

et té Raé B \ 0 .tels que B soit local et normal et B/tB réduit* 

Ce lemme permet d'appliquer l'hypothèse de récurrence et conduit à des calculs analogues 

au cas de valuation discrète* 

Pour démontrer le lemme 2 on se ramène au cas où A et la fermeture intégrale d'un anneau 

de séries formelles k £[k^,..#fX^J , de corps des fractions K,avec k algébriquement 

clos de caractéristique p>û ,dans K*^p (r entier positif) et on a: 

LEMME 3 A est un anneau isomorphe à k JfXj*• # # # f Xntî * 

Ceci achève la démonstration du théorème 4* 

On déduit du théorème 4 les corollaires suivants: 

COROLLAIRE I Soit f:A- >A' un morphisme intègre avec A noethéràen*Alors pour toute 

A-algèbre B normale , les localisés de B B^A' sont intègres* 

COROLLAIRE 2 C'est le théorème 3' • 

COROLLAIRE 3 5oit f:A >A f un morphisme intègre avec A noethérienyB une A-algèbre 

locale géométriquement unibranche de radical n9et n' un idéal premier de B
f » B I^A 9 

tel que n'flA » n .Alors B'^, est géométriquement unibranche ( c f p j ) * 

Signalons aussi le 

COROLLAIRE 4 Soit A —-—*B ^ jf* .On suppose Aet B noethériens , f et g normaux* 

Alors g«.f est normal* 

COMPLEMENT Le théorème 3 reste vrai sans hypothèse noethérienne si on suppose que f est 

essentiellement de type fini. 

En effet il résulte d'abord de ( [ïj ,(2*1) ) qu'on peut se borner au cas où A est un 

anneau de valuation, 

PROPOSITION I 5oit f:A >A' un morphisme plat,essentiellement de type fini avec A de 

valuation«Alors il existe une Z-algèbre locale essentiellement de type fini A fun 
o 

t t 
morphisme local A ^A et une A -algèbre plate de type fini A tels que A s'identifie 

o o o 
à un anneau de fractions de la A-algèbre A 1 B. A. 

* o A 

Démonstration .Ecrivons A'=s Sj Aj où Aj= ACxj» • • • • x

n 3 es* u n e A-algèbre de type fini et 

Sj une partie multiplicative de A^.Soit l'image,par le morphisme A^ ^S^ Aj ,de 

Aj,et 5^ celle de 5j» A2 8 S - t d o n c u n e s o u s A-algèbre d e t v P B d e A',S2

 u n B P8*"^8 

multiplicative de A2,et A'= S^A^Comme est incluse dans la A-alg£bre plate A' et que 

A est de valuation.A2 est aussi une A-algèbre plate«Comme elle est aussi de tjjpe fini, 

on sait (£B]) qu'elle est de présentation finie» 
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On termine alors la démonstration de la proposition I grâce aux résultats de [XI # 

Revenons,lorsque f est essentiellement de type fini,au théorème 3.On peut supposer A' 

local et f local#D'après la proposition Ifon a un diagramme A 1 *>A' > A'=(A' ) , 
/t° t 1 
A *A 

où A q est un anneau local noethérien excellent ,A^ une AQ-algèbr§ plate de type fini, 

A ! = A 1 H A et m' un idéal premier de A',au dessus du radical m de A«Si m » Rad A et 

I O A 1 O O 
m's m'flA1 ,1e morphisme A >(A») , est local.plat et sa fibre spéciale est qéomé-
o 1 o o o m1 

o 
triquement réduite,puisque c'est le cas pour A -^A f «D'après un résultat de M.ANDRE 

(cf [ô]) on sait alors que toutes les fibres de A ^ (A*) . sont géométriquement 
o o m 

o 

réduites#Il ne reste plus qu'à appliquer le théorème 3 avec hypothèse noethérienne* 

REMARQUE Lorsque f est essentiellement de type fini,le théorème 4 est,sans hypothèse 

noethéràenne,une trivialité;on voit qu'on trouvera alors des analogues aux corollaires 

du théorème 4. 

QUESTION Soit f:A - >A' un morphisme à fibres géométriquement connexes.On suppose que A 

est noethérien intègre et que f est,disons,normal«Les localisés de A' sont-ils intègres ? 

II 

Dans cette partie on montre que,en un sens, les hypothèses faites dans les théorèmes 3 et 4 

sont les meilleures possibles• 

Dans un premier paragraphe on s'occupe de la platitude« 

THEOREME 5 Soit A un anneau (resp# un anneau réduit) et M un A-module• 

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes: 

(i) M est plat. 

(ii) Pour toute A-algèbre B de type fini (resp. de type fini et 

réduite),le B-module B B^M est sans torsion. 

Montrons (ii)^=^(i)«Soit 0—» N—*L—*M—?Q une présentation de M avec L libre de base E. 

Il résulte d'un exercice de (£l3,chap.I) que si M n'est pas plat il existe 

<j2^xie?GN tel que x £ l H où I=(Xj, .. .9x^) et ej,...fen sont des éléments 

distincts de E # 
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Soit^le plus grand idéal gradué de A{jjf••••Tn"] inclus dans (
Tj~xjf•••••T^-x^) , 

C a AfTT, • • • «,T ,U,\/] et B a - - = A|tT,....,t fu,v] .Alors 

L I " UTj-VXj. fUTn-Vxnf C) L I n 

-> -> 
u est non diviseur de zéro dans B et si t est l'image de 2. t.e.éB 8 AL dans B B.M ,t est 

i i A A 

non nul bien que ut*Q «De plus si A est réduit,B est aussi réduit. 

PROPOSITION 2 Soit f:A »A' un morphisme tel que pour toute A-algèbre réduite B f 

B'» B B^A' soit réduit .Alors si A est réduit, f est plat. 

Démonstration.D'après le théorème 5 il suffit de montrer que B' est sans B-torsion,ce qui 

nous remène à B=*A;la proposition résulte donc du 

LE MME 4 Sous les hypothèses de la proposition 2,A' est sans A-torsion. 

En effet soit S l'ensemble des éléments réguliers de A, a£S et t'^A' tels que atf=0. 
A fv )G -I Poeons B * — « ; comme B est un A-module libre,il est sans torsion,donc B — ^ S B 

(X2- aV) 

eet injective;or S*^B^ S~*A(}(j puisque a est alors inversible,dooc B est réduit.Par 

A ' [v x3 2 2 
hypothèse B 1» 1 est réduit,mais dans B' on a x =av,d'où (xf) =0 , d'où 

(X2- aV) 

xt'aO i.e. t'X6(X2- aV) dans A'/VfXj ,donc t'^. 

COROLLAIRE 5 Soit f:A ^A' un morphisme "conservant la fermeture intégrale".Alors si B 

est une A-algèbre réduite,B B^A' est réduit.Si de plue A est réduit, f est plat. 

En effet B réduit - \H intégralement fermé dans B[j] -=r"̂ >B' intégralement fermé 

dans B' f f ] = ^ B ' réduit (cf 5 ). 

Terminons ce paragraphe par un contre-exemple: 

Soit A un anneau local de radical m tel que m soit un nilidéal non nul et m2»m.Considérons 

le morphisme A >A»= A/m ; alors il n'est pas plat, cependant si B ?C est un mophisme 

de A-algèbres, B B AA' est inclus dans C B AA' et y est intégralement fermé. 

(Si k eet un corps algébriquement clos de caractéristique 2 ,on peut prendre 

^ I?x 9 • •• • r ^ n , • • • • J 

A a ) 

2 2 
( X I , X r X 2 ' , X n ~ X n + I , # # # ) 
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Ce dernier paragraphe contient deux contre-exemples aux théorèmes 3 et 4 lorsqu'on ne 

fait plus d'hypothèse noethérienne, 

PROPOSITION 3 II existe un morphisme plat f:A £ A 1 avec A de valuation de hauteur I (donc 

complètement intégralement clos) tel que si B est une A-algèbre , B réduit (resp. intègre, 

resp. est un corps) entraîne B I^A' réduit (resp. intègre,resp. est un anneau de polynômes 

à une indéterminée sur B);et tel cependant que si K est le corps des fractions de A, 

A» ne soit pas intégralement fermé dans A£ . 

Démonstration«Partons d'un anneau de valuation de hauteur I, A ,dont le radical m ne soit 

pas principal.Définissons deux suites (s ) _ et (t ) v _ d'éléments de m \ 0 de la 

n u n n^ 1 
façon suivante: S g ë m ^ Q est quelquonque et comme m n'est pas principal,il existe 

tj6 m\ASg .A étant de valuation,on a nécessairement s^sSjtj avec s ^ n s O et on 

recommence...D'où sT=s_t_ s «s Tt « ,••# 
1 2 2 n n+I n+I 9 

On prend alors A'^[ll,X o fXj,*.. #X n, # # # J /J »A£u,xQ,Xjf .••^..•J où 

H - < (X - t TX T) n , (X
2+ s2U) ̂  n \ 

^ N v

 n n+I n+I n^û 9 n n n^ 0 / 

A' est sans A-torsion et XQ/3Q£^\A! est entier sur A'* 

PROPOSITION 4 II existe un morphisme g:A ^A" avec A de valuation de 

hauteur I,A" local,g local et normal,et Min A" infini. 

Démonstration«Repartons du morphisme f:A ^A* de l'exemple précédent. 

Soit B'=» A'{jT,T~*j[/(T2+ u) et considérons le système inductif de A-algèbres 

»B'"P—*B»*(plU, .... obtenu en tensorisant à chaque pas par le morphisme 

(p) ep 

A ^B' .Soit m l'idéal de B 1 engendré par le radical de A et les éléments du 

type IH....Hxn8....HI (n^O).n/p^ est un idéal premier de B'"P contenant ses 2 P idéaux 

premiers minimaux;le système se localise et on prend A w= lim (B t - P) m(p) • 

REMARQUE Pour tout morphisme A/m — o ù k est un corps, Aw8 Ak est un anneau 

intègre et intégralement clos.Soit Ag un anneau de valuation discrète;en construisant 

l'anneau de valuation de hauteur I, A ,à l'aide de (flJ,chap.VI,§IQ,prop.I)fon en déduit 

un morphisme composé A Q — > A 2-̂ A" local,plat,dont la fibre générique est 

géométriquement normale et la fibre spéciale géométriquement irréductible,bien que 

Min A W soit infini. 
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