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INTRODUCTION AUX ACTIONS DE GROUPES

Guy RENAULT
Université de Poitiers

Soit R un anneau unitaire et G un groupe fini d'automorphismes
de R . RG désigne 1l'anneau des points fixes :
G g ,
R = {xeR/x” = x quel que soit geG} .

A partir de ces données, deux principales directions de recherche
se sont développées : étude des propriétés de transfert entre R et
RG , étude des différentes situations o R est un RG-module de type

fini.

I.— RESULTATS GENERAUX.

|G| désigne l'ordre du groupe G et on dit que R est sans
|G|-torsion si la relation |G|x =0, xeR, implique x =0 .
La plupart des résultats obtenus découlent des deux théorémes clefs

suivants :

THEOREME 1.1 (Bergman-Isaacs)— So4f R un anneau et s0it G un groupe
gind d'automonphismes de R Zel que R Aol sans |G|-torsion. S4 I
est un Lidéal (bilatere ou non) G-invariant, il est nilpotent dés que

Iar® 2'est.

En particulier, si R est un anneau semi-premier et I=20 est an

Va4 e , - . . G
idéal (bilatére ou non) G-invariant ona R nI=z (0) .
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THEOREME 1.2. (Kharchenko)— S04t R un anneau néduit et s0it G un groupe
gind d'automonphismes de R . S& I est un {d3al (bilatire ou non)

G-{nvariant =20 , on a InRG=(0) .

On remarquera que dans ce dernier cas, il n'y a aucune condition sur
1'ordre du groupe G .

Exemple d'idéaux invariants.

Soit I wun idéal & droite essentiel dans R . Alors
g= (M 19
geG
est un idéal & droite G-invariant essentiel dans R .

Dans les "bons cas", l'étude de 1l'anneau des points fixes RG , se

déduit de l'étude des invariants de l'enveloppe injective de R ; on peut
se ramener aussi parfois & 1'étude des anneaux semi-simples ou plus géné-
ralement des anneaux réguliers auto-injectifs, ce qui simplifie souvent

1'étude des propriétés de transfert.

THEOREME 1.3 (A. Page)— Soient R un anneau a L{déal singulien & droite
nul, R 2'enveloppe infective de R, » G un groupe f§ini d'automorphismes
de R . Alons

a) ¢ 4'@tend canoniquement @ R .

b) Si R est semi-premien sans |Gl-tonsion, (RAC  est £'enveloppe

injective a drodite de C .

Alors R est de Goldie, si, et seulement si RG est de Goldie (le cas

semi-simple est supposé connu).
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Pour tout sous-ensemble A SG on pose

= g
tA(x) = I X .

geaA
On dit que tA est une trace partielle non triviale si l'on a

0=t (R) <g®

On a les résultats suivants (S. Montgomery-Cohen-Montgomery)

THEOREME 1.4.— 1) Soit - G un groupe findi d'automorphismes d'un anneau

integne R . 1L existe alorns une trace partielle non truiviale déginie sun R.
2) Soit G un groupe find nésoluble d'automorphismes d'un anneau
néduit R . 1L existe alons une trace partielle non trhiviale définie .

SUWL R .

Ce dernier résultat caractérise les groupes résolubles. En effet,
utilisant des résultats trés profonds de la théorie des groupes, Isaacs
et Passman ont montré que si G n'est pas résoluble, il existe un anneau
R , somme directe finie de copies de 25., sur lequel agit G et tel
que toute trace partielle soit triviale.

On peut compléter les résultats sur l'existence des points fixes,

par les théorémes suivants qui montrent 1l'importance des idéaux G-invariants.

THEOREME 1.5 (Fisher)— Soit G un groupe §ind d'automorphismes d'un anneau
R . S{ Le theillis des Lidéaux (@ gauche ou bilatires)G-invariants de R
vernigfie La condition de chaine ascendante (resp. descendante) alons Le

treillis des idEaux (& gauche ou bifatires) vérigie La méme condition.
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THEOREME 1.6 (Kharchenko)— S'{f n'existe pas dans R de somme directe
Anginie d'idéaux & gauche = 0 et G dAinvariants, alors R n'admet pas

de somme directe infinie d'idéaux a gauche = O .

II.— THEOREMES DE FINITUDE ~ LE CAS NOETHERIEN.

Probléme : R est-il un RG-module de type fini ?

Si IGI—1 €R et si R est semi-simple ou plus généralement si R

est un produit fini 4'anneaux quasi-simples la réponse est oui. Voici un
schéma de démonstration (Handelman-Renault).

On considére l'anneau de groupe tordu R*G défini de la fagon
suivante : c'est le R-module a& gauche admettant pour base les éléments

de G , muni de la multiplication

= 9t
(rlg)(rzh) = r,r; gh .
On pose e = |G|_1 I g, c'est un idempotent. R est un R*G module
geG
4 gauche :
g-1
(Zrglr=Irr .
gg g -

g

et 1l'on a un R*G isomorphisme de R sur R*Ge donné par r +r I g
geG

et par suite EndR*G R*¥Gez= RG . On prouve alors que R*G est un
produit fini d'anneaux quasi-simples et par suite R*Ge est un générateur
de R*G/e(R*Ge) . Un théoréme de Morita montre alors que R est un
RG-module projectif de type fini.

Lorsque IGI-1 eR , si R. est noethérien & gauche, alors R est

G
un R -module de type fini (Montgomery). Des résultats plus précis sont

obtenus lorsque R est simple et G extérieur. Alors R est un RG-module

libre de rang |G|.
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En général R n'est pas un RG-module de type fini. Chuang et Lee
ont donné l'exemple d'un anneau commutatif noethérien intégre de caracté-
ristique 0 et d'un automorphisme ¢ d'ordre 2 de R tels que RG ne
soit pas noethérien. D'aprés le théoréme d'Eakin, R n'est pas un RG-
module de type fini.

Méme si IGI-1 €eR , ol R est quasi-frobeniusien, ’R® n'est pas
nécessairement quasi-frobeniusien (Pascaud-Valette).

Dans le cas réduit, on a le résultat suivant (Renault). Si R est

un anneau réduit auto-injectif, alors R est un RG-module engendré par

|G| éléments.

IIT.— L'ALGEBRE DU GROUPE.

Pour terminer, je vais présenter un objet introduit et étudié princi-
palement par Kharchenko et qui semble une clef fondamentale de la théorie.

Soit & 1'ensemble des idéaux essentiels bilatéres d'un anneau semi-
pPremier R et soit

S = lgm HomR (RI,R)
Ic¢ &

R se plonge dans S et G se prolonge &4 S . Le centre C de S est

un anneau régulier auto-injectif. Si g e Aggt R on pose

¢g= {(xes/xx? = rx , ¥V reR}

on dit que g est intérieur si ¢g:=0 , extérieur sinon.

Ginn = {ge¢ G/q)g #0} n'est pas en général un sous-groupe de G (ceci est

vrai si R est premier). On peut prouver que ¢g est un C-module monogéne.

On pose alors

B(R,G) = r ¢ .
geG g

c'est un sous-anneau de S qui s'appelle l'algébre du groupe G .

La condition B(R,G) semi-premier est vérifiée dés que R est réduit

ou sans IG‘-torsion. Cette condition fondamentale est & l'origine des
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travaux profonds de Kharchenko, Montgomery, Osterburg, Goursaud, Pascaud,

Valette....

On trouvera des exposés complets de la théorie, en consultant les

articles suivants :

J.W. FISHER, J.OSTERBURG - Finite group acticns on Non Commutative rings.
A survey serie 1970. Proceedings of 1979 Oklahoma Conference .

S. MONTGOMERY - Fixed rings of finite automorphism group of associative
rings. Lecture Notes in Mathematics (& paraitre).

A. PAGE - Actions de groupe. Séminaire d'Algébre Paul Dubreil 1977-1978.
Lecture Notes in Mathematics n° 740.

Pour les anneaux réduits notamment,on pourra consulter :

G. RENAULT - Actions de groupe et anneaux réguliers injectifs. Ring Theory
Waterloo 1978. Lecture Notes in Mathematics n°® 734.

Pour la théorie des anneaux réguliers et les anneaux a I.P., des

résultats trés importants sont dans :

J.M. GOURSAUD, J. OSTERBURG, J.L. PASCAUD, J. VALETTE - Points fixes des
anneaux réguliers auto-injectifs. C.R.A.S. et Comm. in Algebra
(4 paraitre).
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