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ETUDE STATISTIQUE CRITIQUE DE QUELQUES FORMES

PSYCHO-GENETIQUES DE'L'ACQUISITION'D'UN CONCEPT MATHEMATIQUE. .

Régis GRAS
Exposé fait le 24.11.80 dans le cadre du sfminaire "Histoire des Mathématiques"

Les observations, les réflexions, les références citées ici seront propres
surtout au ler cycle de 1l'enseignement secondaire. Flles seront articulfes selon

3 dimensions : psychologique, mathématique et didactique,

1. ACQUISITION (= APPROPRIATION) : NATURE, INDICES

Les conduites d'acquisition se font, d'aprés J. PIAGET, selon un double

processus synchrone définissant 1'adaptation :

-~ l'assimilation au cours de laquelle 1'individu "ingére" et incorpore l'objet,

le fait dont il vise la connaissance ainsi que leurs loisy & ses propres schémes, i.e.
ses structures mentales existantes. Celles-ci tiennent liéu de canevas d'actions sus-
ceptibles d'8tre ultdrieurement acccmplies et sont constitufes de mécanismes divers
et de procddures de résolution. Cette phase a done pour principal objectif une sorte
de subjectivisation de l'objet . .

~ l'accomodation au cours de laguelle les structures mentales du sujet se

modifient en fonction des actions du milieu. Par opposition & la phase précédente,

disons qu'il y a ici objectivigation du sujet. On peut voir clairement le co-fonction=-

nement de ces phases tendarnt & s'équilibrer, dans la situation suivante : modification

adaptative de méthodes résolvantes 4 1l'cccasion d'une rouvelle situation de probléme.

Avant l'sction du milieu (qui peut Btre un &vénement, une legon ou tout autre
stimulug), 1'état de connaissances du sujet est, supposons-le, en équilibre inter-
conceptuel. Les actions extérieures vont, le plus scuvent, provoquer un déséquilibre
(remise en cause de ses propres connaissances, intégration de nouvelles), une qiscon—
tinuité dans le champ cognitif, renvoyent les connaissances, au prix méme quelquefoig

d'une régression locale et spparente, vers un nouvel état d'équilibre. Ce phénoméne

appropriatif. est donc le fruit non passif d'une adaptation et d'une auto-régulation
constructivistes. Mais soulignons ce fait : le probléme de l'acquisition est.de trouver .
et de construire pour le sujet des médiateurs entre lui et les objets qu'il ne faut )
pas croire -livrés préconstruits et immuables (opinion de B. RUSSELL et du Cercle de

Vienne). C'est 1'action du sujet qui remplit dialectiquement ce r8le médiateur.



Sans elle, la perception serait, par exemple, pratiquement sans effet d'appropriation

stable.

INDICATEURS D'APPROPRISTION

En vrac, en veici quelques.uns :

-~ habiletd 3 différencier les statuts fonctionnels respectifs de signifié et
signifiants, d'oli une certaine capacité 3 opérer sur un langage formel en des actions
symboliques prolongeant les actions relatives aux réalit&s ou se substituant 3 elles en

pleine conscience.

o

- habileté 3 construire ses propres exemples et surtout ses propres contre-

exemples.

-~

- habileté & identifier, A reconnaitre un modéle mathématique et i réinvesti:
un modéle adéquat i une situation (hypothéses de disponibilité et d'accessibilité de ce
modéle)..

~ habiletd i lier entre eux différents concepts, 3 les structurer en classes

i opérer & la deuxidme ou la troisidme puissance (opération sur des opérations)

~ et, contenant plus ou moins ce qui précéde,capacité 3 prendre une distance

spatio-temporelle par rapport aux objets réels et aux actions matérielles possibles.
D'ou le désir d'établir une hiérarchie 3 1'intérieur du systéme des conduites

donc des capacités, dont les degrés d'atteinte et de fiabilité ou de stabilité seraient

les symptOmes d'une certaine appropriation. C'est 1'objet des taxonomies.

2. LES TAXONOMIES

a) Nées avec Hoom (1956), les taxonomies (ou taxinomies) d'objectifs
cognitifs visent 3 proposer une biérarchie de capacités cognitives ordonnées par la
complexité(l) et implicitement valables quels que soient les concepts considérés (a
1l'origine, la taxonomie de Floom devait servir dans 1'évaluation des connaissances en
sciences humaines). Peu 3 peu, les taxonomies ont investi les domaines affectif et

psycho-moteur.

(1) Selon Piaget, la complexité se définit par "1l'extension des distances et la
complication progressive des trajets caractérisant les &changes entre le sujet
et les objets".




En mathématiques, la taxonomie N.L.S.M.A.(National Longitudinal Study of
Mathematical Abilities (1971)) semble la plus utilisde dans les pays anglo-saxons.

Schématiquement, elle se présente en 5 classes, les capacités d'un niveau inférieur étant

supposées acquises et englobées au viveau supérieur :

connaissance des faits
i
calcul
¥
compréhension
. i
application
+
analyse

Un modéle, non totalement hiérarchique, ne manque pas d'intérét, car il
intégre par sa tridimensionalité, des &léments de complexité non ordonnables. Le plus

connu (et reconnu} est celui de Guilford (1958). Mais son émploi est 3 son tour” trés

complexe : 120 capacités interviennent :

/[onités
{Classes
Relations
Systémes
Transformations
Implications
A
e
o
3
g
b {Cognition
Opérations [ ;Mém01re' -
5 ! Production: convergente
0»5//,/” v i " divergente
. _ ugement

‘Figuraux 2
l ¢ Symboliques
J. 1 Sémantiques
Comporte

aux
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b) En 1978, j'ai tent&, 3 des fins d'évaluation d'une expérience, la constructior

d'une taxonomie cognitive(l)en prenant en compte autant que possible :

-~ des données sur les psychologies de 1'apprentissage

- la spécificité des acquisitions et des fonctionnements (opératoires) en

mathématiques
-~ les acquis des taxonomies antérieures

Schématiquement, cette taxonomie se présente en 5 classes, qu'il ne faut pas
considérer comme des stades, contenant 3 3 4 rubriques : le modéle mathématique associé
a priori @ la taxonomie est un préordre total. On en verra plus loin des &léments de

contestation.

Classe A : connaissance des outils de préhension de 1'objet et du fait mathé-

matiques . les régles d'action y sont plus subordonnées au signifiant qu'au signifié...

Classe B : analyse de faits et transposition : maTtrise d'un dictionnaire de

transposition entre signifiants d'un méme objet et capacité, par 1'analyse et la

reconnaissance, d'anticiper des actions sur un des signifiants.

Classe C : compréhension des relations et des structures : restructuration

progressive des connaissances englobant le ou les nouveaux concepts considérés et, par
suite, validation possible d'assertions relatives 3 eux et réinvestissement dans des

situations familiéres...

[P

Classe D : synthése et créativité : démarche plus systémique. qu'analytique,
-iasse U - symtn y : ytigq

- -

capacité & créer ses propres exemples , 3 générer des algorithmes, 3 généraliser et

-

réinvestir dans des situations plus &loignées du champ familier...

Classe E : critique et évaluation : distance maximale par rapport d la réalité.

P

les systémes de signifiants sont trés mobiles ; capacité 3 formuler des contre~exemples..

c¢) Restrictions relatives 3 1'idée de taxonmomie :

—~= tous les concepts mathé&matiques ne se construisent pasiet ne s'insérent

pas dans le champ des connaissances de fagon identique.

~ tous les enfants ne s'approprient pas les concepts de la méme facon, dar

(1) Cf. annexe 1



le méme ordre ; ayant une économie propre, ils ne sont pas non plus capables de les

restituer et de les faire fonctionner avec la méme fiabilité et la mBme efficacitéd.

- les procédures de résolution de certains problémes se complexifient avec
1'algorithme de résolution : topologie de 1'algorithme (branches ou boucles par exemple),
mode opératoire (appel plus ou moins important i la mémoire), nombre de notions interve-
nant dans la résolution ... En liaison avec ce qui préc&de, rappelons que les procédures

obéissent 3 un principe d'économie optimale de colt.

~ les contenus de 1'apprentissage définissent un champ conceptuel qui
importe considérablement dans 1'appropriation. Les capacités s'acquidrent 3 travers ces

contenus et leur restent longtemps li€es. Nous le reverrons plus loin.

d) quelques raisons d'utiliser cependant la taxonomie :

- elle met en évidence des objectifs assez socuvent négligés et dans

1'apprentissage et dans 1'évaluation

- elle rend conscient plus objectivement de la complexité des tiches

- elle permet 1'analyse de textes d'exercices et problémes d'ouvrages, en

termes de niveau et d'approfondissemmnt (¢f. grille d'analyse de 1'A.P.M.E.P.)
- elle peut permettre une &valuation différenciée

~ elle peut rendre compte, pour les enseignants, d'une certaine dynamique
.de 1l'acquisition, la connaissance (opératoire) devant €tre prise non comme un &tat,

wais comme un devenir, i.e. un processus de développement.

3. CONSTRUCTION D'UN OUTIL STATISTIQUE

On vient de voir que 1'hypothése taxonomique suppose, relativement & un
concept donné, l'existence d'une variable sous-jacente, ordonnant totalement ou partiel-
lemeﬁt, des capacités de maitrise, de transfert etde créativité & 1'égard de ce concept.
Quelles que soient les restrictions que nous pouvons apporter 3 cette: hypothése, une
expérience locale de validation consiste i construire une suite d'items, sur un concept
quelconque, ‘dont la solution nécessiterait'presque" exclusivement la mise en oeuvre des

capacités énoncées dans la taxonomie. L'hypoth&se taxonomique (préordre total) va



s'interpréter par rapport au test de la fagon suivante :

La réussite 3 1'item E, relatif 3 1la classe E suppose ou entraine la réussit:
d 1'item Dj’ relatif & la classe D ; cette derniére réussite entraine celle 3 1'item Ck
relatif 3 la classe C, etc... Autrement dit, la validation doit s'éprouver 3 travers
1'emboitement attendu des groupes d'éléves ayant réussi successivement 3 Ei’ Dj"Ck"‘

pour les i, j, k,...indigant les items des classes E, D, C,...

11 s'tagit donc, pour tester cette hypothése, de construire un outil
d'évaluation de la conjecture du type Ei=° Dj' Notons encore pour simplifier : E{a) et
E(b) les sous-ensembles d'une population d'@léwv

e T représentant respectivement ceux d'entre eux

E 7 s E(b)

s_‘.“ '\ (g,)" ;"“

— o tester la validité de E(a)c E(b).

, ayant réussi aux items a et b. Il s'agit de

L S

eea,
e

accord avec l'hypothése

M'inspirant de la démarche générale de I.C. Lerman dans la définition de ses
indices de similarité, j'ai traduit le test par la donnée d'un séuil d'acceptation
de a == b d partir de la fréquence de a .b (taill
de E(a) ~ E(b)) eu &gard aux tailles respectives

de l'ensemble E des &léves, de E(a) et de E(b).

désaccord (faible) avec 1'hypothése

Plus précisément,notons :

card E = n card E(a) = n(a) card E(b) = n(b) card[E(a)+E(b)] = nfaib)

Supposons un tirage au hasard d'une partie X munie de propriétés cardinales
analogues 3 celles de E(a) {par exemple, card X = card E(a)l, la loi du cardinal
aléatoire S de X»E(b) suit, selon l'analegie retenue une loi hypergéométrique; ou une
loi de Poisson. C'est cette dernidre forme que nous utilisons maintenant (dans ma thése

c'était la deuxiéme forme).

Les paramétres de S, v.a. de Poissen, sont :

g . BRfa) nb) et o = Y/u(a) n(b)
n

n



.. S =-§
et la loide 5 @st approximativement normale pour des valeurs de S assez grandes.

: ‘
i }
{ - - i
.. . s P - n{a~b) - § . e
Ainsi, 1'indice observé :jq(a,b) = *£-12%-~—- est un indicateur du

degré de 1l'implication : a=> b.

Plus il est petit (grand en valeur absolue), plus

. (a? b) au seuil 1a taille observée pour E(asb) est faible par
(a=b) . de 57 rapport & celle que 1'on pouvait attendre d'une
au seuil P PP 1 P

' ‘ . absence de liaison entre a et b et donec des

de 52 7
e tailles des parties E{a) et E(b).

Un seuil dq correspondant au seuil de 57 permet de prendfe la décision :

si n(a)>n(b}) on refuse a=b

; {E(a) < E(b)
si n(a)<n(b) eti ou on accepte : (a = b) au seuil de 57
i.._(I(aQb) f_ qo

2
- e _ X
' — =, ] /q(a,bg T 7 dx
Notons qu'ainsi :y [ q(a,b)] =1 = — |
. t

Jen J} :

est d'autant plus proche de 1 que q(a,ﬁ) est petit. Cette valeur Bst retenue pour

définir 1'intensité d'implication.

4. CARACTERE OPERATCIRE DE L'INDICE SUR UN TEST TAXONOMIQUE

Avec 1'aide d'enseignants du secondaire, j'al construit, sur le concept
de symétrie centrale, un test en 42 items, chacun de ceux-ci étant censé opérationaliser
au moins un ' objectif de la taxonomie. Les résultats fournis par 401 Eléves dé¢ classe
de 4&me, sont traités par 1'indice d'implication précédent et conduisent & 1'élabora-
tion d'une matrice booléenne d'implication au seuil de 57, puis 3 un graphe orienté,
sans circuit, dont l'ensemble des arcs et des chemins sera analysé en, terme de contenu

et de tache.
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; e La structure condensée, ci-contre, du graphe orienté

e ,‘f\ S e - g
; s . s . .
\\ L met en évidence le fait que la taxomomwie est globale-
\! i . . P :
- N ment convenablement respectée en tant que préordre
, C=R} . . . . . ey -
e E/ iy partiel : elle n'induit pag ccmme il fallait s'y
T et
S o . attendre, d'ordre total sur 1l'ensemble des items. Le
"A\\g D, _ préordre total sur l'ensemble des 5 classes, simple-
——~uil .. C,
(o ment examiné en termes de performances respectives at
4
\\ items relevant de ces classes (performance moyenne er
\'
3 .
A > performance moyenne en B ... performance moyenr
en E), est valide dans 427 des cas~&léves.

Mais cette satisfaction acceptable ne doit pas cacher la richesse des

Yemarques d'ordre didactique apparues par l’analjse du graphe.

structure

e it s e et

condensée

du graphe
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La structure condensée obtenue # partir du graphe défini par 1'indice binomid
montre :clairement que la nature du contenu importe trés fortement dans la capacité 3
résoudre les items. Une observation,m@me rapide, des &l&ves, permet de confirmer ceci
presque quotidiennement. Il n'y a que trés difficilement transfert des procédures d'une
représentation ou d'un champ conceptuel 3 un autre. L'illusion du concept 3 1'Etat

pur est 3 battre en bréche.

De plus, le réinvestissemnt de 1'appréhension physique du concept, c'est-a-

dire des opérations concrétes effectuées sur lui,

vers des situations plus formelles, apparait lui
‘aussi en dega dés espoirs que 1'on y avait placé.
En effet, une ahalyse des résultats de la sous-—
population des &l&ves ayant manipulé du matériel
sur la notion géométrique de symdtrie centrale,
montre {cf ci-contre) des conclusions relativement
voisines de celles de la population globale : ceci

n'invalide en rien les nuances, cit@es dans ma

thése, entre les 2 types de population.

iy

Enfin, sur les 2 graphes, on remarque le r8le carrefour joué par un item(fgl)
qui admet une nature "mixte" : contenu géométrique pour une tiche algorithmique.
Ce phénoméne est rencontré, de fagon plus atténu@e sans doute, dans d'autres points-
doubles du graphe : les items correspondants relévent de 2 caractéres définissant les

arcs incidents vers 1'intérieur 3 ces items.

5. CARACTERE OPERATCIRE DE LA TAXONOMIE

Ces résultats incitent 3 la prudence quant 3 1'emploi de la taxonamie en
tant que préordre total, mais ne renient pas son efficacité. Par exemple, avant de faire
1'essai de validation décrit ci~dessus sur le concept de symétrie centrale, je 1'ai

utilisée pour différencier les acquisitions de 2 populations d'éléves :

- d'une part, environ 600 €lé&ves francais qui ont suivi pendant 2 ans un

cycle expérimental en 48me et 3&me de collége



...lo_.

-~ d'autre part, environ 500 &léves frangais qui ont suivi un cycle

traditionnel.

Ces Bléves soumis 3 un test d'entrée en 4éme y ont montré des différences non
significatives sur 1'ensemble des capacités développées. Par contre, a la sortie de
3eme, une différence significative au seuil de 57 (et méme 1 ressort en faveurdes:classes
expérimentales. Une analyse taxonomique, 3 partir d'une classification a posteriori de
items du test, montre mieux ol se situent les différences : les &carts entre classes
expérimentales et témoins vont croissant , en faveur des premiéres, des capacités
répertoriées en classe taxonomique A i celles relevant de la classe E. J'effectue
actuellement une étude plus fine du graphe d'implication qui semble d'une grande

richesse didactique.
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Aunexe 1

TAXONOMIE D'ORIJECTIFS COGNITIFS

CLASSES lkUBRIQUES OBJECTIFS ACTIVITES ATTENDUES
A 4y Connaissance de la terminologie et du fait associer
spécifique assembler
Connaissance des Az Capacité d'action intériorisée sur 1l‘'évo~ simuler
cutils de préhen~ cation d'une forme physique du concept cbserver
sion de l'objet
et du fait Aq Capacité de lire des cartes, des tableaux, déchiffrer
mathématiques : des graphiques, des notices décrire
A4 Effectuation d'algorithmes simples organiser, calculer
B Bl Substitution d'une démarche représentative | abstraire
3 une manipulation prolonger
Anticipation graphique induire
Analyse de faits
ot ¢ i Bz Reconnaissance et usage d'une relation analyser
°t transposition implicite simple ol intervient 1l'objet comparer
mathématique connu
83 Traduction d'un probléme d'un mode dans un |schématiser,traduire
autre avec interprétation transposer
C Cl Compré&hension du concept, de ses relations reconnalitre
avec les autres objets mathématiques construire
Compré&hension des ¢, Compréhension d'un raisonnement mathéma- justifier
relations et tique : justification d'un argument
des structures C3 Choix et ordonnancement d'arguments déduire
C4 Application dans des situations famili3res |analyser,abstraire
appliquer,interpole
5 D, Effectuation et découverte d'algorithmes ' [organiser,calculer
composites et de nouvelles relations optimiser
D2 Construction de démonstrations et d'exem~ {illustrer,démontrer
Synthése et ples personnels valider,créer, '
inventer
lréativité ' PECEY T
Dy Découverte de généralisations jgeneraliser,indulre
prévoir,extrapoler
D4 Reconnaissance du mod&le et applications >modéliser,identi~
dans des situations non routinires fier,différencier,
classifier,résumer
- vl 9
E El Distinction du nécessaire et du suffisant | formuler des hype~
théses, déduire
ritique et E, Critique de données et de méthodes ou de | contrdler,optimiser
valuation modéles résoivants prevolr, critiquer
questionner,vérifie
Eq Sgitiqgg d'argumentation et construction critiquer,tolérer
contzre~exsmple contredire
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Annexe 2

METAMORPHOSES D'UN TEXTE D'EVALUATION

Voiel enfin wun exercice de style. Nous le proposons pour montrer comment,
& partir du conmtenu central d'une question, pauvre en L'occurence, on peut envichir
et élever les niveaux de complexité de la question et comment om peut solliciter

chez 1'8léve des activités de types divers.

Nous offrons, pour des classes de 3éme, des métamorphoses du noyau :
T2 (x-2)>36", a l'aide d'objectifs qui figurent dane la taxonomie citée dans 1'anneze |
Bien entendu, certains textes me sont pas 4 livrer comme tels aux éléves ; sans doute
y aurait—il besoin d'une adaptation et d'ume préparation par un apprentissage parti-
culier. Mais le pari est tenu qu'une question peut changer d’aspect, faire ainst
appel & des niveauxz supérieurs pour un contenu mathématique déterminé. Cette démarche,
facilitée par des outils d'évaluation cités plus haut, permet d’ouvrir 1'éventail
des comportements évalués, c'est-d~dire de prendre en compte, dans l'évaluation,

des objectifs négligés quelquefois.

I - Métamorphoses dans la complexité

-
/
¢

ijeggéf;él : gonnatssance de la terminologic et du fait spécifique

1ere_poseibiliss

-

- . ~ -~,+ P
ot ['expressicrn, on x € 2 ¢ &(x~ 2) % 36

L

Bst-ce wune dquction ¥ wie égalité 7 une Indquation ? wne indgalité 7

28me poggihilits

I L » o w - + * L . ~ +

Vérifier que 15 satzefait l'indquotion suivante od x € 2 ;

Sl = 20 3 36.

(vartante owverte : "i8 satisfart-il l'inéquation précédente ?")
Objectif A, ¢ Effecruatior dlalgoritimes sirples

-+

Régowire cur 2 1'indguation : 3(x = 2} » 36. ‘

Objectif B, : Traduction d'un probléme d'un mode dans wn_autre
LA -

Traduive le probléme posé représenté par la figure wci-contre et

z N le texte qui l'accompagne, par une inéquation : "om veut que

A~

Y

Zem  le triple de la longuewr ds AC soit supérieure ou égale 4

2N T

e 1
~ 3 36 om ”.
W &
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Objectifs €, =3 i Compréhension_d'wn_vaigonnement : Justification d'un

ptiectiy &

arqument, choix et _ordommancement d'arquments

P , .
Résoudre sur 7 1'inéquation suivante :
(x -~ 8)% - 6430

g ¢ Appl tcatron _dang deu sttuations_familidres

Jean, Jacques et Pierre ont autant d'argeni dane leur porte-monnaie.
On m'a dit que, méme en lewr enlevant 2 F & chacun, ils ont en

tout plus gque ma fovtwie qui est de 36 F.

Combien chacun a-t-il au moins dans son porte-monnate ?

Indiquer la procddure de recherche.

Cong truction_de démonstration et d'exemples perasonnels

Objeatif 0, :
. ) “

obleatif D 4

N , - . +
Résoudre 1l'indquation suivante dans 2

—1.1'—28;0

ggr*as avoiy trouvé wic’ vaZem’ de x Za satzsfazscmt.

: Recormaissance _Jdu_modéle et application dans wne situation
non_routiniére ’ '

Vmcmte 1:

- - > g

" Quel est l'3ge minimum que peut avoir Pierre sachant que si on
le rajawnit de dewxr ans, le triple de-son dge est tout de méme

axpemew’ ou égal d celui de som pére qui est de 36 ans ?

Varignte 2 :

Objectif E

J'accepte de parier 400 F que le 13 ne sortira pas d la z'oulette
lors d'wne partie déterminde (36 numéros de 1 a 36).

Quelle somme devrais-je inciter d faire parier mon adversaire qui
Jowe le 13, afin que mes chances de profit me garantissent de

ne pas perdre d'argent ?

Dans les deux cas, on indiquera, avee clarté, la méthode utilisée.

: Critigue de donmées

2

on diépose d'un segment AB, obtenu en enlevant 2 cm d la longuewr
‘d"wn segment initial S. On juxtapose 3 segments tgométriques 4
AB pour constituer wn cSté d'un triangle dont les au'i:ms edtés
ont pour longuewr 12 et 48 om. Quelle longuewr doit avoir le
segment S pour que cette construction gsott posstble ? (On
indiquera toutes les solutioms entiéres acaeptb_bles et la méthode
utilisée).
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Objeetifs Qz - E, ¢ Distinction _du nécessaire et suffisant et critique d'argu-

meritation_aveg construction _de contre~exemple

Voietl la résolution, peut-8tre erronée, d'wne inéquation of
L'inconnus est élément de I' :
- 48z + 3x% ¢ - 84
$
- 3(18x - xz)(’s -3 x 28
16x - x* ¢ 28
N ¢
x- = J6x + 28 > O
$
x? - 4z + 4> 1%z - 24
L,
(x = 2)% » 12(x ~ 3)
-4
-2 3 12
$
x » 14
Indiquer, s'i} y a lieu, qielle(s) Eguivalence(s) du type p g
estdsont] famsse(s). A chagye fois, donner we valeur de r
saticfaigawt }'indquation p et ne satisfaisant pas 1'iméquation q.



