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THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE, SUR LES GROUPES DE LIF NILPOTENTS,

POUR DES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES

Albert RAUGI
INTRODUCTION
Soient E un espace L.C.D. ; (g ,‘?,(Xn)~ nZ_O’GPx)xE_E)une chaine de

Markov sur E, de probabilité de transition P admettant une mesure de probabilité

invariante V.

Soient (N, o) un groupe de Lie simplement connexe et p une applica-

tion borélienne de E dans N.

On s'intéresse a 1'étude du théoréme de la limite centrale pour la

suite de v.a.

sn = D(X])O....o O(Xn) , n>1,

Nous disons que Sn est un produit semi-Markovien.

Dans le cas oi (N, 0) est le groupe additif des réels (R,+),

Rosenblatt ([ 3] , théoréme 2) a montré le résultat suivant :

Théoréme : Supposons que £a mesure u =p(v) possede un moment d'ondre 2 ;

que £'opérateun P so0it de rayon spectral <1 sur I.g' (E,v) = {f G]LZ(E,\)) :ffdv=01};
2

et que var(p (Xi)+.. .+ p(Xn)) v no avee 0>0.

Mons fa suite de v.a. { CEDY %0 Gn)afpn (o),
/n 02 n>|

sun (9, F , P,), converge en Lod vers La Loi normale centrle de variance !

déginie

Nous montrons qu'un tel résultat subsiste, pour un groupe de Lie



nilpotent simplement connexe quelconque, en supposant seulement que P est un

opérateur quasi-compact, sans valeur propre 1, de Ié (E,v).

Une autre motivation de cette étude est la suivante. Lorsqu'on veut
8tablir un théoréme de la limite centrale, pour des v.a. indépendantes et
8quidistribuées, sur un groupe de Lie G ayant un nombre fini de composantes

-~

connexes, on est amené 3 &tudier un produit semi-Markovien sur un groupe résoluble

Considérons, par exemple, le groupe G des matrices triangulaires
supérieures d'ordre d, 3 coefficients complexes. Soient yu une mesure de proba-
bilité sur G possédant un moment d'ordre | et {Yi}i>l une suite de v.a.
indépendantes et de loi yu -

Si g = ((aij)) € G, posons

a..(g)

11 o s
Gij(g) = 108'-;;5T§3| et T, = fG 8;5(8) uldg) , l<i<jed.

Considérons alors les trois sous—groupes suivants de G :

G = {((aij)) €G : a;; =1 , i€{l,...,d} et a;; = 0 si rij_p,.1§j<jfg}
u . ..
= ..))EG : a.. = ..
G, {((313)) G a; 0 si i # 0, 1<i<j<d}
i . . .
= ..))EG : a,, = € .o L. = i T..
G, {((alJ)) G: a. 1, i€{1, ,dl} et a5 0 si leip’ 1<i<j<d}

Le sous—groupe GB normalise les sous—groupes GH et GE et le groupe G posséde la
décomposition unique G = G GS GE . Appelons g_, g et n, les projections

définies par cette décomposition.

Nous savons ( [1] théoréme (9.2)) que

i) pour tout g€G, la suite de v.a. { m_(y .y )} converge p.s. vers

. L 1 n n>1

une v.a. Z indépendante de g. -~
ii) pour tout g €G, la suite de v.a. { ﬂ,{(gyn...yl)}n)1 converge p.S. vers

~
une v.a. Z indépendante de g.



On en déduit que v_(yl...yn) et n+(y]...yn) convergent en loi
respectivement vers les lois de Z et Z. Il nous reste donc 3 &tudier wo(yl...yn).
S'il n'y a pas de "télescopage" (i.e. ﬂo(Gt Gt) = {e} ), nous avons

no(Y]...Yh) = -rro(Y])...ﬂo(Yn) s

autrement dit WO(Y].;.Yn) est un produit de v.a. indépendantes et de loi no(u).

Mais en général, il y a "des téléscopages' et nous avons

vo(Y]...Yn) = NO(Y]) no(w+CY])Y2)...ﬂo(w+CY]...Yn_l)Yn)

En introduisant la chaine de Markov (1r+(Y1...Yn l),Y ) sur GE x G,
- n
on voit que WO(Y]...Yn) et un produit semi-markovien sur le groupe résoluble Gg.
Dans le cas ol, pour tout l<i<j<d, Tij est nul si et seulement si

u
0
se plonge alors dans un produit semi-direct d'un groupe nilpotent par un

1 '"homomorphisme eij est nul, G, est un groupe résoluble de type rigide ; Gg

-

groupe compact L ; si bien que nous somme amenés 3 étudier un produit semi-

Markovien sur le groupe nilpotent N,...

Les principaux résultats sont &noncés dans les sections 2 et 3.

Ils ont &té résumés dans ([2]).






1.- PRELIMINAIRES

Soit (N, [, ]) une algébre de Lie nilpotente réelle de dimension p et de
2 o [N,N12...2 N = [N,NT 1o N < (o}

sa série centrale descendante. Nous désignons par ¢ [N] 1'algébre des fonctions

longueur r. Nous désignons par N] =NZN
polymdmes sur 1l'espace vectoriel N(X ]Rp) .
(1.1) Définitions. Pour tout &lément T de ¢ [N] , la fonction qui au couple (u,v)

associe T( [u,v] ) est une fonction polyndome sur NxN. Nous disons qu'une notion

de degré sur ¢ [N] est compatible avec la structure d'algébre de Lie de (N,[,])

si pour toute fonction polyndme T sur N, T( [u,v] ) est la somme de mondmes de la
forme A(u)B(v), avec dgA + dgB <dgT. Nous disons qu'une notion de degré sur ¢ [N]

est homogénement compatible avec la structure d'algébre de Lie de (N,[,]) si pour

toute fonction polyndme T sur N, T( [u,v] ) est la somme de mondmes de la forme

A(u)B(v), avec dgA + dgB = dgT.

(1.2) Une notion de degré sur @ [N] s'obtient en choisissant une base {e.}l .
. <1l<p

de 1'espace vectoriel N et en attribuant un degré i chacune des coordonnées

{xi}l<i<p’ associde 3 cette base. On convient que le degré [ resp. la valuation du

polyndme nul] est (-«) [ resp.(+=)]. Nous disons alors que {ei}]<i<p est une base

de référence pour cette notion de degré.

Pour qu'une notion de degré sur € [N] soit compatible avec la structure
d'algébre de Lie de N, il faut et il suffit que la propriété de définition soit

vérifiée pour les fonctions coordonnées {xi} , d'une base de référence. Comme

1<i<p

x,( [u,v]) = ]dik(p xp(w)x (V) x;(Ley, e 1), u,veEN,

il faut et il suffit que xi( [eg, ek] ) = 0, pour tout triplet (£,k,i) tel que
dgxz + dgxk >dgxi .

Nous avons alors, pour s€{l,...,r} , pour Upses g € N et pour ie{},...,p }:
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(1) xi([ul[uz...[us_],usl---]]) = z C[ .. ps Xzful)"xﬂs(us)
{2,. .zs)em—{o})sz

dgx£]+..+dgx£;§dgxi}

. . . . k+1]
En particulier, on voit que si k = dgx,, alors xi(N ) = 0.

(1.3) Définition. On appelle suite graduée d'idéaux de N, toute suite décroissante

d'idéaux (U’)i>l telle que

i) 3] = N et 3 partir d'un certain rang jl = (0)

. o
ii) [3%, 191 I, pour tout i,j>1.

Le plus grand entier r tel que ﬁ r # (0) est appelé la longueur de la suite

graduée d'idéaux (jl)i>].

(1.4) Définition. Soit (31)i>l une suite graduée d'idéaux de N de longueur r.

Pour i €{0,...,r}, notons q; la dimension de 1l'espace vectoriel N(5i+l . Nous

disons qu'une base ordnnnée {ek} » (p = qr), de N est adaptée 3 la suite

1<k<p

+1"‘,°q-} est une base
i

graduée d'idéaux (31)i>1’ si pour tout i €{1,...,r}, {e
- i=1

d'un supplémentaire de 31+ Gans Bt

(1.5) Définition. Nous disons qu'une notion de degré, notée dg, est "plus petite”

qu'une notion de degré, notée dg', si pour pour toute fonction polyndme T sur N,

dgT <dg'T.

(1.6) Notion de degré sur @ [N], associée 3 une suite graduée d'idéaux.

Soit (’je) une suite graduée d'idéaux, choisissons une base {e.}, . de N
2>1 . i'1<i<p

adaptée 3 cette suite. En posant

dgx, = sup {LEN : e € 14,
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On obtient une notiom de degrd sur € [N], compatible avec la structure d'algébre

de Lie de N, et indépendante du choix de la base adaptée {ei}l<i<p'
La notion de degré sur € [N] ainsi obtenue & partir de la suite centrale

descendante de N est appelée "notion de degré usuelle". C'est la plus petite des

notions de degré sur € [N] compatible avec la structure d'algébre de Lie de N.

Réciproquement, donnons nous une notion de degré sur € [N] compatible

avec la structure d'algébre de Lie de N. Soit {ei} une base de référence

I<i<p
pour cette notion de degré. Pour tout £ EiN*, appelons DK 1'idéal de (N,[, 1)
engendré par les e, tels que dgxijll . On obtient alors une suite graduée d'idéaux

-

et la base {e.} est adaptée 3 cette suite. La notion de degré associée 3 1la

i'1<i<p

suite graduée (J) )Z>l est alors plus petite que la notion de degré considérée.

(1.7) Munissons N du produit o défini par la formule de Campbell-Hausdorff,

uov=u+v+12[u,v]+... (u,vEN)

(N,0) est alors un groupe de Lie nilpotent simplement connexe.

L'application qui au couple (u,v) de NxN associe T(uov) est une fonction
polyndme sur NxN. Une notion de degré sur € [N] est compatible avec la structure

d'algébre de Lie de N si et seulement si, pour tout &lément T de € [N] , vérifiant

T(3) = 0 , nous avons

(2) T(uov) = T(u) + T(v) + AT(u,V) , (u,vEN),

ot A est ume fonction polyndme sur NxN dont le degré global est inférieur 3
1.

celui de T et les valuations partielles de AT sont supérieures ou égales i

[ En effet il suffit de vérifier (2) pour une base de référence. (2) est alors une
conséquence immédiate de (]). Tandis que (1), pour s = 2, s'obtient 3 partir de (2)

en remarquant que :

{(tu)o(tv) - t(u+v)} 1.

[u,y] = lim 5

t>0 t
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(1.8) Donnons nous une notion de degré sur € [N] compatible avec 1a structure
d'algébre de Lie de N. Choisissons une base de référence b = {e.} |<j<p POUT cette
1<p

notion de degré et notons {x } le systéme de fonctions coordonndes associédes

]<1<p
d cette base. Pour tout réel t >0, posons

xi(u)

—_ =75 €, (uEN).
tdgxi/2 i

Uz(u) = E

i=i

Nous définissons ainsi une famille d'automorphismes d'e.w sur N. En général les

U: ,» t >0 , ne sont pas des automorphismes d'algébre de Lie de (N,[, ]).

Des relations

:([u,v]) = C x,(u) x (v), i€ {1,...,p} »
e (e, kEZN*: dgx, +dgx,<dgx, } 2k "0

il résulte que

[u,v]b = lim Ul/t [ U (u) ’ U (V)]
t-’O+

existe pour tous u, VEN , et 1l'on a

b I3
fu,v] = ) C xp(u) (v) , i€ {1,...p}
{za kGEN‘: dgx£+dgxk = dgxi} lsk 2 xk

On vérifie facilement que : [, ]b est un crochet de Lie sur N ;
(N,[, ]b) est une algébre de Lie nilpotente de longueur égale i celle de (N,[, ]) ;
la notion de degré sur € [N] considérée est homogénement compatible avec la
structure d'algébre de Lie de w,[, 1] ) ;s et les Ub , t>0, sont des automorphismes

d'algébre de Lie de (N,[» ] By.

b . .. . b
Appelons o le produit sur N associé au crochet de Lie [, ] par la

formule de Campbell-Hausdorff. On vérifie que

i) uo® v = lim ul/t (U (u) oUP (), (5,vEN
t-’O+

a
ii) Pour toute fonction mondme T = x° = x]]... xgp, «€NP-{(0,...0)},
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T(u ob v) = T(u) + T(v) + ZT(u,v) , (u,vEN),

ol AT se déduit de AT’ (voir (1.7) , en conservant uniquemént les mondmes de degré

égaux 4 celui de T.

(1.9) Définition . Soit u une mesure de probabilité sur les boréliens de N. Nous
disons qu'une notion de degré sur € [N] est adaptée 4 u si pour toute fonction

polyndme T de degré I,

fy 1T | u(@u) <+ et [ T(w) u(dw = T(0)

(1.10) Définition . Une mesure de probabilité u sur N est dite centrée si la
notion de degré usuelle sur € [N] est adaptée 3 u . Si n désigne 1l'application

naturelle de N sur N/[N N]°® nous avons alors
’

fN m(u) u(du) =0 .

(1.11) Suite graduée d'idéaux associée 3 un Elément de N

Considérons l'ensemble

E ={(L ,k) ENxN : 0<k<£}U{(1,1)} muni de la relation d'ordre total
> définie par )

2>
£,k) > @' ,k")={ ou
£ = 2" et k>k'

On vérifie aisément que l'ordre ainsi défini sur E est celui qui est

induit par la bijection :

*
o : E*N 2 (-1)/2 + k + 2 si £>2

(Z-’k) > G([,k) = { k + 1 si E:I

Nous appelons suite graduée d'idéaux associé 3 un élément x de N, la

suite graduée d'id&aux de N définie de la fagon suivante
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1% =5, 1@ = e

ot 3£’k(x), (£,k) €(E,>) avec £>2, est 1'idéal de N£ engendré par N£+1 et par

les crochets de £ &léments de N dans lequel figure au moins k fois x.

2 . L . 1a s s
Lorsque x € N° , la suite graduée d'idéaux associée 3 x n'est autre que

la suite centrale descendante.

(1.12) Définition . Soit x un élément de N, nous appelons notion de degré suivant x

la notion de degré sur C [N] induite par la suite gradu@e d'idéaux associée 3 x

(voir (1.6) et (1.11)).

2 . i . .. .
Lorsque x€N°, la notion de degré suivant x coincide avec la notion de

degré usuelle.



2.- T.L.C. THEORIQUE : CAS HOMOGENE

(2.1.) Notations

Soit (@, F, (Xn) (IE’x )XGM) une chaine de Markov sur un espace

n€W’
localement compact & base dénombrable M, de probabilité de transition P admettant

une mesure de probabilité invariante v .

Soit (N, [ , 1) une algébre de Lie nilpotente ; nous désignons par
C[N] 1l'algdbre des fonctions polyndmes sur 1l'espace vectoriel N ; et nous notons o
Ye produit sur N associé au crochet de Lie[ , ] par la formule de Campbell-
Hausdorff.

Soit {pn} une suite d'applications boréliennes de M dans N, pour

n21

laquelle 11 existe une notion de degré sur € [N] , homogénement compatible avec

la structure d'algébre de Lie nilpotente de N et adaptde aux mesures

wo = e, (vXvoir définitions (1.1) et (1.9) ). Nous désignons par b = {ei} 1<i<p

une base de référence pour cette notion de degré et par {x.} . le systéme
Tolsizp
de fonctions coordonnéesassocié & cette base.

Nous appelons di le degré de chaque coordonnée s i€{1,... , pl.

Pour tout a = (a . ap) en® , nous désignons par x la fonction mondme

a a p
X L., X P et par 4 = 2 a. d. le degré du mondme x¥. Nous posons
1 jo] a 1=1 11
Q = sup {d; 12 i< p}
- . o o P <
l(un) = sup {kEN : )’N | x (u) | un(du)< te, ¥oENY 4 < k}

Pour tout entier naturel n> 1, nous définissons

 (u)
U (u) = )y X e. (uEN)
n ii Wk
i
n
Sn(t) = ,Un(pn(X1) o+t 0 On(X[ nt]) oint} pn(X[nt]H)) (t>0)

= Un(on(X1))o.... )i 1 O{nt}U P (X[nt,]+1))
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Enfin, pour tout &lément v de N, nous définissons

D. f(u) = 1im fluotv) - f(u) (uEN)
v t-’O t ’

. 1 L. .
lorsque f est une fonction de classe C sur N. Nous écrivons Di au lieu de De s
i
i€{1,... , p}.

(2.2) théordme : Avec fLes notations de (2.1), supposons que

i) (existence de moments d'ordre suffisant) :

pour tout n>1 , L{w ) >m = sup {4,2q}

ii) (convergence des moments) :

pour tout mondme x* , o€ NP, If_da<_m , et pour tout 2> 0,

d /2
. a {ntl] - a a
Lhm E\)[x (Sn(—;l-))] = 2 olx7),

ot o(x%) est un ndel indépendant de £%.

iii) pourn tout monéme x® de degrl 2 [resp.1] , et pour tout >0, £La suite
de fonctions {E. [x“(sn(t%]))]} , >] Converge, dans IL’(M,v.\, vers ¢ o(x%)

[resp. verns zénol.

iv) pour tout mondme x* , €N, If_.da <m, La suite nZelle

(n~dup {0, (da/Z)-l}

[y X% (w) [ (du)} est beante.

nzl

ALors, pour tout t >0, La suite de v.a. {S (2]}  ; définie sur

(@, F, P ), converge en Loi vers fLa Loi au temps t du semi-groupe de convolfution

(Vel o0 st (N,o) de géndrateur infinitésimal

A— z O-(x-’('-) D,(:‘*']_ z o(x-’x’)‘D-Dj

. 2 .L.
(4:d =2} @, f:dgd =1} “i4



)

(2.3) corollaire . Avec £es notations du théonme (2.2), Lonsque pour tout entiel
n>1, o, =0, Les conclusions de ce théoneme »5'appliquent dés que :

i) 2{u) >m = sup {4,2q¢}

ii) pour tout mondme x* , non constant, de degré <m, La suite

E, [x*(S,(1))1} ,, converge vers un réel o(x%).

iii) pour tout monome x* de degnZ [ resp. 11, La suite de fonction

E. (S}, converge dans L' (H,), vers o(x®) [resp. vers zéno].

Le théoréme (2.2) suppose l'existence de moments supérieurs 3 4.

Cependant, dans le cas abélien (q = 1) nous avons :

(2.4) théoréme. Soit (q, F, (xn)nEN , (H;c)xEM) une chaine de Markov sur un espace

L.C.D. M, de probabilité de transition P admettant une mesure invariante v.

Soit {p, Y sy une suite d'applications de M dans RP, p € N*, zetse

que Les mesunes de probabilite W, T p,(v] sodent centries. Nous d2signons par

{x;} I<i<p Les coondonndes de RP et pan I | une nonme sun RP.
Pour tout £ > 0, nous posons
- L
Sale) = = (o (Ky) vt o X ) (nthoy (X )]s 2T
Supposons que :
A sup [ luf|? u (du) < 4
n>1 d n
— R
AL)  pourn tous £,k € {1,...pl,
[nﬂ 1! (M, v)
E.[x,(S,( N =550

7

n->+

oa op | est un néel indépendant de £.

Alons Les deux assentions duivantes sont Equivalentes :

(A;) Pour tout & >0, La suite de v.a. {S,(¢)} deginie sur (2, 5P ),

n>1 °
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convenge verns fa Loi gaussienne de matrice de covariance

Wto, Nijetr,... p)

(A ) Pourn tout néel a > 0,

Lim  Lim Aup
120

]
(>~
.

(2.5) Corollaire. Avec Les notations du thZorme (2.4), Lorsque Py = P>
Vn > 1, supposons que :

4 [ d I U.qu(du) < 4o (avec u = p(v))
R

iL) Poun tous £,k € {1,...,p}

] IL(M\))

E.[xz(sn(l))] = Fn E.[xt(p(xl) +...4 D(Xn”] W—) 0
E[(x, x,) (S {1])] =+ E[x, x,(p(X,)*.. +p(x1)11—‘“—’>
12 TR n R A ) 1 £k

Alons Les deux assertions suivantes sont dquivalentes :

(A ) Pour tout £ > 0, La suite de v.a. {S (%)} définie sun (Q,F,Pv),

n>1 "’
convenge vens La Lod gaussienne de matrnice de covariance ((% o j) )A.,JG{I .ot
(A,) La suite de v.a. {IIS (1)|| }n>l , définie sun (Q, F,P }, est undfonmément
intégnable (i.e. L&im éap I{IIS (1] [>ed s, (1)![ = 0).

Crte

Les résultats de cette section sont prouvés dans la section 6.


http://mauu.cz

3.- T.L.C. THEORIQUE : CAS NON HOMOGENE

(3.1) Notations

Soit (@, F, (X ) (P.) ) une chaine de Markov sur un espace

n'n€N’ X' XEM

localement compact & base dénombrable M, de probabilité de transition P admettant

une mesure de probabilité invariante v.

Soit (N, [ ,]1) une algébre de Lie nilpotente ; nous désignons par C[N]
l'algébre des fonctions polyndmes sur 1'espace vectoriel N ; et nous notons o
le produit sur N associé au crochet de Lie [ ,] par la formule de Campbell-

Hausdorff.

Soit {pn} o> 1 une suite d'applications boréliennes de M dans N, pour

pour laquelle il existe une notion de degré sur C[N], compatible (non nécessairement

homogénement compatible) avec la structure d'algébre de Lie nilpotente de N et

adaptée aux mesures u = pn(v), n> 1. (voir définitions (1.1) et (1.9) ).

Nous désignons par b = {e.} une base de référence pour cette notion de degré
1<i<p
et par {xi} le systéme de fonctions coordonnées associé & cette base.
1<i<p
Nous appelons 4. le degré de chaque coordonnée X5 i€{1,... , p}.
Pour tout @ = (a,,... , @_) EINP, nous désignons par x* 1a fonction mondme
1 p
@, a v
X ceeo x P et par 4 = E @. d. le degré du mondme x*. Nous posons
1 jo] o j2q 01
q=sup{d; : 1<i<p}
Va, .
¢(u) = sup {|xi(u)| 1 . i€{1,... , p}}, (uEN)
et T(un) = sup {k>1 : '{N [¢(u)]k un(du) <o }

Pour tout entier naturel n >1, nous définissons

P
U= ) %W e;  (u€N)
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et S (t) =U_(p (X)) ouev o p (X o) olntde (X 1y 1)) » (£20).

[en général Sn(t) # Un(pn(X1)) 0... © {nt}Un(pn(X[nt]H)) 1]

Nous notons qb le produit sur N défini par

u'.obv= 1im U (U

tn Oy Vn(u) o U1 (v)), (u,v€N). [voir (1.8)]

5

(3.2) Supposons que pour tout entier n2>1, T(un)z_m.= sup {4,2q}. (voir (3.1)).
Pour tout entier k tel que 1<k <m, nous désignons par E, le s.e.v. fermé de

IL.m/k(M,v) engendré par les &léments g de la forme

1 1 1

(%) PEL(T, 00 ) [P, o p )eealP (T, 000011,

k
avec ) dg T, <k, n€N", LLEW Vi€{1,..., k} , avec 1.>1 si dg T; #0
i=1 :

On convient que PO = I et que EO est l'ensemble des fonctions constantes sur M.

[on notera que d'aprés 1'inégalité de H&lder,

gl <
ILm/k(M,\)) T i

Nous disons que le triplet (P, \),{pn}n ) vérifie 1'hypothése (H) si

> 1
pour tout entier k<m-1, P est un opérateur quasi-compact, n'admettant pas la
valeur propre 1, (il peut y avoir des valeurs propres de module 1, différentes de 1)

sur

EE = {g€E fM g(x) v(ax) = 0}.

k H
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(3.3) Pour tout n»l, nous désignons par Q, la probabilité de transition sur

NxM définie par

Qf(uwx) = P o (x), od ¢ (y) = £(uon(y), ¥), (yEm)

Alors {(pn(X1) o ... 0 pﬁ(Xn), Xn)} 0> est une chaine de Markov sur NxM, de

probabilité de transition Q .
n
Pour toute fonction borélienne sur NxM, nous posons
-~
P f{u,x) =o{r(u,.)] (x) (UEN, XEM)

ot ¥itun) = [, fluxdvlan)  (uen),

lorsque res expressions ont un sens.

v ~ . . . .
P et v prolongent respectivement les opérateurs P et v aux fonctions boréliennes
sur NxM.

Lorsque le triplet (P, v, on) vérifie 1'hypothése (H), pour tout entier

rd o I3 - ”
k <m-1, 1'opérateur (I-(P-V)) de E, est inversible. Nous appelons L_ 1'opérateur

défini par

On voit aisément que, pour tout polynome T de cm[N]et tout entier n>1
L T est un polynome de degr? inférieur ou égal & (dgT-2).
d{"T/Q

Lorsque T est un polynome de degré pair, pour tout entier n> 1, Ln
o
(1) u_(du) : a€WF, a = 2).

T est un
scalaire qui ne dépend que des moments {[V X

. ! a
5i pour tout «€ENP tel que d, =2, la suite { fN x (u) un(du)}n ., est convergente,

dgT/2 T} est aussi convergente ; nous notons alors o(T) le

alors la suite {L g
n n>1

. ) 1 dgT/2
1 11 L T.
rée im W M
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Nous avons :

(3.4) Proposition

Avec Les notations de (3.1), supposons que :

£ ) zmo, Vn > 1

L) Le thiplet (P,v,{pn}m]) vénigie £'hypothese (H) {voin (3.2))
L) pourn tout mondme T de degré 2, La suite {IN Tlu) w, (du)} _; converge
Av) pour Zout mondme T de degné > 3 et tout ngel § > 1 tels que 8dgT < m,

( 1
%lm : (s dgT)/Z]-I fNIT(U-HG un(du)) =0
n

Alons, pour tout t > 0 et tout monome T de degré < m, fLa suite de
. 1 ~ | ntl . , ,
fonctions polynomes {W v an T}nzl converge verns zéno A4 dg T est impain,

daT/2

vers olT) & » 84 dgT est pain.

De plus, 44 dg T < m-1, alors pour fout u € N, £a suite de fonctions

{nqg—;-ﬁ Q&M]T(u,-) }nil' converge dans lm/m—l (M,v) verns zéno a4 dg T est impain,

vers o(T)tdgT/Z

44 dgT est pain (voin (3.3)].
(3.5) Théoréme

Avec Les notations de {3.1), supposons vérnifiées Les hypothises L),
LL), 4id) et 4v) de La proposition [3.4)

Alons, pourn tout t > 0, £a suite de v.a. {Sn(t)} déginie sun

n>1 "’
(2,F,P ) converge en Loi vers £a Loi au Temps t du semi-groupe de convolution

(vy) g 4w (N,0°) de gendrateur inginitssinak A.

Lorsque o = ob » le théoréme (3.5) résulte immédiatement de la propo-
sition (3.4) et du théoréme (2.2).
La proposition (3.4) et le théoréme (3.5) sont prouvés dans la

section T.
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(3.6) Proposition
Pour p € [ 1,+=] appelons (Hp) L' hypothese :
"P est un opérateurn quasi-compact, sans valeur propre 1, sur L'espace
Lh (M) = (€ LPM, )« [ydlulvldu) = 0}
Alons Les hypothises (Hp), p € 11,+ sont toutes Equivalentes ;

nous notons (H,) £'hypoth2se qu'elles difinissent. Les hypothises (H) et (H,)
sont plus forntes que L'hypothise (Hz).

(3.7) Théoréme
Avec Les notations de (3.1), Lonsque, pour tout entien n > 1,
p, = 0, Les conclusions du théoneme (3.5) A'appliquent dés que :
£) ZLe couple (P,v) verifie £'hypoth2se (H,)

) tlu) = tlelv)) > 2.

Autrement dit, lorsqu’on remplace 1'hypothése (E) par celle plus
forte (H2), l'existence de moments d'ordre 2 devient suffisante.

Dans le cas ou (N,0) = (R,+) le résultat obtenu améliore celui de
Rosenblatt ([4 ], théoréme 2) qui suppose que P est un opérateur de rayon

spectral strictement inférieur & 1 sur Lg(M,v).



L.- ETUDE DU SEMI-GROUPE (Vt)t>0 ET T.L.C. PRATIQUE

Dans cette section, nous commengons par étudier 1'absolue continuité

vt)t>0 . Nous montrons ensuite comment on utilise les résultats

précédents pour obtenir, dans la pratique, un théoréme de la limite centrale,

du semi-groupe (

sur les groupes nilpotents, pour une chaine semi-Markovienne.

A.- Etude du semi-groupe (vt)t>0

(4.1) Pour tout élément u de N, Du est un champ analytique de vecteurs tangents,
invariants & gauche sur (N,o) ; Du s'identifie & 1'élément u de 1l'algsbre de Lie
(N, [,]) de (N,q). |

Si pour tout 1 € {1,...,p} , d; > 2, l'opérateur différentiel A

s'identifie & 1'élément £, = ) o(x ) e; de (N,[,]). Alors, pour tout
{1i: di=2} 1
t > 0, vt est la mesure de Dirac etfo.
8'il existe des coordonnées X5 de degré 1, alors A s'édcrit sous la

forme

A= *

]

I~

2
Z. , avec S €N
11

i <s , s'identifient 4 des &léments (f

1

-+ -
o 2 5
) de (N,[,]1).

ou les Zi , O O<i<s

| A

i
Désignons par L, 1la sous-algébre de Lie de (N,[,]) engendrée par les

éléments fo,...,fs ; et par L2 1'idéal de L1 formé par les &léments de L1 de la
< :

forme X Ai fi + u avec Xi €R, u € [L1,L1]-(L],o) et (Lz,g) sont des sous-groupes

1=1
fermés de (N,,) et (L2’°> est distingué dans (L1,o). Nous avons alors

1) siL, = L2 s vt est absolument continue par rapport & la mesure

1

de Haar de (L1,°) avec une densité de classe C .
. - (4 . ~
2) si L1 # L2 . L1 = L2 ®R fo et Vg S écrit At ® sth ol At est
absolument continue par rapport & la mesure de Haar de (LQ,O) avec une densité

L -]
de classe C .
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(4L.2) Lorsque la matrice ((o(xi xj))){i,j:di=dj=1} est définie positive,

1'algébre de Lie engendrée par {f1""’fs} est celle engendrée par les &léments

{e:.L : d. 1}. Nous nous trouvons dans le cas L1 = L2 = N si et seulement si

1

{ei : di 1} engendre N ; c'est-@-dire si et seulement si {ei : di = 1}

forme une base d'un supplémentaire de ﬁzdans N.

Appelons T le nombre de i € {1,...,p} tel que di = 1. Quitte 2

réordonner la base b, nous pouvons supposer que d1 = ... = dT = 1. Pour tout

n > 1, appelons E; 1l'application borélienne de M dans R' définie par
P = (%00, 505X 0P ) -

T
;ﬁ appartient éime(M,v), (i.e. [M HE'n(u)[I2 v{du) = 121 IN x?(u) un(du) < +w)

Nous avons :

(%.3) Lemme.

Supposons que pour tout n>1, p 4'Genive (1-Plg , od (g}  ; est
une suite de‘lz(M,v) convengeant verns g. Alons pour tout L,k € {1,...,t},
olx, x,) = [l (x,09) (x,09) - (P(x,09)) (Plx,09))] (u) vidu) .

La matnice ({alx, xk)))z,bs{l,...,r} n'est pas déginie positive

&4 et seulement &'4L existe une combinaison Linaine T des Xz,‘T:ﬁiT, telle

sup E (T2 {p(X,Vorrrop (X ))] < 4=, o p = [I-Plg .
n

Preuve. Il suffit de noter que, pour tous 1,k € {1,...,t},

E [ (x; xk)(pn(X1)o..-opn(Xn))] =E [ (x xk)(pn(x1)+...+pn(xn)ﬂ

et que
= - + L
p(X1)+...+p(Xn) gn(X1) gn(Xn+1) " n "
i = - X.) sont des a i tingales...
ol les nl,n gn(X1+1) gn( l) ccroissements de martingales
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B.- Applications des résultats des sections 2 et 3 au T.L.C.

(4.4) D'aprés (4.2), nous voyons que si l'on veut obtenir des mesures Ve absclument
continues par rapport i la mesure de Haar nous sommes 1limité dans le choix de la
notion de degré sur ¢ N].

Dans la pratique pour obtenir un théoréme de la limite centrale on opére
de la fagon suivante.

Soit (Q,P,(Xn)rﬁN s GPx)xEM) une chaine de Markov sur un espace L.C.D. M,
de probabilité de transition P admettant une mesure invariante v.

Soit (N,[, D une algdbre de Lie nilpotente ; nous désignons par €[ N]
l'algébre des fonctions polyndmes sur 1l'espace vectoriel N ; et nous notons ° le
produit sur N associé au crochet de Lie [,] par la formule de Campbell-Hausdorff.

Soit (pn) une suite d'applications boréliennes de M dans N.

n>1
Nous distinguons deux cas

ler cas. Supposons que les p_ = pn(v) , n>1 , soient centrées. Dans ce cas nous

choisissons la notion de degré usuelle sur ¢[N] et nous nous trouvons dans la

situation envisagée en (3.1).

-
2€me cas. Plus généralement, supposons que, pour tout entier n>1,

u = { r(u) y (du) =a_u, ,
n N/[N,N] n n 1
avec)\nelR et v : N> N/

[N,N]

Nous sommes alors amené & &tudier

zn(t) = pn(x1)°"'°pn(x[nt])°{nt}pn(x[nt]+1)°(-(nt)un) ’

qui s'éerit

— ]
Xn(t) =z, ,°M un(zn’z)o---oAd([nt] un)(Zn’[ nt]+1)
en posant Zn,k = pn(Xk) o ('un) s ¥k> 1

et Adx(u) = xqugx | ¥u,x € N.

Considérons le groupe G obtenu en munissant l'espace NdR du produit,

encore noté , , défini par
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(u,s)o(v,t) = (uo[ EXP Ad(Su1 )] (V), S""t).
G est un groupe nilpotent simplement connexe et nous avons

(Fo(8)5([ntl+12 )

(Zn,1 ? )‘n)°°"°(zn,[nt]+1 i }‘n)

Nous choisissons pour @ NiRl= N 2 dR 1la notion de degré suivante :

siT=T1 QTZGCINXIR] avec T1EC[N]etT
u
dgTl = dg 1T1 +2dg T

s € R , nous posons

a 2

ol dg 1T1 est défini en (1.12) et dgl, est le degré usuel d'un &lément de C{H .

Nous nous trouvons alors dans la situation envisagée en (3.1). Nous
pouvons donc appliquer les résultats de la section 3.

Désignons par b = {ei} une base de référence pour la notion de

1<i<p
sur €[Nl et par {xi}

degré suivant u le systéme de fonctions coordormées associé

1 1<i<p

a4 cette base.

Pour tout réel t > 0, posons

x; (u)
() = f —L .. (N
t 121 u1 1
tdg xi/2

Appelons Gb le groupe obtenu en munissant 1l'espace NXR du produit b

défini, & partir du produit o , par,

(uss) oP (v,t) = lim U"n([
n

(w),3) , ¥ >0 ,¥sER, ¥u €N .

U1/n (u,s)] o [01/n (v,t)1),

ol U, (u,s) = (U

t t

Nous avons alors les théorémes :

(L.5) Théoréme.

Avec Les notations de (4.4) supposons que Les hypothdses L), iL), L)
et iv) de £a proposition (3.4) sodent vénifiies par Le triplet (P"”{pn}n>1)‘ Sup-
posons en outre que La suite néelle fxn}n>1 convenrge verns  i.

Alons poun tout £ > 0, ug(zn(t)) converge en Loi vers une mesure de pro-

babilité v pr (v & t) 0 est un semi-groupe de convofution sur Le ghroupe nilpotent Gb.
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(4.6) Théoreéme.
Avec Les notations de (4.4), fLorsque, pour tout entiern n>1, Oy = s
Les conclusions de théondme (4.5) 4'appliquent dés que :
L) Le couple (P,v) vérnigie L'hypothise (HZ)

Q) tlu) = tlev)) > 2

En outre lorsque P =P ¥n>1, les mesures Ve (des théorémes (4.5) et
(4.6)) sont absolument continues par rapport i la mesure de Haar de N excepté
s'il existe un hyperplan affine h de I‘ll/[N N tel que
’

sup (E [hg("oO(X1)+...+ﬂ°p(Xn))]) < 4o,
n



5.- PREUVE DES RESULTATS DE LA SECTION 2

A.- Preuve du théoréme (2.2)

Nous montrons d'abord que de toute suite d'entiers, on peut extraire

une sous-suite {nk} telle que, pour tout t > 0, la suite des v.a.

K> 1

B (t)}k>1 , définie sur (Q,FJPv), converge en loi vers une mesure de probabi-

1lité Vi
Nous montrons alors que toute valeur d'adhérence (vt)t>0 du processus
Sn(t) vérifie la relation
t 2
= €
v (£) = £(0) + fo v (Af)as, ¥ € C(N)

Autrement dit, le semi groupe de convolution sur (N,,) de générateur infinité-

simal A est la seule valeur d'adhérence du processus Sn(t). D'ol le résultat.

18re étape : Relative compacité du processus Sn(t)

Nous avons besoin du lemme suivant.:
(5.1) Lemme. Avec les notations de (2.1), supposons que :
i) pour tout n>1, l(un) > 2q

ii) pour tout a € wP s da <29 , la suite réelle

{n-sup{o,(da/2)-1} lexa(u)lu(du)}n>1 est bornée.

Alors pour toute fonction f de C_(N), pour tout ¢ > 0, il existe

K

un réel C > 0, tel que pour tout entier n et tous réels positifs s et t, s <t

B e(s,(t)) - £(s_(s)01 | < e + ctm | [s (2803 o L,

Preuve du lemme

Soient f € CK(N) et s,t deux réels positifs vérifiant s < t.
La fonction f est uniformément continue & gauche ; c'est-d-dire

¥¢ >0, 4 a >0, ¥v, ||v|[ < a, sup [fluov) ~ f(u)] < ¢
uEN

Pour tout entier n > 1, nous avons

[n(t-s)] = [nt] - {ns] ou {nt] - [{ns] - 1
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Si [n(t-s)] = [nt] -~ [ng] , nous é&crivons
- o (Lns]

s (t) =8 () o W (s5t) o V (t)

avec

Wn(S,t) = Un(pn(X[ ns]+‘l) 0°***0 pn(x[nt] )) ’

(v.a. ayant la méme loi que la v.a. S ([n(‘t—s)]

n - ), par rapport & IP\,),

Vn(t) = {nt} Un(pn(x[nt]ﬂ)) )

Nous avons

lmemnu>>-fwnu>n|1EJ|fwnw))-fwn@§i>ow5s¢>ﬂh-
vE [es A2L) v (s,0)) - es 2Ly v E [12(s_(e0) - £(s_drebyy))

Par suite

¥¢ >0, 3o >0, ¥n > 1, ¥0<s<t,

[EL2(s_(t)) - £(s_(sD1] < 3¢ + 2[{el| o [ (s,6)[| > o +®[[]V (£)]] > al
+P v ()] > o)
<3e 4 %Uigls- il s, deleslly| 2
2(w) u_(au))
1 n

Le résultat cherché se déduit alors de 1l'hypothése ii).

[

Si [n(t-s)] = [nt] [ns] - 1, nous &crivons

s (t) =8 (lﬁlﬂ) o W (s,t) o V.(¢),
n n n

n n

avec

W (s,t) =U (p_( ( ))
n

n n X[ns]+2) orro Py X[nt]

-

vo(t) = fnt} U (o (X hpp))

et nous raisonnons comme précédemment...

(5.2) Corollaire. Sous Les hypothises du Lemme (5.7), nous avons

vgec N, vt >0, emELIS, (2] - gis, ()| < g
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S4 en outne L'hypothese ii) du th&orlme (2.2) est satisfaite, alors

Ve > 0, ¥§eCuN,J C>0, Voast

d;
Lim suplE §(S,(2)) - §(S,81)1] < € + cp?r o(xl) (2-5) )
n L=

Nous sommes & présent en mesure de prouver la relative compacité
du processus Sn(t).

Soit {ti}i>1 une suite dense dans R_. Puisque, pour tout t > O,

([nt]

2 )I[2] <+» (hypothése ii) du théoréme (2.2)), il est possible,

suijv[IIS
n

d partir de toute suite d'entiers, de construire, par le procédé diagonal, une

[n t.]

. . . k 1
sous-suite {nk}k.11 telle que, pour tout i > 1, la suite de v.a. {Snk(—-E;——)}ki1
converge en loi vers une mesure de probabilité v, - Du corollaire (6.2), il

. i
résulte alors d'une part, que pour tout i > 1, la suite de v.a. {Snk(ti)}k>1

converge en loi vers Vi o et d'autre part que

i
(*) ¥e > 0, ¥f € cK(N),:—[ C>0, ¥i,j>1
a

.

D
o () —v ()] e+ () c(xi) lti—tJ

i J 1=1

Soient t un réel positif et {Tk}k>1 une sous-suite de la suite
{tk}k>1 convergeant vers t. De (%) il résulte que la suite de mesure de proba-

bilité {vT } converge vaguement vers une mesure de probabilité Ve o indépen-

k>1
k——
dante du choix de la sous-suite {Tk}k>1 . [On notera que pour tout f € CK(N),
{vrk(f)}ki1 est une suite de Cauchy] .

Soient f € CK(N) et € un réel > 0. Choisissons un entier 1 tel que

IvT (£) = v(£)]| < € et
a,
1 o(x?) It—rll )

o] < € , nous avons :

I i

1

lim suplE[£(S_ (t))] - v, (f)] < lim sup [BI£(S_ (%)) - £(5_ (1
K Dy t K oy n L

(d'aprés le corollaire (5.2)).

IN| + e < 3¢

Ce qui prouve que la suite de v.a. {Sn(t)}n>1 converge en loi vers Yy
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28me &tape :

Désignons par {nk} une suite d'entiers telle que, pour tout t > O,

k> 1

la suite de v.a. {Snk(t)}k>1 converge en loi vers une mesure de probebilité V-

Nous allons montrer que

¥r € ci(N), v, (£) = £(0) + [§ v_(af)as.

t

' = = N .
En posant Sk(t) Snk(t), on se raméne au cas ou {nk}kl1 est la suite

des entiers naturels. Pour alléger l'écriture, nous nous placons donc dans cette

situation.

Soit f un &lément de CE(N). D'aprés la formule de Taylor, pour tous

uet ve€N, il existe 8 € ]0,1 tel que

1
2

flu) + § xl(u) le(u) + ) (xl )Lk)(u)Dl D, £(uodv)

1=1 1<1,k<p

£uov) = £(u) + D_f(u) + Dif(uoev)

=

Choisissons une partition t. = 0 < t1 <...< tq =t de [0,t] et &crivons

0

pour tout entier naturel n,

[nt]
n

q
)) + .Z £z .) - £z

£(s () - £(0) = £(s_(¢)) - £(s_( i . n,§-1

)

avec Z2 . =28 (LEEéliEéLEl),
J n n

3

j€{1,...,9} , ol
eq(n) = 0 et les sj(n) , j €{t,...,a~1}, sont choisis parmi les entiers

{-1,0,1} de fagon que les v.a.
[n(t.-t. )N

= =1 R B ol R
LN (an—) 02, ;5 et 8, - )

possédent la méme loi par rapport ain.

D'aprés la formule de Taylor, nous avons

£z, ) - £z, o ) = e (n) + 58;(n),
avec
£ 1
a;(n) = 121 W DD )+ o £< (x; %)W, ) D Dyf(z o )
et =P
8(n) = § xy x )W ) ID) DE(Z o o OW L) =D DE(Z . )]
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a) Pour 1,k € {1,...,p} et pour h € ¢ (N), nous avons

lim sup IIE [x. (W .) n(g 1/2

] LRI Gl R R L hmGE[x G, 1)

< |lll, (O(X§)(tj—tj_1))1/2

et de méme,

lim sup IIEIJX X, (W n j) h(Zn ,j—1)]| < HhH,, (o(xle_)(tj—tj_ ) l)
n ]

b) Pour a € I avec d, <2 et pourh€ CK(N),

posons .
a a d(l/2
y.(n) = [EIx (W .)n(z_ . ] - o(x )(t.-t. .) E[h(z

J v n,J n,j-1 J J-1 28

n,j-1

nous avons
[n(t.-t. ) a /2
y.(n) |]E { (& (x (s (___J_JL))) - O(XO")(t.—t. ) @ ) h(zn,j-1)1
J v x[n‘c.. ] n n J
J-1

(propriété de Markov)
[n(t.-t. )] a /2

allg fy L5 (L= = o) (et ) % [v(aw)

| A

D'aprés 1l'hypothdse iii) du théoréme (2.2), on en déduit que limYJ.(n) =0 ; et

par suite, (lemme (5.1)),

. a _ _
l;llm]E\’[x (wn,.j) h(zn,,j-1)] = o(x )(tj tj—1 tj—1

¢} Pour 1,k € {1,...,p}, avec 4, = 4 =1, et pour h€C

NnI.

1 (N), posons

65(n) =[G x I ) In(Z, 5y 0 8Wy ) =02y 4

k

-~

D'aprés l'uniforme continuité 3 gauche de h, pour tout réel ¢ > O,

il existe un réel a > 0 tel que

o

—
[}

~
A

eE [ (x, x.)(

J R 2 T 3 Wn,j)1+2||h||w1Ev[(xlx ) (W

k n,j) 1(] [Wn,jl |>a}]

1/2 1/2
JUNSD AL NSIEANIESD

IA

2 2
e[ (x) x )W, 1+ 2l [nl| [E (6 x

’/?[mtllw ||211‘/2

iA

eE [ (x xk)(W N+ 2] |nl] « [1E (( )(WnJ))]
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Par suite pour tout € > 0, il existe des réels positifs C1 et 02

tels que, pour toute partition o {’ci :ie{1,...,q}} de [0,t] ,

372

1

1lim sup Iéj(n)l <e C1(tj_tj- 1

) + C (t.-t,
n 273 3

D'aprés a), b) et ¢), on en d8duit que :
Pour tout € > 0, il existe des réels positifs C; et Cé tels que, pour toute

partition & = (b, : 1€ {1,...,a}} de [0,8]

(£) - £(0) - § (t.-t.

v P

q
. (af)| < ecit + ) } (tj-t. )32

51 2= 90T

On obtient alors le résultat cherché en faisant tendre le pas de la

partition vers z€ro et en tenant compte que pour tout h € C_(N), la fonction

K

t > vt(f) est continue (corollaire (5.2)) donc intégrable au sens de Riemann..

B.- Preuve du théoréme (2.4)

Tout ce qui a &té fait pour prouver le théoréme (2.2) reste valable,
excepté le point c) de la 2&me étape, qui utilise l'existence de moments

d'ordre U4.

Cependant si nous posons

: 1 [nt] (2
$(t) = 1im sup —E [ |]s_( S ]
n t vV ' 'mon s =Ly || s o3

n n

on voit facilement que pour tout € >0, il existe a>0 tel que

)

lim sup ldj(n)l <eo j=1’

(t.-t._
n J 3

) + 2||n]] (tj-tj_1) ¢(tj—t

1,k 1

et 1l'assertion (A2) permet de conclure.

C.~ Enfin les corollaires se dBduisent facilement des théorémes en remarquant

que, lorsque pn =p , ¥n > 1, nous avons

a /2
ver® e, () o AL e o).




6.- PREUVE DES RESULTATS DE LA SECTION 3

A) Preuve de la proposition (3.4)

Si G1 (resp. G2) est un espace vectoriel de fonctions sur N (resp.sur M),

nous notons G]®G2 1'espace vectoriel engendré par les fonctions flﬂf

27 (flE G

1,
c e
f2 G2), définies par

fl@fz(u,x) = fl(u) f2(x), (u,x) ENxM,

Nous identifions G, et G, ddess.e.v. de Gl®G

1 2 2°

Pour simplifier 1'écriture, nous notons respectivement P et v les
~ N n
opérateurs P et v .

On vérifie facilement le résultat suivant.

(6.1) Lemme. Powr fout entien n>1, nous avons :
k

i) Q (e, [N BE,) © go C M @E,, () oy» (Lrh<m)

k-1
i) {Q -PI{CIN ®E)p) C AZO CANI @ Ep,ipyyr (tRzm)

UL) vIQ-P) VICIN ®E,) = vIQ-P)(EIN) € (N , (k2<m)

6.2) Pour tout entier naturel k <m, posons

k
Fo= 1 CJINIxE

e
k s=0 k-s

d'aprés le lemme précédent, les espaces Fk, k <m, sont stables par les opérateurs

Qn’ n>1l.
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Si flx f2 est un élément de C[N]x Em , nous appelons "degré de f" le degré du

polyndme f]. Nous définissons alors le degré d'un élément de Fk comme &tant le

degré de .son terme de plus haut degré.

(6.3) L'opérateur (P-v) est quasi~compact, sans valeur propre 1, sur les

espaces Ek’ O0<k<m-1. Nous pouvons donc écrire :

= A +
P .z L RLPYS
i=0

oi A, =1, =

0 g =V s pour i€ {1,...,s}, 'Xil =1 avec X, # 1 et ™, est le pro-

jecteur sur l'espace propre, de dimension finie, associé 3 la valeur propre xi ;

w est un opérateur de rayon spectral < | sur les espaces E

s+l O<k<m-1 ; et

k’
T, w, =0, ¥i,j {0,...,s+1}.

L'opérateur (I - (P-v)) est inversible et
T,

- k s
(I - (P-v)) ' ) 1_; + ) T,y 3vec la convention ﬂo+l =I=- 7 m .
i=l i k20 s i=0 *
(6.4) Cela dit, en écrivant
s
= - A, m,
Qn (Qn P) + izo T T ’

nous obtenons, pour tout polynome T de degré < m-I,

deT
[nt]T - §
n 2=1 i€{0,...,s+1}E

ol pour tous entiers k,n et tout i € {0,...,s+1]z

®) Q Azﬁ[nt],n,i) .

?

B B
. 1 s
A, (k,n,i) = Z A, «..x 7 B,(n,i,a)
z {ﬂe'al+...+a£ik}] s ¢
avec Bk = ) a. , ¥k € {1,...,s} ,
€U,y e mk) ]
a a a
ge(n,i,a) = ni:(Qn-P)viz P ﬂi: (Qn-P)T .

[ On convient que n? = ﬂj , ¥i€ {1,...,s}.

Lorsque T est de degré m, la relation (%) n'est pas forcément vraie

car (P-v) n'est pas supposé &tre quasi-compact sur E . Cependant dans ce cas on

[nel, _ %7

s'intéresse seulement 3 la quantité v Qn

_ ([ nt] ,n,i)
251 i€f01x(0,... s+ 7! %
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si bien que 1'on peut considérer que cette relation est vérifiée méme si T est
de degré m.

Admettons un instant le lemme suivant.

(6.5) Lemme

Appelons n(4) Le nombre de zérno du £-uple L. Alons pour n{i) > dgT/2,

Bz(n,/;,a) 0 except? 84 dgT = 2n(4i), i =0et ML) = ca/td{je{l,...,ﬁ—l}:ij et
i’jﬂ £ 0} = 0.

On en déduit que A.I_(k,n,i) = 0 pour r(i) > [%‘—T] + 1.

D'autre part, puisque
=T, ¥i € {0,...,s} , ¥k EN ,
B!;(n,i,a) ne dépend dea€ 1‘12 que pour les composantes aj,je{l,...,,g}, telles que
ij = s+l. Lorsque r(i) < [ig_'l‘% , nous avons donc
k-m
RIS

k
Ap(k,n,i) = z Cl(n,i,m) (m') T(k-m-m')

m=0
en posant

El(k) = card{e € : G *e..tap < kl}, ¥LkEN .
g g

JOIEE T T
{sen :8]+...+Bs=k}
et
Cpln,ik) = ] Bp(n,i,a) Vk €N,
{8, <k}
avec
Bs*l-l = E a3
{;€{y,..., £}: ij = s+1}
En utilisant les deux lemmes &lémentaires suivants :
(6.6.) Lemme

Pour tout entien naturel k,

4
tlk) = - & ran)

L=1
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4
o Qlx) = T {1-3;x).
L=1
(6.7.) Lemme
Pourn tout entier naturel k, tout polynome réel P et tout complexe
X ET,

b
I Plml 2™ o L (Plke1) + P (k17], avee dg P, < dg P .
m=0

nous obtenons,

k ,
) 1
(%) Az(k,n,d Sl a— ZO Cz(n,i,m) inu)(ful-m)

I (1-x.) ™

=1
o §

+ 7 C,in,i,m) P, {k+1-m)
jor TFRIQTIT By " g

avec dg P, < dg ¢
k)

i) * r{d) - 1.

Comme Mo+l est un opérateur de rayon spectral < | sur les espaces Ek’
O<k<m-1, il s'ensuit que, pour tout &lément u de N

lim sup|‘C1(n,i,m)(u,') - D(n,i) (u,")|]
m n

m/dg T =0,

ot D(mn,i) = I'i](Qn-P)I'i2 ces Pil(Qn-P)T ,

avec T, = 7, si j € {0,...,s}
J J

k

Tor1 = kgo Ts+1

D'autre part, admettons un instant le lemme suivant.

(6-8) Lemme

Pour (L) < dgT/? , pour u €N,

Lim ! ) (w, » .
n n(dQT/Z)-fLm | 1otn, ) tu, )Hm/dgT 0



On en déduit que : si dg T est impair

) 1 ft]
lim Q T=0 ;3
n ndgT/Z n
si dg T est pair.
dgT Ap([ngd ,m,i)
. 1 fng . g1 o
lim —= Q T = lim é

n nd8T/2 "n n £=d§T/2 ieJ nd8T/2

avec J = (i€l0,...,s+11¢ 1 2r(i) = dgT , i, =0 , M@ =0}

dgT
o 9812 i § D(n,i))
(dgT/2)! n 4£=dgT/2 i&d
dgT/2
-t 1im 98T/2 gy

(dgT/2)! n n

. 487/2
=M TqGHGIDHT

La démonstration de la proposition (3.4) est donc ramenée 3 celle

des lemmes (6.5) et (6.8).

(6.9) Preuve du lemme (6.5)

Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme.
Powrt & = (4y,...,4,) € 10,...,8+41Y" , posons
N) = cand{f(1, .., 8-1}: & = 45y = O).
Alons nous avons
NI4) = 2nld) - £+ M(4) + 2y + 2, - 1

avec zj -l s 4y # o , §E€ 11,2} .

0 84 4£.=0

31)
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Preuve

Soient A = {je{l,,,,,z,l}; ij=0} , B={j {1,...,4-1} : ij+] = 0}.

Nous avons

N(i) = card(AMB) = card A + card B - card(AUB)

[r(i) = =11 + [r(@) - O=1D] - [@=1) - M(D)]

2r(i) - 1+ M) + ¥ + T -1 .

ceci dit, d'aprés le lemme (6.1), nous avons

dg By(n,i,0) < dg T - £ - Ny - (1—26)
<dg T - 2r(i) - 1, - M(i).

I

D'ol le lemme (6.5).

(6.10) Preuve du lemme (6.8)

D(n,i) est une somme d'un nombre fini (indépendant de n et de i) de termes

de la forme :

To ® F] [f(n)] = To ® Fl [P [(Tlopn)... [Ft [P(TKOOn)]]"']] ,

£
avec Y dgT, < dgT , dgl, > 1 pour kE€{1,...,L} .
k=0 k — k -

D'autre part, dans {i,...,2}, il y a r(i) entiers j tels que Fj =v 3

nous notons o(1),..., 9(Xi)) ces entiers. f(n) s'écrit alors :

f(n)

fo(n) v(f](n)... v(fr(i)(n)) ,

ol 1, si F] =v (i.e. a(1) =1)
fo(n)

[}
—~

P [(T]opn)[ "'[Fc(l)-](Tc(l)-loon)] ...]1, st Fl # v

et pour tout k € {1,...,r (1)} ,

fk(n) =P [(To(k)oon)[ | rc(k+l)-1(To(k+l)-1°pn)] .07 .
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Lorsque dg fk(n) = Z dgT. = 1, alors v(fk) =0,
o(k) <j<o(k+l)~1 ‘

car la notion de degré considérée sur C[ N ] est adaptée aux mesures My = pn(v) s

n>1

Lorsque dg f, (n) >2, nous avons

O(k+1)-1
v(f (n)|< C . I A,
NCACIRS Bao P A
LV ,u)
n
oi les qj sont des entiers tels que
o(k+1)-1
4 =m, q >dg T, et m dg Tj >2
j=o(k) J ] 9;

Le lemme (£.8) 7résulte alors des hypothéses iii) et iv) de 1la

proposition (3.4).

La démonstration de la proposition (3.4) est ainsi achevée. Pour prouver

le théoréme (3.5) nous awons besoin de la remarque suivante.

(6.11) Remarque. Reprenons les notations de (3.1). Appelons QE » n>1, les probabilités

de transition sur NxM définies par
b b
Qn flu,x) = P ¢U(X) s

od 62(x) = £(ub o (y),y) , (yEM

Qz est définie de la méme fagon que Qn , en remplagant le produit , par

ob. De méme appelons Lz 1'opérateur défini par
b b b -1 b
= - - T - -
Ln \)(Qrl P)v + \)(Qn P) (F-(P~v)) (Qn P)v

Supposons que le triplet (P,v,{on}n>l) vérifie les hypothéses i),ii),1iii)

et iv) de la proposition (3.4). D'apr@s cette proposition, les suites de fonctions

polyndmes
1 [nt] ] b,[ nt] .
{ndgT/Z v Qn T}nil et {;EETTE \)(Qn T}Qil convergent respectivement vers
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c48T/2
(dgT/2)!

dgT/2
dgT/ZT) ot t

dgT/2T
n (dgT/2)!

Lim(L lim (L) )
n n o

lorsque dgT est pair.

En galt ces deux Limites sont &gales. En effet pour tout T € cm[N]et tout

n>1, on vérifie facilement que
b
dg(Q - Q)T < dgT - 2
b

et dg \)(Qn Qn)T <dgT -3 ;
par suite dg(Ln - LE)T < dgT - 3
ot LigT/ZT dgT/2 T

= (L:) , si dgT est pair.

B.- Preuve du théoréme (3.5)

Lorsque o = oP , le théoréme (3.5) se déduit, via 1la proposition (3.4),
du théoréme (2.2).

Dans le cas général, on se raméne au cas o = ob riace 3 la proposition
prop

suivante.

(6.12) Proposition
Posons

Sit) = @ rolxp)aboob o(x ) Wb 0t} SIX ., )] . Alons pour tout

nt +
t> 0, La suite de v.a. {Sn(t) - Sﬁ(t)}n>, convenge verns zéno dans H?.

Considérons le produit direct E des groupes (N,ob). Munissons
¢fH )= ¢l NxN] de la notion de degré suivante : si T = T] a T2 € ¢[N] @ ¢[N], alors
dgT = dgT] + dgT2 . Appelons {¢n}n>l les applications boréliennes de M dans H

définies par

¢n(u,v) = (pn(u),on(v)), (u,v) € NxN .

Le triplet (PQP, vﬁv,{¢n}n>l) vérifie les hypothéses de la proposition (3.4).

La proposition (6.12) est alors une conséquence immédiate de la

remarque (6.11).
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C.- Preuve de la proposition (3.6)

Soit q € [1,+~ . P vérifie 1'hypothése (Hq) si 1'on a :

)
Pf = w(f) + )} A, v(y.£) ¢, +Qf , (€LY ,
i=1 1 1 1
+

T
od pour i € {1,...,s}, ¢i€ ! . wiE LY avec =1, ]Ai] =1, Ai #1 3

1,1
q q' :
Q est un opé@rateur de rayon spectral < | sur LY 5 v(tpi ¢j) = di et Q¢i =0,

Vi’j € {O)”"s}, avec ¢0 = Il}o = ].

Pour X € {1;A ,...,AS} et ferd , Nous avons

]

- q
)\kpkfl' > E

0 {i:Ai=A}

[Raner K=

1

En prenant une sous—suite convergeant v-p.s., on obtient

|1 swoe l<llell, . weer®
{i:x.=2}

o
Ce qui entraine, de fagon évidente, que les ¢i, i€ {1,...,8}, appartienne AL .
De méme, en remplagant P par son dual, on obtient que les wi ’
o
l<i<s, appartiennent 3 L .

On en déduit donc que, pour tout p € [1,+»], Q opére sur 1P et

s
k
2 . .
swo, (101, <2+ T 11l Iogll,

D'aprés un théoréme de convexité de Riesz, nous savons que pour tout
k>1, l'application

p € L1l > Log ||Q]],

est une fonction convexe.
Comme Q est un opérateur de rayon spectral < | sur LY, i1 s'ensuit
que Q est un opérateur de rayom spectral < |, sur [1,+=»]si q =1, sur J1,+
siq € ]1,+o.
Les hypothéses (Hp), 1<p<+=, sont donc équivalentes ; et 1'hypothése (Hl)

implique 1'hypothése (H2).
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-

Supposons & présent que P vérifie 1'hypothdse (H,). Alors, nous avons

s
Pf = v(f) + Z xi vi(f) ¢i + Qf s (f €L ), avec des notations &videntes.
i=1
De
n @
Ty e s T vne,
k=1 {i:x.=2}

il résulte que

11T v el < el
{i:x =1}
i
© .
qui montre que les formes linéaires continues v, sur IL sont aussi des formes linéaires
. 1
continues sur L. .
Par suite, nous avons
V. = v(y,f
(D) =D,

x©
avec wi €EL .

L'assertion "Hw = HZ" résulte alors du théordme de convexité de Riesz.

D.— Preuve du théoréme (3.7)

Le théoréme (3.7) se déduit du théoréme (3.5) par un procédé de tron-
cature déja utilisé dans [ ].
Pour tout entier n>l, désignons par @ 1'élément de N défini par

0, si d; > 2
vie{l,...,p} , x.(a) =
1 n f{¢5/r—l} Xi du

u({¢>vn})

Nous posons alors, pour tout n>l ,

"u si¢(u) < vn
(€N)

T (u) _
o a si ¢(u) > v/n

pn(u) Tnoo(u) R (Y)Y |,
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et

L) = o (XDoevop (X 3 o {ntho (X 4. ), (£20).

Les mesures de probabilité {pn(v)}n>l possédent des moments de tous ordres
et sont adaptées i la notion de degré considé;ée sur C[N].

vD'autre part, les hypothéses iii) et iv) de 1la proposition (3.4) sont
vérifiées par les mesures un = pn(v). (Voir [3 ] lemmes (4.11),(3.2) et (3.3)).

Puisque le couple (P,v) vérifie 1'hypothése (HZ)’ les hypothéses du théo-
réme (3.5) sont donc vérifiées par le triplet {P,v,{pn}n>l}.

Le théordme (3.7) résulte alors du théord&me (3.5), appliqué 3 la suite

b, .
de v.a. {Un(Zn(t))}qil » et du lemme suivant.

Lemme .

Pour tout & > 0, appelons respectivement o () et Anft) Les Lois des

v.a. Zn(z:) et A (2) = o{X;)o...0n(X o {ntio(X

nty! nty +1-
Atons, poun tout & >0, Lim||o () - A (2][[ =0 .
n

Preuve : Nous avons

||cn(t) - An(t)H = sZp H]P\;[ Xn(t)eAl =P [A (£)€4] H

<P L] () # A (O]
<P [{3i€,... ,[at]+1} = 6(X,) > /n}]

(at]l+ 1) v({$>vn}H)

A

I A

1 2
(D Jogormy ¢ @

qui tend vers zéro quand n>+w.
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