ADAM JAKUBOWSKI

ANDRZEJ KLOPOTOWSKI

Quelques remarques sur les démonstrations des théorémes limite pour
des vecteurs d-dimensionnels aléatoires non indépendants

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1980, fasci-
cule 1
« Séminaire de probabilités », , exp. n° 3, p. 1-16

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1980___1_A3_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1980, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1980___1_A3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

QUELLUES REMARQUES SUR LES DEMONSTRATIONS DES THEOREMES LIMITE

POUR DES VECTEURS d-DIMENSIONNELS ALFATOIRES NCON INDEPENDANTS

Adam Jakubowski et Andrzej K¥opotowski

Université de Nicholas Copernicus, Torur, Pologne,

Université de Bretagne Occidentale, Brest, France.

Le but de cet article est d'élucider la signification d'une condition

qui joue un rdle fondamental dans les démonstrations des théorémes limite.

D'habitude 1l'expression "th&orémes limite" caractérise cette partie du
calcul des probabilités qui a pourb but de décrire le comportement asvmptoticue des
suites des distributions de certaines quantit@s aléatoires. La plupart des
résultats conceme‘%.es distributions de sammes de quantités aléatoires cui sont des
éléments d'un espace vectoriel réel usuel, ceci pour des raisons technicues et en

vue des applications.

Une hypothése fondamentale, qui d'habitude est faite a priori sur ces

somes, est l'infinité&simalité, c'est-ad-dire que 1'influence de chaque terme sur

la somme décroit vers zéro quand le nambre de termes de la samme audgmente. La
justification courante de cette hypothése est cqu'elle permet 1l'observation de la
tendance statistique de phénoménes. Sous 1'hypothése additionnelle d'indévendance
des termes des sammes, le comportement asymptotique des distributions des scommes
est entilrement connu dans de nombreux cas ; par exemple, si les termes sont des
vecteurs de le ou des éléments d'un espace de Hilbert sénmarable. Plus précisément,

on peut caractériser la classe des distributions limites possibles et donner
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des conditions nécessaires et suffisantes de convergence faible vers une distri-
bution donnée. Alors il faut se demander ce qui arrive sans les hypothéses
d'infinitésimalité et d'indépendance. La réponse 3 cette cuestion est soit &vidente
soit désespérée ; presque n'irmporte quoi peut se produire. En particulier, on ne
peut espérer une condition nécessaire générale non triviale, mais on peut envisager
des théorémes du type : "si les quantités aléatoires satisfont aux propriétés a),
b), ¢),..., alors leurs sames convergent en loi vers une distribution limite".

Les propriétés a),b),C),.-.s'expriment habituellement & l'aide d'espérances
conditionnelles et 1'hypothése additionnelle d'indépendance raméne ces conditions
aux conditions apparaissant dans les théorémes classiques. La méthode générale
pour démontrer un tel théoréme peut étre rapidement décrite de la fagon suivante.
En utilisant l'équivalence entre la convergence faible des distributions et la
convergence ponctuelle de leurs transformés de Fourier (ou 3 défaut de transformés
analogues) on construit deux suites de fonctions, 1'une donnée immédiatement par
les sames étudiées et 1l'autre construite de telle fagon que son camportement
limite soit bien connu. Si ces deux suites ont la méme limite, alors on obtient

la distribution limite des sames étudiées. L'idée précédente de "lois accampagnacz
trices" permet d'obtenir des théorémes limite pour des scammes de variables
aléatoires dépendantes 1] , de vecteurs d-dimensionnels [M], d'éléments d'un
espace de Hilbert séparable (_3:] , et de plus leurs généralisations aux mixtures

de lois indéfiniment divisibles [§] . Il va sans dire que toute la théorie
classique des théorémes limites repose sur cette idée. Avant d'entrer dans les
détails pour des soammes de vecteurs d-dimensionnels, remarcuons que les conditions
suffisantes pour la convergence faible peuvent étre divisées en deux groupes. Les
premiéres, qu'on peut appeler "propriétés structurales", sont utilisées pour
construire des objets dont le comportement limite est connu ; les secondes, gu'on
peut appeler "propriétés d'aporoximation", donnent 1l'égalité des limites respectives.
Cette répartition apparait parfois conventionnelle, comme dans le cas de la
condition de Lindeberg pour la distribution normale ol la possibilité d'ap~
proximation est contenue dans cette condition structurelle (nous ne savons pas si
cela ne se produit pas dans d'autres cas).

Maintenant nous précisons les notations et définitions utilisées par la
suite, sans rappeler celles qui sont standard.

d nd
Choisissons une distribution indéfinimt?n% divisible o (a,/:‘,/*) sur ( R .B )
ot x
qui a la fonction caractéristique ‘Yit).= L@ Lldx) | te IR“ , décamposée
R

en forme de Lévy- Khinthine :
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¢ = expiiltia)-%(4,At)+] (e

ol a€ th est le vecteur fixé, A = L‘-‘-;‘] est la matrlce -dxd symétrique
définie non-négative, M est la mesure finie sur (R B ) telle que /-t(fo )

Soit ®={Xup; Ashsk, , meN} une suite double de
vecteurs aléatoires d-dimensionnels tous définis sur le méme espace de probabilité
( 0.7, P) (que nous supposerons fixé dans la suite de cette note) et soit

F={%u; Osksk,, neNJ une suite double de sous- 6 - algébres de T
qui est croissante dans chaque ligne. Nous supposons que la n-e ligne de F
est adaptée relativement 3 la nJ‘éme ligne de IF

Les propriétés st.mcturales pour la convergence faible de sammes

Z‘ X ni { h e ”\I )

R34
vers o ( a A, ,w) sont exprimées 3 l'aide d'espérances conditiomnelles (par rapport
auxx 6 -algébres de IF ) pour les vecteurs

\/nl(:: Xnk_AnK ) ASkskh,WelN,

oo Q=1 A )y 1§ k€u,, nelN } est une suite double de vecteurs aléatoires
d-dimensionnels, telle que chagque n

leme
3 la n*™ ligne de F .

ligne de Ol est prévisible relativement

Suprosons que, pour ¥ donng, il existe [F et OU vérifiant les
corditions précédentes et de plus :
ynk

= (et | T )-—L"o, ) 25 L Jsd
(C.2) ; E 4 +“y “l k-4 J Ri (lxut A > > )

k .

" Yol - _ .
(C.3) L, E (T%#I( Y,,KG‘:>I(E,M_4>—~E—€M(E>, EGCotd/u., O€E.

I1 apparait que le choix concret de Ama dans [H7] ,[# ] est sans
importance et de méme, camme 13, nous pouvons vérifier que les conditions (C.1)-(C.3)

impliquent

) W (4) > @) , teRY,




W,.(t)._ 9”‘(3{ Zk?(‘t' Anu+t(4+uy u‘l ")) 2§,E A?Héu){l‘\ >+
+Z E(h(%.t) Al‘:l("‘/ B l’ﬁ"'o} )

S by | @)? )4+uxu2 ¢ R
(77 - ZE POy e Marwn ) ¥ #0, te R

hix,t):=

d
O )X:O,feR.

Une généralisation de 1'idée de "lois accompagnatrices" est contenue dans (1),

c'est-3~dire, pour toute suite X  Qde vecteurs aléatoires indépendants dans chacue
ligne et pour toute suite OT non aléatoire nous obtenons ici la convergence
ponctuelle de la suite de fonctions caractéristiques indéfiniment divisibles.

Pour démontrer (de (1)) la convergence faible des distributions de Sn,
n €N, il suffit de faire deux démarches : premiérement, il faut s'apercevoir

que la propriété

kn —_—
L= [T E(e @ T

>\p(t)/-6€fR4,

implique le résultat demandé :

3) Ee e (3,50) — p (t), t e RY,

(regarder [3] theorame & , [¥] theoreme 4 ),

et puis examiner si l1'inégalité suivante est vraie :

(@) .06 -V ()] € KE&) c>§lt( e AL, teRY,
(Attention : dans les considérations mentionnées ci-dessus nous avons passé sous
silence le fait que dans les dé&monstrations de (1) ou (4) (par exemple) il faut
profiter du féit que les variables a gauche de (C.2) sont bornées dans leur
ensemble par la constante C > O ; la procédure qu'il faut faire ici est écrite
en [H] ou E‘S ] avec une modification non essentielle de A nk )

Nous avons obtenu ici trés naturellement la propriété suivante d'ap-
proximation :
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k,

(C.4) 5 E (8% l?n,k-A)‘z

k=t

>o,+efR°‘.

Alors, manifestement la condition la plus générale et adaptée 3 la situation
considérée est que

(5) | {o(B) - W ()| —B— o , te R

Mais nous devons trouver une formulation nette et facilement utilisable
pour de telles conditions. Ce n'est pas vrai pour (5). Maintenant, nous posons la
question fondamentale de cette note :

Qu'est-ce que (C.4) ?

Au premjer coup d'oeil (C.4) n'est pas lisible a@ cause de la fonction
exponentielle qui y apparait.

Lemme : Pour foute suite double Yl de vecteurs aléatoines d-dimensionnels
Ligne-adaptie nelativement & [F , Les 3 conditions suivantes sont Equivalentes :

(C.5) ‘l""ka): P(" ynn I>¢ ‘(Fn,k-.\) —£ - O: £>0,
“Yakl - E__,-)
(C.6) max E ( T 1Y | Fres) o,
P o
(€.7) max |E (e T ) >0, teR"
A<k

Ce lemme dans le cas classique de sommes des variables aléatoires indé-
pendantes se trouve dans C‘aj avec la convergence ponctuelle presque uniforme
sur t en (C.7). Il s'avére que cette hypothése n'est pas essentielle pour
1l'implication (C.7) —» (C.6) ; il résulte que dans la théorie classique la
convergence ponctuelle dans (C.7) implique la convergence presque uniforme sur t

Démonstration : En vertu des inégalités delchebysheff, il ne reste plus
qu'a montrer que 1l'implication (C.7) ———>(C.6). Nous passerons en premier lieu dans
le cas d = 1. Supposons donc que toutes les Y, nk soient des variables aléatoires
et choisissons leurs distributions conditionnelles réguliéres par rapport aux

& -algébres T, e , c'est-a~dire que pour BER" fixs P(‘/MGBIT,,,,M)(- )
est la version de cette distribution et pour chaque well fixé

P(7. nu-‘)(w) est la probabilité sur (R*,B') . Fixons un w €2 .

e/



L'égalité suivante :

1
(6) '/T'::— g‘et('(‘cocx‘t)c& xeR”,

implique pour chaque T>0 que

5 o P (Vasdn | T, ) (0) =

S ( Y & (A= conte)dt ) PV € dox 1T ) (9) €

g

RQ

& (A= conte)dt) P(Zp € | Fo ) (@) + z§ew_

Nous pouvons choisir To >Q suffisamment grand pour gue le second élé&ment 3
£
droite soit suffisamment petit, disons < 2

Nous passons maintenant au premier &lément de cette same. En utilisant
le théoréme de Fubini pour la mesure produit
nous obtenons :

§(

R

T.
=[(§ €% (M -connt) Py ednl T, ) () lt

Considéronsoé présent 1'intégrale

Flot)={ §(xt) PV cdx 1 o) (W),
R‘\

ot ()20 est une fonction continue et bornée dans [R*x [0,T] . Nous
définissons une fonction § sur {1x R%[07T] par

-?(w.x,*c):{(x.f), wef2, xR teloT],

A
elle est évidemment mesurable par rapport & 3'_,.,“-4®3 & :BCQ,T‘J et
intégrable relativement 3 chaque mesure finie sur cette & -algébre.

& (- conxt)dt ) P dr [T )(0) =

o “"—’54

4

am

Pour tout weJLL et t€lo,T] nous définissons une mesure sur ( R', B ) par

PO (= PV 1) (o)



A LY
Pour tout A€ B 1a fonction Pn.'.w (A} est (:E'k_«® KBP’.T} -mesurable.
Ainsi

Flot) =§ 5 B, ((0t);du) |
~ R‘

ol it note la section de la fonction {f au point ( W/JC> , et
]

("\hf)
R.  2xloTIxB'—=D1], B, ((wt); )= B (A) )
a toutes les propriétés de la probabilité de transition de (11*[0173.?,.,;‘.48 {B@‘TJ)‘*“S
( fR",’B") . En vertu de la proposition IIT-2-1 de |8 , la fonction F est

~—

j—n'kw@%torj-nesurable. En particulier, la fonction
-+ ‘
Flot)= S'e (/1- CM*)‘\ P(X\ke"b( 'ﬁ.k-n ("‘J)
RA
est mesurable par rapport 3 '};k_‘ S fB&’_‘_]
La fonction

Z, ()= max Y & (-contx ) PVacsdx | ’ﬁw)(m, wel2 teloT ]

1sksk, R*

est manifestement '} ® (BEQ -1 -mesurable et bornée, ce qui implicue la mesurabilité
et 1'intéarabilité des fonctions Z, (*,f),zn(u‘-) pour tout t etw fixés. la
régularité des distributions conditionnelles de X,k' implicue cue pour chagque

+ eR' fixs :

[t (4-cort) PO opede | Found) () 22
R‘

a.t.

6_*(4 ‘—E(Coofzula'_n,k-a))(‘ ):
¢ [R E(et™ 1T s
5\ E. (@ffy“*/‘ \qn,k-4><.)\

1

et alors avec (C.7) nous cbtenons
1
7 Za( - t)—L—0 telR"

Par le théoréme de Fubini pour la mesure produit Pe /’\Co,T ] les fonctions

cod/ e



To
Za(x):= {2tV ot e,
o

(1) = SZ,, (w:’f)olf%) ,neN,
J2

sont mesurables par rapport a Fet ’BIU.T.] Tespectivement. Par (7) et

O A Z(Q‘-f)s 2, nous obtenons que la suite geg fonctions ’An(f),ne IN) mesurables
et bornées converge vers zéro pour tout +efo,T.]

ainsi

L I

({z. @A dP)dt — 0
;

et .

R Ry Tp—

orice 3 la F@ ‘5[01.] mesurabilité de Z - La fonction sous l'intégrale est

bornée et non negatlve, donc cela implique

SZ (w,

Enfin nous ut:LlJ.sons la régularité des distributions conditionnelles de Ynk

mayx E(W[rﬁ,u-qs ’VV\CU( S ’H'xz P(X.uedx ):F _)()<

ackq‘ 4<k k

< max S(S _+(4 Contx) P(Xmédx l'&-‘:k4>( ))cH-'i- g— <

ASksk, O >
T

N SZh(,f)o(i‘ + % )
o]

et il en résulte (C.6) (dans le cas 4 =1).

Pour finir la démonstration dans le cas d-dimensionnel il suffit de noter

que var l'application de (C.7) pour les vecteurs t- Qed’ei:(ol”‘lol/'lol"" O>,
i

e/t



NE iR4 ) mous obtenons que chaque jleme coordornée, A< ]Slf , satisfait

max | E(e“"y"j-—/f l?,,’k_‘)l J""OI re R

ALKk,

Cette condition implique

P(1 Y 138 | Fopeed =0, £20,15) s,

max

25w skn

qui est &quivalente & (C.5). ®

Maintenant nous revenons 3 nos considérations 3 propos du réle de (C.4).
Par le lemme ci-dessus elle implique (C.5), c'est-3-dire, Q’j doit étre
conditionnellement infinitésimal. Pensons 3 l'implication récirroque. Il est
possible de donner facilement des exemples dans la théorie classicue, en utilisant
suelement le nambre des éléments L(,, , montrant que en toute généralité, elle

n'est pas vraie.

L'inégalité
3 ) 2
LVE( ™1 D) ¢
ke K
) g ‘ nik ol
cmar | E O AT, D TEE ™ LATE, ) bR,
15k€Kn k=4

implique le résultat suivant :
Corollaine: SL, en supwliment,
¥
Ty = () T : .
(C.8) 2a suite Z | C (e\( Al Tn,“-..)\, néN est bornde en probabilite,
V.24
alors (C.5) (mplique (C.4). 8

Malheureusement, & nouveau on peut donner des exemples montrant que (C.8)
n'est la conséquence ni de (C.4) ni de (C.5). Ainsi, en toute généralité, (C.4)

n'est pas é&quivalent avec (C.5) ou avec (C.5) fortifié par (C.8)
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(C.5) A (C.8) ./ —t > (C.4) v (C.5).

En plus, (C.8) a ce défaut qu'il n'est pas vérifiable facilement. Mais nous nous
rappelons que les conditions d'approximation sont secondaires en comparaison
des propriétés structurelles. Alors c'est tré&s naturel de supposer (C.2), ou, un

peu plus généralement, que

R
o= i Yok u )
C.9) la suite t(—""""" ke nelN , est bornée en
(C.9) las kz;‘, IR l A=t |,
probabilité.

On peut vérifier trés facilement que (C.9) est é&quivalent avec

(C.10) il e.xiste une constante K >0 telle que les suites

F P (Il W [ For) , nelN,

k=t

B E T () [ Fu) |

W34

sont bornées en probabilité,

ou, avec

(C.11) pour tout K >Q la condition (C.10) est satisfaite.

Avec cette hypothése on peut démontrer (théoréme 3.6 [H] ), que si 1'on a (C.5)

(et (C.2)), alors la propriété (C.4) est équivalente avec

(C.12) E \ E(/H“‘/ “2 nk 4)“

En présence du lemme ci-dessus, ce résultat peut étre exprimé sous forme plus
forte :

Thioneme : Soit "4 et IF joulssant de (C.9). Pour avoin Ra proprniété (C.4)
A gaut et L suksit que Les conditions (C.5) et (C.12) soient 78alisBes simul-

tanément. B
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En vertu de ce Théordme, aprés des calculs élémentaires, on peut démontrer

que :
Conolhaire : Si ™Y ot IF satisfont (C.9), La propriit? (C.4) est équivalente avec
(C.5) et ) '

(C.13) i€ existe une constante L >0 telle que

T UE Tl s Ol T I ——0 . u

K1
La cordition (C.13) est plus agréable que (C.12). On peut vérifier que (C.4) et

(C.9) impliquent (C.13) pour tout L >O .

Maintenant nous allons considérer quelques cas particuliers pour les A k-

I. Soit A, =0 pour tout A<ks¥, neN,

nk

Alors les conditions (C.1) - (C.4) prendront la forme

Xew >
(zc.1) ‘ E. ( A+ nx,m\\‘ h.k-n) e,
L"‘: X.. ; th P 3 v ‘
(ZC.Z) %;4 E( A +k“xn““l \E\,k") a’y\ ¥ §‘ \‘Kl\l /A(dlx> 4 I lgl
‘e

(2C.3) E( 44“;(;:2‘“-1(Xnkée)\ﬁ.k-43 ___f,—-g},('((_:_% Eéc""‘dﬂ; O¢§ )
l —( (4 Vi) y \ n'k )‘2

)ol‘teﬂlqL

(2C.4)

s

et par le amme les propriétés suivantes sont équivalentes :

rmax P(!IXnu“>€‘?;,,<-\)——E"“‘)O £€>0,

(2C.5)
ASKEKA
ankh p
(2C.6) AV:LG(); E ( A+ [} Xl ‘E,k-n\ — Q}
— ' " P o
(2C.7) = (+Xm)_ \’ﬁ,u-)\— >0, teR",
A5k $K,y

Si dans ce cas nous avions 1l'inégalité

® [E(¢ ™I F D < O@E (R T

Xl
e/
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pour quelque constante e(f), alors 1'infinitésimalité conditionnelle de %
(c'est-3-dire (ZC.5)) avec en plus (ZC.1) - (2C.3) implique la convergence faible
demandée vers u[(a,ﬁ,,w) . Mais malheureusement (8) n'est pas vrai, parce que,

intuitivement la fonction le‘“’x)—/ﬂ

prds de zéro est majorée par [[xll et
ne l'est pas par Ixi* . Donc en vertu du Théoréme, nous devons ajouter a (ZC.5)
la propriété

g

- Xn
(zC.8) 2 E(-""—"""“ ,;an | '}:,m)uz —L—0,
k34

pour cbtenir le méme résultat.

Remarquons que le théoréme limite suivant :

si X et F satisfont (2C.1) - (2C.3), (2C.5) et (2C.8), leurs somes S, n & N,
convergent faiblement vers & (a, A:/*) , a 6té formulé dans [27] pour la distribution
normale unidimensionnelle (avec un autre choix pour IF qui conduit A une faute
signalée dans LG] ), mais sous la forme plus générale ci-dessus il n'a jamais

ét& présenté.

II. Nous considérons maintenant
Am\= E(\/ukl-( ymeV)IE..um) t 4\<L<\<L<" ! WG,N,

d
ot V€B' est un ensemble borné £ixé, arbitraire tel que O € Int V.

C'est trés naturel de demander pourguoi dans tous les manuels et ouvrages ol l'on
considére la convergence faible vers une distribution indéfiniment divisible, les
auteurs choisissent a priori cette sorte de 2 k- Mais ils admettent a oriori
aussi que X ala provriété (ZC.5) d'infinitésimalité. Cela implicue 1'infini-
tésimalité (C.5) de ('UJ (pour ce choix deJ() et toutes les autres difficultés

sont évitées par 1l'inégalité

® [E(& M) <o) E(FEl %)



- 13 -

avec la constante /2(-&,V) dépendant de t et V seulement (regardez la démonstration
de(3.40) dans (4] ; elle est trés fortement tributaire de toutes les propriétés
du choix de V). Ainsi la propriété (2C.5) seule avec les propriétés structurelles

(C.1) - (C.3) implique la convergence faible vers i(a.ﬁ,ﬁ), voila la raison !

Remarcuons que par un détour nous cobtenons ici que (ZC.5) et (C.2)
impliquent (C.12). Il n'est probablement pas facile de dé&montrer cette implication

immédiatement.

III. Si tous les vecteurs de ¥ sont intégrables, nous pouvons définir

B"K:: E(-an\’Fn.uq),
Znnithk"’an ’ 4$k$kn,h€lN)

et écrire les conditions (MC.1) - (MC.4) avec Bnk et Z., de facon analogue 3
(C.1)-(C.4), ce que nous amettons. Malheureusement, en général, la propriété

(ZC.5) n'implique pas 1l'infinit&simalité (conditionnelle) de % :

(MC.5) max P( N 2.1>¢ \?‘;,...,3 —-E—"*O, £>0,

15kska

qui d'aprés le Lemme est nécessaire pour le bon résultat. D'aprds le Théoréme,

en présence de (MC.2), la condition (MC.4) est &quivalente & (MC.5) et

™C. 6) Z = (:,-;'%‘T.T \ q‘:(..-ﬂ“z_P—_DO ;
ou

(MC.7) il existe une constante L 70 telle que

fl|E<2..kI(uz,,nst)l’F,.,k-a)llz—f—%o )

)

Les conditions suffisantes pour (MC.4) (avec 1'hvpothd@se (MC.5) sont :

(MC.8) pour tout t € B® 1la suite
Kn

Z lE(ei(*,z.«)_A "Ez-b\ | nelN,

k=4
est bornée en probabilité,
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ou, propriété plus forte
MC.9) la suite

S E(1Znel 1FL) | ne N,

k=4
est bornée en probabilité,

ou, finalement , si tous les vecteurs de ’I ont des variances finies

(VWMC.10) 1la suite

FEUZ ] Tl neN,
k=a

est bornée en probabilité.

Dans la derniére situation on peut appliquer les considérations ci-dessus
pour cbtenir la description compléte des conditions suivantes pour la convergence
faible vers la loi de Kolmogoroff. La théorie classique suppose habituellement
(WMC.10) a priori (ou c'est implicite dans les conditions structurelles) et en

ce cas (MC.4) est équivalent avec MC.5).

Nous finissons cette note avec un fait oour la foi du lecteur (et non

nécessairement pour la vérification) :

"

Quasi-théondme : Apnes remplacement de ) ot max  a chaque §ois dans cette
‘)A e f 4 < hn

oeuvre par )’ et max , ou Y. n€iN, est une suite de temps d'awiét,
PN SKRIY,

nows obtenons des théorémes vrais pour des sommes de nombre aliatoire d'éléments. @y

Nous tenons & exprimer 3 Monsieur le Professeur Y. DERRIENNIC notre trads
vive reconnaissance pour toutes les fructueuses discussions gue nous avons eues

avec lui et pour tous les précieux conseils qu'il nous a prodigués.
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