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FRONTIERE DE FURSTENBERG. PROPRIETES DE CONTRACTION
ET THEOREMES DE COMVERGENCE.,

Yves GUIVARC'H et Albert RAUGI

1. PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES.

Nous donnons ci-dessous une description des décompositions d'Iwasawa,
de Bruhat et polaire, d'un groupe de Lie semi-simple. Cette description résume

des résultats classiques, exposés, par exemple, dans [5].

Soit G un groupe de Lie ayant (y,[ .]) pour algébre de Lie. Nous appelons
ad la représentation adjointe de ?(i.e. ad X(Y) = [X,Y], ¥,Y Ej). Nous disons

que G [resp.j] est semi-simple si la forme de Killing
B(X,Y) = tr(ad X, ad ¥) , (X,Y € ‘} Y,

est non dégénérée.

(1.1) Lorsque ? est une algébre de Lie semi-simple il existe des décompositions
j =X ® P e j en la somme directe d'une sous-algdbre X et d'un semi-espace r
vérifiant

D IXN K, [k,P]1 CP, [P,PlcX

ii) La restriction de la forme de Killing & )X [resp. & P] est définie néga-

tive (resp. définie positive). X et ¥ sont orthogonaux pour B.

Ces décompositions sont dites de Cartan.

[Par exemple si & = s? (d,K) ={ matrices carrées d'ordre d.3 coefficients

i

dans K (=R ou €) de trace nulle}, ou plus généralement si ? est une algébre de

Lie semi-simple auto-adjointe de matrices (i.e. X €¢f => Te ’;’), alors la décom-—
7

position d'une matrice en la somme d'une matrice antihermitienne et d'une matrice

hermitienne est une décomposition de Cartan].



Du fait que la forme de Killing est définie négative sur W@ i SD ,
il résulte que 1l'algdbre de Lie de matrices ad( /. ® i P) est la conjuguée par
un élément de GL(dimg, ) d'une sous-algébre de Lie de 1l'algdbre de Lie des ma-
trices antihermitiennes. Autrement dit, il existe une base de la complexifiée S;‘C
de y dans laquelle les matrices ad X, X € X (resp. X € ) sont antihermitiennes

(resp. hermitiennes).

Choisissons une sous-algdbre abélienne maximale @ de ¥ . Il existe alors
une base de j dans laquelle les matrices de ad @ sont diagonales. Les &léments

diagonaux de ad ® définissent des formes linéaires réelles sur Q appelées racines.

Appelons A l'ensemble des racines et, pour tout o € A, posons

-;ﬁa = (X € ?’ : ad H(X) = a(H) X, ¥H €Q} ; nous obtenons la décomposition

" » = @ al .
J? ae b ﬁo‘
Appelons 0 l'automorphisme involutif de j’ défini par o(X) = X, si

X€ Pet o(X) = -X si XE€ K. On vérifie facilement que
i) si ¢ € A, alors (-0) € A et ?(-a) = o(?’d)
i) % = MOQ, o1 K= (xe K. x4 = ()}

Soit @' l'ensemble des points de & od aucune racine de A - {0} ne s'an-

nule. Les composantes connexes de Q' (en nombre fini) sont les chambres de Weyl.

Choisissons une chambre de Weyl W et notons A_, [resp A+] l'ensemble des racines,

non nulles, négatives [resp. positives] sur W.

"
Posons U\‘F= ® ‘? et M= @ ‘? = glvv ).
acs_ 7 acs_ 70

-

Des inclusions,

Vo, BEDL, Lo, 4l © &0

2 N3
(avec la convention J%HB = (0) si a+B & A), il résulte que o\ et ' sont des



"
sous-algébres de Lie nilpotentes de 9‘ a® u\f et @ ®N sont des sous—algdbres
de Lie résolubles de if et nous avons

V] v}
N=[@N], & =@ &.

On obtient alors pour %f les décompositions, dites "d'Iwasawa',
A,
2 " RS “ - . .
’j’ -"-c\\ @A ®N et .u;S =N® Q ® X . La seconde se déduisant de la premidre

par l'automorphisme ¢.

Ces décompositions dépendent des choix : de la décomposition de Cartan ;
du sous-espace abélien maximal Q et de la chambre de Weyl W. On montre que deux

décompositions d'Iwasawa se déduisent par un automorphisme intérieur.

D'autre part, nous obtenons aussi la décomposition dite "de Bruhat"

‘Ej =°\‘F® Qe c,\\} @At -

. Y .
(1.2) Désignons par N, N, A et X les sous-groupes de Lie connexes de G ayant
-~ 'I\l B -~ s Y
respectivement &, ", @ et K pour algdbre de Lie. N et N sont des sous-groupes
nilpotents simplement connexes de G. A est un sous-groupe ab&lien simplement con-
dim Q

nexe de G, donc isomorphe 3 (R , +). K contient le centre discret Z(G) de G

et le quotient K/Z(G) est un groupe compact.

3

Appelons Ad la représentation adjointe de G. Soient o € A, X € ﬁa et
a S A ; écrivons a = exp H avec H € &; nous avons

Ad(exp H) (X) = Exp ad H(X) = eO‘(H) X 3

Ad a(X)

autrement dit,

Ad a(X) w (8.) X,

o
ou @, est un homomorphisme de A dans R_.
Appelons M (resp. M') le centralisateur (resp. le normalisateur) de A
dans K. M et M' sont des sous-groupes fermés de G ayant M, pour algdbre de Lie.

Comme M et M' contiennent le centre Z(G) de G et comme XK/Z(G) est compact, '/



est un groupe fini, appelé le groupe de Weyl. Chaque élément de ' permute les
chambres de Weyl. Le groupe de Weyl opére de fagon simplement transitive sur

1l'ensemble des chambres de Weyl.
Ceci dit nous avons pour G les décompositions suivantes

m
1) Décomposition d'Iwasawa de G. G = NAK (ou G = KAN, NAK, KAN)

L'application qui au triplet (n,a,k) associe le produit nak est un iso-

morphisme de variétés analytiques de N x A x K sur G.

2) Décomposition polaire de G. G = K exp ¥ K

Tout élément g de G s'écrit k, exp a k2, avec k1, k2 €KetaCVW (fer-

meture de la chambre de Weyl W dans Q). L'élément a est déterminé de fagon unique .
Lorsque a € W, les autres décompositiors de g s'obtiennent en remplagant le cou-

ple (k k) per (k, m, m | k.) avec m € M.

2
3) Décomposition de Bruhat de G. G = U Nm NAM
nEM' /M
Y]
(ouG= U INmNAM= U NoNAM= U  Nm NaM)
mEM' /I mEM' /M meM' /M

Choisissons des représentants m., 1< 1< s, dans M' des &léments de
M'/M. Alors G est la réunion disjointe des sous-variétés Nmi NAM, 1&1<s.
NNAM est une sous-variété& ouverte de G et les autres sont des sous-variétés de
dimensions strictement plus petites. L'application gqui au quadruplet (u,t,a,y)
associe le produit uﬁza Y est un isomorphisme de variété analytique de N x ﬁ X A XM
sur l'ouvert NﬁAM de G.

Pour tout m € M', nous avons

=1 -1

(m ' ) = (@ vm) A N[ " Nm) NN ;

et par suite

a, -
Nm ANM = n [(m



Le groupe nilpotent (m-1 Nm) N N admet pour algdbre de Lie

©

{a€ A_:00 Admep } @

Par suite (m—] Nn) NN =N < goAdm € A, Vo€ A_<=>m€E M.

Lorsque m envoie A_ sur 4, (i.e. lorsque m correspond 3 1'élément du groupe de

. ] a,
Weyl qui envoie W dans (-W)), nous avens (m ! Nm) NN = {e} et Nm ANM = m ANM.

Dans la suite nous noterons mg un représentant dans M' de 1'élément de

groupe de Weyl qui envoie W sur (-W).

(1.3) Exemple.
G=SL(d,R) N = {matrices triangulaires supérieures réelles

74

é€léments diagonaux

égaux a 1}

f\J 3 . 3 . Vd 3 P ~ P P 4

N = {matrices triangulaires inférieures réelles & éléments diagonaux
égaux 3 1}

A = {matrices diagonales & coefficients strictement positifs, de déter-
minant 1}

K = 80(d) = {matrices orthogonales de déterminant 1}

=
1]
~—
—
m
O
SN———
™
-
"
I+
[ ==y e}
m
"
1]
-t

4 i=1
Décomposition d'Iwasawa : G = NAK (ou KAN)
1 (0) d
Décomposition polaire : G = K Exp { . : 2 x; = 0, x, & <x.}K
(0) "x i=1 d
d
Décomposition de Bruhat :,pour d = 2, M' = {*I, i(91 ;)} s
5 .
grod 6= N Mam o+ w (0 D) Naw=w R+ (O ) Nau
N b N
Nars (3 e sier) razobes (0 )= (2 D esiem :a=o)



suivants dans M'

1 0
{I,m2 =0 0 -1
o 1 0

m =
5

epour d = 3, le groupe de Weyl admet les représentants

On vérifie que :

N ANM = {((ai

M, ANM
N, ANM
N, AlM
¥m_ ANM
o5

Nm, ANM
Mg

]

{((ai

{((ai

{((ai

j)) € SL(3R)

o -1 0
1 0 O)
0 0 1
0
1 m
6
0

j) € SL(3,R)
lJ.)) € SL(3/R)
1J.)) € SL{3,R)
j)) € SL(3R)

j)) € SL(3,R)

0o 0 1
o0 - 0|}
1 0 0
820 33
P ags #0et A= . . # 0O}
32 33
Pagy = 0 et A # 0}
P83 # 0 et A =0}
Pagg T ayy = 0, 235 # 0}
Ay, = 8ny S 0, ayg # 0}
: = = = Q} = ANM
Pllgp T 833 T 853 = UF = mg AT

Ces parties de G, en projection sur G/ANM sont des orbites de N et elles

s'interprétent géométriquement comme suit. Comme ANM est le stabilisateur du cou-

ple des sous-espaces engendrés par e

3

seul et (e3,e2) P

' 2 ¥
1'espace homogéne G/ANM

est l'espace des drapeaux de]R3, c'est-d-dire des couples formés de deux sous-

espaces emboités de dimension 1 et 2. D'autre part, l'espace des droites deIR3

. - ’\J * . . P ~
n'est autre gque le plan projectif P2 et G/ANM s'identifie donc également 3 1l'en-

semble des &léments de contact & Pz, c'est-d-dire des couples (x,[x,y] ) formés par

un point x € Pg

et une droite passant par ce point et notée [x,y] . Alors, en notant

de la méme fagon vecteurs et points correspondants de PQ, les éléments m, du

groupe de Weyl se projettent suivant les 6 &léments de contact



€1
(egslegne,l ) (eg,legse]), (e, lep,eq])
(eynlenser]), (eq,lephel]), (e le ,e])
dont les orbites sous N sont respectivement : e2 g ) e3

- tous les éléments de contact d'origine extérieure

a la droite [e1,e2] et ne passant pas par e, (dim 3)

- tous les &léments de contact passant par e, mais d'origine non situde

1

sur [e1,e2] (dim 2)

- tous les éléments de contact d'origine sur [e1,e2] mais ne passant pas par

e, (dim 2)
- tous les &léments de contact passant par e, mais distincts de (e1;[e1,ee])
- tous les é&léments de contact d'origine e, mais distincts de (e1,[e1,e2])
- 1'8l8ment de contact (e1,[e1,e2]).
n -1 .
(1.4) Les groupes NAM (ou NAM = mg NAM mg ) de la section (1.2) sont des sous-

groupes fermés moyennables de G : en effet NAM est une extension compacte du grou-
pe résoluble NAZ(G). Comme deux décompositions d'Iwasawa de G se déduisent par un
automorphisme intérieur, ces groupes s'obtiennent, & partir de l'un d'eux, par
conjugaison. En fait nous savons ([z ] théoréme (1.10)) que ces groupes sont des

sous—-groupes moyennables maximaux de G.

(1.5) Définition. Nous appelons sous-groupe parabolique de G, tout scus-groupe

fermé de G contenant un des sous—groupes NAM.

(1.6) Donnons-nous une décomposition d'Iwasawa G = NAK de G et le sous-

groupe moyennable maximal NAM correspondant.



D'aprés ({11}, § 11), nous savons gque les sous—groupes fermés de G

contenant NAM sont les sous—groupes Pe définis de la fagon suivante.

Désignons par A_ l'ensemble des racines qui ont servi & définir N ; par
I l'ensemble des racines simples de A_. [Rappelons qu'une racine de A_ est simple
si elle n'est pas la somme de deux racines de A_ ; tout €lément de A_ est alors,
de fagon unique, une combinaison linfaire d coefficients entiers positifs de ra-

cines simples] .

Soit © un sous-ensemble de I ; posons A@ = {a€ A : q?a(a) = 1, ¥ € 0}
et appelons K@ le centralisateur de AO dans K ; alors P@ est le sous-groupe pa-
rabolique KO AN = NAKO. L'application © — Pe est visiblement croissante et de
musP nP %PO” = M, PA = G.

Notons [ @] le sous—ensemble des racines de A qui sont des combinaisons

linaires d coefficients entiers de racines de © ; l'algdbre de Lie de P, est

0

alors

ae(e] UA_ %‘1

Tout sous-groupe parabolique de G est donc un conjugué d'un des sous-
groupes paraboliques standard P@’ © € Z. En outre, tout sous-groupe parabolique

est son propre normalisateur.

A Ny
Nous notons P@ le sous-groupe parabolique K@ AN = NAK@. L'algebre de
n,
Lie de P, est
© oté[@]UA 7o
Nous avons
o N W
G = U Nm P@ (= U Nm P@ = U Nm P@ = U Nm P@>’
mEM'/Mé m m m
v L . .

ol Ml = M'M KQ. La sous-variété Nm Pe s'écrit aussi n Nm,@ %O’ ol Nm’@ est le

sous—groupe de Lie connexe de N ayant pour algébre de Lie.

osh o Admc)an (e A_?OL



L'application gqui au couple (u,p) associe le produit up est un isomor=

. sz . e,0 % ' e,0 Yy
phisme de varié&tés analytiques de N X Pe sur l'ouvert N P@ de G,
(1.7) Considérons une décomposition de Bruhat de G, soit

G = U Nm RAM.
m€E€ M' /M

N
Pour tout m € M'/M, appelons Wm la fermeture de la sous—variété Nm NAM
P . P - L2 N
dans G. Wm est la réunion de Nm NAM et d'une réunion Wé de sous—variétés Nm' NAM,
. . . . Y o
m'e M'/M, de dimensions strictement plus petites que celle de Nm NAM. Nm NAM est

un ouvert de Wﬁ, pour la topologie induite.

Pour tout &lément g de G et tout m € M'/M, ¢ W a W est soit &gal & W

soit contenu dans une réunion finie de translatés de Wé,

(1.8) Exemples.

. G =3sL(2R)

Wy =G et W =m Yau
s : -

Les sous-groupes paraboliques de SL(2,R) sont SL(2JR) et les conjugués

de NAM (ou ﬁAM).

G = SL(3,R)
Wo=G, wm2 = N (m,,m,,m mg} Naum
= N = } Nam
Wm3 =N {m3,mh,m5,m6} NAM , Wmh =N {mh,m6
wmS = N {ng,ng} Nam | wm6 = mg Nam .

Les sous-groupes paraboliques de SL(3,R) sont SL(3,;R) et les conjuguds

des sous-groupes NAM (ou NAM), {((a..)) € SLI3R) : a,, =a,, = 0} et

iJ 21

{((aij)) € SL(3,R) : 83, = 85, = 0}.

31
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2. RESULTATS PRINCIPAUX

A) Suites_contractantes.

(2.1) Définition. Nous disons qu'une suite {gn}n>1 d'éléments de G est contractante
si pour une décomposition polaire G = K exp W K de G, g, s'écrit x &, kn avec

X s kn €K, a € exp W et cpa(an) + 0, pour tout a € A_.

Nous allons & présent étudier de telles suites ; en particulier nous al-
lons voir que lorsque {gn} est une suite contractante, alors la propriété &noncée

est vraie pour toutes les décompositions polaires (corollaire (2.3)).

(2.2) Lemme. Soit En [resp. un] une sudite d'éféments d'un compact C de ¥ [resp. de N
Soit a une sulte d'Eliments de A telle que ¢ (a ) >0, ¥a € A_. Alons

~N v x =

U an[deAp. a un] 4'8enit x b, k avecx , k €K, b € exp W teds que

-1
x +e,k »eeta b =>e,
n n n n

. ~N -
Preuve. Ecrivons u a = x' b k' avec x!', k! K .
n %n n °n *n n® %n € et bn € exp W

1°) Suppcsons gue la suite xé converge vers x.

G posséde la décomposition de Bruhat G = Z ¥m AMN. Soit m € M
" m€ M'/M
tel que x € Nm AMN. x appartient alors i l'ouvert K N NaM Nm de X ; si bien qu'a

partir d'un certain rang xé s'écrit
~
x!=v

n

v._c<c m
n n nYn

n \ v v
avec v € N, vn €N, <, € A, Yn € M tel que vn - v, v, - v, cn > c, Yn >y et

LV
X=vVVceym.

Nous avons alors

N
u

en posant kn =y mk' et x = xé (v m)_1 =



- 11 -

-1~ -1 N 'a i+ A
Comme a u_ a_ et a v_ a_ convergent vers e, de 1'égalité
n n n n n n

-1 -1 -1
b
n n n n n an) (a n 'n an) [an °n (m n® )] kn’

il en résulte (continuité de la décomposition d'Iwasawa G = NAK) que

v a =+ e ; ce qui entralne v_->e =v
n n n

-1 -1 _ : . =
2) c, &, (m b, m ) > e ; ce qui entraine que cfa(m bn m ')>0 ¥a€ A_,

donc m bn n e exp W,d partir d'un certain rang ; par suite (puisque b € exp W)

mEMetmb m | =b..
n n

3) k +- e.
n

. . N
Mals alors nous avons aussil xn + v c €& NA N K = {e}. Bt le lemme est

ainsi prouvé, dans le cas considéré.

2°) Cas général.
D'aprés la premiére partie les valeurs d'adhérence de la suite xé sont
dans M ; autrement dit 1l'image de la suite {xé} dans K/M est une suite convergeant

vers 1'image de 1'élément neutre de K. Nous pouvons donc trouver une suite

{y_ }

n'n>1

. n
de M telle que x = x' vy - e, En écrivant u_a_=x_ b k avec
n n 'n n n n n n

k =y kA, nous sommes alors ramenés & la situation envisagée au 1°).

n

a(log an)

[Ce lemme généralise le lemme 4 de {#] qui suppose qu'en outre sup E(Tog a.) <
n n

pour o, BE AJ.

(2.3) Corollaire. S& {gn} est une swite conthactante de G, alorns pour Lous

n1
X, ¥ € G La suite {xg_ y} L'est aussd.
n n>1

Preuve. Soit g, = X, a8 kn avec X , kn € K et a, € exp W tel que cpa( ) > 0,

a
n

Ya € A_.

. Y] Y] N "] -
Ecrivons x x_ = k' u_b avec k! € K, u € Net b € A, u_ et b_ varient
n n nn n n n n n



_]2_

N . N .
respectivement dans un compact de N et de A. Appliquons le lemme (2.2) a la suite

VE s ' ' es
avec X L €EKetc € expWav
n? X 8, VS écrit alors x) ¢, ln ¥y e n® n n P avec

o
u b a
n n

q)a(cn) >0, Vo€ A_.
Le corollaire (2.3) s'obtient alors en &crivant

2 y=4 u &' avec 4 € A, u € Net &' €K
n n n'n n n n

et en appliquant le lemme (2.2) & la suite . dn u

(2.4) Corollaire. Soit {gn}n>1 une suite d'éléments de G. Alons nous avons L'équi-

valence :

i) g, admet une decomposition polaire x & k. telle que
x »xENAMY et < (a ) >0 ¥a€A .
n a n -
ii) g admet La décomposition d'lwasawa u_ a' k' (u € N, a' € A, k' € K)
n nn n n n n

1 [ J— il ~ " - 1505
telle que u > u, C?a(an> >0 ¥a €A etk =kik od {kn} est une sulte d'éle

ment de K convergeant vers un &Liment de M.

Dans ce cas on a nécessairement Z{u) = g (x); o g : G~ /AMN .

Preuve. 1) => ii).
Ecrivons, avec des notations évidentes,

N ~,
X =u b m u € NAMN — X = u bmu.
n n n n n

Alors a—1 ﬁ a - e et a.—1 t a_ s'éerit k" €N € A
v ¢ avec v c
n n n n n n n n n n > Tn ?

1" "
kn € K tels que vy T e cn + e et kn + e,

D'od g, s'éerit ué ag ké avec

u! u (b m a v a_1 m_1 b-1) > u
n n''nn n n n n n

(- [
a a bn ch et cga(an) -+ 0 Yo € A_

k! =m k" k
n n n n



- 13 -

ii) = 1).
. v v .
Eerivons u =2 u_ b avec 2 € K, b_ € A et u_ € N. Il suffit alors
n n n n n n n

L
d'appliquer le lemme (2.2) & la suite u, b aé.

B) Théoréme principal.

(2.5) Définition. Soit NAM un sous-groupe moyennable maximal de G. Une mesure de

probabilité v sur l'espace homogéne B = G/NAM est dite irréductible si
gu( z(fm)) =0 , ¥g€G, ¥meE M'/M - {e} ;
ol ¢ désigne l'application naturelle de G sur B.

Si u est une mesure de probabilité sur G, nous appelons TU (resp. GU)

le semi-groupe (resp. le sous-groupe) fermé engendré par le support de u.

(2.6) Théoréme. Sodent y une mesure de probabilité sur G et {1{1}i>1 une suite
de v.a. {ndépendantes et de Lol u, dégfinies sur un espace probabilisé (2,3 P),

a valeuns dans G.

Supposons que Tu contienne une sulite contractante (déf. (2.1)) et que Gu
et ses sous-groupes d'indice find ne soient pas contenus dans un sous-ghoupe para-
bolique propre de G.

Soient G = NAK une décomposition d'lwasawa de G et G = K (exp W) K
La décomposition polaine de G coniespondante. (W est La chambre de Weyl qui a
senvd & déginin N). Nous appelons M Le centralisateun de A dans K.

Alons il existe une unique meswre de probabllite u-invariante surn
B = G/NAM ot cette mesure est inidductible (dé4. (2.5)). Pour toute meswre de pro-
babilits inndductible X sun B et poun tous y, g € G, La sulte de mesure
yy, ...1v 8 A}n;1 convenge PP-p.s. vers une mesure de Dirac €.z Aindépendante
de g.

De plus, A4 nous Ecrivons y Y, ... Yn g =x a kn avec X, kn € K

- . A"
et a  €exp W, alons £'image de x, dans G/NAM converge p.s. vers La v.a. y.2

et pourn tout a € A_, La suite {cpa(an)} convenge verns zéro.
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En prenant B' = NAM\G et la marche aléatoire gauche Yn ce Yj, on a
évidemment un résultat analogue. Si ' d8signe 1l'application naturelle de G

sur B', on en dé&duit que les lois des v.a. C'(kn) sont les mémes que celles

d'une suite de v.a. convergente. D'ol le corollaire

(2.7) Corollaire. Avec Les hypothlses et Les notations du théonéme (2.6), L'image
de La suite {kn} dans qa & converge en Loi vers L'unique mesure de probabilité

u-Lnvariante sun Aﬁ‘c'

N

D'autre part d'aprds le corollaire (2.4), nous avons aussi

(2.8) Corollaire. Avec Les hypothises et Les notations du thdonZme (2.6), Ecri-
vons y Y, ... Y g=0N A K avec N €N, A € Aet K €K.
n n n n n n n
Alons La sudite N converge p.s. vers une v.a. N ayant y.Z pour image
dans G/NaM ; pour tout o € A_, La sulte P (A ) converge vers zéro et La suite
C'(Kn) converge en Lol verns L'unique mesure de probabllité u-invariante sur

B' = NAM\G'

C) Preuve_du_théoréme (2.6).

La démonstration découle de plusieurs lemmes.

P . . A
(2.9) Nous désignons par 7 l'application naturelle de G sur B = G/NAM.
Soient a € A et u € N ; &crivons u = exp | X, avec X € éﬂu' Pour tout &lément
o€ A

m de M', nous avons

aum) =C(aua ' m = exp N p, la) X ). ¢ (m)

puisque B = z z (Nm), nous voyons que 1'homéomorphisme de B associé & un
m€ M /M

€lément a de A est déterminé de fagon unique par la famille des réels


file:///i-invaAZantz
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{c?a(a), @ € £} ; oll T désigne l'ensemble des racines simples de A_ (voir (1.6)).
Ce qui n'est pas étonnant puisque a lui-méme est déterminé par cette famille ;

. . *
il suffit de noter que I engendre & .

Réciproquement considérons une famille de réels positifs ou nuls

{ra, a € £}. Nous définissons une transformation T({ra’ @ € I}) de B, en posant,

pour m € M' et u = exp ( z X)EN,
a
a€A_
T(t{um)) =exp () r_ X).Z(m) ;
a o
Q€A
ou, pour o € A_ - I, r, se déduit de fagon évidente des réels‘{ra, a €L},

Il est clair que T({ra, o € I}) s'éerit a o T({Ga, o € L}) avec
a € A et Ga € {0,1}, ¥a € L. L'élément a de A n'étant unique que si r, > 0,

Yoo € L.

A .
Nous noctons ;& l'ensemble des transformations de B associfes & des

éléments {6a’ o € T} de {0,1}2.

Nous avons -

(2.10) Lemme. De Zoute suite {g } d’e&ments de G, on peut extraire une 40us-
suite {gw(n)} pour Lagquelle (L existe des ZLéments x, k€K, a€ Aef 1€ %
telle que, pourn toul z appartenant a £'ouvert ¢ (k—1 N) de B, fa suite {gW(n)'Z}n21
conuenge vens x a T k.z.

La suite {gn} est contractante A4 et sewlement AL toutes "ses valeuwrns

d'adhérence x a 1 k" sont telles que T corresponde d L'éLément nul de {O,T}Z.

Preuve. Ecrivons g = x_ a_k_ avec x_, k € K et a_ € exp W. Nous avons
—_— n n n n’ n n

n

c?a(an) € [0,1] car a € exp W. Choisissons une suite d'entiers {¥(n)} telle

que
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-1

On vérifie aisément que pour tout z€ Z(k N),

By(n)'? X T({Xa, o € ZI}) k.z.

Ce qui prouve la premiére assertion du lemme. La deuxiéme assertion

est &vidente.

(2.11) Lemme. Soift {gn} une suite d'éléments de G et B une mesure de probabilité
Luéductible sun B telle que fa suite de mesures {gn.B}n>1 converge vers une me-

surne de Dinac € . Ecndvons g = x_a_ k. avec x_, k € K et a_ € exp W.
u n n n n n n n

Alons La sulte g(xn) converge vers u et g est une suite contractante.
SL blen que, pour toute mesure de probabilité {rréductible X sun B, g, -A converge

verns € .

u
Preuve. On voit ais@ment que les seules valeurs d'adhérence x a T k de la suite
{gn} sont telles que

i) T est 1'élément de € associé & 1'élément nul de {0,1}2.

De i) il résulte (lemme (2.10)) que {gn} est une suite contractante.
De ii) il résulte que la suite C(xn) n'admet que la valeur d'adhérence u ; ce

qui montre que C(xn) converge vers u.

(2.12) Lemme. Soif u une mesure de probabilit? surn G Telle que Gy et ses Aous-groupes

d'indice fini ne sodlent pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de G.

Alons toute mesuwre de probabilits u-inmvariante v suwt B est {wiéductible.

Preuve. Identifions les sous-variétés wm, m € M'/M, de G définies en (1.7) & leurs

images dans B.

Considérons une sous—-variété fermé de dimension minimale Wo,om € M'/M,

telle que v{g ; Wm) > 0 pour un certain 8 € G. Puisque pour tout g € G, la sous-



variété g Wm N Wm est soit égale & Wm, soit contenue dans une réunion finie de

translatée de Wé, il en résulte que, pour tout § > O, l'ensemble des sous-variétés

-1 -1

g W.,8 € G, vérifiant v(g Wm) > § est fini. Il existe donc un &lément h de G

-1
tel que v(h W ) = sup vig W_) et l'ensemble
m 2€0 m

-1 _ -1 .
= {g W vig wm) = v(h Wy} est fini.

L'équation de convolution

1 k

W)y

o (dg),

k21 2
nous montre alors que Tu, et par suite Gu, applique ¥ dans lui-méme. Le conjugué
h_1 Gu h de Gu posséde alors un sous-groupe d'indice fini laissant invariant wm.

Ce sous-groupe d'indice fini est donc contenu dans le sous-groupe parabolique Pm

de G laissant W invariant. Nous devons donc avoir P, = G ; ce qui impligue que
m

(2.13) Lemme. Sodent y une mesure de phrobabilitd sur G et {Yi}i>1 une sulte de
v.a. {ndépendantes et de Lod u, dégindies surn (Q,3%P), a valewrs dans G. Soit v
une mesure de probabllité u-invariante sur B. Nous appelons X, Le prodult Y, ...Y,

1 n
et nous notons A La mesure ) Pl
n>1

Alons pour P @ A-presque tout (w,E) € Q x G, Les sultes de meswres de

probab{Lite {Xn(w).v} et {X () g.\)}n>1 convergent vaguement vers La méme £i-

n1
mite O(w).
Preuve. Elle repose sur la théorie des martingales et sur une idée utilisée dans

(6] lemme (1.7)).
Notons C(B) l'espace des fonctions continues sur B. Pour tout < € C(B),
la fonction Fcp(g) =g Vv(®), g € G, est une fonction u-harmonique bornée sur G
n’ ‘nzl

(i.e. J ﬂ? (g g') ulag') = FKP(g)). I1 s'ensuit que la suite de v.a. {Fq,(X )}

est une martingale bornée ; par conséquent F%:(Xn) converge P-p.s.
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D'autre part, pour tout < € C(B) et pour tous entiers p et r, nous

avons

P
E [ [(Fe, (X, £) - F, (X ))% yT(ag)] =
L Ut 0 -t

+ 2 k
I 1) wele) v (ae) - [ Fple) ulde) ]
k=1 G G
(en utilisant le fait que F(? est p-harmonique)
< or g 12

On en déduit que pour IP & A-presque tout {(w,£) € Q x G,

S 2
T () ) - R (3())% < o

ce qui entraine que pour P ® A-presque tout (w,§) € @ x G,

lrilm Fq, (Xn(w) £) = lrilm Fq, (Xn(w)).

Le lemme (2.13) se déduit alors de ce qui précéde en notant qu'une
suite de mesures de probabilité {\)n} sur B converge vaguement si et seulement si

la suite {Vn(c{’i)} converge pour une suite dense {cPi}ial de C(B).

n>1
(2.14) Lemme. Sodlent u une mesuwre de probabilité surn G et v une mesure de phoba-
blite, p-invarniante, sun B. Supposons que Tu contienne une suwite contractante

et que toute mesure de probabllité w-invariante suwrt B s0it {runlductible.

Alons La suite de mesures {X v =Y, ...v V}n>1 converge p.s. vers une
(d

mesure de Dirac.

Preuve. D'aprés le lemme (2.13), nous pouvons trouver une suite {F’i}i>1 dense
rd
dans TU et un sous-ensemble mesurable Q' de 0 de P-mesure 1 tels que

(%) Yu € Q', ¥i > 1, lim Xn(w) Si.v = lim Xn(w).v = (w).
n n



Soient w € Q' et x{w) alw) T(w) k(w) une valeur d'adhérence de la suite

{x (w)} (lemme (2.10)) ; c'est-d-dire que, pour une suite d'entiers {¥(n)}
n n21 n>1

La mesure v &tant irréductible, de (*) il résulte que

¥i > 1, x(w) alw) t{w) klw) Ei.v = x(w) alw) t{w) k(w).v = 8(w).
En particulier, nous avons

¥i > 1 T{w) k(w).gi.v = T(w) k(w).v ;

ce qui entraine en passant d la fermeture

(%% T(w) k(w) &.v = T(w) k(w).v , ¥ € T,

L'élément w de Q' étant toujours fix&, prenons une suite contractante

. Eeri = € W. Qui 3
{gn} de TU Ecrivons En X, 2 Qn avec X , ln K et &, € exp W. Quitte &

n

prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que Xn + X et Zn + %. D'autre part

1 1

- ", -
si x€ k (w) N NAM, nous pouvons trouver £ € Tu tel que £&x € k¥ (w) N N¥aM. En

effet dans le cas contraire, TU X seralt contenu dans le fermé

Uk (w) Mo ¥am = k(w) N Nam
m €M' /M~{e}

de B. Il existerait alors une mesure de probabilité p-invariante portée par ce

fermé et donc non irréductible.

Nous avons alors

-1

¥z € T(L N) , k(w) & En.z + T (k(w)E x)€ &(N) et par suite,

puisque v est irréductible et T(w) est une transformation continue de Z (N),
Tw) klw vV > g
(w) klw) & & T(w) (g (k{w) € x) -
De 1'égalité (%), il résulte alors que T(w) k{w) v et par suite O(w)
sont des mesures de Dirac. Le lemme est ainsi prouvé.

Nous sommes & présent en mesure de prouver le théoréme (2.6).
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(2.15) Preuve du théoréme (2.6). Sous les hypothdses du théoréme (2.6), toute

mesure de probabilité p-invariante v sur B est irréductible (lemme (2.12)).

D'aprés le lemme (2.14), Xn.v converge alors p.s. vers une mesure de
Diract €,- Mais alors, pour tous y, g € G, la suite y Xn g contracte p.s. la me-

sure irréductible g—] v en la mesure de Dirac ¢ D'aprés le lemme (2.11),

y.Z’
r s s = p-S.
Yy Xn g s'écrit xn an kn’ xn, kn € K et an € exp W, avec ;(xn) y.Z et

Yo € A_, CPa(an) L2, 0,

Pour toute mesure de probabilit& irréductible A sur B nous avons alors

(lemme (2.10)) ¥y Xn g.A — Ey.z'

Enfin la seule mesure de probabilité p-invariante sur B est &videmment

la loi de la v.a. Z.

Notons aussi que des lemmes (2.10) et {2.11) il résulte que l'on a

(2.16) Corollaire. Une swite {gn} d'élements de G est contractante s4 et seulement
84 poun toute mesure de probabilité quasi-invariante A d'un espace homogéne G/NAM,
Les seuwles valeurns d'adhérence de La suite de mesures {gn.k}n)/1 sont des meswres

de Dinac.

D) Généralisation du théoréme principal.

Dans ce qui précdde, nous avons privilégié les sous—groupes paraboligues

minimaux de G.

Donnons-nous & présent un sous—groupe parabolique quelconque P de G et
considérons "la classe de conjugaison de P" ; c'est-a-dire l'ensemble des sous-
groupes paraboliques de G qui sont les conjugués de P. Nous notons C(P) cette

classe.

Posons la définition
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(2.17) Définition. Nous disons qu'une suite {g_}

d'éléments de G est contrac-
n n>l! R LA

tante vis & vis de C(P) si pour une (ou toute) mesure de probabilité quasi-
invariante A d'un espace homogéne G/P, P € C{P), les seules valeurs d'adhérence

de la suite {gn.x}n>1 sont des mesures de Dirac.

(2.18) Il est clair qu'une suite {gn} d'éléments de G est contractante si et
seulement si pour une (ou pour toute) décomposition d'Iwasawa G = NAK de G elle

vérifie la propriété suivante

Désignons par W (resp. A_) la chambre de Weyl (resp. l'ensemble des racines)
ayant servi 4 définir N ; par I l'ensemble des racines simples de A . Soit O le
. y . .
sous—ensemble de I tel gque le sous-groupe paraboligue P@ (voir (1.6)) appartienne

'éeri e IS w
a C(P). Alors g, S gerit x, & kn avec Xx , kn K, a € exp W et cga(an) + 0,

pour tout o € o =z1-0 (et par suite pour tout a € A_ N C[@]).

Nous avons alors le théoréme :

(2.19) Théoréme. Solent u une mesure de probabillit? sun G et {Yi}i>1 une swite
‘d

de v.a. <{ndépendantes et de Lod u.

Supposons que Tu contienne une suite contractante vis a vis de La classe
de conjugaison C(P) et que G, et ses sous-groupes d'indice §ind ne solent pas con-

tenu dans un sous-ghoupe parabolique propre de G.

Soit G = NAK une quelconqgue decomposition d'lwasawa de G. Désdignons par
W (resp. A_) La chambre de Weyl (resp. £'ensemble des racines) ayant servi & dé-
finin N ; pan T L'ensemble des racines sdimples de A_. Soit © Le sous-ensemble

de T el que Le sous-groupe parabolique %e appartienne & C(P).

Alons 4L existe une unique mesure de probabilité u-invariante v sur

G/%Q ot cotte mesune est iwnbductible (4.e. g v{lim B ) =0, ¥¢ € G, ¥m € Mé/M' —{E})i

Q)
Pourn toute mesure de probabilité inréductible X sur G/%O et pour tous y, g € G,
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La suite de mesunes {y Y. g.A}n>1 convernge p.A. vers une mesure de Dirac
'

€.z indépendante de g. De plus, 54 nous Ecrlvons y Y,...Y g=x a k avec

- . . A"
X kn € K et &, € exp W, alorns : £'image de La suife X, dans G/P@ convenge p.s.
verns y.2 ; La sudite cpa(an) convenge p.s. vers zéro, pour fout a € L -0 ; et
L'.image de La suite ko dans Pé}G convenge en Lol verns £'unique mesure de proba-

bikits u-invariante sur N
0
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3.- APPLICATIONS

Nous choisissons une décomposition d'Iwasawa G = NAK de G. Nous désignons
par A_ l'ensemble des racines ayant servi & définir N ; par I 1'ensemble des racines

simples de A_ et par M le centralisateur de A dans K.

(3.1) Définition ([21]). Soit E un espace sur lequel G opére continiiment & droite.
On appelle cocycle sur E, toute application continue p de ExG dans R vérifiant
o(u,g.8,) = o(u,g,) + plu.g,g,) (W€ E, g,,8, € 6).
Nous disons qu'un cocycle sur E est K~invariant si, en outre,
plu,k) =0 (WEE, kK €X).
[ Nous avons alors p(u,gk) = p(u,g) (WEE, K€K, g €G)].

Nous avons &videmment une définition analogue pour un G-espace 3 gauche.

%
(3.2) Si (k,g) est un élément de KxG, désignons par H(k,g) la composante sur &,
dans la décomposition 4'Iwasawa N(exp ®)K de 1'élément kg de G. On vBrifie que :
Y] " \ ~ P
i) H(k,g1g2) = H(k,g1) + H(k.g1,gg) , (k €K, g8, € G) ol k.g, désigne

la composante sur K(w \G) de 1'élément kg, de G.

NA
Loy Y Y A
ii) H(vk,g) = H(k,g) (y €M, k€K, g €G).
G
Pour u € B = NAM\ et g € G, posons alors

Y
H(u,g) = H(k,g)
ol k est un quelconque des &léments de K dont 1'image dans B est u. Nous obtenons
alors une fonction de B(G) x G dans Q vérifiant
= . S S
. {H(u,g1g2) H(u,g,) + H(u.g,,8,) (w€ B, g,,8, € G)
H(u,k) = 0 (u € B, k € K)

On montre alors que l'on a ([3]):

(3.3) Lemme : Tout cocycle K-Lnvariant sur B = S est de La gorme

s
NAM
p(u,g) = a(H(u,g)) , powr une certaine forme Lindaire réelle o sur Q.

(3.4) L'ensemble des cocycles K~-invariant sur B forme un espace vectoriel réel

dont la dimension est égale 4 celle de l'espace vectoriel réel & . Une base de
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1'espace des cocycles sur B est constituée par {a © H, o € L}

(3,5) Théoréme. Sodlent u une mesure de probabllité surn G et {Yi}i>1 une sulte
de v.a. independantes et de Loi u & valewr dans G. B

Supposons que Tu contienne une sudlte conthactante (déf. (2.1)) et que Gu
et ses sous-groupes d'indice §ini ne solent pas contenus dans un sous-groupe pPara-
boligue propre de G.

Alons poun tout u € B et tout o € 4_

a(H(u,Yi...Yn)) 235 (),

Supposons en outre que, pour un certain o € A_ fG 325 [aoH(u,g) |uldg) <+~

Alons, s4 nous appelons v L'unique mesure de probabllité u-.invariante sur B

(théoneme (2.6)), pour tout u € B, La suite {% a(H(u,Y1...Y 1)}

2t converge

p-s. vens Le nZel strictement négatif |, fBa(H(U,g)) v(du) u(dg).

Preuve. La premiére assertion résulte du corollaire (2.8).

sup |aoH(u,g)| u(dg) < +=, nous savons ([ 3], lemme (7.3)) que,
u€B
pour tout u € B ,

Lorsque IG

&aoH(u,Yr..Yn) B35 o(p) = IG IB aoH(u,g) v(du) u(dg).

Le théoréme (3.5) résulte alors du lemme suivant, bien connu en théorie

ergodique.

(3.6) Lemme. Soit (X,T,X) un systeme dynamique (Th = ) et £ une fonction intégrale
n-1
a valeurs ndefles. Si L'on a p.p. lim § foT® = -», alons [y fax < 0.
n 0]

Preuve. Considérons le produit Y = X x R et la transformation S de Y définie par
S(x,r) = (Tx, r+f(x)) qui préserve la mesure v = A2 ol 0 est la mesure de

n-1
n n
Lebesgue de R. Comme S (x,r) = (T x,r+ ) f ‘I‘k(x)) = (1'%, sn(x,r)), il suffit de
o]
voir que si IX f dx = 0, alors pour tout € > O donné, il existe, pour presque tout

(x,r) € Y€ = X x [-e,e], une infinité d'entiers n tels que Sn(x,r) € Y.
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Un sous-ensemble A de Y est dit errant pour S, si A est non négligeable

et les SkA sont disjoints relativement 3 la mesure v. Montrons que si IX fdx = 0,
il ne peut y avoir de tels sous-ensembles A de Y. Puisque lgm % sn(x,O) =0 p.p.
on peut trouver une partie B C A non négligeable, telle que, uniformément sur B,

. 1 . . 1
lﬁm = sn(x,r) = 0 ; par suite, nous avons lim — v({ U SkB) =0
O<k<n

. . k_ .. . ... .
Mais si les S B étalent tous v-disjoints on aurait

v( U SkB) =n v(B) ;

0<k<n
ce qui contredit la relation précédente.

On en déduit que lorsque | fdA = 0, l'ensemble C des points (x,r) de Ye
tels que la suite {Sn(x,r)} ne revient pas dans Y€ est négligeable ; car sinon
un tel ensemble serait nécessairement errant. Si alors n(x,r) désigne le plus
entier positif n tel que Sn(x,r) € Ys’ une transformation g se trouve définie sur
Y€ par la formule

n(x,r)(

g(x,r) =S Xx,r)

Cette transformation préservant la mesure induite sur Ye’ l'ensemble des

points de Ye revenant indéfiniment dans Ys est de complémentaire négligeable.

Nous considérons 4 présent le groupe G = SL(d,R) des matrices réelles
. d-1 . . PR
de déterminant 1. Nous appelons P l'espace projectif associé &

B o= {(u.y...u.) 3 ug €R, 1<i<d}.

a
(3.7) Théoréme. Solent u une mesure de probabilité sun SL(4,R) et {-Yi}i>1 une sulte
de v.a. indépendantes et de Lol u . Supposons que Gu ne 504t ni compact, ni contenu,
ainsd que Ades sous-groupes d'indice f4nd, dans un sous-groupe parabolique propre

de G.
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a .S, .
Alons, powr tout u = (u ,...,u;) ER [l PS5 (4=) ; pour tous

u,v EIRd , AL existe des v.a. C1(u,v) et CQ(U,V)

lwy,...v

O<Cy <y I p.s.
1 n
S{ en outne j'G Log |lg|| u(ag) < += , alorns L£'expression

[ ] 4o, o(T.@) v(ad) u(dg) , 0% o(d,g) = Log uﬁ‘ﬁH (u designe un reprisentant
¢ F T a-1
de U dans IRd), est indépendante de La mesure de probabillit u-invarianie v sur P

d
et nows avons, pour tout u € R

1 - - — —
= Log |lu Y1...YnI|£LE+ [/ de 0(T,g) v(dau) u(dg) > 0

t

Preuve. Nous pouvons supposer que u est de norme 1 et nous écrivons
u= (0,...,0,1)k avec k € s0(d).
Considérons la décomposition d'Iwasawa G = NAK habituelle de SL(4d,R)

(voir (1.3)). Pour cette décomposition nous avons

Q = {matrices diagonales réelles de trace nulle}
= {a1,-.-,ad_1} , ol ¥i€ {1,...d-1}, oy est 1'homomorphisme d'algébre de Lie
A, (0)
ui & ( s € Q a ie A, -
q (0) Xd ssocie 5 Ai+1
A, (0)
W= { ( 1', e A . A1<...<Ad}.
(0) ’xd

Comme tout semi-groupe compact d'un groupe topologique est un groupe
et comme Gu n'est pas compact, le semi-groupe Tu n'est pas compact. Nous appelons
alors & le plus grand élément de {1,...,4d} tel que Tu posséde une suite
= [ W
A kn avec x .k € K , a € exp W telle que ¢a2(an) + 0

Posons 8 = {a_,

R FYRELTIRPY .,ad} et considérons le sous-groupe para-

. Y]
bolique Pe de G ; nous avons

58 = {((aij)) SL{d,R) : aij=0 » ¥(1,3) {1,...,d-2} x {d+1-%,...,d}}.
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8,(n)
D'aprés le théordme (2.19), k Y....Y s'éerit alors x ( l',(o) Yk
1 n n (0) n
B.(n)
4 d
avec x .k €K , 8, (x) :...ied(n) et T B.{(n) =1, tels que :

i) L'image de X dans G/g converge p.s. vers une v.a. Z dont la loi est

0
irréductible
8
2
ii) z (n) P55 0
2+1

D'aprés le choix de l'entier 2 , il existe une constante C > O telle que

C<3 (n) <1, ¥k € {g+1,...,d-1}.

On en déduit que les suites Bk(n) , k € {2+1,...,4} convergent toutes

vers (+=).

Nous avons alors,

| =1 SRS FRENC
Y Y || =1[(0,...,01) x . i = x_(d,k) B, (n

u1 Xn (O)'Bd(n) =1 n k

D'od : d'une part,

d ~

[|u Y, ..Yn|!< Bd(n) kz1 (xn(d,k))2 = Bd(n) , car x € 30(d) ; et d'autre part
fuy,...Y H > g8 (n) Cd—1 ; (x (4 k))2

1 n'— "4 =g+ 1 ?

Or nous avons

d 2
P[{lim inf 7 (x (d,k))" =031 =0 .
k=2+1

En effet dans le cas contraire la loi de Z chargerait l'image de

{((aij)) € SL(4,R) : 85 441 = =ag 4= 0} dans G/% . Mais cet ensemble de
9 3
6
matrice est contenu dans le complémentaire de Ne’e %6 , car toute matrice ((ai j))
b
ge n°°° %6 vérifie
B2oe1,041 7 Fae1,d

. # O . Si bien que la loi de Z ne serait pas irréductible.
ad,2+1 . ad,d
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On en déduit les deux premidres assertions du théoréme (3.7).
L'application p(u,g) = Log uﬁ%ﬂ , ol u est un quelconque représentant

dansimd de u , est un cocycle sx_,u'ilPd“1 x G.

Lorsque Tu contient une suite contractante vis-d-vis de la classe de
B,_.(n

-1

)
, nous avons ————— 25 0 et il existe sur P
31,...,ad_2} Bd(n)

. . oY d-1
conjugaison de P{

* R,

o ;\Q ) une unique mesure de probabilité v p~invariante (théoréme (2.19))
U3-2
Dans ce cas, nous savons ([ 3], lemme (7.3)) que

vo € p&7! p(u,Y

3

& 1...Yn)-24§'fc gPd—1 o(d,g) uldg) v(du).

Comme {p(E,Y1...Yn)} converge vers (+=), cette intégrale est > 0
(lemme (3.6)). D'ol le résultat.
Dans le cas général, soit 7 une mesure de probabilité u-invariante extré-

male sur P47 D'aprés le théoréme ergodique, pour P 7 -presque tout

d-1

(w,u) € @ x PY ', la suite {% Q(E}Y1(w)...Yn(w))} converge vers [[p(u,g)u(dg)m(du).

D'aprés la deuxidme assertion du théoréme (3.7) nous avons alors

va epd™! o(E,Y1...Yn)-E£4 [fo(u,g)ulag)m(au).

5

On en déduit que cette intégrale est indépendante de la mesure
u-invariante 7. D'autre part, le lemme (3.6), nous dit que cette intégrale est

strictement positive. Le théoréme est donc prouvé.

Le théoréme (3.7) améliore le théordme (R.6) de [3 ] qui suppose que

Gu n'est pas compact et que tout sous-groupe d'indice fini de Gu agit de fagon

irréductible surﬁRd.

u
e . . -1 VRN 1 .
Considérons l'espace projectif P71 associc 3 R = {(ﬁ ) o uiEIR,(lid)}-

: d

Cet espace s'identifie au quotient (& droite) de G par 1'un quelconque des sous-—

. . y
groupes conjugués du sous-groupe parabolique P = {(a..)ESLAR) :
{a1""’°‘d-2} 1]
a; 4 = 0, ¥ie€ {1,...,d-1}

Nous disons gqu'une suite g, est contractante vis-d-vis de 1l'espace

d-1 . . s . . ~
FP s1 elle est contractante vis-a-vis de la classe de conjugalson de P{
[« PIE I AT e ]
1
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(3.8) THEOREME. Solent u une mesure de probabilité sur SL(d R) et (Y.}, une
sulte de v.a. indépendantes et de Lol n. Supposons quevGu et ses sous-groupes
d'indice §ini ne solent pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de

SL(4d,R) et que Tu contienne une suite contractante vis-a-vis de £'espace

.. -1

projectif tpd-T,

Alons : poun tous u, v € IRd s

fluy,.oox avy ...y . 4
a_(u,v) = =% 0 ; pour tous u_ ,u.;v.,v, R, u, et v
n [fu vy vy o]l 127277172 1 1
ainsd aue v, of v,, non coliniaines, il existe ces v.a. Cl(u1,u?,v1,v2) et
C2(u1,u2,v1,v2) telles que

4, (upovy)
< < <
0 C1 E;TG;?;ET C2 p.s.

Si en outre IG Log || gll(dg) < +=, alors, pour tout u,v € RS ,

% Log dn(u,v) B35 -5 0.

Preuve du théoréme (3.8) . Nous pouvons supposer que les deux vecteurs u et v

sont orthogonaux et normés ; nous écrivons alors u = edk , V.= ed 1 k avec

ey = (0,...,0,1) et eq_q = (0,...,0,1,0).

D'aprés le théoréme (2.19), le produit k LETRRS &% s'éerit X 8 kn avec

x_, k € so(q) ,
n’ n

B,(n) (0) a
a_ = ( . ), 81(n) <l < Bd(n) » Bi(n) = 1, tels que
(0) Bd(n) i=1
1) Bd-1(n) P-S; 4
Bd(n5 »
.. . 9/
ii) L'image de X dans ¥ _converge p.s. vers une v.a. Z dont la
{0-1’- . ,Gd_e}

loi est irréductible. On vérifie facilement que ceci signifie que les suites de v.a.

x (i,d)
= )} »,  1<i<d-1,converge p.s. vers des v.a.x(1 ,d) presque slirement non nulle ;

{x (d,d
n

par suite puisque x, € 380(d), nous avons

!Xn <d,d)l P.S. 1 > 0

a-1
\/1+_2 (x(i,d))?

. i=1
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Nous avons alors,

d
“ed Xn a'n” =1 Z Xi(d,i) Bf(n)]1/2

8,
txn(d,d)IBd(n) (1+O(—§__E—_

)

d
i Bd(n)
d—1 .
(1+ ) x (1 d))1/2
i=1
B._,(n)
De méme, [le,_, x_a || = [x_(a=1,a)] 8,(n) [1+o<————§d2n) )]
A Aa{f(d-qld)‘ Bd(n)
(1 T x2(i,4)) /2

i=1
D'autre part, nous avons

“ed x a he . x an” = Bg(n) ]xn(d,d) x_{d-1,d4) I___—_T—llyn A an ,
8, (n) x (a,d-1) 8,4 _,(n) B._.(n)

N n 1 d-1 4d-1
ou Yy =( ERIRICIEY a1>=e +O(—_—) s
n x (d,d) 8,(n) x (d,d)  8,(n) d 8,(n)
z = (an(d,1), .,an(d,d—1),0) avec
( xn(d—1,i) xn(d,i)) 8;(n)
a (d,i) = (B - ), 12i<d-1
n xn(d 1,4) xn(d,d) Bd—1<n)
N B, .(n)
d'ou d-1
83-4(0) lleq A anp+o(8d<n) )
D.S,
G lnv) = =gy - RENEY 0
a" g-1'" )
|x (a,a)] k_(a-1,a)] + O(Td'GT
La premiére assertion du théoréme est donc prouvée. Pour prouver la
seconde nous montrons que P{1lim inf|[z_||=0] =0 .
n n

. d
Appelons F 1'espace des plans vectoriels de FB . Pour tout couple (u,v)
.. §md —-—1 t.d ... .
de vecteurs non colinéaires de , nous notons |u,v] le plan de R défini. par

ces deux vecteurs. Le groupe G=SL(d,JR) opére de fagon transitive sur F ; le scus-~

0
groupe de G laissant invariant 1'élément [ fa_1 s fd] de F , ol f‘d_1 = é et
0 1

f.=1; est 0

a 0
1



...31_

N .
P ={{(a..) € SL(AR) : a, . =0, ¥i,j €{1,...,3-2};
{a1,...,ad_3,ad_1} ij i,J

F s'identifie donc & l'espace homogéne)%g

h1,...,ad_3,ad_1}

Soit v une mesure de probabilité u-invariante sur F. Puisque Gu et
ses sous-groupes d'indice fini ne sont pas contenus dans un sous-groupe parabo-

lique propre de G, nous savons que v est irréductible. La mesure v est donc

- - 44 V1

portée par F' = {[u,v] EFz u = u:d o = \',d - } . D'autre part, la suite
1 1
0

de mesures {kY1"'an = xn an knv} converge p.sS. vers une mesure de probabi-

1ité s.
Soit D = {w€Q : limnian zn(m)H = 0} . Pour w€D, choisissons une
B; (8(n))

suite d'entiers 4(n) telle que k¢(n)(w) > X¢(n)(w > ( )(m)-»aie 0,1,

B. (¢(n

1+1

et Hz (w [| - o.

On vérifie aisément que pour tout élément [u,v] € F! , la suite
)( w) a

= {[u,v] €F : (edu)(e

(n)(w) . [u,v]} converge vers un &lément de

(

d_1V) - (ed_1u)(edv) = 0}.

On en d&duit que pour tout w € D, la mesure 6(w) est portée par F".
Si D était de mesure strictement positive, la mesure v = E[6] chargerait
F" CCF' , ce qui contredirait 1l'irréductibilité de v. D est donc de mesure nulle

et la deuxiéme assertion du théoréme s'en d&duit immédiatement.

. . . d-1
Pour prouver la derniére assertion, considérons 1l'espace JP1 5 des
b ]

drapeaux de dimension 2 ; c'est-2-dire 1l'espace des couples (E ,E2) de sous-

. d : . .
espaces vectoriels de R tels que E1 c E2 et dim Ei =1i, i=1,2. L'espace P? ;

s'identifie au quotient de G par l'un quelconque des sous-groupes conjugés de

’“d-3} = {((aij)) € SL(4d,R) : 25 =0 , ¥i€{d-1,a} , ¥j € {1,...,i-1}

c . . -1 -1
Appelons M l'espace constitué par 1l'espace prodiit IPd X IPd auquel

p
{0‘1’

on a retiré sa diagonale. Nous compactifions M enluiadjoignant 1'espace des

de dimension 2 ; nous disons qu'une suite {(E v )} d'éléments

drapeaux ]P1 ,2 2’ 'n

de M converge vers 1'élément (u,[u,v]) de ]Pd-

. . = T3 a
1.2 si la suite {(un,[unavn] )y de
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-1 s . - = -~ == =
]P:i , assocife 3 la suite {(un,vn)} converge vers (u,[u,v]). Nous notons M
b

ce compactifié de M.

Posons alors

- A vell 1 - = N P,
o((u,v),g) = Log Eg Xg I'm] (g €G, {u,v) €M) ol u(resp. v) est un représen-
tant dans ]Rd, de norme 1, de u(resp. v) ; et

- lug A vel| - = - .

o((u, [W,v]),g) = Log == > - (g € G, (u,[u,v]) E]Pd{ ;) , ol u(resp. v) est
luegll® [[uav]] ’

un représentant dans IRd, de norme 1, de ;(resp. ;r-).

L'application 0 est alors un cocycle sur M x G.
d-1
1,2 °

En effet d'aprés la premiére assertion du théoréme, nous savons que pour tout

Toute mesure de probabilité u-invariante v sur M est portée par P

£ €M, la suite {€Y1...Yn} prend presque slrement ses valeurs d'adhérence dans

P Les égalités

—

-1
2
v = T \)Y1...Yn] , ¥o>1

. d
nous montrent alors gue v est portée par ]P1 5
b

Pour achever la démonstration du théoréme (3.8), on procéde alors

comme nous l'avons fait pour le théoréme (3.7).

(3.9) Proposition. Avec fes notations et Les hypothéses du théorime (3.8), La

sulte {sup (E[dn(u,v)]) : n>1} décroit verns zéno.
u,v

Preuve : Il est clair que la suite 6n = sup ]E[dn(u,v)] est décroissante et que
u,v
pour tout entier n, én = E[dn(un,vn)] s Pour un certain couple (un,vn) de vecteurs

normés de IRd.

Soit {¢(n)} une suite strictement croissante d'entiers. Quitte 3

prendre une sous-suite nous pouvons supposer que u (n) + u et VdJ(n) -+ v. Mais

¢(n

alors en reprenant le début de la preuve du théoréme (3.8), on montre que

P.S. . .
Y (n) Ue(n)? Ve(n) 0
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ce qui implique (théoréme de convergence dominée) que la suite {§ )}:converge

¢(n

vers zéro. D'od le résultat.

(3.10) Corollaire. Reprenons £es notations et Les hypothéses du théoneme (3.§).
Nous savons (théordme {2.19)) qu'il existe sur B e unique mesure de pro-
babillité v u-invariante et que La suite {Y1...an} convenge p.s. vers une
mesure de Dirac €,
Alons, si & designe La distance sur PY7 deginie par

- - ulv

s(u,v) = frrt . (u et v représentantsde w et v), La suite
{sup;_, EL8(Y,...Y .1,2)] } converge verns zéro. En particulier, on en
WP n n>1
dédudlt que : pour tout wepd! , Y1...Yn.E convenge verns Z en probabilit? ;

et, poun toute fonction £ continue sun B,

lim spp,_, |[f(g.u) u"(dg) - ff(w) v(du)| =0 .
n uegPd !



4.- REMARQUE SUR LA NEGATIVITE DES A-COCYCLES

La propriété de négativité de la limite de la variable al&atoire

\{ et @ € A_ peut &tre relide & la négativité de

a[H(u,Y1...Yn)] pour u € B = NAM

certaines intégrales par rapport & la mesure K-invariante m sur B.

(4.1) Théordme. Les formes LinZaires o sur Q. telles que L'intégrale [o[H(u,g)m(du)
B
504t négative pourn tout g gorment un cone convexe dont Les géniratrices extrimales

sont engendrées parn Les hacines simples négatives (L.e. par I).

Avant de justifier cet &noncé, montrons deux lemmes, pour G = S1(4,R).
Soit 8(g) la borne inférieure des modules des mineurs de la matrice de g et

. o ol
fixons une norme euclidienne sur R .

(4.2) Lemme 1 « I£ existe un entier p>0 et une constante C > 0 Zels que pour tout

b € ExpW on ait, en posant H = I

E(x,b) v || < ¢ 6 P(k)

Preuve. On décompose k € K sous la forme de Bruhat (si &(k) > 0) : k = nan'

" : -1 = -1 -
n€ N, n"€N, a€ A ce qui donne kb = nab(b n'b) et H(k,b)b = aH(e,b 1n’b)

18,000 || < lall [|E(e, 'ntb)] -

Comme ﬁ(e,g) correspond aux valeurs propres de'ggt , ”ﬁ(e,g)” < Hg”
De plus, il existe une constante D telle que Sup ||b ,b-1]| < On'|
YEEXDW n

et donc  Sup ||H(k,0)b || < DlRlllR'l -
PEEXDW

Or les coefficients de a et n' sont donnés par des polynomes en les
coefficients et les inversesdes mineurs de k. Ceci donne, avec un entier p et

une constante C' : ||al]|h'|] < ¢'(8(k)"® et donc 1'inégalité voulue avec € = C'D

(L.3) Lemme 2. S{ a est une fomme LinZaine sun @, La fonction de k

Sup la[ﬁ(k,b)] - a(Log b)|
YEEXDPW

@8t majore par une fonction intégrable.
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Preuve. L'inégalité du lemme 1 donne avec des constantes A et B :
|alH(k,b)] - a(log b) < A Log C8 P(k) = -Ap Log 8(k) + B
et il suffit donc de voir 1'intégrabilité de |Log &(k)|. Celle-ci découle de
1'inégalité justifide en [8]
4
m {k; |6(k)| <e}t<Ce

avec une constante C.

Preuve du théoréme (L.1). Montrons d'abord la négativité de fKFE(k,g)] dk

pour a € A_ . Comme cette fonction de g est K-bi-invariante elle est aussi égale
& [ofH(u,h)] du du(h) od p est la probabilité K-bi-invariante (du) * 68 * (du) ;
si 1'on remplace 6g par une mesure ayant une densité et concentrée au voisinage
de g, u est remplacde par u' et les intégrales correspondant 4 u et u' sont
voisines. Comme p' est bi-invariante et admet une densité, sa mesure stationnaire
sur B est la mesure K-invariante et la loi des grands nombres justifiée pour
MMuﬂlﬁﬂ}mmsﬁtQm JlalH(u,0)] du au'(n) < o0

Il en découle fa[H(u,b)] du < 0 .

Inversement, supposons Jof H(u,g)] du < O et montrons que & est combi-
naison linéaire 3 coefficients positifs des racines négatives.
D'aprés le lemme 2, on a, avec une fonction intégrable u, et b € ExpX,

v n v n
n>0, na(log b) < ol H(k,b )] +u (k) < [l H(x,07)] ak + Ju, (K)dk .

Donc, d'aprds 1l'hypothése
na(Log b) < fuu(k) dk
et faisant tendre n vers 1'infini : a(Log b)< 0 . Ceci permet d'écrire de manidre

unique a = I Xi @, avec Ai >0 et a; racines simples négatives.

L'ensemble des formes linéaires consid@rées dans 1'2noncé est &videmment
un cdne convexe et d'aprés ce qui précéde ses géndratrices extrémales sont engen-

drées par les {a,a € I} ; I racines simples de A_ .
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