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EXISTENCE ET UNICITE D'UNE PROBABILITE INVARIANTE POUR
DES TRANSLATIONS ALEATOIRES DE R"

Emmanue] LESIGNE

Seient a;, ay,...,a, € R"
pl.npz,...,pn des fonctions mesurables de Rm dans
[0,1] telles que [} p. =1
i=1

- On considére 1'opérateur markovien P défini par :
n
PE(x) =

Lpy(x) flxeay)

Ceci correspond au probléme physique d'une particule se dépla-
cant dans 1'espace en passant du point x au point x + a; avec une
probabilité pi(x).

On s'intéresse ici 3@ 1'existence et 1'unicité d'une probabjlité
invariante pour 1'opérateur P. Ce faisant, on é&tend au cas multidimens-
sionnel des résultats de F. Norman.

1. EXISTENCE

Proposition :
Si A est une partie de R" on a équivalence entre :

i) ¥ K>0, n {x€ R™ |x.a<K } est un compact.
a€EA

ii) I1 n'existe pas d'hyperplan de R" tel que A soit contenue dans
un demi-espace fermé défini par cet hyperplan.

iii) I1 n'existe pas de forme linéaire non nulle sur ‘R" dont la
restriction 3@ A soit positive ou nulle.

Définition :

Une telle partie finie A sera dite bien répartie. On peut
remarquer qu'une partie bien répartie a au moins (m+l) éléments. Un
exemple de famille bien répartie est :




si (e ,...é;) esﬁ'uné base de R™, on pose A = {el,...em,f4e1,;., -em}.
Posons W(x) = ¥ a; ps(x)
Théoréme d'existence
S1 les Pj sont continues et si i1 existe une partie bien répartie
A de R" celle que : V o € A, IM,e>0, ¥ xR", x.a>M =
W(x).a < -e . Alors il existe une probabilité P-invariante.

Remargue : la condition ci-dessus &noncée est du type "1'infini est

réfléchissant” pour la chaine de Markov. En dimension 1 elle de traduit
par : 1im sup W(x)<0 et lim inf W(x)> 0

x>+ X+t
Preuve du théoréme :

Soit a€ A

pour A >0, on considére la fonction x - ek(x'“)
A (a;-a)

prer(x-e)y . F (x,2) et (X"%)ayvec Fo(x,1) = 151 pi(x) e !

_ 2 n ® a k+2
Fo(xA) =1 + x(W(x).a) + 2% (x,2) avec g_(x,2) = ] py(x) ) : :
i=1 k=0 (k+2) !
1 0 2 laidﬂ 1 |ai‘“'

Pour =21, lg (x,A)|< p.(x) (a;.a)" e <x max (a;.a)" e = G

WMz B opylx) (a0) <7 M g )2 »
On sait que : dM,e > 0, V x€ R", x:a >M = W(x) a < =-¢
Donc pour x.a>M et <Hpps 1 ona:
F (1) <1 = aer 226 <1 - 2f = € (2)
C,(x) <1

Al(x+a;).a A[(M+a, ). a

Pour x<a <M , on a : P(e”x'“))f_max e [ ! gm,ax [ i ]= Da(A)

1<i<n 1<i<n
Po oM - € , ) A(x.a) A(x.a)
ur x€R" et x</p,1 ona : Pe )<C (2) e + D ()

Vien, pkEerx®)y o ¢y Rl erlx “)) +D_(A)
don VieN o)y o B Lo gy e
)

Fixons ) suffisamment petit et x e R
Posons f (Y) = ex(y-a) et E = et 5+ Caln) er(X-a)
On a : Vv keN » (f)(x) iEa

a



k
On définit une suite de probabilités par u, = % y €y p] (k>0)
1=1
ol €y est la probabilité de Dirac au point x.
On a : Yk € N* (f ) = 1 ; PI{f )(x) <E
t ’uka)-_lz; ‘g - "a E
m- 2
Soit n > 0. iaa >0, ¥y €R" , y . a>a = f(y)2> -

E
E, 2w () > *% we Ly € R"| y.a > al

d'od u ly € R® | y.a > a) < n (k>0)

Finalement :

Yo € A, ¥n >0, Ja_ >0, ¥k > 0, u {y € R" [y.a > a,} <n

soit a = max a,
a€A

¥n > 0, 3a >0, ¥k > 0, “k[agA {y R""|y.a > a}] < n. card A

¥n'> 0, Ja > 0 » ¥k'> 0, u [ &y (¥ R" | y.a < a}] > 1-n°

d'ol. d'aprés 1'hypothése :

¥n' > 0, 3 c compacty, ¥k ¥ 0, u,(c) > 1-n*
c'est-a-dire que la suite (”k)k>0 est équitendue, et donc vaguement

relativement compacte. On peut en extraire une suite (un ) convergeant
vaguement vers une probabilité u . Les Pi_étant continueg, on a :

f continue bornée = Pf continue bornée. Donc T P converge vaguement
vers uP. k

Or unkP - u"k converge vers 0. d'od uP =u

On a ainsi trouvé une probabilité invariante.

2. UNICITE

On suppose & présent que : (n = m+2



Théoréme d'unicité

St le semi-groupe'engendré par {al,...,am+1} est dense
dans R™, alors i1 existe au plus une probabilité P-invariante et,

si elle existe, elle est équivalente & la mesure de Lebesgue.

Proposition 1 :

Soient 8ys---s8p .9 € R™ a; = (a},....a?)
On pose
1 2 m
a; ay . ay
D(ag,....a,) = a% : = Dpe1
' fy m
. 2

On définit de méme- : Di = D(al""’ai-1’31+1”"’am+1)

(1<iz<m)
On a : Les a, engendrent: un sous-groupe dense de R™ si et seulement

st les D1 (1<i<m+l) sont‘E]gébffquement'1ndépendants.

Proposition 2 :

Soient d7s...52 € R™

m+1
Les ay engendrent un semi-groqpe'dense de R™ si et seule-

ment i1s engendrent un sous-groupe dense de R™ et {al,...,am+1}

est bien répartie.

Preuve du théoréme : elle se fait en trois &tapes :

a) toute probabilité invariante est absolument continue par rapport
d la mesure de Lebesque .

b) toute probabilité invariante est équivalente & A .

c) unicite.



a) Soit u une probabilité invariante.
Soit f une fonctionvérifiant f(x) = f(x+ai) (xERm. i=2,...,m+1) (1)

On a :

m+1
Jf(x) du(x) = [Pf(x) du(x) = f121 P,(x) f(x+ay) du(x) =

m+1
[Py(x) flxsay) du(x) + [T Py(x)) F(x) du(x) =
[Py(x) flx+ay) du(x) + [F(x) du(x) = [Py(x) £(x) du(x)
D'ol’
[f(x+ay) Pi(x) du(x) = [F(x) Py(x) du(x)
m
La mesure Pl.u sur G = ﬁgT———‘.est invariante par la rotation
I a;Z
g+ 9+ a i=2
Le semi-groupe engendré par Ial,...,am+1} étant dense dans

Rm, on a :

- (az,...,am+1) est une base de R™, et donc G est un groupe compact.

- {k a; mod(az,,..,am+1)J k € Z} est dense dans G.

La rotation g » g + a; est donc uniquement ergodique.
La mesure Pl.u sur_ G est{prohortionnelTe & 1a mesure de Lebesgue.
‘C'est-3-dire :

[ o F(x) Py(x) du(x) = cste x [, f(x) dx (2)
R 110,840
1=

Supposons : i1 existe B borélien de R"™ verifiant : A(B) = 0

et wu(B) > 0. Alors Jny,...,n € I tels que

m+1
m+1 .
B' =B N 1 [n, a;,(n;+1)a,;l vérifie :
i=2

A(B') = 0 et wu(B') >0 .

On pose B" = L (B'+k, a, +...+ k a ..)
P Kpsoooky 1L 2 %2 m+l Pmel



lBuvérifie (1), denc (2).

D'od : 0 = jB“ Py(x) du(x) ; fupossible car Py > 0 et u(B") > 0
conclusion : u << A
du

b) Soit g = ax et A5 = {5>0}

On a : u(AG) = 1
pP(lAO) = u(Ao) = 1

} > P(1, ) =1 u-p.p.
P(1, ) < 1 Ao SRS
Ag

On définit par récurcence : An+1

= A, N {x|P(1, )(x) = 1} (n>0)
. . "',»"- n A
On vérifie fzcilement par récurrence que’ u(An) =1

A= N8 .
Posons A‘ n>0 {n

Ona: n(A) =12

XGA=Vr>0, n€A ;= ¥n>0P(1, }(x) = 1 =
n
P(IA)(x) avl

Notons S le seni-aroupe engendré par a;,apy...58,,9 -

Pl,...,P étent sirictement pesitives, on a ¢

m+i

Vx € A, P(IA)(x) = 1= ¥x €A, xta; € A(1=1,.L.,m+l)
= Yx € A, Vs €E S, x+5s € A

u(A) = 1= a(A) >0

IT existe K ccompact deo &" tel que A(A h‘K)is 0.

Uses, ASn(Ank) +5s) =0

Vvses, jAc Loy (¥=s) dy =0

- Or ~-x) dy ast une fon&tign cbntfnue de x' (11 Suffit

.1 A
[A° ang (8
pour le voir d'ezpprocher IAnK par des fonctions continues & support
compact).

Cette foncticn contirue s'annule sur S, donc sur tout R



D'od : .
0 = [/Ac 1k (¥-x) dy dx = lAc J1png(y=-x) dx dy = A(ANK) A(A)
on en déduit : A(AS) = 0

Or A5 > A A(Ag) =0 c'est-&-dire g >0 ar-p:p.

conclusion : wu ~ 2

c) Soient u et v deux probabilités invariantes.
Supposons uf v
On a alors (u-v)* et (u-v)  sont deux mesures finies non nulles.

(u=v)P = u-v = (u-v)* - (w9)" (u=v)* < (u-v)*p

(u=v)P = (u=v)*P - (u-v)7P (u-v)~ < (u=-v)7P

Or

(u-v)*P (1) = (u-v)*(1) (u-v)* = (u-v)*p
: donc

(u=v)7P (1) = (u=v)7(1) (u-v)™ = (u-v)7P

Ceci est impossible car (u-v-)+ et (u-v) qui sont mutuel-
lement singuliéres ne peuvent &tre toutes deux Equivalentes 3 1la
mesure de Lebesgue.

D'od 1'unicité de l1a mesure P-invariante.

Démonstration de la proposition 1 :

Si L PR S engendrent un sous-groupe dense de Rm, on

a nécessairement que ays...,a, est une base de R" .

2" ,
GEEIZTTTTTE;Z est un groupe compact.

Le groupe engendré par 8gs-ce0lpy est dense dans R™ si

et seulement si la rotation induite par a .y sur G est ergodique. Pour

(1]
Poud

cela, i1 faut et 11 suffit que ¥x caractére de G, x(am+1) = 1" X

s
les caractdres de G sont les x = e’ i(a-X)

avec o € R" tel que ayra;e Z pour 1<i<m



On a donc :
Le groupe engendré par a;,...,a . . est dense dans Rm si

et seulement si la seule solution du systéme [a.a; € Z pour 1<i<m+l)

1 1

est a = 0.
Notons o =v(al,...,uh) et considérons Te systéme (1) Pa.ay = ki
1<i<m+l
On note D(i,k) le déterminant obtenu en remplagant dans
Dins1 la iéme colonne par fgl | (liiiﬁ)
k
le systéme (2) : a.a; = k, 1<i<p vést un systéme de Cramer qui admet

pour unique solution :

a. = .Q.il’.l(_)_ liiim

i
m+1l

le systéme (1) est donc équivalent &

D(i,k .
a. = 2 1<i<Mm et ®.a = k
i Dm+1 - m+1 m+1
soit
o D(i,K) . Lo
a; = _é.__l lism et ] ap.y DOi.k) = kpuq Dpyy
m+l i=1
m ; m
un calcul de déterminants montre que = ) a +1 D(i,k) = -} ki D;
i=1 m j=1 1
le systéme (1) a donc une solution si et seulement si
m+1
2 ki Di = 0

Conclusion : le groupe engendré par (al,...,am+1);est dense dans RT

si et seulement si lesADi sont algébriquement indépendants.

Démonstration de la proposition 2

Soient CRERRERY R" tels que

m+1.
- ils engendrent un sous-groupe dense de;Rm

- i1 n'existe pas d'hyperplan de R™ tel que tous les aj appartiennent



d un méme demi-espace fermé défini par cet hyperplan.

Montrons tout d'abord.

il existe (m+1l) suites croissantes (strict.) de N ("i)k>0”"’("r+l)k>0
telles que

+ .
la suite (J n| a') est convergente.

Posons, pour x € R" f(x) = 1§?£m+1 (x.ai)

f est continue. .
x#0 = f(x) < 0 d'aprés 1'hypothése.

f admet donc un minimum 2—n(<0) sur la sphére unité.

2
a 0y
soit K, = sup LHEL er ok, = inf Ha,l]

1 l<i<m+] n 2 T<i<m+l

m

soit x € R tel que |[x|| > K,

3b, € {a;,...,a ¢} tel que x.by < - [ 1x]]

Hxeby 112 = [IxZ + b2+ 2xeby < [Ix1Z + (by 112 - 20l Ix]]

A

112+ 115112 - 2nky < 11T+ by 112 - 2libyl1?

fi

x112 - 1Ibg 112 < NIxl 12 -k,

Donc : dé&s que ||[x}|] > Ky
2 2
Hbl € {ay,...,a,,1) tel que l]x+b1|l < ixt® - Ky

Notons S le semi-groupe engendré par les a,
On déduit de ce qui précéde que

¥vx €R", Ises ,  [lx+s]]| < K

On définit une suite (sk)k>0'dans S par récurence

Sp = 0

Sk étant obtenu, on pose s'k = s, t 3y + a, +...+ am+l
on choisit s" €S tel que [1s'y + s" 1< Ky

et on pose s, . < s'k + s"k



A m+1

La suite (Sk)k>0 ainsi définie est bien de la forme ( !

Y n,_a.,)

i=1 k "i’k>0
i .

avec les (nk)kzo strictement croissantes.

(a2

Cette suite est contenue dans le compact de F™{x NREINRISR R
On peut donc en extraire une sous-suite convergente qui vérifie bien

e résultat souhaite.

m+l .
Appelons a la limite de la suite ( } n; a1.)k>0 ainsi
i=1 =

obtenue.
Soit x€ R™ et e > 0.

On va approcher x-a par un &lément du groupe dense engendré par les

a; 3 9ys---98,,1 €Z  tels que
€
Hx-a-(glal+...+gm+1 am+1)ll <5
d'autre part :
_ m+1 i c
Jk, > 0 tel que k>k = Jla - § n a.l] <=
0 2 - s KO 2
N =

‘et pour 1<i<m+l

3 &,

on choisit k

0 tel que ksk. = z. +n' >0
max (ko’kl"“’km+1)

| v

on a

x = Czy + ng) ap #oeor (2 + 03" ap Al <

: 1 m+1
I1x - (zya; +...4 zp qa0.0) - all + |la - (Mg ay +...4 0y am+1)H_§e

1 m+1 ‘
et (z1 + nk)a1 +...4 (zm+1 o ) a1 € S .
Conclusion : S est dense dans Rm .
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