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CALCUL DES PROBABILITES. - Théoréme des grands écarts et théoréme
de la limite centrale pour certains produits de matrices aléatoires.

Note(*) d'Emile LE PAGE transmise par

Soit (gn)n>l une suite de variables aldatoires 3 valeurs dans SL(2,R), indé-
pendantes et de méme loi p 3 support compact ; on suppose de plus que le sous
groupe fermé Cp engendré par le support de p est non compact et a ses Sous groupes
d'indice fini irréductibles. Notant I ¥ une mesure quelconque sur'Rz, on étudie
0>l . On
€tablit un théoréme des grands &carts puls un théor&me de la limite centrale.

pour x € thIO} la suite de variables aléatoires (Loglgn gn_‘...glxl)

Let (gn}n>1 be a sequence of independent, identically distributed random
variables with values in SL(2,R), having a distribution with compact support ;
moreover we suppose that the closed group Gp generated by the support of p is
non compact and such that no subgroup of G of finite index is reductible. If V 1
is some norm on.R2 we study for all x € R°~{0} the sequence of random variables
(Loglgn gn-]"'glxl)n>1' We prove a theorem of large deviations, and‘a central

limit theorem.

§l - Résultats préliminaires

1-1 Considérons une probabilité p & support compact S portéeApar

P
SL{d,R)d>1. Nous supposerons de plus que p admet une unique probabi-
1ité invariante v sur l'espace projectif P(Rd) (condition (uy)). Des
conditions suffisantes sur le support de p pour que (h) soit:réalisé
sont données dans [3] et [5). En partiéulier si le semi groupe fermé
Tp engendré par 1e_support de p est éan d SL(d,R) ou si Tp est un
réseau (U) est vérifiée.

Soit maintenant (gn)n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes de méme loi p et s;it (P(x"))xep(md) la probabilité
de transition définie de P(Rd) dans les boréliens de P(Rd) par

P(x,A) = 1, (g x) p(dg)



Notons de plus ¢ 1'application de SL(d,R) x P(Rd) dans R
définie par
o(9,0) = g |
g € SL(d,R), 7 € P(RY) etant 1'image dans P(RY) de u € RI-{0ret 1 1
étant une norme quelconque sur Rd.

Avec ces notations nous pouvons énoncer la

Proposition 1

Soit p une probabilité & support compact portée par
SL(d,R) et satisfaisant & la condition (U), alors la suite de fonc-
tions fn(x) = % £ Loglgn...glxﬂ converge uniformément sur

S, 1 = {x/Ixf=1} vers y = Log o (g,u dg v(du

Démonstration

La proposition 1 résulte du fait que pour toute suite

n
€ P(Rd) la suite de probabilités (% ¥ Pk(un,.)) converge

=

(un)nil n>1
vaguement vers v , car toute valeur d'adhérence de cette suite est

une probabilité p invariante et est donc égale 3 v .

1-2 On suppose désormais que d=2. On définit sur P(RZ) la distance ¢

compatible avec la topologie de P(Rz)

5(X,7) = Isino(x,y)| % 7€ PR?)  x,y € R%-(0)
ot @(x,y) = largx - arg y| O<argx < 2
O<argy < 2=

On considére également 1'opérateur P,, A>0 de 1'espace vecto-
riel 6 (P(Rz)) des fonctions continues sur P(RZ) muni de la topologie
de la convergence uniforme sur P(RZ), défini par

2

f €€ (P(R?))

B

Pyf(x) = f?-**—:;?T f(g x) p(dg) X € P(R



el

Alors

THEOREME 1

Soit p une probabilité & support compact portée par SL(2,R)
telle que le groupe fermé Gp engendré par le support de p soit non
compact et ait ses sous groupes d'indice fini irréductibles, et telle

que 1a condition (U) soit satisfaite ; et soit (gn) une suite de

n>1
variables aléatoires indépendantes de méme loi p, alors
1°) I1 existe un AO > 0 telle que pour O<isigla norme spectrale de
1'opérateur P soit strictement inférieure & 1
2°) Tim[_ sup Eé(g_...g.%, .. -9 7'}1/"-=o <1
n X,y P(R?) : 1% % 1)‘, ‘ .

gémonstration

Le 1°) se deduit de ce que pour n>0 et X € P(IRZ) on a

d oL )
FEY {F l(x}’ihrO = -t Logﬁgn...gl x B
et ce que pour n asscz grand inf E Logl%gn 9.1 -9 xt > 0

P
-~i résultant de la proposition I et du fait que d'aprés le théoréme

(6-6) de [2] _
=[] Logo(g,u) p(da) v(du) > 0
Y SL{2,R)xP(R")

Le 2°) se déduit du 1°) & 1'aice des inégalités

— =y A
-— - ) ‘l}\ ) '(SX ]
6(gx,qy) < [8{gx,qs 1 = ;¢~i7ill~x
igxl Thgyl

- = 2
X,y €-P(R7)  x,y € 5y 0<a<l
et de 1 inégalité ce Schwartz.

Avant d‘énoncer 2 corollaires donnons quelques notations. Pour

n<x<l et pour toute fonction f bornée sur P(RZ) nous définissons
f(X)-f(y)

f) par : m (f) = “sup n —
" 4 X,yeP(R” Le(%. 70"
et i; = (Y/HfHA = Sup PE(x)l + m)(f) < 4w}

XGP{R™)

" .¢t une algébre de Banach unitaire muni de la norme i'x
- .

on a alors


http://Bana.cn

Corollaire 1

Sous les hypothéses du théoréme 1 i1 existe un 0<A0i1 tel

que pour *aut 0<A5A0 il existe un réel 0<pl<1 et un entier N1 tels que

er‘% ¥n>N ¥m>0 on ait les inégalités

1
m (PUF) < m (f) o]
et _sup , [P %) - PME(R) ] < m (f) o?
XEP(R™)

Corollaire 2

Sous ltes hypothéses du théoréme 1 pour toute fonction f eY?(P(Rz;

Tim _sup , [P7f(x) - v(f)] = 0
n Xx€P(R")

§2 - Un théoréme des grands écarts

On é&nonce un théoréme de grands écarts pour une chaine semi-
markovienne puis nous 1'appliquons au cas d'une marche aléatoire sur

SL{2,R).

2-1 Soient un espace compact X & base dénombrable, P une probabilité
de transition de X dans les boréliens j& de X, F une probabilité de
transition de X x X dans les boréliens ﬁ%.de R . On considére une .
chaine semi markovienne (xn’Un) & valeurs dans X x R de probabilité

"
de transition Q définie par

Q(x,u,A,B) = Q(x,0,A,B) = Q(x,A,B) = fo(x,dy) IA(y)'IR 1B(A) F(dr,x,y
X € X UER A€ 3& , B € ﬁ%

Notons (Qx)xex la famille de probabilités associées sur
1'espace des trajectoires 2 = (X x R)m
Faisons les hypothéses suivantes
(Hl)* P admet une probabilité invariante n et pour toute fonc-
tion ¢ continue sur x on a

Tim sup [PM™ (x) -u(¢)]| = 0
n x€X



-
(Hz) IT existe un compact C de R tel que pour tous x,y € X
e support de la probabilité F{dr,x,y) soit contenu dans C

(Hz)  Ltapplication a(x) =fX P(x,dy) IR A F(dx,x,y) est continue

sur X
On a alors le
THEOREME 2
Sous Tes hypothéses (H ), (H,), (Hj)
1°) ¥x € X
.1 )
Qp Pes. Tim = (U +Uopd.. U ) = [y a(x) (dx)

n

2°) 11 existe une constante O0O<a<l telle que

¥e > 0
U1+U2+...+U 1
Tim [sup Q_{| n . /X n(dx) a(x)| > €}] /n < af® <1
n xex X n '

Démonstration

Elle utilise la

Proposition 2

Soit (Q,ﬁiP) un espace probabiliséet (Y ) une suite de

n‘n>1

variables aléatoires réelles définies sur cet espace telles que

a) ¥n>1 ]Yn[ < Pps

b) ¥n>l  E(Y |4 1) =0 Pps

n-1

ol f% = {¢,0} et ff; n>1 est la tribu engendrée par fes variables

aléatoires (Yk)likin

alors
.1 _
1°)y  Pps T;m = (Y1+Y2+...+Yn) - 0 )
{Y1+Y2+...+Yn] 'n%f
2°) V¥e>0 et ¥n>l P - > eg) < Z2e

et la décomposition suivante par une méthode apparue dans [1] et

reprise dans [ 6]

Notons ("j‘/n)n:1 la tribu -(Xk,Uk) k<n) et ﬂ% = {0,¢]

pour x € X on définit alors QX ps les variables aléatoires

4 .
u - E_(U_|= si n > 1



5

Tege) = BT ST ng

et'pour i>2 U£3)={ E (U,
Lo si l<n<j

On a alors pour n>jsi

S UlfU2+...+U

n n J n n
e - [y fdx)a(x) = L (p)y , 1
n n X : () Uh) o+ (E (Ul ., ) -
, p=1 " k=js1 K n k=§+1 x (U k-3) =
NP TR AR .
n k=1 k \ n= l(n’J) + Tz(n,J) + T3(n,J)
n
ou pour tout p>1 { Z Uﬁp)) .1 st une martingale.
k=j+1 n> :

2-2 Compte tenu du corollaire 2 1a chaine semi markovienne (Xn,Un)

d valeurs dans P(Rz) x R définie par

(XpoUp) = (g0 -.9,% , Log o(g,,;»9,---9;%)) X € P(RY)

satisfait aux hypothdses du théoréme 2 d'od le

THEOREME 3
Sous les hypothéses du théoréme 1 il existe O<a<l tel que
Ye>0

. 1
Tim [ sup P(k Log lg_ g congaxb o= vl o> e < at <
0 Exl=1 n n “n-1 1 | -

§3 - Un théoréme de la limite centrale

Le corollaire 1 montre que pour O<i<dgy 1'opérateur P est
un opérateur de Doeblin-Fortet réqulier [7] sur-@A. IT en est de
méme pour 1'opérateur de transition associé & la chaine semi marko-

. - < 2 .
vienne (gn...glx, gn+1) a valeurs dans P(R™) x Sp , agissant sur

2

1'espace L, > analogue de g pour l'espace P(R") x Sp muni de la

)
métrique d{(x,9)(y,9')} = Sup (&(x,y),bg-g*1).
En utilisant un théoréme de 1a limite centrale énoncé dans ce

cadre dans [ 7], ou en appliquant un théoréme de [ 6] établi dans le

cadre des processus d'apprentissages nous pouvons prouver le



THEDREME "4
Sous les hypothéses du théoréme 1

1) ¥x € R%-{0) Ta suite o2(x) = 1 (E Log Bg,...gyx - ny)?

converge vers une constante 02 > 0 indépendante de x

2) ¥x € mz—{O} la suite de variables aléatoires

- 3 -
Zn(x) = ;~§~ (Log bg ...gyxd ny)
converge en loi vers une loi normale NMN(0,1)

3 I existe une constante C=> 0 et un réel a 520 tels que

t..
1 . 2 c
€R Vn>1 Su P(Z (x) < t)- fo.e ©du] < —
vt 2l Sup (P(z,(x) < = o

§4 - Remarques
1) Les théoremes 3 et 4 s'étendent aux groupes semi-simples de

rang 1 en particulier aux groupes du type SO0(n,1) et SU(n,l).
2) Le résultat du théoréme 4 est analogue & ceux &tablis dans [ 8}

pour d quelconque lorsque la probabilité p admet une densité et

8galement dans [4] dans le cas ou la suite de matrices aléatoires est

une suite de matrices positives.
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