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TRIBUS PREVISIBLES ET ESPACES DE PROCESSUS A TRAJECTOIRES CONTINUES

INDEXES PAR UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT ET METRISABLE

Marie-France ALLAIN

Introduction

On se donne un espace probabilisé (Q?&,P) et un espace topo-
logique T non nécessairement ordonné, A3 cet espace T sont associées de
sous- tribus decp. On définit alors une tribu 3 sur @ x T appelée tribu
prévisible.

as T = R est hie ; si e i
Le ¢ , €8t bien connu ; si Gﬂx)tET est une famille
croissante, cont}nueiﬁ*droiLe.;de sous tribus dec&, classiquement la
. D ‘vz » v =CF
tribu ) est engendrée par les ensembles de la forme }s,t) x F , F E,ﬂq
s - I-? rd
on sait également que dansg ce cas est engendrée par les processus
3 trajectoires continues adaptés a4 la famille t)tGT'
2

Quand T = R+, soit f le mouvement brownien défini par

Wong et Zakal etbﬁt = o(f _,s € [JO,t]]} on peut alors définir différente
ied

tribus qui correspondent i différentes notions du "passé'", qui ont
toutes leur intérét pour la construction des intégrales stochastiques,
cependant le fait de les associer & un ordre sur T alourdit l'écriture
La formalisation adoptée ici contient les exemples précédents, ainsi
que celul qui apparaltt dans [1] et [3].

On se donnedﬁ~unc famille de parties de T, on suppose qu'il

. _,‘:‘ - . . 1
; e 1 - e familles : s bus CP H
existe (ﬁa)Aedé t ( t)t&T deux familles de sous tribus de ;1 on
définit les rectangles prévisibles par :R = A x F, A Gzlé, F e?gA
et on douue des conditions suffisantes y '
fisantes sur F,uf} (JA)Aegﬁ'

et 542):6r pour que les rectangles prévisibles forment un semi anncau
et que la tribuCP soit engendrée par les processus 3 trajectoires con-

tinues, adaptés i {¥1)r€T' Ces conditions sont regroupées en 2-8 et le
it tET

théoréme est énoncé en 2-9. Auparavant, chaque condition a été examinéc
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séparément afin de mettre en évidence la fagon dont elle intefvient.
On montre €galement que la donnée de 1'une des familles de tribu permet
de définir 1'autre, et que les hypothé&ses 2-8 sont satisfaites dans quel-

ques cas classiques.

l1.- Tribu prévisible

1-1 Données et Notations

(ndeP) est un espace probabfilisé.

T est un espace topologique

Jt%st une famille de parties de T

(‘SA)Aed.est une famille de sous -tribus Jeq'l

1-2 Définition

Tribu des prévisibles

Soit S% = {AxF tels que Aedfét Feﬁ%}

Ro est 1'ensemble des rectangles prévisibles

La tribu des prévisibles est la tribu engendrée parﬁE&. on
la note ® .

1-3 Proposition

On suppose queét'est un semi anneau et que
VA . A, edt: A A =G, 5

1
AlorsQoest un semi-anneau.

Démonstration
Soient AxF et A'XF' é&léments deQD
(AxF)N(A'xF') = (ANA')x(FNF"')




Vi,étant un semi-anneau ANA' € -7
D'autre part FNF' €%y, Vi%A‘ S;QAnA' d'aprés 1'hypothése
. . -
faite sur la famille ch)Ae;t-
e
En conséquence X. est stable par intersection.

Maintenant si AxF C A'xF!'
[A'XF'] - [AxFl= [(A'-A) x F'] U [Ax(F'-F)]

ut'étant un semi-anneau A'-A = 8c.c.e t

D'autre part Ci c A’ :fjA' gj&c' > CiXFl € Sl;

1]

<

p “ o < ~ 1
et F'-F E%BA. V(jA Cuip = [AX(F'-F)]€ % ce qui achéve la démonstration.
’ » »: ]

1-4 Exemples

1.4.1. Soient T ='R+ et (Q,W,P,B) un mouvement brownien.

Soit Ué= {1s,t] , s,t € R}

5

<% 1s,t1° s u
alorsfﬁ,= {}s,t] xF , FG%Z}

-

= o(B, uss)

2

1.4.2. Soient T = m+

. (Q;@,P,ﬁ) un mouvement brownien sur T tel

qu'il est défini par Wonget Zakad [6].
} . .
Soit U= (15, t4x1s%,t% , s'tT e r )
Pour chaque t on peut définir les tribus
o(ﬁS s€Ef0,t])
= o(f SE€[0,t*] xR )

o(8 s€®, x(0,t7])

‘_
X
(nd
"

=
N R
(o d (a4
n ]

A* 02,
A chaque A de.? on peut associer les tribus
é:’_ = N .;&4 & i - ('\)SA ] - * - A *
' l \d 9. K Y - Y
A ent TR gen IR gep

ce qui condui

t 3 différentes tribus de prévisibles telles que
: - VAN ~
N3Ny 3

:i'/Qf V?z
Mai . s A4 . . ‘t(2) .
ais on peut également associer a. .7 une famille notée. de parties



-4-

de mi x!RE définie de la fagon suivante

A2 4(2) = [R(2) _pxp petne T

z,et Vu€ A ¥ v eEB uetv ne sont pas comparables

+(2)

‘;(2) est un semi anneau et pour A(Z)E; tel que

(2) s ! . PR .
A = Tu,s] x Jv,t] on pose 4 A(Z) = ﬂuvv la tribu prévisible associée
est celle définie par Wong et Zakai pour la construction de 1'intégrale
de2émetype et des intégrales mixtes [3].

1.4.3. Soient T = RY

et @¢J§,P,ﬁ) un mouvement brownien sur T tel
qu'il est défini par P. Lévy.

Soit .T= (A : A = (x:a2<||x]]? =

[ ol
N
o
~N

'3 AT G(Bt :HtHfa)

1-5 Propriété

Soit T un espace,.jfune famille de parties de T, @%n)neN

une suite de familles de parties de T.

L

/
On suppose donné pour tout élément A 9e,ﬂ'u(ngww n) une

,
-

tribu”, et que les hypothéses suivantes sont satisfaites

\A

.’J n_inp n N )
i) si A €17 alors A =.g A avec A €. et \%Ak ?&%An

: ; . J
ii) si A et alors A = 0 A" avec A" et"

n+l

A c A EtJ;A i} KlgAn avec ”%An,S?An+1

soit ¥ la tribu prévisible associée 5,% et ("—fl,iA)Ae L
. J A
,’.\‘ n . - o . .« o =~ n [.'J' 1
27 la tribu prévisible associée aﬁ' et (JA)Aqt“

Alors Y = ¥y 73"

Démonstration

Soit X.= {AxF A €. FeijA}

et soit R = AxF €50, par suite des hypothéses (ii) i1 existe une suite
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(gn)nSN de fonctionsf?n-mesurab1es telles que 1im 9, © IR . I1 suffit
pour cela de prendre.gn = fn 1

A

n’ fn *%An-mesurable et ]am fo = 1p -
en conséquence &l ¢ x@" et donc &y ¢ x@" : '

Ré&ciproquement
soit AL = (AxF Aed" , F eiA}
et soit R = AxF eX par suite des hypothéses (i) R appartient 3 ﬂ?.

En effet R = J(A xF) mais €, =»AxFeRX=Re
k A - Ak k
en conséquence &" c§ et YF" c .

1-6 Exemples
N

1) soit T
At

n . o
44 = {7"(Is,t]) : u e T"(Is,tl) = s'<ulct

R
i

{Is,t] : u€ls,t] = s <y <t

YieN}
i

i=1l,...,n}

soit X un processus sur (..a.,‘%\P) index& par T pour t fixé soit

O'Skt =G (Xg,s4t c.a.d. i1 existe i : s! < th)

pourAed‘Z et A

pour A e " et A

que ui < si}

}s,tl on pose‘% A "’CI‘S

77(1s,tl) on posegA = ofX, :3i € (1...n} tel

2) soit T = @

on définit ,,4; eth" comme précédemment pour t fixé&, on définitog‘ t

par :

i

Fhy=olxg st coad s ot

< ¥i)
pour A € (Jt et A = ]s,t} on pose % A =°§1S
pour A e*" et A = ?"(]s,t]) on pose%A = a(Xs s<u YueA)

.. suppose que ii) est satisfaite, sinon on modifie 1la définition

Iy

de 3)\ pour A L



1-7 La propriété précédente est vraie si ii) est remplacé par
iii) siAe/'t alors A = n 21 A" avec A"e_y{‘"

et =y &
%A rel k.An

En effet, soit R = A x F ne A et F =€3A‘

A = A" - € est engendrée par (\ F.=F F. efa .
'gl Jr" AA . _ieI 1 1 A1
alors A x F=(n_  Alix(n F,)=0, (A" x F ) et

ne 1 iel
A"an eX" = AXxF ev@”
n
si F e%A il existe (gn) telle que 9 soit une fonction

simple g - 1p et g, ly,e v a3 "
n

1-8 Exemple

T "’RE g brownien sur T

A= sty x B
A= atx st

,/‘(’. = { ¥ s,t] »S, t € R}
pOUY'A E(}f‘l %A:: O'( Bu ulisc)
pour A ej!,Z 46( A c ol By U2_<_52)
pour A ejt %A= O(Bu u'<s' ouuzf_sz)
I
ona siA ed A = A AZ avec A'ed’

A
et 65 A ‘€3A1 V%Az

d'autre part si A eJ(,"-

. Too ,
A=7s',t") x Ry = 7% 1%, t}1  x 1k, k+l1)
k=0
- =
= _k_ Ay . ,
_ ) o P T ¢ N
ou A, e&{' et 5Ak —D-\é;A d'ou [ _’3 )

1-9 Propriéteé
Soit IS N I fini ou dénombrable, pour tout i de I on suppose

donné JE’ et (%11\ )A Edt;



So1t‘y la tribu prev1s1b1e correspondante. On définit cﬁﬁ et (qA)AC t
par : (I:uu(f etpourACJt é\ =V(’
i€

iel
(si A Ed:!vcn pose%‘A = {g, 2). Soit J]a tribu prev1s1b1e correspon-

dante. Alors
G=yv T

i€]
Démonstration
u®' < (AxF : A€ A Fe v © 1}:5&
i€l ' i€l i€] ¢
- VI e
i€l

réciproquement.

Soit A x F €55

N i -1
»  siAek' et aedd wigj alorsé\A=gA
) Y : J o o
et A x F &b
# sinon supposons que .
\ \
AE n Jt‘ et A€ U Ut
1610 ‘IGI-IO
5o <
alors"iA = Vcé A eteiA est engendrée par
1EI
{(n F' %A ie 1}
ielo
supposons que F =nN F1 dans ce cas
1610 _ . .
AxF= 0 (AxF')et AxF' €8 donc
iGIo .
AxFe V@
i€l : ot
on en déduit que & <« V % et donc Q? <V 95‘
Ti€1 i€l

1-10 Propriété
Soit &ii)iel une suite croissante de familles de parties de T,

soitb=(A:A=u A" AMcaA™l aAMe4™
rEN
on suppose que pour chaque A e X i1 existe une tr1buQ‘A telle que

ACB = Q CGA
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i

soitQ' 1a tribu prévisible associge & @ki,(ﬁA)Ae;i)
. . s . = s ¢ C '
(} la tr1b{ prévisible associée a (Ku(ﬁA)AE/f)
alors &} = vV & ’
i€l
Démonstration _ '
SiR=FxAER ,Aet’ et Fef et doncre S
= Ve 9 |
i€l
i R = e s 1, = 1. . lim 1 mais & , ¢
Si R =F xA R = lp e iml, o omais G, cQ,
donc R = F x A e 5" en conséquence b ¢ V&Y !
i€]

1-11 Définitions

1.11.1 Un champ aléatoire X sur T est un processus sur (ﬂfa,P) indexé
par T
1.11.2 Un champ aléatoire X est (Jiii.) prévisible si 1'application
(tyw) -+ X(t,w) est mesurab]e'pour la tribu<§ associée aux famille
e et '(:{}.= ("iA) re b
1.11.3 Un champ aléatoire est adapté a une famille f& ) si pour
chaque t Xi° estoﬁ -mesurable. SeE T

, t
On suppose toujourscgi gcjg

1-12 Proposition
Les champs aléatoires prévisibles sont adaptés & la famille (Cbt%eT
si et seulement si pour tout A de gf’et tout t de A G%A SC%At
O

Démonstration
Si tout champ aléatoire prévisible est adapté en particulier
A x F ot A x Fg gﬂ;est adapte.
Soit t fixé Xy = 0site A
{1% si te A
, . C& . . .
I1 en résulte que si t € A F € £o €n faisant varier F dans fg A
on en déduit que“”‘gA g?%t. '

X= 1

Réciproquement :
' R N
si % A gVMt pour tout t de A le processus prévisible

o N . PR
X=1, , ¢ OUF EgA est adapté et donc tout processus prévisible est

adapte.

1-13 Corollaire
Sj _ Y% . les champs aléatoires prévisibles sont adaptés a

la fami]ie‘(}&

)
t teT



1-14 Corollaire
Si pour tout t de T A =4Ack: teny £

on définit, L‘ﬁt)tGT par é&n " e rt G L
alors les champs aTeato1res prev1s1b es 'sont adaptés & la famllredit) teT

2. - Relation entre champs aléatoires prévisibles et processus adaptés

~ a.trajectoires continues

2LiHypotheses

2.1.1. . T est un “espace topologique 1ocalement compact et métrisable -

2.1.2. So1tu& {A: A Ggf} on suppose que‘aécont1ent une‘base*de’1a“41
* topologie de T.

’2 2. Propos1t1on

Soit (ﬂﬁ)tET une famille de sous tribus de®Hh tellejque ¥ Ae;Zf
et ¥ t € A <% c&,ﬂt
Soit (An)neN " une suite d'éléments de\/'tels que
N An+1 < An ' e#'ﬁA C‘%An+l
soit A = A ﬁn et F ey jiA

Alors A x F appartient a la tr1bu Qi engendrée par les processus & trajec-
toires continues, adaptées a{cf%) e T

Démonstration

Soit R = A x F, FE€ X{zA alors il existe une suite (f )ne N
de fonctions telles que

W
) f esty -mesurable
n . An

? fn ~ 1F

-

Soit Xn( t,w) = fn(w) 1 Aq (t), .- n( sw) > 1R(t,w) A étant
ouvert et T localement compact, 11 existe une suite \¢k)ke N d

fonctions continues telles que
n . .
supe ¢ < An

n
im ) = 18
:).—» k n

soit alors X' (t,e) = f (u) 8" (t)



eL v L < n ~4 - A .
[ I\ -t

On suppose gque ¥+ A € il existe une famille (A k)ne N
d'éléementis deLf tels que : ke N
- — :
A=y RA
- A" c A" “Tyan &= G0
n ~ ~ nl
T ke A k S k@m Ay

éSA = n N k GW A“
Alors la tribu prev1s1b]e est contenue dans la tribu
engendrée par les processus a trajectoires continues, adaptés

a
(¥ ) et

- Xﬁ((-,w) est continue
- X"k(t,-) est nul si té A et est %A -mesurable si t € A

. e 4 n
mais alors éAn Py donc X K est adapte d la famille. (/f)te T

2-3 Corollaire
Si les hypothéses de Ta propos1t1on 2-2 sont satisfaites, pour

tout A devt et si de plus e‘A c X\}A alors la tribu prévisible est

=~

contenue dans la tribu eﬁgen rée par Mes processus a trajectoires

continues, adaptés a4 ()x eT

Démonstration _
Tout rectangle prévisible est de la forme A x F, A€ Jt




Démonstration

Soit R = A x F un rectangle prévisible, alors 1R = 1im 1 n
ot AN = AN ' n A"x F
KN Tk
€
F A donc F Ek\éwe(\, A
: k

alors d'aprés la proposition 2-2 A" x F appartient & ?i ., en conséquence

ReC et HcE.

2-5 Applications

2.5.1. On suppose que‘S est la tribu prévisible considérée dans la pro-
propriété 1-10, alors si pour chaque i aﬁ’ satisfait aux hypothéses

du corollaire 2-3 la tribu CS est contenue dansqa .

2.5.2. Soit A x B = Fu,sl x Iv,tl : u,s,v,t € R?
et sl <vl, u2>¢2

Soit 06(2) la famille des ensembles de ce type, elle intervient
dans la définition des intégrales de 2-type [6]

si ul>t? et 51: vi A x B peut s‘écrire
i —
A x B = Q An X B 'n X 'n GJ{
mais si u® = t° et st< vi (ou u2> t2 s = vI) ce n'est plus possible-
en effet, supposons que A x BCIA] x B R 1e point t€ - B, et i1
existe h2 > 0 tel que t:(t , t2 + h2 ) B, alors le point

2 1

et

u= (ut, u®+-=)€A et (u, T)e A x By mais ulc t
2 2

2
u +-r2‘2- <t? + n? donc Ay x B, ££2) )
Par contre, on peut écrire A x B = U \A X Bn)IAn X B;EJe(z et

An X Bn satisfaisant aux hypothéses du corol]aire 2-3,: par exemple
An= ]u+ hn’ S]] ’ Bn=ﬂV+hn,t]i
"1

avec hn= > ((s*-uf) A (t*-v'), (SZ_UZ) A (t2

-vz)) pour n>1

n : et P

Soit alors, pour n fixé A, =Ju+h, s+ —— 1

et
h h

n _ kA'n

Bk =] v+ hn’ t + 1
On a /K:L-~R

A X B N Ak X Bk

x

Soit - ~
&3(2);\ LI VRt Aal0R) =r~¢t'uvv
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o~ (2) ‘ —t\_,.' =‘ (2) (2)
Alors ‘C’} Ankank —_f"(u+hn)\/(v+hn) % A X B 3% AxB

Les hypothéses du corollaire 2-3 sont donc satisfaites

Remarquons qu'on peut utiliser 2-5.1. en posant

’ ) Ca
i 3 - (AxB : AxBeA®? etiigfz ig; ‘XT A
yeB

’5“""_}-\\;' B l\t& }
N
\J"‘f V.;, +

2-6 D&éfinition

2.6.1. Soit A e;i} A posséde wun point initial relativement & la
famille (j%)teT s'il existe ty € K tel que cj%A gfh .

2.6.2 Exemples
* (Qﬁ‘a(c&t)tem ’B;P)
+

A =1s,t] ‘QiA 4:&5 alors tA = s

v @By g2 80P)



A =1s,t] - sing =c¥' atltors tA = s
4 . 4 2 -
éiA =G§é alors teut point de la forme (s7,v7),

- si
2 2 2 . - . P
vo € {s7,t7] peuvt étre pris comme point initial

2-7 Proposition

On suppose que tout A de{ﬂﬁbosséde un point initial rela-
tivement a la famille (1%)tef .
Alors les processus & trajectoires continues adaptés 3 la

famille C%%)teT sont prévisibles.

Démonstration

Soit X et A Edtie? que Supp X € A

Soit (Vn)new une suite de recouvrements ouverts de A

ters que o (V= (D ey VEC AL A €
k{n)
K = no(w V:) lim Sup a(Akn) =0
ok=1 noo Kk

Soit (@n)new une suite de partitions de 1'unité sur A as-

. . n
sociée & la suite (V') oo

|

Pour chaque Vﬁ , 11 existe th e A tel que

K
n C
c&tk 3“2

Alors X"(t,,) =

x 3

kn) n N n
) X n(m) ¢k(t) est prévisible car ¢k(t)
k=1 tk

est nulle en dehors de AQ etgvn - mesurable si t € AE , puisque X n
. Ak tk
egtc%gn - mesurable.
tx
D'autre part,

x"(t, - X(t,w)] ¢ S sup [X(tMuw) - X(t,w
IX"(t,uw) (t,w)| < k=1.g?k(n) tezﬁ IX{ t,50) ) |



X étant continu)a support compact}1e terme majorant tend vers zéro.
I1 suffit alors de noter que tout processus a@ trajectoires continues
adapté & éﬁi)teT est limite:simple d'une suite de processus adaptés

a F£§)t€T d supportscompacts, & trajectoires continues
D'aprés tout ce qui précéde sous certaines hypothéses,; la
tribu prévisible est engendréepar les processus a trajectoires con-

tinues adaptés a une certaine famille (3%)tET' Pour plus de clarté

nous appelons H ce groupe d'hypothéses et nous le ré&écrivons

2-8 Hypothéses

1- T est un espace topologique localement compact et métrisable
2- (QFﬁ,P) est un espace probabilisé
3- fﬁt)teT est une famille de sous tribus de K
o [+] T
4-gjbest une famille de parties de T telle que qf =I{A,A6Jf} contient
une base de la topologie de T |
5- (j%)Aajeest une famille de sous-tribus decﬁtte11e que
- A. C A ag g%
1 - 72 A2 Ay
-vA ek vtean %Ac_:d)t
- x.Oh
vA et dt, € K M,
6- VAE, i1 existe (A})

c 4 A
ney famille d'éléments dedi/tels que
keN

- pour chaque n Ank+1 c AE

. N in e Nopn+l
ken Ak =ken Ak

- AR RAD

- /N

%A S nén k¥N6A AT

C

7~ Sls= {AxF, A €4,, F efiA}; la tribu prévisib]eéﬁaest la tribu

engendrée par SZL

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme dont la démons-

tration a été faite étape par étape dans ce paragraphe 2.
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2-9 THEOREME

Sous les hypothéses H, la tribu prévisible est engendrée

par les processus & trajectoires continues sur T, adaptés & la famille

M) e

2-10 Quelques exemples

2.10.1 Si on se donne une famille Cq%)teT on peut définir‘gA par
(3A = tg;%‘f , c'est le cas qui est considéré dans [3 1, et qui géné-
ralise le cas classique quand T‘QIR,et la famille F&t)t€T~continue

a droite ; pour cette définition degA on a évidemment

1 2 A, A1
. o> b ‘
- Vt € A, C1@ et si ) est une autre famille de tribus véri-
A=t Mo
fiant cette propriété, on a%‘A C_t-.’é’A 1'existence du point initial se
traduit par : VA Gdf ]tA € A tel queoﬁtA - tgg:ﬁt . Cette condition
est satisfaite, quand T g[Rd ~f}= {A=}s,tjc T , s,t € md} et

t Zs wcﬁg gcﬁt alors s est point initial de A = }s,t} . Notons éga-

lement que si on pose par analogie avec le cas d =1
(o ¢

e A =t’>‘soﬂ“t ona g AT e

A
De plus, la condition 2-8-6 est automatiquement satisfaite ; soit .

_ n _ i Ca
A =13s,t} , A" =1]s,t + h,J  avec hn- "hﬂ> 0 i=1,2 et
. _ - n ‘=
lim h_ = (0,0) A= na", g" '%A"
n — n
Définissons alors oft = ej{‘ {»\ A il est facile de voir que
A G
e t
Qslt = Vv Ofals =°ﬁt_ (s<t == Sl < tl ’ 52< tz)
s<t

En effet, A€ = A =]t -h, t'] h >0 alors on a

n
e
u“t-hn EﬁA i Js‘(t-hn)f <b-hn
2



si t€A on a Lé A S_gﬁ—t, et comme 55:; - ‘3541: v Ae 6 il existe

t, € A tel que %’t qu. On peut énoncer le corollaire :
s

A

2-10-2 Corollaire

d cq s =
s (QF&,P) un espace probabilisé 6%%)t€ T

Soit T € R
une famille de sous tribus de ©H telle que s £t =C§2 gqﬁt.
Soﬂut-{lst]C T; s<t, stGRd}

- oA
R=(AxF,nreds FGSA- e ST
Alors la tribu prévisible & est engendrée par les processus & trajec-

toires continues sur T, adaptés a la famille (?&t)te T (ou & 1a famille

(R, )._.. Remarquons que si = N CP alors “h, =
t-)ter d A ex t, T4 A

2-10-3
On peut envisager le probléme sous un aspect différent en

supposant donnée VK; et la famille G;A)Agjs, on définit alors une

famille f& )t e de tribus par Gﬁt = A%ift {a A
“

si teA égA CC@
si pour s<t et AE€ T“ il existe B E&f’ tel que J A F)B
alors S
. S
siVAE./t:{t € & tel que vaei’(t) C
A A B =\ A
alors tout A posséde un point initial. )
. . , e ct, . »'
La famille de tribus %%)te 7 définie par ~¢t, Algt A
est la plus petite au sens suivant ' t

)
si (?St)t eT est une famille de tribus qui satisfait aux hypothéses
2,,8.5 alors Y teT Cﬁlt c~ é

’ '
en effet Y teT YA : teh %A_c_oggt

- vter Sh.o- v, 4, <o,
& ot =
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Py . =3 - g
Définissons alors gl\ = tQAc'X't 23;\

Alors 5 = {AxF, At , F eﬁA} et

&= {AxF, A et, F Eta } engendrent la méme tribu prévisible.
Notons que c& = A%} HZA -QMt , en effet
't~

K Agft n € "Eutetrw 254 <,

t

e ok,

De la méme fagon si on se donne G&t)tGT A = 16

n "'A qut ; et E?A = tQACPt =§ p » On a en effet

s “ .

- J‘ 3€ n'a-j; ?/
S\A tea e 2% = 0 hL

En un certain sens, si 1'on se donne 1'une des familles de
tribus on peut trouver un couple optimal pour la définition de 1la

tribu prévisible.

2.10.4 Corollaire

y - .
Soit T C Rd, (Qrﬁ,P) un espace probabilisé 6%1)t€T une famille
- - ~7 p
de sous tribus de%? telle que s&t a“MS gcvt

Soit T(z) = {(u,v), uet veT uetv non comparables}
A(2) _ (ags = Tu,sl x Tv,tl ¢ T(2)y

'2) e (2) NS
& = ((AxB) x F , AxB et F e“!AxB’(x,y)eAxB ?H xvy!

Alors la tribu prévisibleﬂ} est engendrée par les processus
' , 2)
3 trajectoires continues sur T(z), adaptés a la fami]]ek?&thv\ dv\/,ﬁa

50 °SAL2' ~$4

k\) V)

Démonstration

l.- T(z) est un ouvert de',Rd X Rd
si u et v ne sont pas comparables, il existe 11,12,13



3 1 2
tels que {1,2...d}= 7§ 1 , I" et I non vides
i=1
et vier1l o <y!
Yi € 12 ui > vi
vie s o t-yd
soit no=g  Jnf, [vi -l
i€l7+1
i d
soit A =Ju - n, u + nC et A= 1 A
=1
i i 1' d i
B =dJv - n, v + n[ et B = T B
i=1
d d
AxB est un ouvert de R™ x R
. - - —i i . : ‘
soit (u,v) € AxB ==¢/u - n<u < u +n Yi =1, ,d
{ i —i i
S“v -n<v < v +n
= yi e |2 ui-n<Ui<u1+r‘;<v1-n<71<vi+n
-/' . » - 3 .
_Vi € IZ vio- n<v < v+ n < u1_- n < U o<ul 4 n
en conséquence A x B C T(z) et T(2) est ouverg,de plus ppur tout
élément (u,v) de (2), il existe A x B €4? tel que A x 8 soit un

voisinage ouvert

2
(‘\!
2.- Si on pose “y(u V) -

T
48 (u,v) dans 7

théses 2-8-5 sont bien satisfaites.

Pour le point
uvy<uVy

sur la monotonie de 1a famille

3.-
A x B = lu,s] x Iv,t]

IT reste @ montrer

Y(i,V) € AxB

2)
J“ 2.
4_. _ = -
! v etﬂ%AxB uéA (u,v) » 1es hypo
"'EB
L
initial, remarquons que si (u,v) € AxB ek

alors par suite de 1'hypothése faite

'; s
(S‘t)teT on a 5"qu ggAxB

que 1'hypothése 2-8-6 est satisfaite soit
(pour d=2 voir 2-5-2).
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On montre d'abord qu'il existe I1 et 12 non vides tels que :

si i€l o< s < v o< t!

si i€1 s >u >t >y
soit (s,t), s et t sont non comparables alors il ex{ste

Jj(s,t) j=1,2,3 tels que
Jl(s,t) et Jz(s,t) sont non vides et

si i€ Jl(s,t) s <t
si 1 € Jz(s,t) ti < si
si i€ dg(s,t) A—

Considérons s et v

ler cas : s et v sont non comparables alors il existe Jl(s,v)_,
Jz(s,v),non vides tels que

si 1 € Jl(s,v) = s <y

si i€ Jz(s,v) > v <!

on a Jl(s,v) g\Jl(s,t) et Jz(s,t) - Jz(s,v)

alors pour i € Jl(s,v) ul < st < vt g t!
i€ J,(s,t) vi ¢l <6
etC((Jl(s,v) U d,(s,t)) = (i : vicasyn{ioss! <t

. i i
(i v <s <t

28me cas : s et v sont comparab1e§;commé Jz(s,t) # @ nécessairement
v<s

{i : vi< s}

Soit J1 (v,s)

{i :+v =s. }

J3 (v,s) |
J; est non vide, car sinon v<s et le point v défini par

Vi =v' o+ %((t1-v1) A(s‘-v1)) serait dan$ B et majoré par s € A
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D'autre part J2(s,t) c Jl(v,s) s J3(s,t) c Jl(v,s)

alors nécessairement Jl(s,t) N J3(v,s) # 9 et pour

i€ Jl(é,t) N J3(v,s) ul<st=vlict]

i i

i€ d,(s,t) victics
et (( (Iy(s,t) N J3(v,s))U Jy(s,t) )

Considérons maintenant u et t

]

{i : s'=t')y ufi: v]<slit1}

ler cas : u et t ne sont pas comparables alors il existe
Jj(u,t) j =1,2 non vides tels que
si i€ Jl(u,t) u <t

si 1€ dy(u,t)  wlot!
mais Jl(s,t) c Jl(u,t) et J3(v,s) c Jl(u,t)
Jl(s,v) - Jl(u,t)

J,(ust) € Jy(s,t)

1 suffit alors de prendre

I1 = ;Jl(s,t) N J3(v,s) s'il est non vide
1J1(s,v) sinon

2éme cas : u et t sont comparab1es;pour i€ QL(§,t) ona u'< t1

donc nécessairement u <t V¥ i =4...d

soit Jl(u,t) {1 : u'<t }
J3(u,t)
comme précédemment J3 (u,t) est non vide, car sinon u<t et le point

u tel que u' = u' o+ 1 ( (t1-u1)A(sl-v1) ) serait dans A et majerd - -

{i : u =t‘ }

1]

N

te B
D'autre part J1 (s,t) ¢ Jl(u,t) ; Jl(s,v) c Jl(u,t)
J3(v,s) C Jl(u,t) H



[((I4(s,v) U d,(s,t)) = (i

On en déduit que

Jo(s,t) N Ja(u,t) # ¢

IT suffit alors de prendre

L) =5 93(s,t) 0 dg(v,s)

12 =
Soit al
s'=0

n

Soit (A

(A

De plus

et de p

‘]1(59V)

sinon

J,(s.t) N Jy(u,t)

Soit alors (AxB)

nk
(AxB)

avec

8
n nk
On a (AxB) = @ (AxB)

nk
(AxB)~-

s'il est non vide

t] s

si

pour

(AxB)" e (?)

on a

si i¢

S

_ i
ors & = (8 )iq. . 4
sinon.

n 8 §
xB)" = Ju + -, sl x Iv + ~,
xB)" C AxB don¢
, pour (u,v) € (AxB)"

Inf |[V' - 71| _>_%

1614”12
P8
lus Inf |v + — - s'|
i€l n
1. i
Inf |t' -(u' + iﬁ
i€l
2
nk
défini par :
8
= Ju + r
i .
$, tel que 6, = 0
il
nooon

2 (AxB)

nk+l

dn 8 . 8n
» S + "FB x Jv + 5, t+ “F]

1'10"‘2

ieIiUI2

iet1tul

n:ng .
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On vérifie que (AXB)nk Euﬁ(z)

R Y
pour (u,v) € (AxB)"“ on a

si 1 €1

=
\"2
-+
+

si i € 1 u > u + % >t o+

en conséquence u et v ne sont pas comparables.

I1 ne reste plus qu'a vérifier que

-

c N v €
AXB — nen keN J(AxB)"K

mais € = " Sh
AxB  Fen awv
VEB
alors par suite de la monotonie de la famille fﬁt)teT

2 Giaes)™ " G axs)
et %Axe Sg(AxB)”

La proposition suivante étend le résultat du théoréme 2-9

- d'ol le résultat.

d certains espaces T non localement compact.

2.11 Proposition

Soit T un espace vectoriel normé séparable

Soit (Tn)neN une suite de sous-espaces vectoriels de T de

dimension finie, telle que

et u 17 =T

1) Tn = Tn+1 n n

ii) pour chaque n " admet un supplémentaire topologique

Soient J, et (;&,n)neN des familles de parties de T telles que

iii) si L est la projection de T sur T" et si A edﬁ" alors

-1
A=t (no(A))
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iv) . Les fami]]esgt et G{n)neN vérifient les hypothéses de la pro-
priétée 1-5.
Soit (E%)tET une famille de sous tribus de-{d telle que

v) ¥aeud" et vten -G
n A A ="t
vi) ¥n vA A" JreFa 1" tel que “H, gﬁA
ad
- vii) ¥n VteTcé g“&«t
Viil) on suppose que 1es fam111es,1bet j{ n = "c&n) vérifient

les hypoth&ses 2-8 (pour A € f’T ) on pose ﬁ =(3 n
Ay a)

’

Alors 1la tribuim'des prévisibles sur T associée i Lf,')
est engendrée nar les processus a trajectoires continues adaptés a

la famille @t)tGT

Démonstration

A.- Soit(j(Tn) la tribu prévisible sur T" associée & (%(Tn)j).

Par suite des hypothéses

- T" est localement compact-
‘dt(Tn) vérifie les hypothéses 2-5
A S'"’S)'t

en effet, si A€l (Th) 7ia* eJ%" tel que A* =f{ - 1ia) ators si

- vaed(™") et vte A

AL

te€eA = te€A et\x A ',;A*
et par suite de 1'hypothése Y’dA :f

- Tout A de af(T ) posséde un point initial relativement a (ﬁﬂ teT

soit Aed(T") , A = «"(A*) A* eAf" , d'aprés 1'hypothese (vi)

Jt e B0 1" tel quecﬁ4 c A* ;@’A «" étant continue (d*aprés ii)

t appartient a A c 1" en consequence t est un point initial pour A

relativement & 63%)teT" .
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D'aprés le théoréme 2-9, la tribu prévisib]ei?(Tn)

2 n . . .
est engendrée par les processus sur T & trajectoires continues et

adaptés 3 la famille () con

B.- Soit H" 1'application

n
Tx @ ~ﬂ~) ™ x 0

(t,e) 2 (JM(t),w) = H'(t,0)

5 (T") est engendree parX(T") = G1"(A) x F, Aef" , F ES?A}

Soit @™ 1a tribu sur T x o engendrée par
M= AxF, Aek" , Fe )
d'aprés 1'hypothése iii)

-1
W'(AxF) = «"(A) x F et (H") (v (A) x F) = AxF
e’ _ .
en conséquence H" échange les‘tribusg;n et*U(Tnbcle plus par appli-
cation de la propriété 1-E.

= L
Ly o= vV ‘J .
n

C.- Soit X un processus a trajectoires continues sur T adapté a 1la

famille ()1

. n _
Soit X = X/Tn

< . s . n P
X" est un processus a trajectoires continues sur T adapté a

n

f}t)teTn , alors X" estﬁ?(Tn) mesurable et X" , H"

AN
estt) -mesurable.

soit Y" = x" . H",
n n
¥t €T = X = X
Yt n(t) nn(t)

X étant & trajectoires continues

Timy"(t,0) = X(t,0)
n->w

et ¥ n étantcg . mesurable X est‘S - mesurable.
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D.- Réciproquement
n

soit X un processusgy-mesurable alors i1 existe une suite (X k)kEN
n n n
telle que X k soitqs’k-mesurable et X = 1im X k .

n o k n

n

X K étantﬁ? k-mesurable, il existe une suite (ij)jeN de processus
n

d trajectoires continues sur T k adaptés & t)teTnk telle que

n n n
XK= limy LT
jra 'l
ne by |
(73 o H ") est un processus & trajectoires continues sur T adapté

d la famille (09 ) et d'aprés 1'hypothése vii), 11 est
nk(t) teT

adapte & 1a famille (R),or . |
En consé&quence X est limite d'une suite de pracessus 3 trajectéoires

continues sur T adaptés d la famille F& )teT

Remarque :
Si 1'hypothése vii) n'est pas satisfaite,qg est engendré par les

processus X 4 trajectoires continues sur T tels que
n

et x/Tn est adapté & ﬁpt)tET"

2.12 Remarque

Dans les exemples, on suppose en fait que T est un pavé
de Rd et que&t- {s,t}, s,t € T} si T n'est pas ouvertgt' ne
contient pas nécessairement une base de la topologie de T (i1 suffit
de prendre T = R+ pour le voir), pour étre rigoureux i1 faut soit ajouter
des &léments 3 &, soit considérer la tribu prévisible sur V tel que
TCVCT et la condition 2-8-4 est satisfaite pour V (si T = R,
VT =RY).

n N
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