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UNE METHODE DE CONSTRUCTION DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE 

PAR RAPPORT A DES PROCESSUS ( X t ) t e J 

Marie-France ALLAIN 

1.- Introduction 

Soient (r¿p^P) un espace probabilisé, X un processus sur 

cet.espace indexé par un espace topologique T non nécessairement to-

wuT * / ^ n c cette rédaction on se restreindra â T ouvert 

de R d ) f ^ une tribu sur T x a , on désire associer â X une mesure 

stochastique y s u r $ qu; coïncide lorsque T c ]R+ ou T £ avec la 

r mesure stochastique "habituelle" ; par exemple quand T est un intervalle 

ouvert de < B + ; si ( X t ) t e K est une martingale pour la famille f Î t ) t e K 

continue, de carré integrable, tribu prévisible engendrée par les 

rectangles de la forme R = ]s,t3 x F , s,t€T et F e í v est définie 

par i*(R) * l F ( X t - X s ) . 

La méthode adoptée ici utilise largement les résultats dé­

montrés par Métivier et Pellaumail dans [3] ; elle consiste à associer 

2 X une fonctionnelle stochastique linéaire définie sur un espace X 

de processus à trajectoires continues qui e n g e n d r e n t ^ , un théorème 

de Riesz permet alors d'affirmer l'existence et l'unicité d'une mesure 

stochastique y associée, et sous des hypothèses convenables on carac-

" vtër1se w sur un semi anneau e n g e n d r a n t ^ . 

2. - Notations et hypothèses 

( o & f P ) est un espace probabilisé 

T est un ouvert ás ÎRd 
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Jç est une famille de parties de T 

(^ A) A e^l- est une famille de sous-tribus de 6"$« 

{R » AxF , A ecf , F e g A } 

La tribu p r é v i s i b l e ^ est la tribu engendrée par52? ; on 

suppose que Sis est un semi-anneau ; 

f $ t ) t e j est una famille de sous-tribus de °V*. 

X = t h : ( h t ) t g T est un processus à trajectoires continues, 

adapté a $ t ) t e T > 

On suppose que la t r i b u t est engendrée par X (on écrira * 

parfois <5* * peur des exemples de telle situation voir [1] et 

1^1 . - •• - . \ • 

X = ( X t ) t S T est un processus sur (flfKP). 

D est un opérateur de dérivation ; si pour presque tout w , 

DX(.,u) existe on adoptera la notation suivante : A F T X = DX(s) ds ; 

s1 pour D donné A^X peut s'écrire uniquement en fonction de 

( X ( s ) ) s € T on définire de façon analogue A ^ X pour X quelconque, par 

exemple d » 2 D — \ ? alors s1 A = ]s,t] et sat « ( s 1 ^ 2 ) 

A A X » *t - X s 6 t \hls + \ 

Pour la définition et les propriétés des mesures stochastiques 

et des fonctionnelles linéaires stochastiques on se référé à [ 3 ] , pour 

la définition et les propriétés des tribus prévisibles â {1]. 

3«- Différents espaces de Processus 

Nous allons d'abord montrer que l'espace X peut être remplacé 

sous des hypothèses convenables, par un espace plus petit de processus 

dont les trajectoires sont de c l a s s e ^ " . 

3-1 Propriété 

Soit T un F 
o 

So1t h € JC 
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alors il existe, une suite ( n n ) n € N de processus tels que : 

- Vn h n € 5C 

- Vn 3 C n € . R + : V (t, M) |h n(t,u.)| < C n 

- Vn 3 K n compact inclus dans T tel que : yt £ K n =*hn( t,. )=0 

- V(t,«) lim h n(t,u)) = h(t,ai) 
n 

Démonstration : 

Soit U n ) n € I N une suite de fonctions de IR dans IR , con­

tinues, à supportsxompact*et telles que : + 

] lim Sup 14»n(x)-11 = 0 pour tout compact K de IR 

Soit (*") N E JJJ une suite de fonctions de T dans TR+ continues à 

supportscompactset telles que : 

) lim * n(t) - l T(t) 

Il suffit alors de prendre h n tel que : 

h n(t,ù)) = h(t,w) * n(h(t, w)) * n(t) 

3-2 Propriété 

On suppose qu'il existe une fonction 6 de IRd dans IR + de 

classe ^ telle que si : 

v G Supp 6 , alors t c ^ t V n e IN tel que t-v € T 

n n 

Soit h un processus uniformément borné, à support compact, â trajec­

toires continues, adapté à la famille ( ° V t ) t e T . 

Alors il existe une suite ( h n ) n e ^ à* processus ayant les mômes pro­

priétés que h et ayant de plus leurs trajectoires équicontinues, de 
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c l a s s e ^ ^ et convergeant vers h uniformément pour chaque trajectoire. 

Démonstration : 

» 

On peut supposer que . 6(u) du » 1 et h(t,fc>) s 0 

J ipa 

si t € IRd et t £ T • On définit h n par : 

hn(t,u>) « | h(t-£,«) a( M) du 

3-3 Corollaire 

Soit h un processus uniformément borné, à support compact, 

à trajectoires équicontinues, adapté à la famille ( aJ^ t) t 6 j . 

Alors, sous les mômes conditions que pour la proposition 

3-2, il existe une suite ( h n ) n ç ^ de processus ayant les mômes pro­

priétés que h et ayant de plus leurs trajectoires de classe * Ç " , 
lv | D 

et convergeant vers h uniformément sur fl xT. 

Démonstration : 

On pose comme précédemment : 

h n(t,o>) * | h(t-£,a>) 6(u) du 

- n d | h(u,«) «(n(t-u)) du 

donc, si D est un opérateur de différentiation, on a : 

D h n(t,to) * n 2 d | h(u fai) D ô(n(t-u)) du 

et D h n possède les mômes propriétés que h. 

Il suffit de montrer la convergence uniforme : 

|h(t,u>) - h n(t,(o)| < j|h(t,a>) - h ( t - H f « ) J 6(u) du 

6 a un support compact et h a ses trajectoires équicontinues, donc : 

Ve >0 3 n e : V s,t € T : ls-tl < n £ 

°* | h ( t ,o>) - h (t-^,0)) | < e 
h 
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alors : y e >Û 3 N : V n >, N £ •» | h(t , w) - h n(t,ü>) | < e 

il suffit de prendre N • V " e Supp 6 l u i < N 
e • n £ e 

3-4 Espaces de processus 

Soit X^ = {h : ( h t ) t e T est un processus uniformément 

borné â support compact, à trajectoires équiconti»u«s, -et 4e classe 

€ » b » a d a P t é à rt»t>t € T } 

D'après ce qui précède, l'espace XCco engendre la même tribu que X 

S^ft « *ti ; h est uniformément borné} 

pour h €K, on pose II h H = Sup ess sup [h(t,u)|. X. muni de cett$ 
teT a€û D 

norme est un espace de Banach, 

sott Xe 0 « {h g t à t r a j e c t o i r e s *^*i-&onti&ues -q«i s'annulent 

â 1'infini} 

?C « est la fermeture de Jf dans X. , de plus si h 1 et h, e 3T A e ,o e,°° b l z e ,o 
n l A n 2 également. Dans toute la suite, on c»»«id¿na £«t a * i m ^ , j f ^ ^ 

qui satisfait aux hypothèses du Théorème de Riesz [31 et son sous-

espace dense X& m. 

4.- Fonctionnelles linéaires stochastiques et mesures stochastiques 

4-1 Soit ( X t ) t € T un processus sur ( a f K P ) . so1'* D un opéra­

teur de dérivation, on suppose que DX existe, que DX est mesurable 

pour B(T) oû B(T) est la tribu borélienne sur T et que : 

E([||DX S| dsl 2) < +« 

Pour h 6 A},, on définit m(h) par : 

m(h) = J h(s) DX S ds 
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ra ainsi définie est une 2_fonct1onnelle linéaire stochastique, * 
laquelle est associée de façon unique une mesure stochastique 
d'ordre 2 sur <5* telle que ^ h e # b m(h) = Jh dy (cf. [31) 
De plus, si R « A x F e ^ on a V(R) « l p J D X g d s * 1 рДдХ. 
En fait, si T с iRd et D = — il suffit qu'il existe une 

application f de (T x û , B(T) ) dans (R, B(R) ), telle que:: 

- Л д X - f(s,«) ds. V A e o £ 

- E(J|f(s,«>| ds) 2) < +- _л 

, «r 
Pour que l'on puisse associer à X une. fonctionnelle linéaire sto­
chastique wvtelleque V ( A xF) m i д д Х . ц 

4-2 .Soit (Xt) t G T un processus sur (a,^*,P). On suppose main­

tenant que D « — — я - , que T est borné et que X vérifie les 
at 1,..at° 

hypothèses suivantes : 

4.2.1 

- E(Sup |X(u)| 2) < +-
uST 

4.2.2 

- Il existe un compact K Q d'Intérieur non vide tel que 

V U € к 0 , V s € T : 

11m E(|X(s-H) . X ( s ) | 2 ) « 0 
п-н«» 

oO on pose : X(s-J) « 0 cs1 X(s-~) n'est pas défini 
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4-3 Lemme 

Soit ( X t ) t e T un processus et soit ( X n ) n e I N une suite de 

processus tels que : 

- à chaque x n est associée une 2-fonctionnelle linéaire 

stochastique m ' sur K 
e ,o 

- il existe une constante C telle que : 

Vn S IN Sup E([m n(h)] 2) < C 
ihl <1 ' ' * 

c© — 

- Vh e x m n(h) » oh^ x" ds oû D est un opérateur de 
" * J S 5 

dérivation et lim E([ Dh (X n-X )ds] 2) = 0 
n J s s s 

alors il existe une 2-fonctionnelle linéaire stochastique sur X. 
e ,o 

associée à X telle eue : 

Vh € m(h) = J D h s X $ ds 

Démonstration : 

Il suffit, d'cppliquer le Théorème de Riesz (iii) [3]. 

Puisque Sup Sup E(fm n(h)]' :) < C , la suite (ra n) n P 1 N est rela-
ït ïhl <1 " " m 

tivemeht compacte pour. la" topol-ogie de la convergence simple, 

L 2 («F$»P) étant muni de sa topologie faible. 

Mais pour toute sous-suite (m ) |< G IN ' la condition : 

lim E([/Dh (xj -X )ds] 2} - 0 pour h G. X implique que (m(£))k € m 

n * 
converge dans L 2 (Q,°&,P) et donc faiblement vers /oh X ds. 

^ s 

3C étant dense dans K ^ pour la norme uniforme, il en e,<» 6,0 * 

résulte que toutes les sous-suites ont même limite et la suite (m n) 

admet une limite m qui est une 2-fonctionnelle linéaire stochastique 

telle que : v h e JCQ m(h) = / D h $ X $ d $ . 
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4-4 Lemme 

Soit ( X t ) t e I R d un processus tel que J d |Xs|ds <'+* ; 
* IR 

soit D un.opérateur de. dérivation. On suppose qu'il existe une 

fonction f sur (T x a. B(T) 8 G ^ ) ) , à valeurs relies telle que : 
. vh e JC (T) on a au sens des distributions 

e ,°° 

<Dh, X> = (-1)'°' <h,f> 

. E([f |f(s)|ds] 2) < +-

alors on peut associer à X une 2-fonctionnelle linéaire stochastique 

sur * e $ 0 ( T ) telle que : Vh G Î K ^ J T ) 

m(h) = ( - l ) | D | J D h s X s d s = | h s f(s) ds. 

4-5 Lemme 

Soit ( X t ) t G T un processus satisfaisant aux hypothèses 

4-2-1 et 4-2-2. 

Alors il existe une suite ( X n ) n € ^ de processus indexés 

par IRd qui satisfont aux hypothèses du lemme4-4 et tels que : 

* 11m E ( | xJ-X.j 2) = 0 
n 

* v h e u (T) 

11m E([Jph s (x£ - X s )ds]
2) = 0 

Démonstration : 

Soit 6 une fonction de IRd dans IR de classe c" â support 
+ 

compact inclus dans K On pose X t =0 si t £ T. On définit X n par : 

X t = { «(u)du = n d |X(u) 6{n(t-u))du 



4-6 lemme 

Soit T to.ll. 

Soit ( X t ) t € T un processus à trajectoires continues véri­

fiant l'hypothèse 4-2-1 et tel que : X, •>= X r = 0 . 

d fe.n itl

to) 
Soit D « — * _ 

at x3t*...9t a 

Alors 11 existe une suite ( X n ) n e m de processus indexés par K d qui 

satisfont aux hypothèses du lemme 4r4 et tels que : 

* H m Sup |Xt-XÏÎ| = 0 
n t 

• h e a f e > ( T ) lim E ( { | 0 h s (Xj-X s)dsl
2) = 0 

Démonstration : 

Soit (* n) n e m une suite de partitions de J 0 , O par des 

pavés «t soit = ( C n

k ) k s l . . . k ( n ) . 

2 n-l 
Par exemple 30,13 = n - 1 , lit et jrn est la partition produit. 

1=0 J2 n 2 nJ 

Pour Cy » * - A , — , on sait définir A „(X) tel que si DX existe, 
K j=l J2 n 2" J c k 

à n ( X ) » f — T ~ 4 — f f X(s) ds. 
CJJ >c j at^t.f.at 0 

S O U f n(t, W) = l 2
n d A j (X) 1 (t) (s 6 C J • * - ( s 1 - ^ ) ecg) 

R C k + 2 n C k 2 2 i = l...d 

On définit alors X n par : X n(t, u) = j f n(s,<o) ds * l T(t) 
l-»,tlOT 1 

si X n'est pas nul sur C0,H - 1 0 , 1 3 , on a le résultat voulu, pour Y 

tel que X. - A X, on peut poser X n = Y n + X , + X ? - X 
z j o , U n t t ( t \ o ) (o,t £) (0,0) 
alors X converge uniformément vers X, mais il est tout 

aussi intéressant de considérer 7. 
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4-7 Théorème 

dà 
On suppose que D = — * -r , que X est un processus 

3 t 8 t 

satisfaisant â 4-2-1 et 4-2-2 et que la tribu prévisible^? est 

engendrée par = {AxF , A e ^ , F ^ p ) - 0 n suppose que pour u e Kq 

a-- V A €*^* 0 n s u P P ° s e qu'il existe une constante C telle 
que VY = Y a.* 1. v P , | a j < 1 , A. x F. e 3*3 on ait 

i=l 1 A i x h i 1 ~ 1 1 

r ? 
E(l I a, 1 F A. X] ) < C . 

Alors il existe une 2-fonctionnelle linéaire stochastique 

sur îf e o (T) et une mesure stochastique y sur*? . telles que 

Vh e 3f e a > (T) m(h) = (-1) D / D h s X s ô% = p(h) 

Démonstration 

On considère la suite (X n) définie dans la dêmonstra-
n .* 

tion du lemme 4-5. 

Il suffit de montrer qu'il existe une constante C telle 

que S U D Sup E ( m n(h)] 2 < C 
n Ihl <l 

00 

Pour cela il suffit de montrer que VY tel que 
r 

Y(t,u>) = J a. 1 A x F (t.w) où I a i i <_ 1 

on a 

Sup EKp n(Y)] 2 < C 
or p n(Y) = j a. 1 F à. (X n) 

i=l 1 r i A i 

et A A . ( X
n ) = a a (/X(.-J) 6(u) du) 

= JA.<X) u «(U) du 

- P"(Y) * / l a 1 F A. u (X) 6(u) du. 
i»l 1 i M i " n 
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en conséquence il suffit que 

E([ l a. 1 F A (X)] 2) 1 C 
i=l 1 hi A i 

pour l a ^ i 1 F 1 x A 1 e & s 

Si on suppose X continu, on vérifie facilement que la suite 

( X 0 ) ^ définie dans la démonstration du lemme 4-6 satisfait à la 

condition de bornitude. 

Le théorème de Riesz [3] permet d'associer de façon unique 

une mesure stochastique à toute fonctionnelle linéaire stochastique 

telle que 

V h € 3 f e Q m(h) = /h dy 

4-8 Corol1 aire 

On suppose qu'il existe une mesure v positive et bornée 

sur (T x , tel le que : 

VY = l a. 1. x F A. x F. € £5o =» 
i=l 1 flixri 1 

E(( l a. 1 F A . X) 2) < v([Y] 2) 
1*1 1 hi A i 

On suppose également que Vu e K Q 

n 

alors la condition de bornitude est satisfaite et de plus 

VR € & , R = A x F on a u(R) = l p A f tX 

5 Quelques exemples 

On donne maintenant quelques exemples où toutes les condi-

tions sont satisfaites pour D = — j - ^ 
3 t • • • d t 
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5-1 

T « 10.11 £ P 2 , ¿fc = {ls,tj f s,t 6 T} 

X est un processus sur (afJi,P) indexé par T de carré integrable, à 

trajectoires continues à droite, on peut supposer X nul sur les axes 

puisque seul l'aspect mesure nous intéresse ici. 

t e T est une famille de sous tribus de °1r< telle que 

^ t = o ( X s * s 6 1 0 , 1 1 1 ) 

Pour les différentes notions de martingales et leurs 

propriétés on se réfère à Cairoli et k'aslh [2] si ( X t ) t e T est une 

martingale pour la famille $ t ) t € . T

 e t s i - ^ t / C ^ t V t e T ' 
O 

toutes les hypothèses sont satisfaites pour T j en particulier il existe 
2 

un processus croissant < X > t G T tel que (X t - < X > t ) t € T soit une 

martingale faible et 

r 

1=1 1 A i X F i 1 ^ A i Si 

on a E([£a. 1- A A X] 2) = E(/ <f>2(s,u>) d<X> ) il suffit alors 
i i 5 

de prendre v : d v = dP 8 d<X> 

Si ( X t ) t G T est une martingale forte, c'est en particulier 

une martingale qui peut entrer dans le cas précédent ; cependant on 

peut considérer les tribus p r é v i s i b l e s ^ 1 i = 1,2 .(pour A = ls,tl 
r 

on p o s e ^ ^ =°S»5 i=l,2) alors V* = l a k 1 A x F A k x F k ei& 
k ~ 1 k k 

on a E([ I a. 1 F A . X] 2) = E(J<j>2(t,u,) d[ X] 1) . 
k=l K h k A k 1 

oû [ X] * est un processus croissant tel que (X 2 - [ X] ̂ .)te-r
 e s t 

une i-martingale. On prend alors v 1 : d v 1 = dP fi d[ X ] 1 

5-2 

Soit T = 10,1! c JR2 , ¿f"= (Is.tl, s,t e T} 

(2) ° 
soit T v ' = {(u,v) , u et v e T , u et v non comparables} 

¿ t { 2 ) = {A x B , A ejf, B € Í * A x B c T ( 2 h 
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pour (u.v) € T{2) o n p o s e ° V 2 > u > v = ° J * u V v 

pour A x B 6 ^ ( 2 ) Q n p o s e ^ ( 2 ) ^ B = c ^ v v s i u e t v S Q n t l e s 

points initiaux de A et B respectivement. 

On suppose que ( M

t ) t G 1 - est une martingale forte sur 

( 8 f f t»( tJ â

t ) t 6 T » p ) continue à droite et telle Sup E([M.] 4) < +» ; 
t e T z 

on définit (X. \ lo\ n a r X = M M 
v ( u , v ) ' ( u , v ) 6 T l < : ; p a r (u.v) u v ' 

t(2) 
1 est la réunion de deux ouverts disjoints, sur chacun 

de ces ouverts toutes les hypothèses sont satisfaites pour 
a 4 

D - — t — J — t — — 7 , (en particulier, on peut trouver K et une 
3u au jv îv 0 

fonction 6 convenable), l'hypothèse de majoration est satisfaite 

en prenant 

dv = dP fi d l M ] 1 a d [ M ] 2 ou dP S dl M] 2 a d[ M] 1 

suivant l'ouvert considéré. 
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