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UNE METHODE DE CONSTRUCTION DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

PAR RAPPORT A DES PROCESSUS (Xt)tET

Marie-France ALLAIN

" 1.- Introduction
Sojent (QF?LF} un espace probabilisé, X un processus sur

~cet espace indexé par un espace topologique T non nécessafrement to-
v, Tnmt awdanni fdzne cotie rédaction on se restreindra & T ouvert

de nd),€3 une tribu sur T x @ , on désire associer 3 X une mesure
stochastique u surﬁ? cui coircide lorsque T S_R+ ouTC RE avec la
umgsyre_stochastique “habituelle" ; par exemple quand T est un intervalle
duvert de;-IR ; Si (x )+eIR cst unc martingale pour la famille H’ )tem
.continue, de carré 1ntégrab1e ‘b a tribu prévisible engendrée par les
réctangles~de la forme R = ]s_ t! x F , s,t€T et F eiﬁs 1 est définfe
par?#(R) = 1F(xt-xs).

La méthodz adup*ée ici utilise 1argement les résultats dé-

'”'Qmontrés par Métivier et Pellaumail dans [3] ; elle consiste & associer

38 X une fonctionnelle stochastique linéaire définie sur un esp%cé x
de processus i trajectoires continues qui engendrentﬁ? » un théoré&me
de Riesz permet alors d'affirmer 1'existence et 1'unicité d'une mesure
" ‘stochastique u associce, et sous des hypothéses convenables on,caréc-

*tErise “u sur un semi anneau engendrant® .

2.- Notations et liypothises

(o ¥1,P) est un espace probabiiisé

T est un ouvert de Rd



gf‘est une famille de parties de T
(3A)AEJ§'L est une famille de sous-tribus de Ch
: f
L= (R = AxF , acc’, Fe§
La tribuy prévisib]e‘{.)" est la tribu engendrée parQ:o; on
suppose que S est un semi-anncau ; | .

_ ﬁst)teT est une famille de sous-tribus de c‘.«

X ='{h:(ht)teT est un processus & trajectoires continues,
adapté a Gty ) pet? |

_ On suppose que la tribu<§’est engendrée par ¥ (on é&crira -
parfois © = o(¥X)) pour ces exemples de telle situation voir [1] et
S P D | .
| X = (xt)tGT est un processus sur (af?,P).

D est un opératcur dg dérivation ; si pour presque tout o ,

| DX(:,w)vexiste on adoptera 15 notation suivante : bp X = IA DX(s) ds ;
si pour D donné AAX peut s'écrire uniquement én fonction de

(X(s))seT on d&finire de fagon analogue Ap X pour X quelconqué. pﬁr

exemple d = 2 D = ——%——-7 cdlors si1 A = 1s,t] et s@t = (sl.tZ)
at™ ot

Bp X = Xy - Xepg - Xigs t X
Pour la définition et les propri&tés des mesures stocﬁastiques
et des fonctionnelles lin%aires stochastiques on se référe 4 [3}, pour

la définition et les propriétés des tribus prévisibles & [1].

3.- Différents espaces de Processus

Nous allons d'abord montrer que 1'espace ¥ peut etre.remplacé
'Sous des hypoth&ses convenables, par un espace plus pétit de processus

dont les trajectcires sont de classe €°.

3-1 Propriété
Soit T un F
ag

Soft he x



. . i . n

alors i1 existe une suite (h7) - de processus tels que

- ¥n K" ex

n o

- ¥n A" € R Y (tw)  (W"(t,w)] < "

- ¥n 3 K" compact inclus dans T tel que : yt € K" =h"(t,.)=0
¥(t,o) 1im h"(t,0) = h(t,w)

n

Démonstration

. n . . . A
Soit (¢ )n e Iy Yne suite de fonctions de IR dans Hﬁ_, con-
tinues, & supportscompactset telles que

Iq;"l“° <1

1im Sup |¢"(x)—1l = 0 pour tout compact K de IR
N>+ x€K

Soit (w")n e N une suite de fonctions de T dans IR_ continues 3
supportscompactset telles que '

/ ﬂ¢niw f 1

4

l Tim ¢"(t) = 1:(t)

n—> o

I1 suffit alors de prendre h" tel que

h"(t,w) = h(t,u) ¢"(h(t,u)) v"(t)

3-2 Propriété

On suppose qu'il existe une fonction § de de dans R+. de

classe C’; telle que si

v € Supp §, alorstﬁ to CQ&t ¥nem tel que t-v €T
o n

Soit h un processus uniformément borné, & support compact, & trajec-

i<

toires continues, adapté a la famille ('3"\4t)t cT"
Alors il existe une suite~(h")n €N de processus ayant les mémes pro.

priétés que h et ayant de plus leurs trajectoires équicontinues, de



classe B : et convergeant vers h uyniformément pour chaque trajectoire.

Démonstration

s§(u) du = 1 et h(t,w) =0

| On peut supposer que J
si t€ H@ et t¢€ 7. On définit p! par

W(t0) = [ h(t-Fa) 8(u) du

3-3 Corollaire

=

Soit h un processus uniformément born&, & support compact,

Iy

d trajectoires &quicontinues, adapté & la famille (?Pt)t eT"
Alors, sous les meémes conditions que pour la proposition

3-2, i1 existe une suite (h") de processus ayant les mémes pro-
n €N P

L]

priétés que h et ayant de plus leurs trajectoires de classefz Kb’
1 ]

et convergeant vers h uniformément sur @ xT.

Démonstration

On pose comme précédemment

h(t,w)

f h(t-%,w) §(u) du

i [ h(u,e) s(n(t-u)) au

donc, si D est un opérateur de différentiation, on a
D h"(t,u) = n?d J h(u,w) D 8(n(t-u)) du

et Dh" posséde les mémes propriétés que h.

I1 suffit de montrer la convergence uniforme

In(t,0) - b"(t,0)| < [Ih(t,0) - h(t-H.0)] s(u) du
§ a un support compact et h a ses trajectoires équicontinues, donc

Ve >0 Jn_: ¥s,t €T : ds-th <

= |[h(t,w) - h(tu,w)| < ¢
n



’

alors : We>0 3AN_: ¥n N, = Ih(t,w) - h"(t,0)] < ¢

i1 suffit de prendre N : Yu € supp s 1ul oy
€

€

€

3-4 Espaces de processus

Soit #, =1{h: (hy), g7 €St un processus uniformément

borné & support compact, & trajectdires équicontinues, et de classe
ffmb, adapté a ("?t)t eT}
D'aprés ce qui précéde, 1'espace ¥  engendre la méme tribu que X

Sett 36 = {n €X : h est uniformément borné}

pour h € mb. on pose Ihl_ = Sup ess sup [h(t,w)]. ¥, muni de cettg
teTl wEQ
norme est un espace de Banach,

soit ﬂ;’ = {h€ I, 3 trajectoires équicontinues qui s'annulent

o
d T'infiniy

ﬂ;’o est la fermeture de ﬂ;’m dans X_, de ptus si h1 et h2 € ué’o

hl A h2 également, Dans toute la suite, on corRsidére cet LspaLp I‘.‘g

qui satisfait aux hypothéses du Théoréme de Riesz [3] et son sous-

espace dense ﬂé’m

4.- Fonctionnelles linéaires stochastiques et mesures stochastiques

4-1 Soit (X¢), gy un processys sur (a%h,p), soit D un opéra-
teur de dérivation, on suppbse que DX existe, que DX est mesurable

pour B(T) 6~h o0 B(T) est Ta triby borélienne sur T et que
E([[lnxsl ds1?) < 4o
Pour h € ¥, on définit m(h) par

m(h) = IT h{s) DXg ds



m ainsi définie est uneVZ;fonctionﬁelle linéaire stochastique..a L
llaquelle est associée de fagon unique yne mesure stochastique |
- d'ordre 2 surf? telle que ¥ h € LA m(h)'= {h du (cf. [31)
De plus, si R = A xF € D

on a y(R) = 1 [A D X,dg = 14,X.
En fait, si Tcm" et D =

d
~—Tﬁ~—-—a, i1 suffit qu'il existe une
catt,, .ot

"'appHcaﬂon f de (T x2, B(T) a"’k) dans (R, B(R)) telle que ::
-A X = IA f(S,w) ds. Vae b

- E[lf(s,w)' dS)Z)- < te e 5
| ‘
'POur Que 1 on puisse associer a X une fonctionne]le linéaire StG' .

.cQastique Mo teTle que u(A xE) = 1 AAX. } .

5;3 : .Soit (xt)t-eT un protessus sur (nf&,P). On suppose maip-
ryd

tenant que D = "‘T"‘“‘H que T est borné et que X vérifie les

hypothéses suivantes :

o - E(Sup bx(u)]?) < 4m
ueT

- 11 existe'un compact Ko d'intérieur non vide tel que:
¥se T :

lim E(]X(s-%) - X(S)lz) =0
n>+e |

.00 on pose : X(s-i) = 0 :$1.X(s-2) n'est pas défini



4.3 Lemme

Soit (Xt)y g1 Un processus et soit (X") gp une suite de
proéessds tels que
- 3 chaque ¥ est associée une 2-fonctionnelle linéaire

stochastique mosur Xé o

- i1 existe une constante C telle que
¥n € IN Sup E(Ln"(h)12) < C
Fhﬁmfl -
- ¥h € Hé - m”(h) = Jghs Xg ds Aba D est un opérateur de

dérivation et 1lim E({}Dh (x"-x )ds]z) = 0
0 s s s

alors il existe une 2-fonctionnelle linéaire stochastique sur ﬂ% o
]

associée a X telle cua

vhei . a(h) - JDhs X, ds

*

Démonstration

IT suffit  d'empliquer le Théoréme de Riesz (iii) [3].

Puisque Sup Suﬁ
n "hit <1

tivement compacte pour.laz topologie de la convergence simple,

E(In"(h)1%) < ¢, la suite (") op est rela-

LZ(QP@,P) étant muni de sa topologie faible,
n
Mais pour toute sous-suite (m k)k EN ° la condition
i n 4 - :\‘, =
Tim E([ths(XS-).S)js} : O pour h € X

n ) s
converge dans L2 (o H,P) et donc faiblement vers [DnS XS ds.

n
. implique que (m(?'«())k € N

Hé » etant dense dans ¥, . pour Ta norme uniforme, il en
) 2

résulte que toutes les sous-suites ont méme limite et la suite (mn)

admet une limite m qui est une 2-fonctionnelle linéaire stochastique .

telle que : yh € m%,m m(h) = [Dh Xs dg.
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4-4 lLemme

d lXS!dS <'+§ ;

Soit (Xt)t € rd 'un processus tel que LR
soit D un.opérateur de dérivation. On suppose qu'il existe une

fonction f sur (T x @, B(T) @“H)), & valeurs rélles telle que

- ¥h € X, (T) on a au sens des distributions
con, x> = (-1)121 <n 6>
2
. E([j 1£(s)]ds12) < +e
T

alors on peut associer @ X une 2-fonctionnelle linéaire stochastique

sur ﬂé’o(T) telle que : ¥h € ﬂé LT

L)

m(h) =(-1)“Xths Xg dg = fhs f(s) ds.

4.5 Lemme

Soit (X¢), g7 UN Processus satisfaisant aux hypothéses
4.2-1 et 4-2-2,
Alors il existe une suite (X")n ey de processus indexés

par IRd qui satisfont aux hypothéses du lemme 4-4 et tels que
*+ Tim E(]X]-X,1%) = 0
n

x Vhex (T)

. n 2, _
Tim E({fohsuS -x  Ws1?) = 0

Démonstration

Soit & une fonction deIRd dans Hg de classe C* a support

compact inclus dans Ko- On pose Xy =0 si t € T. On définit x" par :

Xt = J X(t-%) §(u)du = nd fX(u) S{n(t-u))du



5;6 Lemme

Soit T = [0,1].
Soit (xt)t €T un Processus a tragecto1res continues véri-

fiant 1'hypothé&se 4.2-1 et tel que : X
d o,t%)

Soit D = 3 4
atlat?...std

2 Nel,0)”

Alors i1 existe une suite (X")n €N de processus indexés par md qui
satisfont aux hypothéses du lemme 4-4 et tels que

* Tlim Sup |X.-X7| = 0
nt,tt

. h € Xév“(%) 1im E([I (X -X )ds] ) = 0
’ n

Démonstration :

Soit (t")n c N une suite de partitions de JO,I} par des
ch LN _ g eN
pavés et soit » = (C k)k=1...k(n)'

¥ 2819 4 i n -
Par exemple J0,10= = J ——Q] et 7 est 1a partition produit.

j=0 2"’ 2"
n d igH . .
Pour C, = « ] -J%-J, on sait définir o (X) tel que si DX existe,
j=1 ck - .
o0 = [ )iy X(s) 4
A = S S.
Ch cp atlatlat
n nd . n 1 n
Soit f'(t,un) = E 277 A n, 1 (X) 1cn(;) (s €Cy +E~'“ (s’ _Eﬁ) 0 jick)
k'on k - ces
On définit alors X" par : X"(t,u) = _ | f(s,0) ds + 1p(t)
l-o,tlnr
si X n'est pas nul sur [0,10 - 70,11, on a le résultat voulu:pour X
tel que X X, on peut poser x" = X" 4+ x 1 + X X
Jo t3 . t t (t,0) (0,t2 ) (0,0)
alors X" converge uniformément vers X, mais il est tout

aussi intéressant de considérer Y.



{
"4-7 Théoréme

| | On ;uppqée qug D‘= ;;T—é—;za , que X est un processus
satisfaisant 4 4-2-1 et 4-2-2 et que la tribu prévisibled est
engendrée par P = {AxF , A e&f} F ijA}. On suppose que pour u E'Ko::
'%A —C—%A-% YA E.Jt’f On suppose qu'il existe une constante C telle

r ' . -
que VY = 121 3y 1AixFi , lai] <1, A xF € 52? on ait
r
2
E(U T a; 1o 4, XI1°) <¢C .
is1 Py Ay -

Alors i1 existe une 2-fonctionnelle linéaire stochastique
(T) et une mesure stochastique y sur(? » telles que

dS = u(h)

k4
sur €0

D
¥h e ¥, (T) m(h) = (-1)" [oh, X

Démonstration

On considére la suite (X")nep définie dans 1a démonstra- .
tion du lemme 4-5.
I1 suffit de montrer qu'il existe une constante C telle

que Sup Sup E [mn(h)]2 < C
n Thli <1 -

.

Pour cela i1 syffit de montrer que VY tel que

r
Yit,u) = ¥

; a; lAiXFi(t’w) ol |ai|i 1

1
AiXFi €
on a
Sup EKuh(Y)]z <
h =
1

r
n n
or w(Y)= 7§ a, A, (XT)
sy 1y Ay

et AAi(X")= AAi(jx(--%) s(u) du)

= fAA(X}__t_J_ §(u) du
in .

n
= p(Y) =[ 7 a. 1. a, u (X)&(u) du
121 iRy TART ()



-11~

mais F, €, ¢ u

en conséquence ‘i1 suffit que
r
2
E(L § a; 1. a4, (X)17) = C
=1 Ry Ry
pour laili 1 F, x A, € R
Si on suppose X continu, on vérifie facilement que la suite
(Xn)nGN définie dans la démonstration du lemme 4-6 satisfait da la
condition de bornitude.
Le théoréme de Riesz [3] permet d'associer de fagon unigue
une mesure stochastique & toute fonctionnelle linéaire stochastique

telle que
¥hex m(h) = [h du

4-8 Corollaire

On suppose qu'il existe une mesure v positive et bornée

sur (T x 953), telle que :
r
VY = 121 a 1AixFi A, x F, € Ho =

2

4 2
E(('izl a, lF. 8. X)7) < v(IY17)

i i
On suppose également que Vu € KO

lim v((ly,0 -1 , )) =0

n A-Hxn
alors la condition de bornitude est satisfaite et de pius

¥R GSL, R=AxF ona u(R)-=1; BpX

5 Quelques exemples

On donne maintenant quelques exemples ol toutes les condi-

tions sont satisfaites pour D = »-T—i—-—a

at”...at



5-1

2

T =100,11 € R s Jé" ={ls,t}] , s,t € %}

X est un processus sur (QFQ,P) indexé par T de carré intégrable, &
trajectoires continues 3 droite, on peut supposer X nul sur les axes

uisque seul 1'aspect mesure nous intéresse ici.
p

(ﬁl)tET est une famille de sous tribus de CU telle que

Fhy = olX, . s €00.1])

Pour les différentes notions de martingales et leurs
propriétés on se référe 3 Cairoli et Waslh [2] si (xt)teT est une
i ; . 1 .42
martingale pour la famille (&t)teT et si Ojt‘i‘}t /Cﬁ% Vvt € T,
toutes les hypothéses sont satisfaites pour T ; en particulier il existe
. 2 .
un processus croissant <X>teT tel que (Xt - <X>t)tET soit une

martingale faible et
r ,
¥o = 1_-)7,1 aj 1AiXF1‘ avec A, Gcf, F egAi =C}4$
on a E([Zai lF. Bp X]z) = E(f ¢2(s,w) d<X>S) il suffit alors
i i
de prendre v : dv = dP 8 d<X»>

i

Si (X est une martingale forte, c'est en particulier

t)tET
une martingale qui peut entrer dans le cas précédent ; cependant on

peut considérer les tribus prévisib]escﬁb1 i=1,2 [(pour A = Bs;t]
r

i _ o i
on poseG% A -”}S i=1,2) alors ¥¢ = kzl ay lAkXFk Ak x F €,

4 2 2 i
on a E([kz1 a, g 8, X1%) = E(fe"(t,w) dIX] )

k k
N i . 2 i
ou [ X] est un processus croissant tel que (Xt [X]t)tGT est

une i-martingale. On prend alors vl dv' = dP @ diX)]

5-2
Soit T = [0,1] € R , O.Ia"= {}s,tl, s,t € T}

soit T(z) = {(u,Q) , uetve %‘ , u.et v non comparables}
K2 pxs , nes, et axscr1(®)y
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_pour (u,v) € 1(2) on pose W (2) -
T

(2 sV uVv
G
pour A x B e f(2) pose \%(Z)AXB =Y,y ST ou et v sont les

points initiaux de A et B respectivement.
On suppose que (Mt)tET est une martingale forte sur
(Qfﬁ,(%t)teT’P) continue & droite et telle Sup E([Mt]4) < 4o

u
on définit (X te&
(u,v))(u,v)GT(z) par X(u,v) =My

2
1(2) est la réunion de deux ouverts disjoints, sur chacun
de ces OUVEXtS toutes les hypothéses sont satisfaites pour

a .
D = , (en particulier, on peut trou K et u
suloulaylay 2 (en p , p ver K ne

fonction & convenable), 1'hypothése de majoration est satisfaite

en prenant
dv = dP & diM ! g atm?  ou  dp & dim? @ dim?

suivant 1'ouvert considéra.
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