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EQUATION DE LA CHALEUR EN MAILLES VARIABLES

2
P. LESAINT ()

I - Introduction -

On se propose ici d'étudier différentes'méthodes continues et discon-
tinues pour résoudre l'équation de la chaleur. Ecrivant cette équation sous
forme de systéme du premier ordre et utilisant des €léments finis du type
espace temps comme dans [1], [3], on peut définir grdce & des techniques décrites
en particulier dans [6] ,[77 des méthodes continues et discontinues. Appliquées
au cas des mailles rectangulaires, les éléments finis étant construits avec
des polynomes de degré <1, ces méthodes permettent de retrouver certains
schémas classiques (implicite pur, Crank Nicolson, box scheme) toujours
stables dans le cas des mailles rectangulaires. On étudie ici la stabilité

de ces schémas pour des mailles quadrilatérales quelcongues.
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2 -~ Position du probléme et schémas numériques -

Soit le domaine .&’1= {(x,t)(—'Rz ; gI(t) <x <92(t), 0O <t < T}

On considere l'équation de la chaleur a coefficients variables
g0 e~ 2 (alxe 3&) d(x,t) w =

(2.1.) e < (,)Bx + ) S

dans ﬂ avec les conditions initiales et aux limites.

2.2)  wl=x, 0) = W (%) ) %‘(o) < x < ch(o)

2.3)  *( %,(t),t) = \L(%L(t))t) =0 , 0 < b < T

On suppose que les fonctions a, ¢ et f sont continues dans il . avec
aI >/ a(x,t) >/ a, > O. En changeant u en u exp At, on peut toujours supposer

que l'on a d(x,t) > do '> 0, la constante Jo étant suffisamment grande.

Si on pose :

T I

C
1'égquation (2.1) est égquivalente au systéme

(2.5) A‘%tu +P\9_%i[u +A, U = F

avec

o
o
-1 o o L

a
La relation (2.5) définit un systeme symétrique positif au sens de Friedrichs

[2] et on peut, pour résoudre numériquement ce systéme, utiliser des techniques

inspirées de celles exposées dans [6], [7]

Pour cela, soit & l'instant tn une subdivision de l'intervalle
[gl(tn)’ gz(tn)] en In intervalles et soient x;2 les extrémités de ces intervalles
n n n
t = > e = .
gI( n) xo <x1 < <xIn g2(tn)
On suppose que l'on connaisse une approximation ﬂh(tn) de la solution
exacte a 1'instant tn' chaque composante u (tn) et vh(tn) étant polynomiale

h
. n n
sur chague intervalle Cxi, xi”j. On se propose de calculer une approximation
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(On supposera que In =1 =1

Bt (¢t ) de la solution a4 1'instant t
h n+!

n+{ n+l
et que les espaces des polynomes utilisés pour les fonctions u, et vy sur

r nél n+ln
A X

I'intervalle | ’ i sont les ménes gque ceux utilisés sur 1'intervalle

LI i+1.
(0 ]
.’ . .
1 1+1 oy el '“']/
L; )"\.\-l )‘-‘I l
f_A,_,__--. e e . welt
Ay \ Ay {

tigure 2. 1.

Deécrivons d'abord les espaces de fonctions permettant de définir la solution

approchée.

Le gquadrilateére K = Al A2 A3 A4 est 1l'image du carre de reférence

A ] R
K = [—1,+1] X L-1,+1] par la transformation bioffine FK

REESY CRVAN
AP

. « = (’11"3;)(1¢2‘)"4 '7(1-})(1*:2’.)(1 +(1-3)(4-7‘k5
+ 4 4
(2.6) b -
t - _(.1__;1_2) ti + 0_'[2) tL = 1_1;{_'2_ eyt _1_}2 t‘h.
s
A 1 A
Ay A,
B >,

-1 +1 §

s .

1 3 1 AL‘
On pose :

4,0 . PR— A
(2.7) PK = SLf =[?°"x1 y EEQ&,E}

1
. ﬁ: i
ot Q, , désigne l'espace des polynomes de la forme P = E a;; S 71-
! i=0 j=0



Soit a@n la partie de ﬂ comprise entre t=t et 't=tn+1

n n+l

Soit Si le coté X, X, (A3 AZ sur la figure).
2 . ,
Soit Xk 1 1'espace des fonctions de L (éDn) dont la restriction & chaque quadri-
’
k[.l

latére K. n appartient a P

Soit V 1'espace des fonctions de H ($ )ﬂ c° ( ® ) dont la restriction a

k,1
chaque quadrilatére Ki n appartient a PK'I (k 2 1).
I

Pour tout quadrilatere KC $n, on définit le long de la frontiére 9K,

B, =4,V +A2v

K 1 7t K x K

ou Vx x €t Vt X sont les composantes de la normale extérieure & JKX.
’ ’

D'autre part, sur Q K, on se donne une matrice MK telle que MK+”lt( 2 0. Sur les
frontieres x=gI(t) et x=g2(t), on a de plus KER(B-M)+KER(B+M)=R , et la relation

(B-M)U®, = 0 est équivalente a u=0.

Methodes discontinues -

— L
On cherche Uh = (up, Vh) € X x X' = X 1 XX 11 tel que, pour tout

¢h€X;<X'

o Z AU, ) 1), 0) ] o

. aeXt .. , (s
ou Wh désigne la valeur de la solution le lpng de JK, & 1'extérieur de K,

avec m;xt = O pour x=g,(t) et x=92(t).
-1 0 1 o
Pour t=tn, on a BK = MK = +» et pour
o 0 o o
1
t=¢t B,6 = M =B
+1 K /7 K K
n 0 0
‘(1 —%.i
Le long du cété S; v on définit M, = . et on pose :
n  ntl 1,0 1B ¥i
x, = x t -t
S S n n+1 \ (s
a, = ’ b, = ———— , ou ls. l désigne la longueur du
i lS. l i \ ‘ i,n
in S.
coté S,
1,

Pour traduire les conditions aux limites (2.3) on a :



Mo = MI = ’ %)Z‘O /)-X '} 0

La méthode discontinue s'écrit alors :

tout (¥ ,¥Y) XxXx'

Trouver (u,v}) € X x X' tel que pour

(2.9) LZ UKL,«\,( M Woodw - 0) ¢ ax b
- lig (kqni --diu\ku':u "ch-t'l) -{-O’Ln *@« rL.)Q“PL‘u - M)) L{')C_!-i da
Sni,n

S (o= )l -97) 2 on @) (v w‘f))%)f da

t,\\,

-1
s
+g1. (U—('L) tl,‘.O) — U.(x)t“_.o)> (-F('L) t,“+0) c\;_} - O

x’“

[§

(2.10) Z i S (-'33"—‘;' + {') Wax - _ 1S((b;ﬂ-eiMX‘L:et*U:ﬂ)-xtu(v:u.-v‘irrt )/\K:L
i— Kb'“, b 1“-

S « SR DIC ‘“) - va-vi)) A cu}

8 . | + - ..
ol pour toute fonction u,v, YouVy , ui (resp. ui) désigne la valeur de u le

long de Si n’ 4 droite (resp. & gauche) de S,
’

1,

Proposition 2.1. =

On suppose que gl(t) et 92(t) sont constants et que les intervalles

X, 7% sont égaux a& h. On suppose d'autre part que 1'on choisit M1.=O,

1 i <I-1, o(o= o(I=

On suppose aussi que a(x,t) est_constante.

Alors pour k = 1 = k' = 1’ = 0, la méthode préc. dente s'deris
naly ned, ne Y n+y, ~ Tt nt¥, unth
. < I (3 : . [ \ ~
(2-11) &1{_ ku‘r*}_ -U'°’1L> "1 \vl*b '\'“fi) + 'Lw‘/‘L uw‘/,_ - Su}/t )

L n+l n+d, \ " ,_(/L
2.12 — u’; + - Wy .—.1 > R e ’\;—‘ P - k:\)
{ ) 1k 3 L=/ WLt 9( J
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wn+l/2 +1
ou un+1/2 désigne la valeur de uy dans la maille Ki n’ dn 7 et ¥ /2
i+1/2 ’ ! i+1/2 i+1/2
désignent les moyennes respectives d et f dans la maille K.i .
— ’

On obtient ainsi le schéma implicite pur et la méthode (2.9),
(2.10) est une généralisation de ce schéma au cas des domaines variables

et (ou) en utilisant des polyndémes de degré plus élevé.

]
Soit V= th le sous espace des fonctions de Vkl nulles pour

x=g1(t) et x=g2(t). On peut définir la méthode discontinue (2.8) en remplacant

l'espace X par l'espace V et on obtient.

Trouver u,v € Vx X' tel que pour tout (t(’,U/)&Vx X' .

(2.13) 2 i SK. (3.5\% - -3)(() dv dbt ng bivt (TTen =Vier) Gier 42
“Ln

L

' ~ Suﬂ,n
er
-— izg —-kg C\)‘: °v:>q>q. (u +$ ((th)t“_*c)__u(,;)t“_o))(_‘; ﬁ.,t*{-O) Al} -0
S‘.,‘\- N

[

(—%‘; -+ %) \P dadb _ ji SS —-X“,q_ L—H. “'r:el) \UZH da
“ e
‘%SS i)Wl by =0

LIW

(2.14) ?-_% S

Kt'

L'équation (2.13) peut encore s'édcrire :

(2.15) Z{SK (@-\é— +d-w~g>(0 +v§;’5£;)dxdk

' Xoel _
_+S (u,(xl Ent0) —W(x, by~ O))‘f(’i,hdﬁ) clx_} =0

Xt
(9

Proposition 2.2. -~ On fait les mémes hypothéses gque dans la proposition 2.1.,

avec cette fois-ci k=1, k'=l=1'=0. On suppose d'autre part qu'on utilise la

formule des trapezes pour calculer les intégrales J'(du-f) dx dt. Alors

1'équation (2.14) s'écrit : - %% + §= O et an a :
~“Y  n-k - ey, ny, el nt
A (! =7 A M men il (3
nt¥y ntyy
W, . = = O

La méthode (2.14), (2.15) est donc une autre généralisation du schéma implicite

pur.



Remargue 2.1. - On suppose que Ml.:O, 1 £1i €£1-~1, o{o= a(I = 0, alors pour
k' = k-1, 1 = 1', on peut éliminer v entre les relations (2.14) et (2.15),

4 condition de modifier la relation (2.14) comme suit :

. N N
(2.16) j BIIT g L ‘+ e dx A = o
o - %) T (%)

ou Ji n designe le Jaccbien de la transformation FK . On obtient alors
’ .
l’n

1'égquation :
(2.17) \ZHK\Q% +du §)¢F + o %si ng)(\x&k

Xiea :
+§ . (u.(fx, L—.,‘w)_.u(x/tm-o)) P(x, tm+o)dx_§ =0

X

Méthodes con tinues -

(2] -
on cherche ), = (u,v)e v x X,, ,, tel que pour tout (Y,¥) ¢
h k,1 k', 1
v
k,1-1 % Xk, 10

(2.18) LZSK (@% +dm_§)c{) 4 u—%ﬁfjdlru' = O

L,T\r

(2.19) LZ % SKLI (—— % +‘—a—t>\¥ dx & « % X YL«L(VL—“ —\‘Ltt)qjgﬂc‘d

b Su-i,n
+ - +
+1LS Yo (vi-vl )Y 44} =0
L/Y\_
N . n n ,
Dans le cas ou Xl = O et avec des intervalles x, - xi+1 = h, la relation (2.19)
s'écrit (pour k = k', 1' = 1)
du ,
by + v=20 sur chaque maille ;

la fonction v étant alors continue par rapport 4 la variable t. lLa relation

(2.18) s'écrit alors :

Y > ({L Ak = O
i VKL Ja.

oy _ :
2.20 S . Aw .- ) Caedw Y
(2:200 2 \\5E + F)d +a NS
"
Si de plus k=1, 1l=1 et si on utilise la formule des trapézes pour calculer
les intégrales f{du-f) Ydx dt et S%—% (-i dx, on obtient le schéma de

Crank Nicolson.



Remarque 2.3. -

Dans le cas ou 1 = O et pour k'=k-1, 1'=1 on peut éliminer v entre
les relations (2.18) et (2.19), a condition de modifier la relation (2.19) comme
en (2.16). On obtient alors, pour des polynomes de degré quelconque, la méthode
décrite dans (1}, [3].

Remarque 2.4. =

Un cas particulier important intervient lorsque k=k'wl=l'> 1. En

effet, Jy %&é i 31 +3tL 9L est alors un polynéme de Q. et J du ¢

53 )7 3 K bt
est un polyndme de QZk—l' SOient maintenant /g\I,...,gk les k abscisses de Gauss

Legendre sur le segment E—l,+13 et soient 0 s 1 €1 € k 1les poids tels gue la

1
formule de gquadrature F Q A A %w., ‘{’(% ) soit exacte pour les polyndmes
-1
de degré 2k-1.
On a

D'autre part, si on utilise pour calculer les termes SK du ‘F dx dt et

{ f‘{/dx dt la formule de quadrature :
%
) i~ A r AL -~
(2.21) JK r,dx dk = Sﬁ J\( x &2({7 AJ \%iwi w, (J-K g )(%3’)%&) J

on obtient pour résoudre les problémes (2.18), (2.19) la méthode de collocation
[8] suivante :

(2.22) (Qa&t ..31_% + dw _§>( c“)ca,,_) - O

s

e (cal o« v)(ap) =o

ou le point Gjr = (gj, gr) est l'image par la transformation FK du point

A A
(gj’ gr) .

Dans le cas de mailles rectangulaires, et pour des polynémes de degré

k=1, on retrouve le Box-Scheme de Keller [4]



3 - Résultats de stabilité -

On se propose dans ce paragraphe de montrer certaines propriétés
de stabilité des schémas((2.9), (2.10)), ( (2.14), (2.15) ), ( (2.18),
(2.19) ) et (2.22), (2.23).

Théoréme 3.1. -~

Le schéma (2.9), (2.10), est toujours stable. Soit

mh = (U, v,/ la solution du probléme (2.9), (2.10), on a 1'inégalité

T L PRI PR T
(3.1) Ug (2 b g = ©) d Ug (2 ,6n-0)dx | UL C
%40‘««.) ' ‘31(‘:“) k(. %..)) ? LL(«S)..)

ou C désigne une constante > O indépendante de h.

Démonstration -

Dans la relation (2.8), on remplace ¢h par Uh. Sur chaque

élément K, on a d'aprés la formule de Green :

a2 (AU Uginae -4 S;&BKMDUQM *-%;SS[**A*)U& U )enat

ou a¥ désigne l'opérateur (adjoint de A) :

Al = = A5 - AL+ ALY

, *
Puisque A + A = Ao’ on a donc :

3.3) [K((AJfA“) Wy, W Jdedr > g (do, 4 )]M&\(L o)t

wo b U
La restriction de la somme Z SBK(BKU;& “J; 3 doc b

A 1'ensemble des cotés S, , O <i £ I donne une contnbutlon nulle

4

La contribution des faces S n a la somme 2:5 ‘&M (lL\,e (U.( lLle ) V)

peut encore s'écrire :

I nnt‘
3.4) 2 S G ‘M% ,m,\ Ju zo

=0
l

Il reste a considérer la contribution des cOtés appartenant aux droites

tstn et t = tn+1 & la somme :
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117% SGK (B, 0 m;k ) 4-.)W(MKULL&"“t _\LL,E)(>) I, Ydo

on obtient :

%2,(*«1-) %L““) %%i“ ‘] ¢
(3.5) :11:5 tL&f‘_(’tl km&d'o\, dx - %S \l:'(i-,tn“ C)""- +1i (u‘(ll(“f‘c)_u%(x,l“-..'\;)(l;
%1“ we) 3, “’*‘) %ﬂh)
En combinant (3.2) a (3.5), on obtient l'inédgalité :
9y (Fuet) gl )
(3.6) i} \k’}\u,\'m-c‘)&z -1 u‘&(w. a4 5 (u“(x bavo) ug(x by -o\)aL .
Qaltuert) $4(Ln) KON
9, W dx b

On en déduit immédiatement l'inégallte (3.1) o

-

Remargque 3.1. =

Le terme explicite en (3.4) et le terme
2 I3 13 A
(uh(x, tn+0) - uh(x, tn—O)) dx sont toujours > O et jouent un rdle

stabilisateur.

Théoreéme 3.2. -

Le schéma (2.14), (2.15) est toujours stable. Soit Wh=(u, v)

la solution du probleme (2.14), (2 15), on a 1'inégalité :

).(k"t‘) G } ] 7
(3.7) 1 Coner— O)dx. —5 lL(x t“-o) Ax 4 ‘L\q\) < (’l 5
1.“%\(-1.) %i(t ) Q ))2 LZ( Q“ )

ol C est une constante > O indépendante de h.

Démonstration - Dans (2.14) et (2.15), on remplace ‘*/ et (P respectivement

par v et u, et on ajoute membre & membre. Il vient :

'Z-S;(v (_—— “g)u' + %'_'ZXA*(W *1;8 {wlkuui :;\\ v, e
(m

s
S:

\tllﬂ.
Xt
*’11( X (v \r)v da 5(&(1&,@0)- u(xﬂ,\:_“-o))u.(l)tﬂﬁO)dlL:i
On en déduit :
Aultme) 9u(kw)
(3.8) 4,18 W bneg-0) dox - j(u‘(x,t -0) —(Wix b o)~ U ta -0))0\1_
%4“’«1') Q‘(*)

+Z S LGN 'U_> da +W’3@°101>lU&\@(g}m\)ngg“‘d](ur

Oon en dedu1t 1mmed1.atement l'inégalité (3.7).
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Remarque 3.2. -

On note encore pour ce schéma la présence de termes stabilisa-

teurs, comme & la remarque 3.1., mais le long des cétés Si ,» seuls les
’

+ ,
termes en VI sont présents.
On considére maintenant les méthodes continues.

Définition 3.1. - Pour tout uGLz(Q)n), on définit [l u GVk 1-1 de la
14

facon suivante : pour tout K C'_J}n, la restriction TTKu de Tu  au quadri-

latére K s'écrit (en utilisant les notations isoparamétriques)

NN A N
”Ku =My , avec u (E,:)) = u(x,t), et

S A AN
o (Tu - W)y, d}dn

(]

AN
O  pour tout \Yhé O 1-1
’

On a les lemmes suivants :

Lemme 3.1. - ~On surposce que u est de degré<k par rapport a \g . On a

A .
alors, pour tout V&Qk,l_lf

(3.9) jg (%(ﬁa)) > dsdy = 5‘2 (ﬁ(l‘g‘) )& d$d,

Démonstration -

A
Ecrivon?z u(},;') sous la forme :
N 4

&
~ , A L : A A Lt
v —_ v 3 .
wis,y) = g:() %(/))36‘ 3 __.Z_iq_%())g
T\t as _k DAt A
jk\(rr Wy)rasy - '?:;.LS’)\( (G () 8*7") 2 dzay
= ijm SQ ST R (9)) T Agd;
Or on peut écrire :
A ; A
TR = is_ ?)L n Uul9) -
n=-o

Des deux premiéres égalités, on déduit le lemme 3.1.

Lemme 3.2. -~

Soient 91' 1 « i <€ 1, les 1 abscisses de Gauss Legendre intro-

A

duites a la remarqgue 2.4., et soient W., I & i £ 1, les poids tels
1l 4 N AL . )

_q_y_g_:@ff){{rzg;gy ((’(\‘7)0\7 ~N 7 wo Y (% «.) soit exacte pour les polynome:

-1 .
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A
de P),_,- Alors pour tout u € Q,; , 0na
AA A ’ A 3
(3.10) (Trw - u>k3,%k) =0 sel-1,4] [ 1cust
A
Démonstration - Pour We Qk,l—I' on a :
LA 4 R +t R
f, GWdsay = D G| (@0)(s3;) a8
2 %:1 a -1

D'autre part :

£
S uq/okgcx S (rru)voksdy = ; S (nuW(s §4) 4

Chozs1ssons pour\}/ le produ1t d'un polyndme quelconque qk(S) de degré
<k par le polyndéme TV _/ = %; , de degré < 1-1.

On a alors : ) 15’ ¢

A A A Ay A A *’;\. A A *»1:,\ . .
(.11) 5R“ Y¥dsdy = JQ(TT “)W**ﬁ“‘y = wég"k(i,‘}o qég)o\g:NAS.,WU(%OME\C\}
Puisque T est de degré < k en } , on en déduit (3.10).

Lemme 3.3. - Soit v EPk'l et soit K = A A

14 3 A, le quadrilatére gquel-

conque de la figure 2.1. On a.

G § WM dxdk = -t «)2»» v‘ua,wm-x;iw F1d,)

+ %(’CP’LOS_’?’ (5,005 — 1‘,("9*‘5,61%‘( §,-1) ds
+ L(ted) jk\(@ra )L-('?)L> d5dy

y o= L - -
ou oL = (xl X, + X, x4).

Démonstration - On a :

. o A A

b - _ o 1x dr Ix A
(3.13) 5K %%_TFKV Ao ¢ - jA ( 3 _)7 + 'aj T Ag({y
Le premier terme de cette somme s'écrit encore :

(3.14)§

o

3-2; ﬂq\f &3&7 —_ D’L(o 0)5Q 2-\—; ﬁ:} &31{7; f“‘jg%"ﬁ? &3(17

K



Puisque ¥ est de degré .

e
~

k par rapport a } , on a en utilisant le lemme 3.1.

(3.15) J;{ lafsr T at 4 = Sﬁ%\;r)%\?olsg _S( V))ﬂviﬂy ”\(nv)( 7)‘\Hv\- 7)d-,
'

A
or (W 9)2 (+ 1,7) est de degré < 2(1-1) en 7 . Donc :

+
A L A A
S‘ (\'T\v)(td,y)dy = ; 35 Ty (£, ;)
- =i
et en appliquant le lemme 3.2., on abtient :
i
+ A A L4 ~ A2 A
(3.16) J (M) (4, 7)dy = Z wy T (¥4, ‘3@')

-t 3:1

D'autre part :

-

VX - .
(3.17) -5-7-(0,c) = %(x1+7(,L-x,-x.,).::!i(;i,x.’)_%(;c,-xlfx,_x,,):11@4_1.')-\,(
'='%.(11"(5)*H"*'IL*’()'"‘:)‘-‘{(."z"l)"“l
On en déduit des relations (3.1) & (3.17) :

' 7
(3.18) g%v&aac\7=%¢h—*q)§1@ﬁ 13) - bl ) L G0y >
L
w3 TR asy - L2 8014 STsy))

Puisque % %?W{\- est de degreé<2l-1 eny , on a :
3 2

44 A
1 —A "’ .;)('\v mon— \.A S ‘)1 1 J‘\_ % A (\
SQ 3 AT didy = 321 5 ) (6% i )(5,9, )4z
et en appliquant le lemme 3.2. :
( “ + ﬁ A *l A -~ -
(3.19) ), ¢ UL dSA, = A 'LG\B (% \‘3">(.—g"/‘33)‘\3 =
K* RS , =1 Y 5}
Y 1
.-L}% v(1 Sog Mo S A e 1 s
2 e 3‘) %‘ LFi JJ_‘ ol
En utilisant encore une fois le lemme 3.2., on a :
Y_ -~ +i 2 { & A M L
ao 208 Fs5)es = 280 (98 s = SéﬁC—\Mb
j-1 - 3= 1 -1

En combinant les relations (3.18 a (3.20), on obtient :
15
( A
Q A A
(3.21) ),2 -)l'- 3% W Sl/—-l @1_7(4)2_»» \,-Z(4 %3) Lgc‘_ xy) uéx,—l(ui%)
3=t 2
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De la méme maniere, on peut écrire :

. 4 o+
5as ! it { oA , . Ay
(3.22; S« %; %% T dSdy = %(}‘_xd)}‘\r(ilj\d5 —-tllﬁ-ls\d vl 1) 4As

{ A A *‘A : A"v,
;\BA 9 By TR dLdy LS (s, 1) 1 -‘n”)*i)

On peut montrer (voir Lemme 3.4. ci-dessous) gue le coefficient de A est

“i 89

N

+d

égal a :
\}L({.ﬁa'\7 + f XR((\:\TG )L _C‘L\ ds o\/u

En combinant les égalités (3.13), (3.21) et (3.22), on obtient la relation
(3.12).

Lemme 3.4. - Pour tout v & Qk,l' on a : -
2 LI A = A LAy
(3.23) | 9% T dsdy ,LLS @15 1)+ 745, -1))ds = &.S (ve) - dsa,
K : i %
Démonstration - On peut écrire ¥ sous la forme :

\? - 2 a¢(3) 77' , ou ar(g) est un polynéme de degré < k. On a :

~

£ a . .
118_‘(\?‘(3,1\?3‘( 5, )45 = L{;lyb #)asd, = j Hsdy fj g ¢ Aga

D'autre part :

fk7 "'(Tw-LM P (Z v au$)n )(TT(\(S))yt) gyt d sy

_J (’(ae(‘s,» l(‘T'(y )o\i\7 J (o.(‘;))‘gﬂy )&34)

de méme :

jﬁ(‘\ﬁs»)L-GL)di“y = BQ(‘*e@.)_)L((ﬁ7[)l" ) s,

Des trois derrnieéres relations, on déduit le Lemme 3.4. -

Théoreme 3.3. - A chaque maille K, o’ on associe le scalaire
1 n+l n+1 n n. , . ,
S0 = 4 (xi+1 x5 + X, = X; .4 )._Qgﬂfalt 1 hypothéggﬁsyiyante :
i,n & 0 .
(3.24) ou bien
+1 n+l n ‘n
L 0 <, < ¢ ODeix® -l +
\ i,n <~ (x1+1 X o xi+1)
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ou C est une constante > O. Alors le schéma (2.18), (2.19) est stable

et on a l'inégalité :

Ll&ﬂn‘r %L(e )
(3.25) l(i-t!&t)f W dae L(1+CAE)5 wlda +C}((\Tw) +v~')o\nll -& 3%:«&'
3, taed) (L) 9, RN

ou les symboles C désignent diverses constantes > O indépendantes de h et t.

Démonstration -

Dans les relations (2.18) et (2.19) on remplace ‘f’ et ‘f’ respec-

tivement par [lu et v et ajoute membre a membre. On a :

§(vAM ~ 3 yacd — gﬂs(g.ﬁqmna)%)d;(‘,

:)'“A fh] 5 (’ﬁrh - \¢§<\7 ¥k g,

D'autre pan, pour tout Kcog,n, on a :

;o +1 .

A a2 AL, A A AL , 1
(3.26) j‘R (M) dsd, < jﬁ Qrdsd, ¢ @ Q?(n Dl +Sﬁ('a‘(4,3)*u‘(-~,sﬂktg
Si 041, < 0, le terme o( \v%) ga&(ﬁ;\)z- G-L)Agf(‘] (Lemme 3.3.) est

minoré par zéro.

Si O(i n>/ O, et en utilisant 1'hypothése (3.24), on minore le terme
’

*' A P *t‘\ . A
%("1-’% )L uLGJ'L) d3 — lxg-12s )[4 4 -)ds - ’(i,n@ . }\Sﬁu" A;d;,
par " "

. A ~ L A A 7.
%(’x._x,_)@-cllt)g (s Yds - 1‘;6(11-15)(1*(.1%'\[‘; (5-1)ds ~C*¢,,LLUI &) dsds
-1 K

-

Enfin, lorsqu'on somme sur tous les éléments K C_ .S%, les termes du type

A AL A
w, w (’1/‘33> (intervenant dans le lemme 3.3.) s'annulent deux a deux

grdce 4 la continuité de u le long des faces Si n* On en déduit 1'inégalité
’

%A'«u) o) ,
(3.27)1(\4-cbt)5 wh dx - L e b))l wldx +(Ao_c)j T ) dxdb 4
L 9 kuan) q4m)

. r .
+Z f Y -V) ds +5g‘w—g‘ Ax dt gJ&)STTu, dx A&
L‘V\, .

et 1 1nega11te (3.25) en découle immédiatement, pour “'o assez grand.
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Remarque 3.3. -
Lorsque o(i n est £ 0, ¥i,n, on n'a plus besoin de supposer do
’

assez grand, car l'inégalité (3.27) peut étre remplacée par :

%l(t'\*t) %L(‘-“)
(3.28) 15 wWdx — iz-s whidx A S CN) Adx M +S vy i 5’(3111‘@
2 %1“"-&*\ 3abw) D

et il suffit de supposer do> O pour obtenir la stabilité.

Remarque 3.4. -

Lorsque l=1, on peut écrire :

%Q_(tmﬂ)

2w
(3.29) j whdx db € M-U whdse +f \L"dx) £ c,S whdx b
Yalbaa) 94(t~) AL

On n'a plus alors besoin de faire d'hypothése sur do' la stabilité résultant

M.
des inégalités (3.27) et (3.29) et d'un lemme de Gromval discret.

On rappelle maintenant un théoréme de stabilité pour le schéma
(2.22), (2.23), déja étudié dans [8).

Théoréme -

On suppose que 1'hypothése suivante est satisfaite

o) g.(i’n < Cch At , pour tout i,n.

On suppose d'autre part que do est une constante > O assez grande. Alors

le schéma (2.22), (2.23), est stable et oh a l'inédgalité :

I4 " Lt
(3.30) 1(4 cl\t)z _m_—_*'Z wy w (4 M) ‘V\tL)

L Q \ &
y W2
lewmz SHE &Z N Cry chZ v w(én) <
l=o a,\.‘i
g £
< C Z_ yz kﬁ W)(G‘
~ J
L=o 4%=1
ou les gl.'n, 1 €j < k, désignent les k abscisses de Gauss Legendre du
segment Exr.l, X! —_3 , ou " est l'image par la transformation F du
i+l J.r K,
n A A A 1.0
t d i g LW .
poin e coordonnées (gJ, g ), et ou w],r JKi n(gj,gr) wJ w,
’

Démonstration —~

On multiplie les relations (2.22) et (2.23) par wjr u(Gjr)
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et($9r v(Gjr) respectivement (on omet ici les indices i et n) et on ajoute

membre 4 membre. On obtient, pour les termes faisant intervenir

l'expression :
& ™ A j )
(3.31) E - aZ'L_ 1('0&. wa (u. ‘-%Sg %—-? + 27 5_:';' - D 03(\*1'%5)31

En raisonnant comme dans le Théoréme 3.3., on cbtient aprés transformation .

& A Al l A Al A
E= -1 2 &.8%(4,8) +4 2. D, E¢L9)
4 LY “ 2 4 m=1 &
+ %(x,-xl) ?;—1 a".& al(ﬁi)'o - "1‘,(1«'13) 32‘63 ut(%f))'i)
% L A a A A
+q 2,0 (@2 4,8) + 2, ) -7 4 (3228 X4;,4)
& &
A (AR t A A NAV A A
S8 o @ 90 0)-0 T B Y, 8

On peut montrer que pour a‘ fixe :
Al Al ’\ A
wi(1,-) « u(-4,.) - L'Z wéé %)(31).)20
car u est de degré < k par rapport & la variable % .

D'autre part on a :

2 & A A
3 CLa0] < @ (85 a) e 1) s ZE(4))

4=1
On en déduit la majoration, pour tout j=1,...,k

& A A A Afal A A Ay A A
‘Z ‘:\%7 Q %‘;(33)3»._)\ < C(“ (“Sg)‘)—t‘c(‘s‘,—’) +nZ_1“’4. ‘*L(%é)%&)>
A1 =

A

on a donc :

& A A a AN A A
3.32) E> - J‘;(x1_ u:t1>:L:iuo,t “1(4,3»1) N ‘11(17_ ‘I'i);w" at(-1,4,)
k ® A AlrA
(4 @ex) - S &, WE;,4) - é’(xﬁ‘x; )+Ei)zwé &(;,-9)
.5:1 4=t

Lorsqu'on somme sur tous les éléments K.i o 0 <1 £I~-1, les termes en
’

uz(_+_ 1, gr) se suppriment deux & deux (gré&ce & la continuité de u le long

des faces S; n) et le théoréme 3.4. est alors une conséquence immédiate
’

de l'inégalité (3.32).
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4. Remarques diverses -

Le dernier schéma étudié est seulement conditionnellement stable
(ogln;; 0) mais il est plus précis que le schéma (2.18), (2.19)
(analogue de Crank Nicolson). En effet pour ce dernier 1'erreur est en
général en O(hk + Axl) et lorsque k=1, on ne peut obtenir une erreur sur
la variable d'espace en O(h2) que si les mailles sont deux a deux égales.
Par contre le schéma (2.22), (2.23) posséde des propriétés de superconver-
gence et l'erreur est en O(hk+1 + Atl+1) lorsque les mailles sont peu
déformées (O é'o(i’n < Chz) donc en particulier si elles sont rectangu-~

~

laires.

Pour les méthodes discontinues (2.9), (2.10) et (2.14), (2.15),
le découpage spatiale peut étre choisi différent aux instants tn—O et
tn+0, sans que les propriétés de stabilité ne soient déteriorées. Ceci
permet en particulier de rajouter (ou de retirer) des mailles lorsque
celles-ci deviennent trop grandes (trop étroites). Pour les méthodes
continues, il faut prendre plus de précautions : pour le schéma Crank

Nicolson, il faut vérifier la condition :

3.60) 9. (6

]
(4.1) w( %, b, +0)dx < J u&(xjkﬁ-o) A
31(&1\) X %1(tm)

et pour le schéma box scheme, il faut vérifier :

I*--'-L “+ I-1 & A b4 .

o2(a" - .- L .

(4.2) Xiee ~TL Z w (\33. )\?“-t‘))SZ ﬁ%ﬁ_;'wo w(%a)t.\-d)

ito L= -

-

ou les indices + et - désignent respectivement les instants tn+O et tn—O.

En particulier lorsque k=1, la condition (4.1) est satisfaite si on divise
une ou plusieurs mailles par deux, en imposant la continuité aux extrémités
xT des intervalles de 1'instant t -0 et aux points 1/2(x;+xz+1) lorsqu'on

divise l’intervalle Cxl X j par deux, car on peut vérifier que :

i+1
h, 2 2 h, 2 2 h,2 2
— + =
6(UitUi,1 0% 1+1/2) 60 0172 0 1/2% 01 g T3 U P Yy, Y )
1 :
orsque u, i+1/2 = (ui+ui+1)

Pour le schéma box scheme, un tel choix ne garantit pas la
stabilité car la condition (4.2) n'est pas en général satisfaite. En utili-~

sant a l'instant t _+0 les inte 11 cri
n rvalles [?i+1/2' xi+3/é), et en ecrivant

1
u(xi+1/2, tn+0) = E{u(xi,tn—o)+u(xi+1,tn-0)), la condition (4.2.) est

satisfaite, et ceci permet d'ajouter un intervalle & chaque extrémité

(X=gl(tn) et X@'z(tn)).
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