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1 - INTRODUCTION,

Soient § un ouvert borné de IR’ et T sa frontiére que nous

supposerons réguliére. Nous dénoterons

. 1l'ouvert complémentaire de § ,
. n la normale extérieure a I ,
. ¥ la distance du point courant a l'origine des coordonnées.

. |x—y| la distance entre les points x et y de R} ’

, le saut, a travers I , de la fonction

vl =vy, -V
llnt ext
ou distribution v , supposée admettre en un certain sens

des traces intérieure et extérieure. sur T .

Nous nous intéressons au probléme de Dirichlet extérieur, relatif
a 1l'équation de Helmholtz.
JAGER [JA1] a démontré que ce probléme admet une solution unique

dans le cadre fonctionnel

1 1y I 1 ' 2! _ i 2 ' .
Trouver u € WH(Q ) = Iv € Hloc(Q ) o ikv € L°(Q )} :

Au + k2u

0 dans Q' ,
(P) .
ulr = Qg € H"(F)I

ol u est a valeurs complexes et k réel.

Physiquement, ! représente un corps plongé dans un milieu, et
u est l1l'écart de la pression du milieu a la valeur qu'elle aurait en

1'absence du corps. Plus précisément, nous avons la relation
-ikt
(p - po) (x,t) = Re (e u(x)).

D'autre part, la condition

u . 2 41
5;'- ku € L°(Q")

traduit la condition de Sommerfeld qui dit que la perturbation due a la



présence de l'objet ne peut que s'éloigner vers l'infini sans jamais en
revenir,
Nous allons présenter une méthode de résolution de ce probléme

par une équation intégrale de premiére espéce.



2 - REPRESENTATION DE LA SOLUTION PAR UN POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE.

Nous allons essayer de représenter la solution du probléme (P)

sous la forme

-1 e
(2.1) uly) = an JF Q(X)'——Ezgq—' dYx + Vy ER .

Une fonction de la forme (2.1) satisfait [VL1] 1'équation de
Helmholtz dans ) et ' , est continue i travers [ , et sa dérivée normale
admet un saut & travers [ de valeur q . Comme, en outre, une telle
fbnction satisfait la condition de Sommerfeld, pour qu'elle soit solution
du probléme (P), il faut, et il suffit, que g soit solution de 1l'équation
intégrale sur T

1 eiklx—yl
(2.2) ug (y) =Z}QIF g (x) ——T;:;T—- dYx T YYy€ET.
Le noyau de cette équation étant pseudo-homogéne de degré -1 [SE1l],

1'opérateur

A
q = uo .,

défini pour q régulier, est un opérateur pseudo-différentiel qui peut étre
prolongé en un opérateur de H*(I') dans HS+1(F), pour tout s réel.

Par ailleurs, A peut s'écrire

1 [ dyy 1 Jiklxyl
(2.3) (Aq) (y) =uo (y) =3~ JI‘q(X) e +4_1rj q(x) T ay, » Yy er,
T

soit
Aq = Jq + Kqg ,

oi J est l'isomorphisme de HS(I) sur HSYI(I') relatif a l'équation de

‘Laplace, introduit par NEDELEC et PLANCHARD [NP1].

Quant & K , nous voyons que son noyau a la forme

L X2 3
ik -~ - lx-yl + O(|x—y| ),



de sorte que, en utilisant a nouveau les résultats de Seeley, nous concluons
que K est prolongeable en un opérateur de HS(I') dans HS*+3(T'). Nous

avons ainsi le

THEOREME 2.1 : L'application définie pour q régulier par (2.2) peut étre

prolongée pour tout s réel, en une application A de BH°(I') dans
HSt1(T). cet opérateur A peut &tre décomposé en la somme

A=J+K
o J est un isomorphisme de HS(T) sur HSYY(T') et K opére de HS(T)

dans BSY3(I).

COROLLAIRE 2.1 : A est un opérateur de Fredholm d'index nul (de HS(I)

dans HSTL()).

Le noyau de cet opérateur est alors caractérisé par le

THEOREME 2.2 : L'application A a un noyau de dimension non nulle si, et

seulement si, k est valeur propre du probléme de Dirichlet intérieur

homogéne.

Nous voyons alors l'inconvénient de la représentation que nous
avons choisie : bien que le probléme extérieur considéré soit bien posé,
quel que soit Xk , il apparait, dans 1l'équation intégrale que nous voulons
utiliser pour le résoudre, des valeurs singuliéres parasites de k .
Cependant, la-simplicité de mise en oeuvre de cette méthode, par rapport
aux autres, fait que son étude mérite d'é&tre poursuivie.

Nous distinguerons deux cas.



3 - cAS 00 x N'EST PAS VALEUR PROPRE DU PROBLEME DE DIRICHLET
INTERIEUR,

Nous avons immédiatement le

THEOREME 3.1 : A est un isomorphisme de HS(I') sur HSYY(T), pour tout

s réel.

Nous pouvons donc envisager la discrétisation de 1l'équation

intégrale (2.2).

1 - DISCRETISATION. CADRE ABSTRAIT.

Nous utilisons une extension du cadre développé par NEDELEC [NE2]
pour l'approximation d'équations intégrales de deuxiéme espéce.

Soient V un espace de Hilbert, et V' son dual. Nous voulons
approcher 1'éguation

Aq = £ ,

ol A est un isomorphisme de V sur V' qui se décompose en la somme

A

J + K

avec

. J isomorphisme autoadjoint de V sur V' tel que

<Jq,q9> >alquI§, ;

v'xv

.ItkeELW,W, WeV .

Nous introduisons alors un sous-espace Vh de V , muni du
produit interne ( , )h . Soient Ah un élément de £(Vh'vh) et qh ,

la solution du probléme



Trouver 9y €Ev

h tel que

(,)

By vy = Epevydy o Vv, €V -

Nous avons alors les deux théorémes

THEOREME 3.2 : Supposons que

| (A q ,v,) !
(H1) s%? Aﬁvhllh b o IIqh||V
Vh €Vh v

h
o O ne dépend pas de h . Alors, le probléme (Qh) admet une solution

unique, et nous avons 1'estimation d'erreur

[kAvh,wh)—(Ahvh,wh)hl kAq,wh)4fh,wh)h

— < ; -
g qh|| ¢ inf {Hq Vh“ + sup |

h"v IlwhllV

THEOREME 3.3 : Supposons que A = J +K soit un isomorphisme de V sur V'

1

et que J7 K€ L(V,W), Wc V. Supposons, en outre, que
(HZ2) inf Hu-—vhll < c(h) llull '
et
- <
(H3) | avyw) - v w) | < cm) o w1

ot c(h) - 0 avec h ; alors, 1'hypothése (Hl1) est vérifiée pour h

suffisamment petit.

Nous sommes alors en mesure d'aborder la

2 - DISCRETISATION CONCRETE.

Nous approchons le probléme

Trouver q € H'%(F) tel que

(Q)

1 fj (x)q' ( )eik]x_yl J '
—_— X ' -_— a d = ! 4 ’ v ! =2 ’
an . 1ﬂq q'(y =1 Yy Yy ruo (v)a'(y) Yy q' € H72(T)

I}



par un probléme

Trouver qQ € V. tel que

h

(Qh) 1k|x—yl

4“ Jl“ Lqéx)qh(y) —]m— thx th L uoh(y) qI;(y) thY P qr'1 € Vi
h

ot Fh et v, sont des approximations de [ et H'%(F) pour la définition

desquelles nous renvoyons & NEDELEC [NE1] . Disons simplement que, pour Fh ‘
nous utilisons des polyndmes de degré £ , et, pour Vh , des polyndmes de

degré m . Il vient alors le

THEOREME 3.4 : Les hypothéses (HZ) et (H3) sont réalisées et nous avons

les estimations d'erreur

~ 3 +1
"q—qh" < c {Huo—uoh" +11m+2Hq|| +hg gl },
3r) H 2 (T) "t (r) L2 (I)
I q-'th I { la, —u LI, +n™ gl splqll }
LZ(F) vh by () g1 (T) L2 (I)

ou est une approximation définie sur Ph de ug , et ~ dénote

u,
le transport de Ph sur I par la projection orthogonale Y [NE1].

Ainsi

9 = oy~ .
q =q, °V

Ce qui nous intéresse, en fait, c'est d'approcher la solution

du probléme (P). C'est 1'objet du

THEOREME 3.5 : Soit u la solution du probléme (P}. Elle est donnée par

-1 e 3
uly) = an Jr q(x) |x'y| dYx  Vy€em?,

ou q est solution du probléme (Q),


http://llq-q.ll

Soit u défini par

eiklx-yl ,
h

ol q, est solution du probléme (Qh)°

= L
uh(y) = an

Soit y dans r?

tel que
dly,Iy 28§ >0

et soit h suffisamment petit.

Alors, nous avons l'estimation

[uty)-u (v)] <c ely,) {hm’f%uu Su, +hu-u
L * R Er(r) *hg-m-r Ty
+ R2m+3 g | + gl } ,
Hm+1 (l") L2 (I'l)
avec
m+3 1
e(y,I) =2 .

j=1 a’(y,T)

COROLLAIRE 3.1 : L'erreur optimale sur u est obtenue, pour y suffisamment

loin de T , lorsque

2 =2m+ 2 .



4 - cas o0 x EST VALEUR PROPRE DU PROBLEME DE DIRICHLET INTERIEUR

1 - LE PROBLEME.
La représentation que nous avons choisie est alors moins satis-
faisante. Néanmoins, nous allons voir que la méthode, légérement modifiée,

est encore utilisable. Tout d‘'abord, nous avons le

THEOREME 4.1 : Le probléme (Q) admet, quel que soit k , au moins une solutio

pour tous les seconds membres provenant d'une large classe de problemes

physiques.

Cela provient de ce que nous avons prolongé u continlment a
travers I . Ce résultat ne nous empéchera pas de nous heurter 3 des

difficultés numériques. Pour les surmonter, nous avons recours & une

2 - METHODE DE REGULARISATION.

Au lieu de résoudre 1l'équation

nous résolvons

ie qu + AqE = f ,
ol € est un paramétre réel destiné a4 tendre vers O .

L'équation & régulariser étant du type "identité plus compact",
nous sommes dans une situation plus favorable que celle dans laquelle on

se retrouve habituellement avec ce type de méthode. C'est pourquoi, nous

pouvons obtenir 1le
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THEOREME 4.2 : L'équation

ice J'q€ + AqE = f

admet, quel que soit € ¥ 0 , une solution unique 9 - En outre, nous

avons l'estimation
lg-aga t <celql
€ v v

ot q est la solution du probléme
2q = £
orthogonale aux solutions de 1'égquation homogene
Agq = 0
Si, par contre, £ n'était pas orthogonal aux solutions de
Aq = 0
nous aurions

lim Ilqell = 4+ o
€0 v

Comme qe est aussi inaccessible que ¢q , il nous faut définir une

3 -~ APPROXIMATION.

Nous avons tout d'abord un théoréme abstrait :

THEOREME 4.3 : Soient Vh ’ Ah , définis comme précédemment, et soit

Iy € £(Vh,Vh) une approximation de J vérifiant

(H4) | @, ) = @vy ) | < ey v, I, ||V :

Supposons, en outre, que les hypothéses (H?) et (H3) soient satisfaites

c (h)
€

et que soit suffisamment petit. Alors, nous avons l'estimation du

Théoreéme 3.2 ol q, G, A, Ah' ¢, sont remplacés respectivement par der Depyr

A ,A.,C
e’ "eh’ T -
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Nous en déduisons aussitdt les analogues des Théorémes 3.4 et

3.5, ot q, qh, u, uh, c, sont remplacés par qe, qeh’ uE, ueh'
Nous voyons alors que

0 (h%)

€

- < !
lu(y) ueh(y)l cellgl+

avec

a = inf (2+1, 2m+3),

ce qui nous donne l'ordre de grandeur optimal de €

e = on™?).

5 - CONCLUSION,

Le gros intérét de cette méthode est la simplificité de sa mise
en oeuvre. Cette simplicité provient du fait qu'elle ne fait pas intervenir
la dérivée normale.

Le défaut de cette méthode, par contre, est d'introduire des
valeurs propres parasites qui ne sont pas dans le probléme initial. Pour
éviter cette difficulté, d'autres méthodes ont été proposées [BW1], [kr1],
[sC1], mais leur mise en oeuvre est plus difficile.

Pour une revue des diverses méthodes relatives a 1'équation de

Helmholtz, nous renvoyons a [cH1].
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