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UNE JUSTIFICATION D'UN MODELE
NON LINEAIRE EN THEORIE DES PLAQUES (*)

Philippe G. CIARLET  Philippe DESTUYNDER

RESUME : On applique la technique des développements asymptotiques & un modéle
non linéaire d'élasticité bidimensionnelle. Sans faire aucune hypothése & priori
(gque ce soit de nature géométrique ou mécanique), on montre que le premier terme
du développement est solution d'un modéle bidimensionnel connu en théorie non

linéaire de plagues. On établit également l'existence de ce premier terme.

ABSTRACT : The asymptotic expansion method is applied to a nonlinear model in
three-dimensional elasticity. Without any a priori assumption (either geometrical
or mechanical in nature), it is shown that the first term in the expansion is a
solution of a known-dimensional model in nonlinear plate theory. The existence of

the first term is also established.

1 - LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL

Soit w un ouvert borné de 82 de frontiére suffisamment réguliére. On
pose 0f = wx 1-¢, €[, F% =vx] -, €[, Fi = w x {*e}. On considére une plaque
occupant le volume ﬁe, soumise & des forces ae volume de densité f = (fi) et a
des forces de surfaces de densité g = (gi) sur les faces Fi(l). On suppose
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(*) Texte d'une note aux Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences



Le champ u = (ui) € ve des déplacements'et le champ 0 = (Oij) € XC

des contraintes (de Piola-Kirchhoff) sont solutions des équations variationnelles
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qui est un modéle connu en élasticité non linéaire, correspondant & des "grands"
déplacements et & des "petites" déformations (2, (5.86)-(5.8)). On rappelle les
inégalités E > 0, 0 < 2v < 1.

On suit alors une démarche analogue dans son principe a celle proposée

3 . - o - . .
en () dans le cas linéaire (et qui conduisait au modéle biharmonique) .

2 - PASSAGE A L'OUVERT DE REFERENCE

On définit un probléme équivalent au probléme (4)-(5), mais posé sur un

. . < . < - 1
domaine qui ne dépend pas de €. On pose, alors les notations précédentes, = Q°,

1 1
Ty = F%, F+ = F+ , V=V et ¥ = Zl. On définit l'application
FE : X = (;1, Xy x3) €Q ~» FE(X) = (xl, x2,Eix3) € ﬁe, a laquelle on associe

€
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PROPOSITION 1

L'élément (oe, ue) € ¥ x v construit

(0,u) € 2% x v& du probléme (4)-(5)

d partir d'une solution

d l'aide des transformations (7) est solution

des équations variationnelles :
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3 - DEVELOPPEMENT FORMEL DE (O ,u€) ; CALCUL DU PREMIER TERME

La forme des équations (8)-(9) suggére de poser formellement

= g (02,u ) + 64(04,u4) +...

(10)  (o%,u%)
On reporte ensuite cette expression dans les équations (8)-(9) et,
suivant en cela la technique habituelle des développements asymptotiques, on
égale a zéro les coefficients de Ezq, g 2 1. On obtient ainsi, d'une part, les
équations satisfaites par le terme (02,u2) et, d'autre part, les relations de
récurrence vérifiées par les termes suivants.
Dans cette note on se bornera au calcul du premier terme (02,u2), qui,

d'aprés ce qui précéde, est solution des équations variationnelles :

(11) (T,u2,u2) = 0,

(12)

VTEZ, Ao(02,T) + B(T,uz) + C_2

2

VvEyv, B(oz,v) + 2C_2(02,u ,Vv) = F(v).



THEOREME 1
S7 les forces Iy et £, sont suffisamment petites (au sens du Théoréme
2 ci-dessous), le probléme (11)-(12) a au moins une solution dans l'espace L x V.
Indiquons le principe de la démonstration de ce théoréme. Pour alléger
1'écriture, on notera (O,u) = (02,u2) une solution éventuelle de (11)-(12).

14

Etape 1 : Si la fonction u, est dans l'espace W 4(9), alors le champ u des
ztape ° p

3
déplacements est nécessairement un champ de Kirchhoff-Love, i.e.,

; ¢).
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Etape 2 : Calcul des fonctions u&gg uy

fonctions Tij et A de forme particuliéres dans les équations (11)-(12), on

trouve, tout calcul fait (et aprés élimination des autres inconnues), que le

0
2

tionnelles suivantes

triplet (u:, u,, u3) e(W%'4(u)))2 x W§'4(w) doit vérifier les équations varia-
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0 0 0 t €
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THEOREME 2
ST les norm i) i itesg
es "gu"Lz(F+UF_) et HfGHLz(Q) sont suffisamment petites,
le probléme (14)-(15) a au moins une solution.
Pour démontrer le théoréme 2, on remarque que les équations (14)-(15)
€équivalent & la recherche des zéros de la dérivée d'une fonctionnelle particu-

‘s P 1 2 2
Lzre définie sur l'espace W = (Hp(w))  x Hp(w). Avec les hypothéses de 1'énoncé,

on montre alors que J(.) > + ® lorsque U.Hw + ® _ Enfin, bien gue la fonctionnelle

J ne soit pas convexe, on montre gqu'elle est faiblement s.c.i. sur W (cette derniére

propriété résultant, entre autres, de l'injection compacte de H%(w) dans W1'4(w)).



On obtient ainsi l'existence 4d'(au moins) une solution des équations (14)-(15)
dans l'espace W.

Adaptant ensuite & ce probléme le raisonnement de (5, page 56), on
déduit, sous les hypothéses de régularité (1), que

(16 wuduy € ot nwrtwn? x witw nwtton.

Etape 3 : Calcul des contraintes : Toutes les contraintes oij peuvent étre calculées

en fonction des données et Ae

1
_ 2E _ 0 0
aB J Oupd%3 = Taov7) LYo () avy, (D)8 g} +
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4
On trouve de cette fagon (l'expression compléte de 0., € L () est

33
trop longue pour &tre reproduite ici)

n
-8 .3 2,4
(19) OGB = + > X3 maB (Ew ()),
g% - g9, 1 X X
_B_ B L1 € gy - [ 3 4€ .3 3 12
(20) 033 = 5 + 3 J_l fB dx3 J_l fB dx3 5 aa naB + 7 (1 x3)3a maB ,
1,4
(O38 €W ).

4 - CONCLUSIONS
Revenant & 1l'ouvert QE, on constate que, sans avoir eu recours a aucune
hypothése a priori (que ce soit de nature géométrique ou de nature mécanique), on
a retrouvé en (14)-(15) un modéle connu en théorie non linéaire bidimensionnelle
de plaques, considéré d'ailleurs le plus souvent sous les hypothéses simplificatrices

6 . . . s = ) .
9y = fa = 0 (). Signalons aussi que le Théoréme 2 est une généralisation d'un
résultat de (6).

On montrera dans une note ultérieure qu'une méthode analogue permet de

justifier pareillement le modéle de von Karman qui correspond a des conditions

aux limites différentes le long de la frontiére latérale F% .



-6 -

(1) Les indices latins prennent leurs valeurs dans 1'ensemble {1,2,3},

et les indices grecs prennent leurs valeurs dans 1l'ensemble {1,2}. Les notations
2

Bi v, aij v, etc.., désignent les dérivées partielles 9 v/axi, 9 v/axi axj, ebe.

Enfin la convention d'Einstein est utilisée pour la sommation des indices.
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4
(") Toutes les fois qu'une fonction f est définie pour presque tout
(xl, x2) € w, on l'identifie & une fonction définie presque partout sur § en

posant f(xl, X x3) = f(xl, x2), g € [-1,1] .
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