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HYPOELLIPTICITE POUR DES GROUPES

NILPOTENTS DE RANG DE-NILPOTENCE 3

B. HELFFER - et F. NOURRIGAT

Centre de Mathématiques Département de Mathématiques
Ecole Polytechnique Université de Rennes

91128 Palaiseau Cedex 35031 Rennes Cedex

(France) (France)

On considere un groupe de Lie G, connexe, simplement
connexe, nilpotent, dont 1'algebre de Lie ( admet une décom-

position de la forme

avec [qi,qj] c Qi+j’ avec la convention que qi+j==0 si

r
i+ j >r. On posera Qp = 2 G, (p= 1,...,r).
i J
J=p
On munit 1l'algebre de Lie ( de la famille de dilatation 5,

définie par : 8,(X) = t'X, si X est dans G, et t strictement

positif.
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VII - 2

Le groupe d'isomorphisme 6, se prolonge a 1l'algebre

t
enveloppante universelle (complexifiée) U(G). On désignera,
pour tout entier mz1, par U (G), 1'espace des éléments A de

U(Q) homogenes de degré m, c'est-a-dire tels que bt(A)= t™a,

pour tout t strictement positif. On posera

wNG) = ; s (Q) -
j=o0
On sait que l'application exponentielle exp définit un difféo-
morphisme de G sur G.
A tout élément a de ¢, on fait correspondre un champ
de vecteurs réels, invariant a gauche, sur G, noté T(a), défi-

ni, pour tout ¢ dans C:(G), par
(T(a)®)(g) = %%? ?(g.exp(ta))/t=0

L'application T se prolonge en un isomorphisme de U(G) sur
1'algebre des opérateurs différentiels invariants a gauche
sur G.

Soit H un espace de Hilbert et n:G- £(H),une repré-
sentation unitaire fortement continue de G dans £(H). Dési-
gnons par ‘gn l1'espace des vecteurs c” de 1a représentation
(c'est-a-dire des vecteurs f de H, tels que l'application
g » n(g)f soit C de G dans H). On associe a tout élément
a de G, un opérateur, encore noté m(a), de ‘g; dans lui-meme,

défini par



VII - 3

n(a)f = < Tr(eta)f/

o -erJn ]

t=0
Cette application n se prolonge én un homomorphisme de U(G)
dans £(‘8n). On se propose de démontrer le théoreme suivant

Théoreme 0.1 : Soit G un groupe nilpotent de rang 3, dont

1'algebre de Lie G vérifie les hypotheses ci-dessus. Soit m

un entier supérieur ou égal a 1, et P un élément de Mm(Q).
Alors 1l'opérateur différentiel invariant a gauche T(P) est
hypoelliptique dans G si, et seulement si, pour toute repré-
sentation 1, unitaire, irréductible, non triviale de G, l'opé-
rateur w(P) est injectif dans -gn .

De plus, si T(P) est hypoelliptique, T(P+ Q) est hypoellipti-

| que dans G, pour tout Q dans um'l(q).

La formulation du théoreme est due a Rockland [16],
qui l'a démontré dans le cas du groupe de Heisenberg Hn. Dans
[1}, Beals montre que la condition du théoreme est nécessaire
pour tous les groupes nilpotents (munis d'une dilatation)
et il démontre la condition suffisante pour les groupes
an Rk. Dans [8], Helffer démontre le cas général pour les
groupes nilpotents de rang 2 ; Beals L2] en donne ultérieure-
ment une démonstration plus directe. Nous n'avons donc ici

qu'a montrer la condition suffisante. On pourra, sans restrein-
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dre la généralité, supposer que l'ordre de P est un multiple
de 6, et que 1l'opérateur T(P) est formellement autoadjoint.
Les techniques de démonstration sont a la fois nouvelles et

~ . A “~ .
tres classiques. Nous avons du renoncer a construire des

inverses dans des classes d'opérateurs pseudo-différentiels
comme dans le cas du rang 2 ([8] , [2])

et sommes revenus a des techniques d'estimation a priori
(ef. [11]), dont on déduit des résultats d'hypoellipticité

par des méthodes assez classiques. On procede pour démontrer
ces inégalités a priori, par des réductions successives du
nombre de variables. De telles techniques sont fréquemment
utilisées dans les démonstrations concernant les groupes
nilpotents : (E12], [15]). Ces réductions sont directement
iiées au choix d'une chalne croissante de sous-algebres iso-
tropes associée a un élément § de Q*, et aux représentations
induites associées. Au terme de ces réductions, on est ramené
a démontrer des inégalités a priori pour 1'opérateur m(P),

ou 1 est une représentation irréductible fixée. L'injectivité
de n(P) dans <gn permet alors de démontrer une telle inégalité.
L'étape la plus délicate est selon nous le paragraphe 3, ou
l'on démontre un théoréme de perturbation pour des inégalités
a priori. Le théoreme dit grosso-modo ceci. Si V est un idéal,
on sait [12] que, pour tout § dans V' nul sur (v,v], on peut
associer une représentation induite Mg sur G. Alors, si on a
une inégalité a priori '"maximale'" pour ”g(P)’ une inégalité

du meme type est vraie pour ”gv(P) si les orbites de £ et de

€' sont "suffisamment proches'.
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On peut se demander ce qui nous empeche poﬁr 1'instant
de traiter le cas général. Si nous savons construire dans le
cas général une chaine croissante de sous-algebres isotropes,
par un procédé généralisant celui utilisé ici ([10]), une des
difficuités gque nous ne savons pas surmonter est la suivante :
dans le cas des éroupes nilpotents de rang 3, les sous-algebres

isotropes considérées sont stables par les 6 ce qui n'est

t?
plus vrai dans le cas général (a partir du rang 4). La démons-
tration donnée ici utilise cette propriété. Nous avons essayé
d'etre au maximum self-contained, le cas du rang 2 est redé-
" montré en détail, seul le paragraphe 5.6 fait exception puis-
qu'il utilise une idée de [16} et les techniques développées
dans [3} et [8].

Des problemes connexes (résolubilité locale, opéra-
teurs non homogenes ou non invariants) sont traités dans [133,
£17]. Les résultats démontrés ici sont annoncés dans [9]. I1
peut etre intéressant de consulter cet exposé pour avoir une
‘idée des grandes lignes de la démonstration. Signalons enfin
le livre [7] qui présente un certain nombre de résultats
récents sur les opérateurs sur les groupes nilpotents (cf.
également les travaux de 1'école de Stein [6], [17]). Les
techniques de Rotschild-Stein El?] sont utilisées au paragra-
phe 6.

Nous tenons enfin a remercier G. Lion, N. Lohoué,

Y. Guivarch qui nous ont indiqué quelques références utiles

dans une branche nouvelle pour nous.
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Le plan est le suivant
Notations. Formes des opérateurs.
Représentations induites a partir d'un idéal.
§ 2.1 Une définition des représentations induites
§ 2l2 Réduction du nombre de variables
§ 2.3 Translations sur le groupe quotient
Prolongement par continuité d'inégalités.
§ 3.1 Démonstration de lemmes préliminaires
§ 3.2 Démonstration de la proposition 3.1
§ 3.3 Application : un théoreme de dérivées intermédiaires
Rappels sur les groupes nilpotents de rang inférieur ou
égal-é 2.
§ 4.1 Groupes nilpotents de rang 1
§ 4.2 Groupes nilpotents de rang 2
§ 4.3 Généralisation du lemme 4.2.4
Démonstration des estimations a priori
§ 5.1 Premiere réduction : 1l'idéal Gx
§ 5.2 Deuxieme réduction : 1'idéal G5® G,
§ 5.3 Troisieme réduction
§ 5.4 Etude de l'estimation pour des représentations
irréductibles.
§ 5.5 Un lemme de densité : démonstration du lemme 5.4.2
§ 5.6 Comparaison du noyau dans Set £ ae n(P) : une
premiere démonstration du lemme 5.4.3.
§ 5.7 La méthode des quotients différentiels. Une

deuxieme démonstration du lemme 5.4.3.
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§ 6. Démonstration de l'hypoellipticité.
P
§ 7. Quelques exemples
§ 7.1 L'algebre de Lie Q(4)

§ 7-2 L'algébre de Lie G°'° .
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§ 1. NOTATIONS. FORMES DES OPERATEURS

Nous utiliserons 1l'application exponentielle pour
étudier des opérateurs différentiels non dans G, mais dans G.

Pour tout f dans C:(Q),'désignons par f la fonction
définiebgur G par : T(e*) = f(x), pour tout x dans G.
Si a est un élément de ¢, on fait correspondre a 1l'opérateur
T(a) sur G, un opérateur différentiel sur G, noté ﬂ(o)(a)s
défini par

d

(1.1) ﬁ(o)(a)f(x) = I

< f(ex eta)/

t=0

Si a et b sont deux éléments de G, on désigne par c(a,b),

1'unique élément de G tel que eC(a’b) - e?eP.

I1 est défini par la formule de Campbell-Hausdorff :
(1.2) c(ayb) = a+ b+l[a b] + E [a [a b]-’ +—1-[[a b] 4 b)

] 2L 9 12 3 9 < 12%t ? 1
On a donc

4

(1.3) T clx,ta)/, _ = a+%[_x,a] +T1§ (x[xya]]

On déduit de (1.1) et (1.3), que, pour tous a dans G et f

dans C:(Q), on a

(1.4) rr(o)(a)f(x) = <a+%[x,a} +1-1-2£x,tx,a]],dxf(x)> <Q,Q*>
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ou le crochet < , > désigne la dualité entre G et Q*.
De meme, pour tout P dans U (G), on fait correspondre a T(P)
un opérateur différentiel sur G, noté n(o)(P). L'opérateur
T(P) est hypoelliptique dans G, si et seulement si n(o)(P)
est hypoelliptique dans (}. C'est désormais n(o)(P) que nous
étudierons.

On peut expliciter sa forme en choisissant une base
(Xj) (j= 1,...,?1) de G, une base (Yj) (j= 1,...,p2) de Qz,
et une base (Zj) (j= 1,...,p3) de G-

Alors, si P est dans U (G), 1'opérateur n(o)(P) est

de la forme

ﬁo(P)=
o
ial+2l£%isly]=n,a“5f‘n°(x1) ...no(xpi) no(Yi) o
Y
p2 Y1 P3
g (X, ) Fng(2) T (2 )

ou les aaBY sont des constantes complexes, et n(o)(xj) est
donné en (1.4)

T (o) est en fait la représentation de G associée a la repré-
sentation unitaire de G dans Lz(q) (G est muni de la mesure
de Lebesgue) définie par

#a€G, ¥1€1%(Q)s ¥x€Gam ) (eNE(x) = £lclx,a))

Cette derniere représentation est unitairement équivalente
a la représentation nm de G dans L2(G) (munie de sa mesure

de Haar invariante), définie par

¥g€a, ¥re12(aq), ¥gea : ([ (eg,) = fg,e)
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Définition 1.1 : Pour tout entier m positif, on désigne par

Hm(q), 1l'espace des fonctions f dans LZ(Q), telles que, pour
tout A dans U"(G), on ait n(o)(A)f dans LZ(Q). Désignons par
(Aj) une base de Y'(G). Si m = 0, on prend : A, =1, et par
convention n(o)(l) est égal a 1. On munit H"(G) de.la norme

définie par

(1.5) £ 2 =g (A)f 2
1% ) = 2 812

4(G) est dense dans H"(G). Une étape essentielle dans la
démonstration du théoreme (0.1) est de montrer la proposition

suivante.

Proposition 1.2 : Si P appartient a um(Q) et vérifie les
hypotheses du théoreme (0.1), alors il existe une constante C
strictement positive, telle que, pour tout u dans C:(G), on

ait -

(1.6) 2 < c||n_(P)u)|2 T
HuNHm(q) (LR uNL2(Q) UHHLZ(Q)

Si on désigne par x = (x1+-x2+ xs) (avec x, dans G;)» la varia-
ble de G, on vérifie facilement que, pour tout A dans U(G),
1l'opérateur différentiel n(o)(A) a ses coefficients indépendants

de Xoge I1 suffit de le vérifier pour tout a = (a1+ ay + a3), de
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G (avec a, dans G,). Or, on a, pour tout f dans C:(q)

1 N
(1.7) m (a)f(x) = i§=31<aiadxif(x)> +< zlxp0a] ,dxzf(x)>

+ <-;- [xl,az_ +%[x2,a1] +-1-1§[x1,[x1,a1]],dx3f(x)>
On peut donc faire une transformation de Fourier partielle
en Xx.. On est alors ramené a démontrer une estimatiog analo-
gue a (1.6) pour des opérateurs non-bornés dans L2(Q1&>Q2)
dépendant d'un parametre §3 dans Q§ . Ces opérateurs sont de
la forme ngs(P), ou n§3 est la représentation de G, associée
a la représentation de G induite a partir de G3= exp(‘a,3 y par

i<x3’§§

le caractere : Xg (expx3)= e
3

Nous aurons dans la suite, a étudier d'autres
représentations du meme type, unitaires, de G dans L2(S)
(ou S est un sous-espace de (), dépendant d'un parametre
€ dans v (ol V est un idéal (plus généralement une sous-
algebre), tel que V et S soient supplémentairesj, qui veérifie :
g/[V,V] = 0.

Pour la théorie générale des représentations induites,
nous renvoyons a [12] et [15} 3 -nous rappellerons,; ce dont nous
aurons besoin, dans le cas particulier ou V est un idéal, au

paragraphe suivant .
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§ 2. REPRESENTATIONS INDUITES A PARTIR D'UN IDEAL

Dans ce paragraphe, (4 est une algebre de Lie admettant

une décomposition
G=G,9-0G. »
avec [Qi,qj] c Qi+j y et qi+j =0, sii+j>r.
Pour toute algebre de Lie Gs» on désignera par H(G) 1'espace des
homomorphismes de G dans R (c'est-a-dire 1l'espace des formes

linéaires sur ¢ s'annulant sur [q,q]).

§ 2.1 Une définition des représentations induites

Soit UV un idéal de G, et S un sous-espace supplémen-
taire de UV dans (. On suppose Vet S stables par les dilata-
tions 6t. Soit € dans H(V'). Nous allons définir une représen-
tation unitaire TE, V) de G dans L2(S) (ou S est muni de la
mesure de Lebesgue). Pour cela nous utiliserons la remarque

suivante

Remarque 2.1.1 : Pour tout x dans (¢, il existe v dans Vet

o dans S uniques, tels que eX = e'.e” . On a de plus :

o = pg(x), ou pg (resp. pv) désigne le projecteur sur S (resp.
sur V') associé a la décomposition G = Vo s. L'application
x = (v,0) définit un difféomorphisme de G sur (Ux S). En

particulier, pour tous x,y dans G, il existe v(x,y) dans v
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et g(x,y) dans S uniques, tels que

(2.1.1) XV = oV (x1¥) o(xyy)

De plus, pour tout a dans G, les jacobiens des applications

de S dans S : x = o(x,a) et x - o(a,x), sont égaux a 1.

Nous pouvons définir, pour tous a dans G et f dans L2(S), une
fonction e 1))(ea)f dans L2(S), par
9

i<€,v(x,a)>

(2.1.2) g gy (eDE(x) = e £(o(x,a))

Si 1'on choisit deux supplémentaires 81 et 82 de 1'idéal V ,
les deux représentations ainsi définies dans L2(Sl) et L2(52)
sont équivalentes (c'est-a-dire conjugués par une isométrie,
a une constante multiplicative pres, de L2(Si) sur L2(82)).
S'il n'y a pas de confusion possible, on écrira g au lieu de
T(E, V)" La différentielle de g 1 notée encore e » est un
homomorphisme de G dans une algebre d'opérateurs antiauto-

adjoints non-bornés dans L2(S). On a, pour tous a dans G et

f dans CZ(S)
(2.1.3) me(a)E(x) = ¢ me (20

Posons
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d'(x,a)

c(x,ta)/t=°

v! (x, a)

—_— v(x,ta)/t=o

Les dérivées existent, car les coordonnées de v et o sont des
polynomes par rapport aux coordonnées de x et a-

On a d'apres (2.1.2) et (2.1.3) .:

(2.1.4) ﬂg(a)f(x) = i<V'(x,a),§>f4-<d'(x,a),dxf(x)>

Remarque 2.1.2 : On peut expliciter (2.1.4), lorsque a est

un élément de V. On a en effet, si x est dans S et a est

dans V.

RPN eexp(adx)a.ex
Rappelons que (adx) est 1'élement de £(G) défini par

(adx)y = {x,y] , pour tout y dans G-

On a donc, d'apres la définition (2.1.1), pour x dans S et

a dans U :

v'(x,a) = v(xya) = exp(adx).a = ai-[x,a]4~%[x,[x,d]]+...

o(x,a) = x ; 0'(xy,a) = O
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On en déduit que, si a est dans v s on a, pour tout f dans

£(8)

(2.1.5) ng(a)f(x) = i<exp(adx)a,§> f(x)
Exemples (cas r = 3)
1) Si U = {0} et S = G, on retrouve la représentation (o)

du paragraphe 1.

2) 8i V=GgetS=0G,®G,s on a pour tout §, dans H(G,)
3
(et dans ce cas H(G,) = Q;), pour tout a dans G (a= §© a, avec

i=1
a; dans qi), et pour tout f dans <3 (S)

2
(2.1.86) Te f(x) = ¢ <ai,dx £f(x)> + <%Ex1,a1],dx £(x)>
3 i=1 i 2

+ i<a34~%[x1,aé]+ %{xz,a1l+f%[x1[xi,a17],§3>f(x)

Désignons par & l'opérateur de transformation de Fourier par-
tielle en Xz dans G. On déduit de (1.7) et (2.1.6) que l'on a,

*
pour tout f(xl,xz,gs) dans /S(qlea G,® QS)

1

(2.1.7) 311(0)(a)3- 'f(xl,x2,§3)==ﬂ§3(a).f(x1,x2,§3)

Nous verrons au paragraphe suivant, comment on peut générali-
ser cette formule.

Introduisons maintenant les espaces fonctionnels
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utilisés dans la suite.

Définition 2.1.3 : Soit VUun idéal de G et S un supplémen-
taire de- V dans G+ tous deux stables par les 6t. Pour tout

entier m positif et tout € dans H(VU), on désignera par

HE(S) l'espace des fonctions f dans L2(S) telles que, pour

tout A dans U'(G), on ait ng(A)f dans L2(S). Soit (Aj) une

base de um(q). On munit Hg(S) de la norme définie par

2 _ 2
Iel2, -l

] Hg S j (s)

Remarque 2.1.4 : (cf. [12]) On pourrait bien entendu
définir ces espaces, dans le cadre plus général ou V est

une sous-algebre, et pour toute représentation induite a

Lpartir d'une représentation scalaire sur exp V.
Nous démontrerons au paragraphe 5 la proposition suivante

Proposition 2.1.5 : Si r est égal a 3, si P est dans um(q)

et vérifie les hypotheses du théoreme 0.1, alors il existe une
constante C strictement positive telle que, pour tout §3 dans

#*
G5 et pour tout u dans 13’((;1@ Gy)s on ait

lull®, < olllxg (@2, +lul2, ]
Hgs(qlea Gy) 3 L°(G,®C,) L%(,®G,)
L .
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La proposition 1.2 résultera immédiatement de la proposition
(2.1.5) et de (2.1.7). On peut poursuivre cette réduction du
nombre de variables en trouvant une transformation unitaire

2 -1 : .
T de L (Q169Q2) telle que T n(gs,qs)(A)T soit, pour tout A

dans U(G)y un opérateur différentiel a coefficients indépen-
dants de X, Nous allons généraliser ce procédé dans le

prochain paragraphe.

§ 2.2 Réduction du nombre de variables

Le but de ce paragraphe est de démontrer la

proposition suivante

Proposition 2.2.1 : Soient U et ’U& deux idéaux de G, tels
que
(2.2.1) Ve v, et [_’Ui, 1/1] c U

Soient X1 un supplémentaire de U dans 'Ui et X2 un supplé-

mentaire de QII dans G. Notons (x=x,+X,) la variable de

1
()(:)(:l @Xz) . On suppose que U, X, et X, sont stables par

les 6,. Soit § dans H(V) tel que

(2.2.2) € s'annule sur ['U;,‘U&j ;

Alors il existe une représentation unitaire ﬁ(g ) de G dans
1

=209~
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2
L (xie xz) telle que

1) La représentation ﬁ(g 7) est équivalente a T,
3 b

2) Pour tout A dans U(G), l'opérateur différentiel ﬁkg;v)(A)
a ses coefficients indépendants de Xge
3) En désignant par F l'opérateur de transformation de Fourier
partielle en x,, on a, pour tout f dans ’3(}(16 Xz) :

*
¥ §1 € X1 y ¥ X, € Xz,

(2:2.3) (3 gy W Cpax) =g g g7 ) MF £840))

B

#

(2.2.3) a bien un sens, car, si § est dans U et s'annule sur
#*

-[271,1f1], et si §1 est dans X , on a bien 54-51 dans H( Zq)

* 3t ¥*
(en identifiant ’l}1 et X, 7).

Démonstration : La démonstration résulterait aisément de

théoremes généraux sur les représentations induites (cf.[12];

nous donnons ici une démonstration a la main.

1) Définition de ﬁg : Soit a dans G. Nous allons définir

un opérateur unitaire ﬁg(ea) dans L2(X1&>X2). D'apres la

remarque 2.1.1, pour tout Xy dans X2, il existe vl(xz,a) dans

'l i
, et Tz(xz,a) dans X, unigues tels que

X, 4 v1(x

va) t.(x.,a)
(2.2.4) e “e” =e 2 e 272
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x
Composons a gauche par e 1 et appliquons de nouveau la remar-

y X9 a) dans

que 2.1.1. : il existe w(xi,xz,a) dans V et Tl(x1 5

X1 uniques tels que

X, vl(xz,a) w(xi,xz,a) ti(xi,xz,a)
e e = e e

et, par conséquent

x2 a

w(x,yx.,a) t,(x,1%x,:2) Tz(xz,a)
(2.2.5) e e “e" = e 1°72 e 17172 e

Posons, pour tout f dans L2(X1® Xz)

i<g, W(x19 Xzs a)>

‘(2.2.6)1"?§(ea)f(x1,x2) = € f(Tl(X11X29 a),Tz(xz, a))

ﬁg(ea) est unitaire (cf. remarque 2.1.1).

2) Vérification de 1) : Dans le langage des représenta-

tions induites, ﬁg est la représentation sur @ induite a
partir de la représentation Tg sur (exp‘U&), ou Tg est la re-
présentation induite a partir de la représentation associée a
E sur exp V. e est la représentation sur ¢ induite a partir
de la représention associée a §& sur (exp?V). Il est classi-
que, que ces deux représentations sont équivalentes. Montrons
le dans notre cas particulier. Il faut montrer qu'il existe
un isomorphisme unitaire Tg de L2(X169X2) tel que, pour tout

a dans G
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(2.2.7) Te - ?'rg(ea) =U§(ea)T§

D'apres la remarque 2.1.1., pour tout x dans X, il existe
?(x) dans V, yi(x) dans X, (i=1,2), tels que

(2.2.8) eX = e

¢ (x) yl(X) yz(X)

e e
On vérifie que l'application : x — Y+ ¥y = Vo est un bi-
jection de X sur lui-meme, dont le jacobien est 1. L'opéra-
teur T§ défini pour tout f dans L2(X) par

ei<§,@(x)>

(2.2.9) T.f(x) = f(yl(x),yz(x))

g€
est donc un isomorphisme unitaire de L2(X).
Vérifions maintenant (2.2.7). On a, pour tout f dans
2
L7(X, ® X,)
ei<§,¢(x)4~w(y(x),a)>

Tg-ﬁg(ea)f(x) f(y(o(x,a)))

ei<§,v(x,a)4-@(d(x,a)) >

ng(ea)Tgf(x) f(y(o(x,a)))

Comme € s'annule sur ET%,1Q], il suffit de montrer que

(2.2.10) t(y(x),a) = y(o(x,a))

?(x) + wly(x),a) = v(x) +?(o(x,a)) modulo EU;,U&T
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PR . RN X a
Cela se vérifie facilement en calculant de 2 manieres e e°,

et en utilisant (2.2.5) et (2.2.8). On a en effet

x a _  vi(x,a) o(x,a) v(x,a) ?(c(x,a)) 74(a(x,2)) yy(o(x,a))
e e = e e = e e e e

xa _ 000 Y1 120 0 o) wiy(xya) F1T(x)a) Tplyixla)

On utilise alors l'unicité de la décomposition.

3) Vérification de 2) : 2) résulte essentiellement du fait

que QG est une sous-algebre isotrope. On va vérifier que, pour
tout a dans (G, les coefficients de l'opérateur différentiel

On a, pour toute f dans 3(S),

_ﬁg(a) sont indépendants de x,.

g (a) £0x) = o e (e*2) 2(x) /,

Posons
w'(x,a) = 4 w(x,ta)/
! dt ! t=o0
(j=1,2)
t1(xsa) = =1, (x,ta)/
b dt 377 t=0

L'opérateur différentiel ﬁg(a) est alors défini par

(2.2.11)

2
ﬁg(a)f(x) = i<w'(xya),6>Ff + ¥ <t!(xya),d_ f(x)>
i=1 X4
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I1 suffit donc de vérifier que Té(x,a)(j=1,2) et <w'(x,a),8>

. Dtapres (2.2.5), T, est bien indé-

pendant de Xy- D'apres la remarque 2.1.1, et en tenant compte

sont indépendants de Xy

de 1l'inclusion [’U’i, ’lfﬂ cW ,on a

(2.2.12) rl(x,a) = x1+pxl vi(xz,a)

Le coefficient de Ti(x,a) est donc lui aussi indépendant de

X Enfin, on a

1"

w(x,a) X4 vl(xz,a) -xi-pxivi(xz,a)
e = e e e

d'ou 1'on déduit, d'apres la formule de Campbell Hausdorff

(2.2.13) w(x,a) = p, v

v_l(xz,a) modulo[ﬂ;,v;]

Comme £ s'annule sur [M’,ﬁi], on a <§,w'(x,a)>:=<§,3v_Vi(xz,a)>;

ce coefficient est bien indépendant de Xy

4) Vérification de 3) : I1 suffit de vérifier (2.2.3)

pour les opérateurs ﬁé(a), pour tout a dans G. D'apres

(2.2.11), (2.2.12) et (2.2.13), on a

[3 ﬁg(a)fl (§1,X2) = i[<vai(x2,a)1§> + <px1vi(x2,a),§1>1 3£

1]
+ <12(x2,a),dx23f(§1,x2)>
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On reconnait la représentation induite TELE V)"

La démonstration est ainsi terminée.

On déduit immédiatement de cette proposition le

Corollaire 2.2.2 : Soient A et B dans U(G). On suppose qu'il

existe une constante C positive telle que, pour tout §1 dans

#*
X

40 tout f dans ‘g(xz), on ait

2
lln(§_+§1’ 'V1)(A)f”L2(x . Clir e ., v)(B)f“

5 12 (X )

Alors on a, avec la meme constante C, pour tout f dans

4 (xle x2) :

||n(g,v)(A)fHL2 s Cllmeg 4B ,

(xieaxz) L2 (x X, )

Remarque 2.2.3 : Dans le cas r=3, UV = Q3’ ?f1=q2@ (13,

X1 = Q2 et X2 = Qi 3 on peut expliciter facilement la trans-
#*
formation T, définie en (2.2.9), pour tout € dans G .

3
En notant x, la variable de G, (i=1,2), on a

8503 Lx%,)
T§3:f(x1,x2) = e f(xi,xz)

pour tout f dans fg(qie Go)
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Remarque 2.2.4 : On peut écrire les hypotheses de la propo-

sition 2.2.1 avec d'autres notations. Puisque V est un
- *
idéal de ¢, on peut associer a tout § dans V" une forme

bilinéaire Bg définie sur Ux G par : ¥x€ v, ¥y€G

Be (x;) = <€,[x,y]>

Dire que § est dans H(V') est équivalent a dire que 77, muni

de la forme bilinéaire antisymétrique Bg est isotrope. Posons :
V= {yeg,¥xeV , Be (x,3) = 0}

Si 9/ est isotrope, on a : Uc U*. Les hypotheses de la
proposition 2.2.1 impliquent donc : 17c:‘LG_c V*. Le
processus de réduction du nombre de variables indiqué dans
cette proposition ne pourra donc plus s'appliquer lorsque
V-U". on dit alors que V est isotrope maximal pour

Bg s et 1'on démontre que la représentation induite (e, V)
?

est irréductible.

§ 2.3 Translations sur le groupe quotient

V aésigne toujouré un idéal de G, et S un supplé-
mentaire de U dans G. On suppose U et S stables par les 6t.
Etant donnés § et €' dans H(V), on va donner une condition

suffisante pour que les représentations T(E

an P TeEn )
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dans L2(S) soient équivalentes. Pour tout h dans G, on dési-

gne par adh 1'élément de £(G) défini pour tout x dans G par :
adh(x) = [h,x]

* *
On désigne par (adh) , 1'élément de £(G ) défini pour tous

*
€ dans G et x dans G par

<(adh)*§)x> = <§1(adh)x> = <§’Lh,X}>

* #*
On désigne alors par exp(adh) €, 1'élément de G défini pour

tout x dans G par

#*
<exp(adh) §,x> = <€,exp(adh)x>

<€,x+ [h,x] +%[h[h,xﬂ+...>

#
Etant donné un élément & de V', on appellera orbite de § dans

* *
V" 1'image de G par 1l'application : h - exp(adh) §[b* .

€ est dans H(V'), il est facile de vérifier que toute 1l'or-

Si

bite est dans H(V) (car 2 est un idéal).

.On va montrer que si § est dans H(V), et si €' est
dans l'orbite de €, alors les représentations n(§,20 et
n(§',ﬂ7 sont unitairement équivalentes, et 1l'on va préciser

la nature de cette équivalence.
La loi de composition: {(a,b) = o(a,b)} définie en

(2.1.1) munit S d'une structure de groupe de Lie, isomorphe
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a G/V (ou V est le sous-groupe normal, image de 1rpar 1'appli-
cation exponentielle).

Pour tout f dans L2(S) et tout h dans Gy on définit T f par

h

(2.3.1) T £(x) = f(o(h,x)) , pour tout x dans 8

La fonction (a,b) = v(a,b) de G(x G dans U étant définie

en (2.1.1), on pose
(2.3.2) ‘P(h,x,g) = <€,v(h,x)>
On va démontrer

Proposition 2.3.1 : Avec les notations ci-dessus, on a, pour

tout a dans G et h dans S

(2.3.3) ei¢T]1n§(ea) =n§,(ea)ei(PTh

. *
ou §' = exp(adh) § et par conséquent

(2.3.4) eﬁpThng(a) = ng,(a)einh

La relation (2.3.4) s'étend a toute 1l'algebre U(G).

Démonstration : On va d'abord prouver que

-218-
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o(h,o(xya)) = g(o(h,x),a)
(2.3.5)
v(h,x) + v(o(h,x),a) = v(h,o(x,a)) + exp(adh) v(x,a)

mod. [’Z)’, V]

a

Pour cela, calculons de 2 manieres le produit ehexe « On a

(2.3.6)

(ehex)ea _ ev(h,x)ec(h,x)ea= ev(h,x)ev(o(h,x),a)eo(c(h,x),a)

h, x ea)

et(e¥. _ eh ev(x,a)eO(x,a)= eexp(adh)v(x,a)'eheq(x’a)

(2.3.7) eh(exea - eexp(adh)v(x,a)eV(h,G(x,a))ec(h,d(x,a))

‘ En comparant (2.3.6) et (2.3.7) et en remarquant que U est
un idéal de G, on en déduit aisément (2.3.5).
Démontrons maintenant 1'égalité (2.3.4) ; on a
ng(ea)f = e1<§'v(x’a)>f(d(x,a))

i<€,v(o(h,x),a)>

Thng(ea)f(x) = e f(o(o(hyx),ya))

i<€,v(h,x)+v(a(h,x),a)>

(2.3.8) ei“’Thngfea)f(x) = e £(o(o(hyx),a))
D'autre part

ei¥r, £(x) - AT v (x> o 1))

ne (eel’T 1) = e1<E V(b o(xa))>+ 18T, v(xsal> e (1 o(x,a))

=~219~
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(2.3.9)

ng,(ea)einhf _ ei<§,v(h,c(x,a))+ exp(adh)v(x,a)>f(c(h,c(x,a)))

Les expressions (2.3.8) et (2.3.9) sont bien égales d'apres

(2.3.5).

-220-



VII - 29

§ 3. PROLONGEMENT PAR CONTINUITE D'INEGALITES

Dans ce paragraphe, G est une algebre de Lie nilpotente
de rang r. Qfﬁésigne toujours un idéal de G et S un supplémen-

taire d¢e U dans G:» tous deux stables par les 6 . Soient A et

t

P dans um(q). On suppose qu'il existe un sous-ensemble Q de
H(V) tel qu'il existe une constante Co strictement positive,
telle que

¥ceq, ¥ue 4(s),

(3.1) l|re (A)qu < C || (P)ul|®
g 2 o8 2
LE(8) L=(s)

‘et 1'on va définir des sous-ensembles Oe de H(V), contenant
Q, tels qu'une inégalité voisine de (3.1) soit vérifiée pour
tout § dans Qs. Remarquons tout dtabord, qu'on peut, sans
restreindre la généralité, supposer que (3 a la propriété

suivante

(3.2) Pour tout & dans Q, toute l'orbite de £ dans 1f$

est dans ().

En effet, si l'estimation (3.1) est vérifiée au point €, elle
est aussi vérifiée en remplagant § par exp(adh)*§, pour tout h
dans G, d'apres la proposition (2.3.1).

Dire que V est stable par les 6t équivaut a dire que V est

somme directe de sous-espaces inclus dans les (;.
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r
7=t Una,
. ‘i
i=1
* o - 3 > -
Pour tout € dans 7 , on désignera par Ei sa restriction a
7n Qi, par |§ii la norme de cette restriction dans le

dual de (VN G;)+ et 1'on posera :

s}

(3.3) el =

i=

lg, 11
1
On a donc, pour tout t strictement positif, Hat(g)u = tllg]| .
On définit pour tout e strictement positif, Qs comme 1l'ensem-
ble des § dans H(?') tels que, pour tout h dans G, il existe
€' dans Q0 tel que

(3.4) H§'-exp(adh)*§u <e

Autrement dit, § est dans Qs’ si et seulement si, toute son

orbite est a une distance de Q moindre que €.

Proposition 3.1 : Sous les hypotheses ci-dessus, il existe

une constante C strictement positive, telle que

¥c€lo,1], ¥ue d(s), ¥Leq_ ;

(3.5) Hng(A)uHiz(S) < C(Hng(P)uHiz + ef|ul|? )

m-1
Hg (8)

-222~



VII - 31

§ 3.1 Démonstration de lemmes préliminaires

Pour tout p dans €, on désigne par Hp l'ensemble des
R 4
polynomes f(x,§) sur SxV tels que, pour toutt strictement

positif :

(3.1.1) = £(6,(x)16 _,(8)) = t7P£(x,8)
t

La démonstration de la proposition (3.1) nécéssite la démons-

tration de trois lemmes préliminaires.

Lemme 3.1.1 : Soit A dans U (G) (m=1). Il existe un nombre
fini d'éléments A§ et Bé dans U(G)(j=1,...,m, & décrit un
.ensemble fini L), ou Bg est dans Kj (j 2 1) et A§ est dans
um_j, tels que, pour tout ¥ dans C:(S) et tout & dans H(7),

on ait

m
. . J) 2
(3.1.2) Eng(A),\y_. = 321 LZQJL(nO(BJ.)\y)ng(Aj)

Démonstration du lemme 3.1.1 : On vérifie d'abord i) pour

A dans G. On a alors

Eﬂg(A),\v} = (m (A)Y)

Cela résulte immédiatement de la forme de 1l'opérateur différen-

tiel du ler ordre "g(A)'
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Supposons i) vérifiée pour tout B dans um(q) homogene de

degré inférieur ou égal a m-1. Démontrons i) pour un terme de
la forme A.B, lorsque A est dans qj et B dans um_j. On suppose
donc qu'il existe un nombre fini.d'éléments BZ dans uk (k=1)

k
z -
et A dans um_j_k y tels que

2 A
trrg(B),\J/] = E EEL(HO(Bk)\y)ﬂg(Ak)

On en déduit

(mg (4:B),y] [ng(A),\y]ﬁg(B)+n§(A)[n§(B)9\II]

(rg(A)y)mg(B) + 2 £ g (A) ( (B ) emg (42)

(mg(A) Y)mg (B) + o (Bp)y mg (Aek))

4

L
"z, (o (Ao By) §) m (4))

Le commutateur admet bien la décomposition annoncée.

Lemme 3.1.2 : Soit A dans %m, il existe un nombre fini d'opé-
2 - ,
rateurs Ak dans dm-k (1sk<m, £ décrit un ensemble fini L) et

. £
de fonctions g) dans H , tels que, pour tous E et &' dans H(V),

on ait

) , )
(3.1.3) ng(A) -ng,(A) = k?zgk(x,ﬁ -8 )ﬂg(Ak)
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Démonstration du lemme 3.1.2 : On montre d'abord le lemme

pour A dans Qj. D'apres (2.1.4), on a
(3.1.4) . mg(A) =g, (A) = 3§ -8 v (x,A)>

Si on désigne par g, le second membre de (3.1.5), on peut
montrer que, si A dans Qj’ g, est dans Hj' On note desormais
A = a. En effet, si V et S sont gradués ; on a pour tous Xx

dans S et a dans G

(3.1.5) étv(x,a) =V(6t(x),6t(a))
Posons ey = exea .
On a

o7 - ev(x,a)ec(x,a)

6t(y) 6tV(x,a) étc(x,a)
e = e e

bt(y) 6t(x) ét(a) v(ét(x),ét(a)) c(bt(x),ét(a))
e = e e = e e

Ceci prouve (3.1.5).

Si a est dans Qj, on a 6t(a) = tJa . Pour tout t dans R',

on a

<§1V(x,a)> = <5t_1(§)’6t V(Xia)>= <6t;1(§)7 V(ét(x),tja)>
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En différentiant par rapport a a, on obtient

'<§,v'(x,a)>

< _1(§),V'(6t(X)'stJa)>
t
Comme la différentielle v'(x,a) est linéaire en a, on en dé-

duit

&yvi(xya)> = tdct _ () ,v1 (6, (x),a)>
t

c'est-a-dire que gA(x,E) est dans Hj .

Supposons maintenant le lemme 3.1.2 vérifié pour tout B homo-
gene de degré inférieur ou égal a m-1, et démontrons-le pour
‘AsB  avec A dans Qj et B dans um-j' On suppose donc qu'il
2
existe un nombre fini de fonctions g, dans H_ (1<sk<m) et
, £
1
d'élements B, dans um_j_k, tels que

ng(B)-ng,(B) = I gg(x,§-§')n

L
(B))
Kot k k

g
on a
mg (A40B) —mg , (A0B) = [ng(A) -ng,(A)] [rrg(B) + (mg , (B) -ﬁg(B))]

+ g (4) [ng(B) - ng,(B)J

£
= g (x,8-E")[mg (B) + Z, gy (x:8-E" )Trg(Bf{)'J
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z !
R ACLEL ) g (AeB} )

2 1
+ 3, ln e et Yimg (8})

le lemme (3.1.2) en résulte facilement, si l'on montre, que

pour a dans qj et g  dans H, m _(a)g (x,§) est dans Hj+k'

De meme qu'on a démontré (3.1.5), on peut démontrer
(3.1.6) 6,0(x5a) = a(s,(x),86, (a))
no(a)gk(x,g) est égal a

<o'(x,a),d g, (x,8)>5 ¥

qu'on écrit sous la forme

no(a)gk(x,g) = zi«,;(x,a),dxi gk(x,§)>(sn Qi) x (SN Qi)*

On a

- -i-k
dxigk(at(x),bt_l(é)) =t (dxigk)(x,§)

t'o, (x,a) = 8,(0](x,a)) = 01(6,(x),0,(a))

tici(x,a) tjci(bt(x),a)

On en déduit que
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<00y (), a)(d, £, )(8,(x)s0 (5= t"‘"koi(x,a),(dxigk)(x,§)>

Ceci termine la démonstration du lemme. -

Lemme 3.1.3 : Soit A dans U (G) (m=z 1), alors il existe un

nombre fini de fonctions g§ dans Hj’ des éléments Bﬁ dans
uk, Ai dans ui, tels que (j+k+i = m, j 2 1, £ décrit un en-
semble fini L) et tels que, pour tout { dans C:(S), tous §

et € dans H(V), on ait

£ 2 L
(3.1.7) (mg(A) -me,(A))y = T T (x,8=8")(m_(B, )y)me (A7)
s gt jeN  gep b o'k Ve Ay
kEN
i€N
j+k+i=m
j=21
Démonstration du lemme 3.1.3 : D'apres (3.1.3), on peut écrire, -

pour tous § et §' dans H(VU'), la décomposition

£
(g () =mg  (A)y = T g7 (x,E-8") g (K2)y

AR

i}

2 , 2 2
j?z gj(x,§-§ )[V‘"g(Aj)*'Eﬂg(Aj)'V]]

Le lemme (3.1.3) se déduit aisément de cette décomposition en
utilisant (3.1.2).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la

proposition 3.1.
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§ 3.2 Démonstration de la proposition 3.1

Elle se fera en deux étapes.
lere étape : Soit | dans Cz(s). On posera, pour tout t
dans R'. : Vi = Vo8, - Pour tout §1 dans QQ, on peut

appliquer (3.1) a (Wtu). On obtient
(;.2.1) Jco » ¥ t>0, ¥§ €0, ¥u€cC _(s),
Img 0 vy ull = ¢ llmg 2 v, ul®

On en déduit qu'il existe une constante C telle que pour
tout §1 dans Q, §2 dans H(V), t dans R’ , et toute u dans

CO(S)

(3.2.2) “\Vtﬂgz(A)qu (I ﬂgz(P)uHZ v, rrgz(A)}un2 .

+HEWt’ﬂ§2(P)]uH2-Puﬁﬁgl(A)—ﬁgz(A)]Wtuuz

+ || (P) =m, (P)]y, ul|?)
[“§1 g, t

Nous allons montrer qu'il existe pour tout A dans U (G) une
constante C strictement positive, et un nombre fini d'éléments
Aj dans %F-i(Q) et Bj dans U™(G), tels que l'on ait, pour tout
t dans ]0,1], pour tous 51, §2 dans H(V) tels que {”51-§2”s t},

et pour toute u dans C:(S)
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(3.2.3) H[\yt,ngzm]unﬁ + lllmg (0 -ngzmwtunﬁ <

2 2
ct gn(ﬁo(Bj).\y)tngz(Aj)ullo .

On peut toujours supposer A homogene. Pour le ler terme de

(3.2.3), on utilise le lemme (3.1.1)

T n2 £
(3.2.4) “[\Vtmgz(A),uH scjz’zll(no(Bé)\yt)ngz(Aj)qu

. . .. L
ou les B§ sont homogenes de degré j= 1, et les Aj sont dans

le—l. Maintenant, observons que
(3.2.5) n (Bz)(q,,a ) = td(m (Bz)\y)o )
Tt o j t o j t

j étant supérieur ou égal a 1, et t restant dans l'intervalle
]0,1], le premier membre de (3.2.4) est bien majoré par le
second membre de (3.2.3).

Pour le deuxieme terme de (3.2.3), on utilise le lemme (3.1.3),

ce qui donne
”Engi(A)-ngz(A)]wtuui <

S L2k 4 | o s
‘ j+k§s m LEL ¢ ”gj(x'gl-gz)("o(gf{’)\l’)tﬂgz(Ai)uHo
j=1

ou les fonctions gg sont dans Hj (3= 1).
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Montrons maintenant qu'il existe une constante C positive
telle que, pour tout t dans ]0,1], tout x dans le support de

#

Vg1 tout § dans V , vérifiant : {||€]|<t}, on ait
. . 2 i j

(3.2.7) Igj(x,§)| < Ct

cela résulte immédiatement de 1'identité

&ixi8) = 9 (6, (0000, (8))

(
&1

En effet, sous les hypotheses formulées, (6t(x),6 _1(5))

t
décrit un compact fixe, indépendant de t, sur lequel le
polynome g§ est borné, ce qui démontre (3.2.7).

(3.2.3) se déduit alors aisément de (3.2.6) et (3.2.7).

Des inégalités (3.2.1), (3.2.2) et (3.2.3), on déduit l'exis-
tence d'une constante C strictement positive, et d'un nombre
fini d'éléments A, dans 11 et B, dans U™, tels que l'on

ait, pour tout t dans ]0,1], tous §1 dans O et §2 dans H( V"),

vérifiant H§1-§2H < t, et toute fonction v dans d(8)

(3.2.8) ||y, ngz(A)vnzs cly, ﬂgz(P)VHi +

+t2 3 | (my (B, 1T§2(Aj)v 12)
J

Remarque 3.2.1 : Si Co est la constante apparaissant dans

(3.2.1), on peut montrer plus précisément
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(3.2.9) “‘Vt“gz(“"nz < wollwtﬂgZ(P)V\li +

2 ' 2
+ Ct (§ I (rro(Bj)\ll)tﬁgz(Aj)'UHo )

2eme étape : On utilise maintenant le fait que S, muni de la
loi de composition : (a,b) - o(a,b), est un groupe nilpotent

(isomorphe a G/exp.?). On pose, pour tout h dans S et f dans

12(s)
T, £(x) = £(o(h,x))

Comme la mesure de Lebesgue sur S est invariante par le

groupe des T,, on a, pour tout y dans dZ(S) et f dans L2(S)

(T, f) = || (T )t
(T, IILZ(S) I(T_p v HL2(S)

[ Si S est gradué, on peut choisir | dans C:(S) et un sous-

groupe discret Z de S, tel que l'on ait

1) 2 T yxPs1
h €z

ii) Pour tout opérateur différentiel B invariant a gauche

sur S, il existe une constante C strictement positive, telle

que:¥% x€ S

> IBT_h\y(x)I2 <C
he€ Z
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La construction d'une telle partition de l1'unité est analogue
a celle-que l'on fait classiquement sur R".

Posons, pour h dans Z et t dans.]O,l] :h, =8 _1(h) . Soit

€ dans Qi, on veut appliquer l'inégalité (3.2.9?, en choisig-
sant 52 = exp(adht)*g, pour §, un élément de Q tel que

“§1 - exp(ad ht)*gu <t

(51 existe, car § est dans Q, (cf. 3.4)), et pour fonction v :

i¢(ht,x,§)

v(x) = e T. u(x)
ht

ol u est dans < (S) et @(ht,x,§) est la fonction introduite
en 2.3.2 (voir proposition 2.3.1).

On a

iP
”Wt' ngz(A)v\\z Hwt.el.Thtﬂg(A)u” = “thhtnE(A)uH =

Il (T_ht\yt) mg (A)ul|

On a T_ht\yt= Y ((-h )ex) xy(at(at_i(-h)e x))

Y((-n) o 5, (x))

(T_h\y). o

(T_p ¥y

L'application de (3.2.9) donne
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her_, ¥, T\’;(A)u“2s

9¢ [l (T_pvme (P)ul|2) 4 c¢22 (1, (BT _p ¥ e (4,)u |2

J .

-n¥t

Comme ﬂo(Bj) est un opérateur invariant a gauche sur S, on

obtient, pour tout f dans L2(S)

= e v, g2 = |l
wez Yt |

T |j(m (BT ) £)|% < c| f®
heZ o j h''t

On en déduit que, pour tout § dans Q et toute u dans C:(S)
‘ 2 2 2 2
Hng(A)uH < 9C°Hn§(P)uH +Ct ? Ilng(Aj)uHo

2
< 9C_ [lmg (Pyu®+ ¢ ¢% ||u)|?

Hg‘i(s)

Ceci démontre la proposition 3.1.

Remarque 3.2.2 : La proposition (3.1) admet la généralisa-

tion suivante
Soient Aj’ Pj (j = 1,...,J) des éléments de um(q). On suppose
qu'il existe une constante Co telle que, pour tout u dans C:(S),

tout § dans O, on ait

 |lng (apullg s ¢, = lng (w3
J J
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Alors il existe une constante C(J) strictement positive (ne
dépendant que de J) et une constante C strictement positive
(dépendant aussi des opérateurs) telles que, pour tout ¢

dans ]O,;?, tout € dans Qs toute u dans <f(S), on ait

p Hng(Aj)uni < c(d.c, gnng(Pj)uni-+CsnuH2m_1
i i
g

§ 3.3 Application : un théoreme des dérivées intermédiaires

Proposition 3.3.1 : Soit G un groupe de Lie nilpotent de rang

r, dont l'algebre de Lie a les propriétés définies au § O.

Soit VU un idéal de G, et S un supplémentaire de ¥ dans G,
Vet S étant stables par b,- Soit m un entier multiple

commun de 2,3,...,r. On désigne par (Pj) une base de l'espace

vectoriel UE(Q)-

Alors pour tout a dans ]O,l], il existe une constante stricte-

ment positive C(a) telle que, pour tout § dans H( V) et tout

u dans '5(8), on ait

(3.3.1) HuH2

1
Hg (s)

<ag lmePIu?  sc(a)]|u]?
j [[rrg (P 206 | IILZ(S)

Démonstration : Nous procedons par récurrence sur r. Si r est

égal a 1, les éléments de U(G) s'identifie a des polynomes sur
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lfa ou n est la dimension de (. On peut prendre pour Vet s
deux sous-espaces supplémentaires quelconques de G. On notera

3* .
x. la variable de S et §1 la variable de ¥ . Pour tous A

2
m . 3
dans U (G) et §, dans V , on a

me (4) = A(E_,D_ )

§1 1 X,

Si (Pj) est une base de l'espace des polynomes homogenes de
degré m, et si A est un polynome de degré inférieur ou égal
a (m-1), alors, pour tout a dans ]0,1], il existe une cons-

tante C(a) telle que, pour tout £ dans R' , on ait

14@)1% s a3 [P,(8)1% + ()
J

Au moyen d'une transformation de Fourier partielle, on en
déduit 3.3.1. Supposons maintenant (3.3.1) démontrée pour
tous les groupes nilpotents de rang inférieur ou égal a
(r-1), et démontrons-le pour un groupe nilpotent de rang r.

Nous traitons d'abord le cas ou 1'idéal 4 contient
Qr. Dans ce cas, pour tout § dans ‘Wﬁ, on désigne par §r la

restriction de § a G.- Posons :
Q= {§ € H(V),E = 0]

On utilise le lemme classique suivant:
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Lemme 3.3.2 : Soient E'le groupe quotient G/Gr’ é 1'homomor-

phisme surjectif § : G - E, et P sa différentielle

{0:G - 6 = Q/Qr}, qui se prolonge en un homomorphisme des
algebres enveloppantes ?: U(G) ~.K(a). Si UV est un idéal de
G contenant Qr’ et S un supplémentaire de V" dans G, alors

¢( V') est un idéal é; de 6, et #(S) un supplémentaire de v .
La transposée de P définit un isomorphisme de H(i;) sur
1l'espace Q (on notera € et £ les éléments correspondants).
Pour tout u dans C:(S), on note U 1l'élément correspondant
dans C:(¢(S)). Alors, pour tous A dans U(G), toute u d#hs
d:(S), on a :

~— -
ﬁ(g’v')(A)u = ﬂ(g,q}:) (“P(A)).u

et 1ton a

v (A)u = |ln g 7 (0(4))Y]|
I g v “LZ(S) I, 12(0(s))

De 1'hypothese de récurrence, on déduit immédiatement que
(3.3.1) est vérifiée par § dans Q. Si Q = H(V'), on a fini.
On suppose donc Qc H(V') strict. Soit J, la dimension de
1'espace 2("(G), soient (Aj) une base de &m-i(Q) et (Pk) une
base de um(Q). On applique la remarque (3.2.2), en partant de

l'estimation (3.3.1). On obtient qu'il existe une constante

Cl(a) strictement positive telle que, pour tout e dans 30,1],
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tout £ dans Q_ et tout u dans C:(S), on ait

”u”2 < C(J).ai}“n (P.)u”2 + C(J)C(a)\lu”2<+ c (a)s”u”2
m—1 L - S o o 1 n=1
Hy ~(S) J . Hy ~(8)

Posons e(a) = . On vérifie que

2 Ci(a)

Qo) = (8 € BHUN[E N < ea))

ou ngrn désigne la ''norme homogene' reliée a la norme usuelle

par

lg | = Te 1"

Pour tout & dans H(V) tel que (ngH < e(a)), et pour tout u

dans Cw(S), on a donc
o

(3.3.2) “u“2 < 2¢(J) [« EHnE(P.)uH§-+C(a)HuH2]
B 1(s) K ’ ’

(3.3.1) est donc démontrée pour tout § dans H(V) tel que

18/l < e(a). Soit § tel que : & || =2 e(x). On pose
(a)
t == et M= 6,(E)
e | ¢

On a alors

Inl = et ¢ € Lo,1]

-238-
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On peut appliquer l'estimation (3.3.2) au point 7| et a la

fonction u. 5¢- Pour tout A dans up(q) et pour tout t stricte-

ment positif, on a

(A)u‘] ° 6
521 (M) Tt

nﬂ(A)(u°6t) = tP[n
: t

Puisque S est invariant par les 6 il existe un entier q tel

t,
que, pour tout f dans Lz(S)

/2
fo5b = t¥ ¢
| t“Lz(S) ”Lz(s)

On a donc, si t est dans ]0,13 H

lusl 2 [e]m 12y

m- m-1
I-l,n Hg

L'estimation (3.3.2), appliquée au point T et a la fonction

uebt donne donc :

2(m-1 2 2 2 2
¢2(m )”““Hm_1 < 2C(J) [a t=°" z‘-‘“ng(Pj)u”Lz(s) + C(ffuf|%, ]

€ (s j
Comme ici : = _Eiﬁl_ < 1, on en déduit
g
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(3.3.3) [ ul| <
Hg 1 (8)
. 2 150 o (me1) g2
< 2¢(J) [a 2.‘.Hrrg (Pj)u“o + C(a)( m) l\ullol
j

Soit m un multiple de r, il existe une constante 02 stricte-
ment positive telle que, pour tout § dans H(?V) et u dans

c:(s), on ait

£ llmg (@ ul2 = ¢, llg 12 ]2 = cyl8 12 |lul)2
J

En effet, tout polynﬁme en §r homogéne de degré m/r s'identifie
a un élément de U(G). On peut choisir une base de l'espace des
polynomes en €. homogenes de degré m/r, dont la somme des
carrés des modules majore lngZm/r . I1 existe donc R(a), tel
que, si ng“ est supérieur a R(a) on ait
) (—Z )2 Dy12 < o, a e 12 a2
e(a
< a(Z ||me (P )ul|?)
LU S o
J
Pour tout & dans H(V), tel que ngu soit supérieur a R(a),

on a donc, pour tout u dans C:(S)

(3.3.4) ||u)|? s4ca x Hng(Pj)uni

m-1 J
Hg (s)
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(3.3.1) est donc démontrée si HErH est supérieur a R(a).

Dans la zone intermédiaire ou  : e(a) < "gr“ < R(a), (3.3.1)
résulte facilement de (3.3.3).
On a donc démontré la proposition lorsque 1'idéal

contient Qr. _

Dans le cas généi‘al, soit X, un supplémentéire de 7N Qr

1
dans G . Posons ’U'l =Teo X,- Alors 7)'1 est un idéal de G,
et 1'on a : [’1)’1,’1,"1] = [,V V.

Soit X2 un supplémentaire de ’2)‘1 dans G. On a l'isomorphisme:

+*
H( 7)) = H(V) ® X, . On peut appliquer 1'estimation ci-des-

sus aux espaces Hr§n+§1(X2), pour & dans H( ), §1

D'apres le corollaire (2.2.2), cette estimation est aussi
valable pour les espaces H, (X,9X,), ce qui démontre la
(§,v)*"1¥ "2

proposition.

#*
dans Xl.
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§ 4. RAPPELS SUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS DE RANG

INFERIEUR OU EGAL A 2.

8 4.1 Groupes nilpotents de rang 1

Les éléments de u(q) s'identifient a des polyndmes
sur]Rn, ou n est la dimension de G. La condition de Rockland
dit simplement que P homogéne de degré m est hypoelliptique,
si et seulement si ﬂg(P) = P(E) est elliptique.

La proposition suivante est évidente :

Proposition 4.1.1 : Soient ¥ et S deux sous-espaces supplé-

mentaires de (. Alors si P est homogéne de degré m et ellip-
tique, pour tout A dans um(q), il existe une constante C

«©
telle que pour tout E dans 7 et tout u dans CO(S), on ait :

2 2
(4.1.1) T _(A)u cllr_(P)u
| 3 I!LZ(S) =g ”Lz(s)

§ 4.2 Groupes nilpotents de rang 2

On suppose maintenant que § = Q1 =) Qz avec

[qi,qj] c Qi+j et Givy = 0 si (i+j) est supérieur a 2.

On veut démontrer la proposition suivante :

Proposition 4.2.1 : Soit ¥ un idéal de ¢, et S un supplé-
mentaire de ¥ dans G- On suppose que ¥ et S sont stables par

les & . Soient P dans Um(q) vérifiant 1'hypothése suivante
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(cf. Théoreéme 0.1) :

(Ro) Pour toute représentation T unitaire, irréductible, non
triviale de G, M(P) est injectif dans 5%”
Alors pour tout A dans umkq) il existe une constante C
strictement positive, telle que, pour tout £ dans H(?)

o
et toute u dans CO(S), on ait :

(4.2.1) ||rr§(A)u||§ < c||ﬂ§(p)un§

Remarque 4.2.2 : L'application de (4.2.1) avec ¥ = {0} et

S = G, donne 1'hypoellipticité (cf. par exemple Beals [1]).

Remarque 4.2.3 : La démonstration résulterait aisément de

[8], mais nous préférons donner ici une preuve "presque"

self-contained.

Démonstration : Comme au § 3.3, on peut se ramener au cas

ou ¥ contient Go- On désigne par §2 la restriction de € a
Go- En raison de l'homogénéité de A et P, il suffit de mon-
trer (4.2.1) lorsque g, = 0 ou |§zl = 1. Lorsque §2 est égal
a zéro, le résultat découle aisément de la proposition

(4.1.1).

lere étape : Nous allons démontrer que pour tout §2 tel que

|§2l =1, et §2/[?,7] = 0, il existe une constante C(§2)
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strictement positive telle que, pour tout § dont la restric-

tion a G, est g,, pour tout u dans‘f(S), on ait :

4.2.2y |7 (a)ul? c(e.) I (P)ull?
g 2y~ 2 g L2 (s)

On définit une forme bilinéaire antisymétrique B_ sur GxG

S2
par :
B§ (x,y) = <§2,[x,y]> pour x et y dans (.
2
Soit 7(5 y un sous-espace isotrope maximal pour B_ , conte-
2 2
" nant 7. V( ) est nécessairement un idéal de ¢ et vérifie :
2
r. 7. lcG,c¥c?
AL S

I1 est clair que tout £ dont la restriction a Qz est §2 s'an-

nule sur [ ,7 .
52’ §2]

Les hypothéses de la proposition (2.2.1) sont vérifiées. Pour
obtenir (4.2.2) en appliquant le corollaire (2.2.2), il suf-
fit de démontrer l'estimation :

Il existe une constante C(gz) telle que, pour tout £ dans

7/* . . .
(52) dont la restriction a Go est §2, pour tout u dans

’5(5 ) (ou S_ désigne un supplémentaire de V_ dans G), on
€2 52 S2

ait



VII - 53

2 2
(4.2.3) HT_(A)u c(e,) |lm_(P)ull

.I g ”L2(S ) = §2 ” E L2(S )

€2 €2

D'aprés Kirillov[12], Ve étant isotrope maximale, ng est
. . .
irréductible pour tout g dans WT )
-gz

On montre d'abord, que pour tout g dans 77§ )
2

triction a Go est g,, il existe une constante C(g), telle

dont la res-

que, pour tout u dans J(S_ ), on ait :
2

2
2

(4.2.4) i (A)ull
§ L%(s

c(e) |l (P)ul®
< () Jry@ul?,

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.4 : Soit ¥ un idéal de G, S un supplémentaire de
7 dans G- On suppose ¥ et S stables par les 6t'

Soit P dans um(q) vérifiant 1l'hypothése suivante :

Pour toute représentation 7 unitaire, irréductible non tri-
viale, de G, égale a l'identité sur G,, T(P) est non nul.

(T est scalaire !) ‘

Alors il existe une constante C0 strictement positive, telle
que, pour tout g dans H(”) tel que |§2| < 1, et pour tout u
dansvf(S), on ait :

2 2 2
(4.2.5) Hu“Hm g.Co(”TTg(P)u”L2 + ”u”L2 )

(s) (s)
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En utilisant la proposition (4.1.1), le lemme (3.3.2), la
remarque (3.2.2) et la proposition (3.3.1), on obtient aisé-

ment le lemme (4.2.4).

On aur# besoin du lemme ciassique suivant de Peetre [14]

(p. 171).

Lemme 4.2.5 : Soient E,F,G trois espaces de Banach réfle-

xifs, tels que E ¢ F avec injection compacte et soit C un
opérateur linéaire continu de E dans G. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) L'image de C dans G est fermée et le noyau de C est

~

de dimension finie

ii) Il existe une constante C telle que :

ullg < C(leull; + lhllg) ¥u € E

On applique le lemme (4.2.4) avec 7 = V(g ) On peut montrer
2

que‘g(Sg ) est dense dans H;(Sg ), de sorte que (4.2.5) est
2 2

Lok psz m . - . . ,
verifié pour u dans H_. Si m est supérieur a 2, il résulte

g
de 1'irréductibilité de ﬂg, que 1l'injection de H'(S_ ) dans

2
2 ,
L (S§ ) est compacte. Il résulte alors du lemme (4.2.5) que
2

(4.2.4) sera vérifiée si : Ker 7_(P) N H'(S_ ) = 0.
g € &

On vérifie (cf. par exemple [1]) que :

Ker T_(P) n H™(S = K P) n Ys
er e N e g2) er Wg( Y N 3( §2)
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(cela résulte des hypotheses du lemme 4.2.4).

Or 1'hypothése de la proposition (4.2.1) est justement que :

Ker m_(P) n 9(8 ) = 0.
3 o
(4.2.4) est ainsi démontré .
Il reste a passer de (4.2.4) a (4.2.3).

Soit W =Y n . OnaWw =T .
g g g, @ % 7 g,

Soit R_ , le sous espace de Gy > défini par :

2

¥x € R§2 » VY € Gy Bgz(x,y) =0

R_ est contenu dans Wg , et soit S; un supplémentaire de
: 2 2

R. dans W_ . Un élément £ de H(V_ ) dont la restriction a

S2 S2 §2

qz est Eo» s'écrit :

€ = (gz’gRigsv)

¥#*

#*
avec Ep dans R dans S! . Il n'est pas difficile de

§2 ’ gSl §2

voir que l'orbite de £ est le sous-espace affine :

£ = (gz,gR,n) avec 7 variant dans Sé:

Il suffit de démontrer (4.2.3) pour £ = (gz,gR,O) en vertu
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de la proposition 2.3.1 ;C(§R) peut etre choisi localement
borné en vertu de la proposition (3.1).

On remarque alors que, pour a dan R, ng(a) =i<§R,a>“ Par
conséquent, il existe une constante C, telle que, pour tout

u dans ng),

gl , = el

S, He (S, )
€ £7%,

I1 résulte alors de (4.2.5) qu'il existe N, tel que, pour tout
§R vérifjant |§Ri 2 N, pour tout u dans 3 (S), on ait
(4.2.6) 1|® < 2c¢ (me(P)u]2))

m 0o '"'g 12

He

(4.2.3) s'en déduit alors aisément, et par conséquent (4.2.2).
q

2éme'ét;2e : Montrons maintenant que la constante C(§2)
peut etre choisie indépendante de §2 sur la sphere unité.
Nous appliquons la proposition (3.1), en choisissant comme
ensemble O dans H(U') 1'ensemble des & dans #6(7U) dont la
restriction a G, est un point de la sphere unité 550) .
(4.2.2) s'écrit simplement : pour tout A dans um(Q),

30@2% ¥Eeq

[[me ()] < C(E9)]|m (P)u )
g L2(S) 2 H € HLZ(S)
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Alors Qs est 1'ensemble des § dans H(?Y') dont la restriction

€, a G, vérifie
le, -5l = Ig, - e81V2 < ¢

D'apres la proposition 3.1, pour tout A dans um(q), il existe

.une constante C, telle que, pour tout &, pour tout § dans Qs’

on ait

(4)u)? < ¢ [||me (P)ul| +eu2. ]
g%, = cling @2, -+ <l

Hg-i(S)

Si m est pair, on peut choisir une base (Aj) de um(Q) telle

que, sur la sphere unité, il existe une constante C stricte-

ment positive, telle que :

cllul)? sz Hﬂg(Aj)uﬂﬁ .
Hg(s) J

I1 existe alors C et eo, tel que si ”§2-§é°)“ < €, on ait,

pour tout u dans 3(S)
I (a2 < cllmg (P)u]|2

ou A parcourt une base de U Q).
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. , #
Chaque point de la sphere unité de G, contenu dans RV
admet donc un voisinage ou l'estimation (4.2.1) est vérifiée.

La proposition 4.2.1 est donc démontrée.

§ 4.3 Généralisation du lemme 4.2.4 : groupes nilpotents

, . hd
de rang superieur a 2 .

On reprend dans ce paragraphe, les notations du

§ 3.3.

Proposition 4.3.1 : Soient V un idéal de Gs et S un suppleé-

mentaire de G, ? et S étant stables par 6, . Soit P dans Um(Q),

.
P son image dans um(ﬁ). Soient 7 et S les images de U et S
dans 6, pour tout A dans um(ﬁ), il existe une constante C,

telle que, pour tout & dans H(?), tout u dans (S)

(4.3.1)  |lrg(Dl]®, _ = clmg®?, )
L=(8) L7(8s)

Alors, il existe une constante C, strictement positive telle

que, pour tout & dans H(V') vérifiant f§rl < 1, et pour tout

u dans ig(S), on ait

(4.3.2)  |ul|? < C(llmg (Pl |ful)?
g (S) L%(s) 12(s)

Démonstration : On suppose tout d'abord que 1'idéal

contient G . Posons Q = {€ € H(1T),§r = 0}. On vérifie que
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(4.3.2) est vérifiée pour tout § dans 1, en utilisant (4.3.1)
et le lemme (3.2.2). On applique ensuite la proposition (3.1)
avec € = 1. On a Qq = {€ € H( ?f),lgrl < 1}. On en déduit
aisément qu'il existe une constante C strictement positive

telle que, pour tout § dans Q, et tout u dans #(s), on ait

~

2 s m u 2 + jiu 2
Ilullﬂg(s) cllimg (P) lle(s) I “ng‘i(s) ]

La proposition (4.3.1) se déduit alors de la proposition (3.3.1).

~ . . . ~
Dans le cas ou Une contient pas qr, on utilise le meme argu-

- ment qu'a la fin du § 3.3.

Corollaire 4.3.2 : Soient ¥ un idéal de G, et S un supplé-

mentaire de U dans G Vet S étant stables par 6t' Soit P
dans U _(G) vérifiant

(Ro) Pour toute représentation i unitaire, irréductible,
non triviale de G, égale a 1l'identité sur Gy, 1'opérateur
m(P) est injectif dans ‘gﬂ . Alors il existe une constante
C strictement positive, telle que, pour tout § dans H(V)

tel que l§3I < 1, et pour tout u dans £(s), on ait i

2
+ |lu )
ol 72

(s)

2 2
(4.3.2) u < C(||mg (P)u
” ”ug(s) Img 222l 2

5

Le corollaire (4.3.2) est une conséquence immédiate de la

proposition (4.3.1) et de la proposition (4.2.1).
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$§ 5. DEMONSTRATION DES ESTIMATIONS A PRIORI

L'objet de ce paragraphe est de démontrer la propo-

sition suivante

Proposition 5.1 : Soit P dans um(Q) vérifiant les hypothe-

ses du théoreme (0.1), alors il existe une constante C stric-

tement positive telle que, pour tout u dans C:(Q), on ait

2, )

(5.1) qu < C(|jm (P)u|2
| H™(G) I o) |L2(Q) 12(g)

Rappelons que (o) est la représentation induite a partir de
1'idéal {0} dans L2(Q). Nous utiliserons a trois reprises la
proposition (2.2.1) et son corollaire, pour réduire la démons-
tration de (5.1) a celle d'estimations du meme type pour des
représentations a partir d'idéaux Uy, 1& et 1% tels que

1

(5.2) U3=q3,v’2'=bze o Ve U,

Enfin les représentations induites a partir de Zq seront irré-

ductibles et nous utiliserons alors 1l'hypothese du théoreme

(0.1).

§ 5.1 Premiere réduction : idéal Cq

On pose ’U& = Qs 3 on choisit comme supplémentaire

S = Q1 ® Qz . L'objet de ce paragraphe et de démontrer la
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proposition suivante :

Proposition 5.1.1. : Soit P dans um(Q) ayant la propriété
*
suivante : pour tout §3 dans qs de norme 1, il existe une

constante C(§3) strictement positive, telle que, pour tout

u dans 'g(SA) >
(5.1.1) Hull2 < C(E.) |n (P)uuz
B (s) 3" 1% L2(s)
3 .
Alors :

i) La constante C(§3) peut etre choisie indépendante de
- *
€5 sur la sphere unité de Gy -
ii) Pour tout Q dans Um-i(Q), 1l'opérateur P+ Q vérifie

l'estimation (5.1).

(o)

*
Démonstration de i) : Soit §3 un point de qs, de norme 1.

Nous appliquons la proposition (3.1), en choisissant 4= qs,

S=0G,© G,y et Q= {§§°)}. On a pour tout & dans }0,1] :

a, = (85 € Gy + lIg5 -85 =€)

*
En effet, l'orbite de §3 dans Q3 se réduit au point 53. Nous
choisissons comme operateurs A, une base de Um(Q), et nous
ajoutons les inégalités obtenues. Il existe donc une cons-

tante C1 strictement positive, telle que pour tout ¢ dans
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Jo,1], pour tout 53 dans Q_, pour tout u dans ‘8(5) on ait

2 2 2
u = ¢, [llme (P)u + €|l ]
lull (s) ! | 3 ”Lz(s) | m-1s)
3 - 3

Si H§3-§:(5°)n < %Ci ; on a donc

M < 2C, ||lme (P)ul|?
T (s) 17785 ILz(S)
3

. , ¥* N
Chaque point §;°) de la sphere uniteée de Q3 possede donc un
voisinage ou l'estimation (5.1.1) est vérifiée avec une cons-

tante indépendante de §.,. En recouvrant la sphere unité avec

3

un nombre fini de ces voisinages, on obtient bien i).

Démonstration de ii) : Soit (Aj) une base de um(q). 11
existe une constante C strictement positive, telle que, pour

#*
tout 53 dans Qs de norme 1, pour tout u dans £(8), on ait

T ||me (A)u 2 < Cllw, (Plu 2
;' 553 ”L2(S) °3 ”L2(

En raison de 1l'homogénéité de Aj et P, cette estimation
. #*
s'étend a tout §. dans Qs\{o}.On a alors, pour tout §,.
* .
dans Q3\{0}:
lal2, s (@ g aul®, o ful®, )
(s) i 3 1 1) (

Hg h| X S)
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= clling (2 @l o %y

3

S)

Il résulte alors de la proposition (3.3.1) que

(5.1.2) u 2 <C (P+Q)u 2
lull%y o, = Cllimg (Pe @yl

3

+ llu\\iz ]

S) (s)

s

Désignons par & l'opérateur de transformation de Fourier
partielle en X dans G- On a vu en (2.1.7), que, pour toute

f dans '3((}) :
-1
sﬂ(o)(P)F f(§3’X) = ﬂ(gs’ ’D‘S)(P)f(§33x)

#*
pour tout 53 dans Qs et x dans S.

L'estimation {(5.1) résulte donc immédiatement de (5.1.2).

§ 5.2 Deuxieme réduction : idéal G, ©G,

On pose maintenant 'v; =G, ® QS’ et 1'on choisit
comme supplémentaire S = 91' Les hypotheses de la proposition
2.2.1 sont satisfaites, car 1£ est un idéal de G, ['Ué,1fé1
est inclus dans U,, et tout élément §3 de Q: s'annule sur
[172,‘05]. Dans tout ce paragraphe, §3 est fixé et de norme 1

On va démontrer la proposition :

.lProposition 5.2.1 : Soit P dans Nm(q). On suppose qu'il
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vérifie les hypotheses du corollaire (4.3.2), et qu'il a la
#*

propriété suivante : pour tout §2 dans q2, il existe une

constante C(§2) strictement positive, telle que, pour tout

u dans 'g(S), on ait

(s.2.0) [l s o(8,)llmg g (P,
H§2+§3(S) 2°°3 L°(s)

Alors i) 1la constante C(§2) peut etre choisie indépendante
*
de §2 dans Qz .

ii) 1l'estimation (5.1.1) est vérifiée au point §3.

3#*
Démonstration de i) : Soit E' le sous-espace de qz image

de Q par l'application : x = (adx)*gs, et désignons par E"

un sous—espace supplémentaire de E' dans Q; . Pour tout §2
dans Q;, on notera §é et Eg ses projections sur E' et E'".
Montrons d'abord que 1'on peut choisir la constante C(§2)
dans (5.2.1) indépendante de §2 dans E".

Appliquant le corollaire (4.3.2), on obtient qu'il existe une
constante C strictement positive telle que, pour tout §2 dans

#*
G,» pour tout u dans $(s), on ait

(5.2.2) |luf|? < cf| (P)ul? o ul?, ]
e ) '|ﬂ§2+§3 ”Lz(s) Il 2

€2+€3

On a besoin du lemme suivant
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Lemme 5.2.2 : Il existe une constante C strictement positive,

. #*
telle que, pour tout §2 dans qz, tout u dans 3(S), on ait :

(5.2.3) a2, =clent?u)®,
H§2+§3 L™(s

b

Démonstration : D'apres la remarque (2.1.2), on a pour

: 4
tout §, dans G,, tout a, dans G, et toute u dans (s) :

n§2+§3(a2)u(x) = i<§2+ (adx)* §3,a2>u(x)

-

Soit a; une base du noyau dans q2 de E', duale de E". Alors

* . .
i<§24-(adx) §3,a%> = i€" | On a alors facilement l'estima-

tion :

e 120 112 Jv.n2
€517 ul < C g (ap)ul|

2 L2(s) 5 583 27 M2y
Le lemme en résulte. =
On déduit de (5.2.2) et (5.3.3) qu'il existe R positif et
une constante C tels que pour tout §2 dans E", tel que
I§2' 2 R, et pour tout u dans 18(S)y on ait :

13

(s.2.4) =  Ju|® s Cllmg e (P)uf?,
2°°3 L7(s)
B € o(8)

Montrons maintenant que la constante de 1'inégalité (5.2.1)
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peut etre choisie indépendante de §2 lorsque §2 est dans

E", et vérifie : lgzi < R. Pour cela,. il suffit de montrer
que tout point §é°) de Q: possede un voisinageroﬁ 1'inégalité
(5.2.1) gst vérifiée avec une constante indépendante de §2
dans ce voisinage. Nous appliquons la proposition (3.1) en
choisissant cette fois pour ensemble Q l'orbite du point

§é°)+ §3 dans Qf: .

Pour tout € dans ]0,1}, on a l'inclusion
(5.2.5) g -§“”|55 = £ _+E_€Q
’ 2 2 2 3 €
L'orbite d'un point §34-§2 est en effet donnée par
(5.2.6) g +E,+ (adx)"E
5.2.6 s+ 5,5+ (adx 3

ou x parcourt ql'

Les orbites associées aux points (524-§3) et (§g-+§3) sont
des sous-espaces affines paralleles dans dye; (5.2.5) est
donc bién vérifée. La proposition 3.1 montre que la cohstante
C(§2) dans 1'inégalité (5.2.1) est localement bornée, elle
est donc bornée pour §2 dans E", vérifiant i§2| < R, et donc,
en utilisant (5.2.4), dans tout E".

Soit maintenant §2 = §éi—§g quelconque dans Qz . Les repreé-
sentations n§2+§3 et ”§5+§ sont équivalentes d'apres la

3
proposition 2.3.1 , car (524-§3) et (§g+-§3) sont sur la
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meme orbite. Cela résulte de (5.2.6) et de la définition
de E'.
La constante C(§2) dans (5.2.1) peut donc etre choisie de

telle sorte que :
1 1" - "
C(Ey+8Y) = CEy).
La constante C(§2) peut donc etre choisie bornée pour §2
#
dans G, . Cela démontre le point i) ; le point ii) de la

proposition (5.2.1) se déduit alors du corollaire 2.2.2.

§ 5.3 Troisieme réduction

Dans ce paragraphe, §2 et 53 sont maintenant fixés.
Nous allons définir maintenant un idéal 10; (sous-algebre
I4 . L
isotrope maximale). On désigne par 7)'2 1l'espace des x dans

G tels que, pour tout y dans 'U;, on ait :

(5.3.1) <§2+§3, [x:¥]> =0

Cet espace ne dépend que de 53. Nous désignerons par S2 un

38
supplémentaire de U dans G (82 est inclus dans Gq» car (/e

2 2
contient G, QS)' On munit 7];'0 G, de la forme bilinéaire

antisymétrique Bg définie par
2

5 L
Bgz(x,y) = <§2,[x,y_l7 ’ ¥ XY € ’Uz n ql

-259-



-260-

VII - 68

Soit I un sous-espace isotrope maximal de ZE N Ql' Nous
définissons 1'idéal Y par :

(5.3.2) U = I®Géeq3

et nous identifions son dual avec T ) QZ ) Q; . Les hypothe-
ses de la proposition 2.2.1 sont satisfaites pour tout §

de la forme 5, +§,+E, ou §, est arbitraire dans I'. Soit
S, un supplémentaire de Zq dans Zg'(qu'on choisit dans 01).

On prend comme supplémentaire S de 2§
(5.3.3) S=8,8S5

et on notera {x=x,+x,}, la variable de S (x, € S;)-

On veut démontrer la proposition suivante

Proposition 5.3.1 : Soit P dans Km(Q), vérifiant 1'hypothe-

se (Ro) de la proposition 4.2.1. On suppose que P a la proprié-
*

té suivante : pour tout §1 dans I , il existe une constante

C(§1) strictement positive telle que, pour tout u dans E(s),

on ait
(5.3.4) Hu\\zm < C(E ) ln (P)ul|2
g +8 _+E 2
H§1+§2+§3(S 1°°27°3 L7(S)
Alors
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i) La constante C(§1) peut etre choisie indépendante de §1
*
dans I .

ii) L'hypothese (5.2.1) de la proposition (5.2.1) est

vérifiée au point 524-§3.

Démonstration de i) : Désignons maintenant par E' le sous-

#* #
espace de I image de 'U;'ﬂ Ql par l'application x = (adx) %2.

#*
Désignons par E" un supplémentaire de E' dans I . Pour tout

g

, dans I*, on notera §i et 52 ses projections sur E' et E".
Montrons d'abord qu'on peut choisir la constante C(§1).dans
(5.3.4) indépendante de 51, quand §1 parcourt E".

Il résulte du corollaire (4.3.2), qu'il existe une constante

. #*
C positive, telle que pour tout §1 dans I et tout u dans

8 (S)’ on ait

H )
§1+§2+€3(s)

On va utiliser le lemme suivant

Lemme 5.3.2 : 1I1 existe une constante C strictement positi-

¥*
ve, telle que, pour tout §1 dans I , et tout u dans ‘S(S), on

ait

(5.3.8) 2 Cl€Y ||u
HuHH4 ul ] “Lg(s)
51%65%85
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1

(j:i,...,pz)) un systeme de coordonnées de Sy (resp. de

Démonstration du lemme : Soit x 5 (j=1,...,p1) (resp. Xg 4
S,)-
lere étape : On va montrer que, pour tout j inférieur a

Py il existe«aj‘dans Q2 et cy dans R tel que, pour tout

#*
f dans $(S) et tout §1 dans I , on ait

-3. " ) f = i .+ c.)f
(5.3.7) Te L€ 48 (aJ) (x) 1(x23+-c3) (x)

1 °2 73
On sait que, pour tout a dans ZQ, on a (remarque 2.1.2)
(5.3.8) Te L& g (a)f(x) = 1<§1+§2+§3, exp(adx) > f(x)
1°2°3
Si a est dans G,y on a pour tout x dans S
*ﬂ
<§14-§24-€3,exp(adx)a)> = <§2+-(adx) 02>

Pour démontrer (5.3.7), il suffit de montrer que, pour tout
j inférieur ou égal a Po? il existe aj dans Q2, tel que pour
tout x dans S, on ait
(5.3.9) (adx)"

. 3. <(adx §3,aj> = x2j

. 1
Comme Xy appartient a IL, on a, pour tout a dans Q2’
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+*
<(adx1) §3,a> = 0

* *
L'application x = (adx) §3 de 82 dans G, étant injective,

d'apres ‘la définition de U'z*, sa transposée est bien surjec -

tive, ce qui démontre (5.3.9), et donc (5.3.7).

2eme étape : Pour tout a dans I, il existe un polyndme de
*
degré 2 en Xy ‘P(xz),tel que pour tout §1 dans I , et pour

tout f dans 'g(S), on ait

(5.3.10) 7 (a)f(x) =

g 48,45

iE<§1+ (adxl)*gz,a> + ‘P(xz)‘}f(x),

Cela résulte de (5.3.8). On a en effet si x est dans S, et

a est dans I,
<§1+§2+§3,exp(adx)a> = <§1,a>+<§2,[x,a])
+ 1<§ [x [x all>
2 3’_ ? d )

On vérifie facilement, en utilisant 1'identité de Jacobi,

que

<§3,[xg Lx, a]]> = <§3, Exz,[xz,a}]>

-263-



=264~

VII - 72

ce qui démontre (5.3.10).

3eme étape : Soit (aj) une base de I. On déduit de (5.3.10)

et (5.3.7) que, pour tout j, il existe Aj dans u4(q) tel que,
%*

pour tout §, dans I et f dans 3(3), on ait

(5.3.11) i<:§1+-(adx1)*§2,aj>f(x) =T (Aj).f(x)

51465455

Soit (gj) une base de 1l'annulateur dans I de E', duale de E".

Alors

i ¥* ~ 12 '112
(5.3.12) §[<§1+ (adx,) %2,aj>l = lgyl

On déduit (5.3.6) de (5.3.11) et (5.3.12). Le lemme est ainsi

démontreé.

Fin de la démonstration de la proposition 5.3.1

On déduit de (5.3.5) et (5.3.6) qu'il existe des
constantes R et C, telles que, pour tout §1 dans E" de norme

plus grande que R, pour tout u dans 4(S), on ait :

(5.3.13) JJul|®_ < Clln§1+§2+g3 <p>uni2

H§1+§2+§3(s) (s)

On montre que la constante C(§1) dans (5.3.4) est localement
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bornée dans f*, en appliquant de nouveau la proposition
(3.1) et en remarquant que si El et §§°) sont dans I*, les
orbites des points §1+§2+§3 et §§o)+§2+§3 sont deux variétés
"paralleles" de ‘ﬂi (se déduisant l'une de 1'autre par
translation).

La constante C(El) dans (5.3.4) peut donc etre choisie, en
vertu de (5.3.13), indépendamment de §1 dans E".

Soit maintenant {1 = §i+—§g quelconque dans I*. On vérifie
que le point 514-§2-;§3 est dans l'orbite du point §;-+§2-+§
La constante C peut alors etre choisie indépendamment de §1

3*
dans I . Le point ii) se déduit du corollaire 2.2.2..

c.q-f.d.

§ 5.4. Etude de l'estimation (5.3.4)

Dans ce paragraphe, nous supposons (§1,§2,§3) fixés.
La démonstration de (5.1) a été ramenée dans les paragraphes
précédents a 1'étude de 1l'estimation (5.3.4). Remarquons que
nous n'avons jusqu'iei utilisé que 1'hypothese suivante

Pour toute représentation 7 unitaire, irréductible,

(Ro) non triviale de G, égale a l'identité sur G,, r(P)
3

est injectif dans /.gn .

On va montrer la proposition suivante

Proposition 5.4.1 ¢ La représentation nm = ﬂ(€1+§2+§3 Yfi)

est irréductible. On a 1§n = £(s). Si m est supérieur ou

=
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jou égal a 4, 1'injection de Hg +E_4E (S) dans L2(S) est compac-
1°2°°3

te.

Démonstration : Les deux premieres assertions sont classi-

ques [12], si on se rappelle que ’U; est une sous—algébre iso-

trope maximale. Si m est irréductible, 1l'image de U(G) par

m est Adim(s)(m).

On en déduit que, pour m suffisamment grand,
1'injection de Hy (S) dans L2(S) est compacte. Donnons
£44555 2

une démonstration plus directe. On va montrer que pour tout

j < p (resp.j<p,), il existe Agj et Bij dans M4(Q) (resp.

Azj et sz dans u4(Q))tels que pour tout f dans & (S)

t

(5.4.1) ﬂ(Alj)f(x)  f(x) 3 n(Azj)f(x) = xzj.f(x)

le

(5.4.2) n(Azj)f(x) 3, _f(x); ﬂ(sz)f(x) =9 _f(x)

13 x23
La proposition 5.4.1 résulte aisément de (5.4.1) et (5.4.2).
Le deuxieme point de (5.4.1) résulte de (5.3.7). Pour démon-
trer le ler point, on utilise (5.3.10). L'application :

Xq = (adxl)*§2 est injective de S, dans I*, car I est isotro-
pe maximal. Sa transposée est surjective de I sur St.

tout j inférieur ou égal a Pys il existe donc aj dans I tel

Pour

que, pour tout x dans S on ait

*
(5.4.3) thxi) 52,aj> =Xy
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(5.4.1) résulte alors de (5.4.3) et (5.3.10).
Pour démontrer (5.4.2), on remarque que, pour tout

a dans S, pour tout f dans ZX(S), on a

(5.4.4) n(a)f(x) = <a,dxf(x)>SxS* + \]/(xi,x2)f(x)

ou ¥ est un polynome de degré au plus 2 en x au plus 1 en

21

Xl-

Pour démontrer (5.3.4), on va appliquer le lemme

(4.2.5), mais il nous faut démontrer les deux lemmes

suivants.

Lemme 5.4.2 : J3(S) est dense dans HT (s).
g€ +§2+§3

Lemme 5.4.3 : Si P vérifie (Ro),

Kern(P) N Hgi+§2+§3(s) = Kern(P) N F(8).

Admettons un instant ces lemmes, et démontrons (5.3.4).
I1 résulte de l'estimation (5.3.5) et du lemme (5.4.2)

qu'il existe une constante C, telle que, pour tout u dans

H‘é‘1+§2+§3(s), on ait
(5.4.5) |lu 2 < cf||n (P)u||2 + | ]
| ”H’" (s L $17557%; HL2(S) | IlL2(s)
€1+§2+§3
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On applique le lemme 4.2.5 avec

m
E = Hg 1*§2+§3(S)

- G = L%(3)

o)
|

Si m est plus grand que 4, l'injection de F dans E est bien
compacte. Il suffit donc pour démontrer (5.3.4) de vérifier

la condition

m

Ker m(P) N H§1+§2+§

(s) =0
3

D'apres le lemme (5.4.3), il suffit d'avoir l'injectivité de
n(P) dans ‘g(S) qui n'est autre que 1l'espace gn de la repré-
sentation. C'est justement 1'hypothese de la proposition

1.2 et du théoreme (0.1).

§ 5.5 Démonstration du lemme 5.4.2

On garde les notations de la définition (2.1.3).

G est une algebre de Lie nilpotente de rang quelconque.

[Lemme 5.5.1 : Pour tout m, Hg N €' est dense dans Hg .

Démonstration : Elle se fait par troncature . Soit ¢ une

fonction a support compact, égale a un dans un voisinage de
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l'origine. On pose @t = Po 6t. Il est classique que, pour u

dans L2(S), ?,u tend vers u dans L2, lorsque t tend vers zéro.
m

On doit montrer que P utend vers u dans H§

‘ On utilise le

lemme (3.1.1). Si A est dans um(Q), il existe un nombre fini
) £ L2

d'éléments Ag et Bj dans %_(G), ou B§ est dans Nj (j=1)

£
et Aj dans um_j, tels que l'on ait, pour tout y dans dZ(S)

m
[ﬂg(A)sW1 = E z (no(Bg)v)-

(AE.)
j=1 L €L J

g

On prend V¢ = ¢

t

Alors
,z ;
(g (B)2,) = 3G (BL)o),

On en déduit que si u est dans Hg ) ng(A)@tu tend vers
ng(A)u dans L2 lorsque t tend vers zéro pour tout A dans
@h(Q) ; en effet, [ng(A),¢t3u tend vers O dans L2, lorsque

t tend vers O.

Lemme 5.5.2 : Pour tout m, pour tout compact K, CZ(S) est

dmmedmwl%(W&WK%

Le lemme (5.4.2) se déduit aisément des lemmes (5.5.1) et
(5.5.2). Le lemme (5.5.2) résulte d'une extension du lemme
de Friedrichs, qu'on peut trouver dans un article de A et J.

Unterberger (théoréme 1.1 et 1.2 de [ 9]) et que nous
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énongons sous une forme légerement différente. Soit & stricte-
ment positif, ® une fonction ¢ a support compact (par exemple
[x] < 1), positive sur R" telle quef n:P(x)dx = 1. On pose :

- R

@é(x) = 5 "0(x/6). On a le lemme suivant

Lemme 5.5.3 : Soient xl,...,xp, p champs de vecteurs a
. = n A 2,50 .
coefficients C dans R . Pour u dans L°“(R) NE'(K) (ou K

est un compact fixe), on définit Céig par

(1), _ * P * = #*]
Cp ' u =X, (¢, *%u) -9 *X u=[x,0%]u

et par récurrence

(3) (3-1) .
CéJ = [xj’CéJ ] pour j=2,...,p.

Alors nous avons les propriétés suivantes pour Cép)

i) 3¢, ¥ue C (K), ¥ 6€]0,1] ,

(p)
(5.5.1) ||cb ul] SC“uHL2

L2
ii) Pour tout u dans CZ(K), Cép)u tend vers O dans L2, lors-

que & tend vers O.

Cép) se prolonge donc en une famille équicontinue d'opérateurs

de L2 N £'(K) dans L2, et pour tout u dans L2 N &'(K), Cép)u

tend vers O dans L2 lorsque & tend vers O.
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On déduit immédiatement du lemme 5.5.3 que si, u est dans
Hg ne'(x), @6* u tend vers u dans Hg, lorsque & tend vers

0. Le lemme 5.5.2 est ainsi démontré.

§ 5.6 Une premiere démonstration du lemme 5.4.3

On prend les notations du § 5.4. La démonstra-
tion que nous allons donner est particuliere aux groupes
nilpotents de rang 3. Pour montrer le lemme (5.4.3), on va
construire un opérateur Q continu de ‘8 dans ‘5 et de
dans ', et un opérateur R régularisant de ‘g'dans 5 y tel

que

(P) = I+R dans ’gou ’5'.

(5.6.1) Q.17
555575y

On en déduit aisément que

(5.6.2) Ker n§3+§2+§1(p) n 4" = Ker ﬁ§3+§2+§1(P) n3d,

ce qui en particulier démontre le lemme (5.4.3).

Cette construction est faite sous l'hypothese suivante

Pour toute représentation i unitaire, irréductible
(Ro) non triviale de G, égale a 1'identité sur G3, n(P)

est injectif dans ‘8n .
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Cette construction suit une idée de Rockland [16}, et utilise
la caractérisation des opérateurs hypoelliptiques avec perte
de m/2 dérivées donnée dans [33._C'est dire qu'elle sort du
cadre '"self contained" que nous nous étions imposés jusqu'a
présent. On suppose que l'ordre de P m est pair et on consi-
dere 1'opérateur

P3

3
P:PP+(E
i=1

+*
222, ¢
I 1

ou ¢ est un nombre réel que nous déterminons ultérieurement.

P est un opérateur différentiel sur G, invariant a gauche,

mais non-homogene. P étant invariant a gauche, il suffit de
montrer que P est hypoelliptique au voisinage de O dans G,
avec perte de m dérivées. On utilise les résultats de [33,
en faisant exactement les memes calculs que dans [8]. La
condition d'ellipticité transversale de P est vérifiée. Elle
résulte en effet de la condition

Pour toute représentation 7 unitaire, irréductible,
(Rodég) non triviale de G égale a l'identité sur (G2= exsz),

m{P) est injectif dans 5; .

La deuxieme condition est que, pour tout (§3,§2) dans

* #* .
G3® G, » tel que ]€3' + |§zl soit non nul

#* .
Me og (Pleme o (P)+ [E ("
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Pl)-

soit inversible dans & (R
En se ramenant a la forme réduite (cf. [3],[8}), la condition
s'écrit )

' ) % ® G g4l + 8,
pour tout (§3,§2 dans G, ® G,» tel que §3 +18,] est non nul,
pour toute représentation 1 € unitaire, irréductible, de G

2

dont la restriction a exp(G,® G;) est donnée par

i<§ 1+ X >
me (exp(x,+x,)) = e 272
§2 2 73 !

3 .
Ker(mg (P) mg (P)+ €™ n £ =0
g g 3 T
2 2 £
2
Montrons que cette condition est vérifiée, sous 1'hypothese
gRo).

Soit u dans 121, tel que

Pou=(my (P my (P)+[€.0™u=0
g, g, g, 3

2 i 2

Alors (Pg u,u) = Hng (P)u”o +[§3|mHuHo .
2 2

Si §3 est non nul, cela entraine u = O.

Si §3 est nul, §2 est non nul, et g est une représentation

2

non triviale de G, donc d'apres (Ro)
u € 3 s e (PJu=0 = u=20
m §2

Par conséquent, f est bien hypoelliptique avec perte de m
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dérivées , et admet une paramétrixe bilatere. Nous allons
utiliser cette information sous la forme suivante :

Il existe une distribution u, dans £€'(G), et une fonction ¢
dans C:(G) telle que

(5.6.3) S—°u1= 5+ @

ou P est défini par Pu = PG pour u dans 3.

On veut construire un inverse pour n§3+§2+§1(P) ;

(§3+-§2+-§1) est fixé. On choisit maintenant c¢ = -i§3im,

de sorte que

‘ #*
(5.6.4) ﬂ§3+§2+§1(P) = n§3+§2+§1(P ). ﬂ§3+§2+§1(P)

0 i a (5.6.3
n applique n§3+€2+§1 a (5.6.3)

(ﬁu ) =TI + (‘P)
[P PR 8 48,48

On suit ici de tres pres les paragraphes 2 et 6 de [161.
On a

t
(

TTg‘3‘“’5'2“%1(P v - ﬂ§3+§2+§1 (ul)n§3+§2+§1 ")

Mg 488, T 00 T Mg g g () e g g ()
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Utilisant (5.6.4), on obtient

ﬂ§3+§2+§1“3u1)= n§3*§2+§1(Pu1) n§3+§2+§1(P)

Soit u2 = Pui.

(5.6.1) est vérifiée en prenant

Q = ﬂ§3+§2+§1(u2)
R = (v)
ey

I1 ne reste plus qu'a montrer que Q et R ont bien les proprié-

tés annoncées.

Lemme 5.6.1 : Pour toute fonction @ dans C (G), w ()
o §3+§2+§1

envoie S'dans 5 .
7 étant irréductible, il suffit de montrer que, pour tous A et

B dans U(G), n(A) n(¥) m(B) envoie L? dans L2. Or il existe v

dans C: tel que

m(y) = n(A).m(P).7(B)

et il est bien connu que m(y) est continu de L2 dans 12

pour y dans Liq).

Lemme 5.6.2 : Pour toute distribution u dans &'(G),
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I:-r§ VB 4E (u) envoie 8 dans ¥ , 4’ dans 4'.
372 °1

Rappelons tout d'abord la définition de m(u) comme opérateur
de 3 dans 12. Pour f dans 8 et G dans L2, n(u) est défini

par

<r(u)f,g> = <u,<n(g)f,g> 5>
L

11 suffit de montrer que m (u) est continu de £ dans
55+55%

L2, en effet, si cette propriété est vérifiée, pour tout A dans
U(G)s n(A)w(u) = n(v) ou v est dans £'(G). Par conséquent,
m(A4) m(u) est continu de 3 dans 1.2 pour tout A dans U(G).

n étant irréductible, cela implique que m(u) est continu

de 3 dans 8 .

Si u est dans L1, le résultat est classique. On se ramene

a ce cas en utilisant que u est d'ordre fini, donc obtenue
comme dérivée d'un certain ordre d'une fonction de L1.

On a ainsi montré que ﬁ(u) est continu de ’3 dans I? Montrons
qu'il se prolonge en un opérateur continu de %' dans 8.

Pour @ dans C (G), on définit ﬂp# par

9T (g) = ¢(g" 1)

Pour u dans €'(G), on définit u# par, pour tout ¢ dans c”(a)

(ot,0) = (uof)
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Pour f et g dans 4&, on vérifie que
#
<a(u f,g> = <fyn(u’ )

Soit (n(u#))* 1'adjoint de w(u#), c'est un opérateur continu
de 8' dans &', qui co¥ncide avec m(u) sur . m(u) se
prolonge donc en un opérateur continu de 5' dans :?'.

En particulier, 1l'opérateur Q possede les propriétés

annoncées.

§ 5.7 La méthode des quotients différentiels

(une deuxieme démonstration du lemme 5.4.3).

Soit m une représentation unitaire irréductible de
G dans un espace de Hilbert H (on peut supposer que H=:L2(Rg)),
Pour tout A dans U(G), on peut définir n(A) de H dans 45&
( %% = 8'(Rq)). On désigne par H: l'espace des u dans H tels
que, pour tout A dans »"(G), on ait m(A)u dans H. On munit

m
Hn de la norme

(5.7.1) lll2, = = mCaul}

- J

ou (Aj) désigne une base de um(q). On suppose que ﬁgn est
dense dans H$ (cf. lemme 5.4.2 dans le cas des nilpotents de
rang 3). Cette propriété est vraie en général, mais sera

démontrée dans un article ultérieur.
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Soit ®,_la projection G - Q/Qk+1

k y (k=1,...,r-1), et on définit

pour tous entiers (mr,...,ml)

m m g1eeeg
% r’r-1 '

Mr Tea "y i+l .
= {Aerb\' (Q)a‘pi(A) €Y (Q/Q ) i= 1v---a1"1}

Cette définition n'a d'intéret que si :

. m
Sim_=m = ce.=m, = My, U = U .

A ces sous-espaces de U(G), on associe des espaces de Hilbert

(ou de Fréchet, si certains des mj sont infinis)

m m ew e gl
r’r-1’ |

H " .
i

On suppose que {& est dense dans ces espaces. La propriéteé
est vraie dans le cas général et résulte clairement du para-

graphe 5.4 dans le cas des nilpotents de rang 3. Par ailleurs,

on a

On se propose de démontrer la proposition suivante

Proposition 5.7.1 : Soit P dans CF(Q). (On suppose m = r).

On suppose qu'il existe une constante C strictement positive
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telle que, pour tout u dans Hg, on ait

(5.7.2) 1l < cQllme)ull2 + [|u]3]
i H
Soit E l'espace des u dans Hg, tels que m(P)u soit
dans -Sn’ muni de sa topologie naturelle d'espace de Fréchet.

Alors E et 'Sn sont isomorphes.

L
m ’m ,---,m m ,m
Remarquons que H_ 1 _ Hnr_1 r-1

yewegm
1 (car m

est irréductible, non trivial). Nous aurons besoin du lemme

facile suivant

Lemme 5.7.2 : Soient m = ...Znﬁ.z ...21n1 donnés. Soit 1

un entier (1< i<r). On suppose que m.zm, ,+1i. Alors si

Xg (3= 1,...,pi) désigne une base de Qi, pour tout A dans

m .m 99l
yt r 1 1 , i1 existe C dans
m sm geeegM.=1,M., _4e..q4m
T 1 N i-1 1 et Bj (j= 1,...,pi) dans
m "i,m -i,---’m."i,m. ,-.-,m
u' r-1 * i-1 1 tels que
Py .
A= T By xg +C
j=1

On a une propriété analogue en mettant les Xg a gauche.

On déduit de ce lemme et de (5.7.2) la proposition suivante
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Proposition 5.7.3 : On prend les hypotheses de la proposi-

tion 5.7.1. Soit P dans W' (G), i un entier (isi<r). Soient

93--.3m y kK des entiers vérifiant : m+ ki< m, £...5 m .
r

M1 i+1

Alors il -existe des entiers mi+1,...,m; et une constante C

telle que, pour tout u dans .gn’ on ait :

2
.7 . <
(5 3) “u” mr,...,mi+1,m+k1,m,m,...,m
Hn
2 nea
Clli= (Pl miyeeoom! sKi0,...,0 il )
Hn .
Démonstration : Pour i = r, la proposition résulte triviale-

ment de (5.7.2), si on remarque que pour tout m, 2 m

m sMy...qm
r k]

H_ est égal a H

MyMy...,m

T . On raisonne par récurren-

ce sur i et sur k.
On suppose que (5.7.3) est vérifiée pour i= i +1, tout k,

et toute famille (mi +2,...,mr) vérifiant
m+k(10+1) Sm ., S...<m.. On en déduit immédiatement que

(5.7.3) est vérifiée pour i = i» k=0, et toute famille

m. e.ym ) vérifiant : m < m. € +..<£m . On suppose
( i +1’ T 1o+1 r SUppos

que (5.7.3) est vérifiée pour i = is» k< k., et on va montrer

la proposition pour (k0+1).

Soient donc (mi +1,...,mr) une suite vérifiant

m+(k +1)i <m.
0 0

<... % .
i +1 mr
o
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On va montrer qu'il existe une suite (m!

1]
1°+1,...,mr) telle

que (5.7.3) soit vérifiée.

I1 résulte du lemme (5.7.2) que les deux normes suivantes

HVH mr,...,mi+1,m+(ko+1)i,m,...,m
H

T

et

- +
-ami+1,m+k01,m,...,m
H
15
Py
lm(x)v)| 2 1/2
+ ¥ Xy . . .
j=1 i Hmr-1,...,mi+1-1,m+k01,m,...,m)

T

sont équivalentes.
On applique 1l'hypothese de récurrence a v et n(Xg)v. I1 existe

des entiers m;,...,mi et une constante C telle que

+1

2
[l (x vl m_o~iy...ym,  —imek i,m,...,m =
H
T
(5.7.4)
S -
C(””(P)"(xg)vn Mm'yeeasm! 3k i90y...,0 '*H"(xi)vu )
H r i+1" o H
T
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Iv]12 <
Hmr-i,...,mi+1—i,m+koi,m,...,m
1A
(5.7.5)
2 2
< c([m(P)v] m'yeeoym! sk i,05...,0 " HV“H )
H r i+1" o
1Y

Le second membre de (5.7.5) ne pose pas de problemes. Regar-
dons de plus pres le second membre de (5.7.4).

“n(xg)vnﬁ est majoré par (5.7.2). Il nous reste a controler :

J 2
”n(P)ﬂ(Xi)vH m;,---sm£+1vkoi’o""’o
H

n

On utilise 1'identité

(5.7.6) m(Pn(x}) = n(xHn(®) + n([x,2])

~ ~ ~

. M geeaygM, geeeqgl
[ i o . ) r! 1y 1
Xi,PJ appartient a U avec

~ o~

m=....= M, = m+ i
r i+1

~ ~

m Z.ee =M = m
i 1

On en déduit que

(5.7.7) Hn([xg,P])vnim;,...,mi+

T

1,koi,O,...,O

< c(|v)|?

H
i

)

m;+m+i,...,m! +m+i,m+koi,m,...,m

i+1
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De par l'hypothese de récurrence, il existe une famille

(m;,...,mv ), et une constante C telle que, pour tout v

i+1
dans 'g
B
2
Hﬂ m'+m+iy...ym! _+m+i,m+k iymy...ym
r i+1 o
Hn
(5.7.8)
2 2
< clfn(P)v] meeeom!! ok §,0,...,0 " vl
H
T

(5.7.3) pour (ko+1) se déduit alors aisément des points

(5.7.4) a (5.7.8).

Remarque 5.7.4 : Par densité, 1l'inégalité (5.7.3) est

f e P4 eeag@am+tki ymy...,m
vérifiée pour u dans Hn’ . i L

On va utiliser 1'inégalité (5.7.3) pour démontrer de la
régularité par la méthode des quotients différentiels.
Nous utiliserons 1l'identité classique suivante

Pour tous Y, Z dans ¢ (G nilpotent) on a

k
(5.7.9) [n(Y)m(etZ)} = T (‘ki,) 57 (%) (@a 2)%y)
k=1 )
m,---,m’mi,---,ml
On déduit de (5.7.9) que si u est dans H_ et

tX m,-.-,m,mi,---,mi
X dans G, m(e ")u est dans H . Plus précisé-
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ment on peut faire la remarque suivante

Remarque 5.7.5 : Pour toute famille (mr,...,mi,...,m ),

il existe une famille (mr,...,m1 1
mr,...,ml,...,ml
pour tout u dans H_ y tout X dans Q y tout t

m,-.-’m ,m 1e«eglll
dans R, n(e )u.501t dans H r ir1 1,

LITRERRL 9 ) telle que,

La proposition (5.7.1) sera un corollaire de la :

Proposition 5.7.6 : Pour tout k dans N, si u appartient a

oo @Myl (ovec m, = m+ ki) et m(P)u appartient a

H ,,,_,m,ml-m+1,0 0""0, alors u appartient a

w,---,m’m +1’m,---,m

| H .

I1 résulte du lemme 5.7.2 qu'il suffit de montrer que, pour

D gaeeg@¢yM, 9yMysaayl

tout X dans G, m(X)u appartient a H i .

: n(e®®) -1
Posons Ve E T U Pour tout t non nul,vt est dans

@® 4 .--,m,mi’m,---,m

H_ (remarque 5.7.5). On applique 1'inégalité

(5.7.3) a V- (mr,...,mi+1) étant donnés, vérifiant,

Zeaase 2 i i i ' e '
m, zm (k+1)i+m, il existe (mr, ,mi+1) et une

constante C telle que :

2
(5.7.10) Hth mr’_._,mi+1,m+ki,m,...,m =
H

i

2
<C (||ﬂ(P)vt|le;, ceesmy o kiy0,...40
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I1 résulte de (5.7.9) que, si n(P)u appartient a

H:,...,m,(k+1)1,0,...,0 et u appartient a

H:,...,p,m+k1,0,...,0’ le second membre de (5.7.10) est bornée

indépendamment de t non nul.
On en déduit alors classiquement, qu'il existe une

suite tntendant vers O, telle que,pour tout A dans

sm+ki,my...ym 2

,rr(A)vt tende faiblement dans L
n

vers m(A)Xu. La proposition s'en déduit aisément.

M g.-.qm.
r’ g S

U i+1
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§ 6. DEMONSTRATION DE L'HYPOELLIPTICITE

Dans ce paragraphe, nous nous plag¢ons dans le cadre

général des groupes nilpotents de rang r.

§ 6.1 Introduction : un critere d'hypoellipticité

On suppose que l'on a démontré la proposition

suivante

Propriété 6.1.1 : Soit G un groupe nilpotent de rang r,

dont 1l'algebre de Lie vérifie les hypotheses de 1l'introduc-
tion (§ 0). Soit p le p.p.c.m. de (1,...,r) et P un élément
de Um(G) avec m entier, m=kp (k€ N, kzk , k_ assez grand).
Alors si, pour toute représentation m unitaire, irréductible,
non triviale de G, l'opérateur n(P) est injectif dans ‘8n’ on

a 1l'inégalité

(6.1.1) I1 existe une constante C telle que, pour tout u
dans C:(Q) ]

[l u 2 < C(ljn (P)u|2 + u|2 )
] UH,,,(Q) [ lle(Q) | le(q)

Cette propriété a été démontrée pour les groupes nilpotents

de rang inférieur ou égal a 3, avec ko égal a 1, dans le

présent travail. On va montrer dans ce paragraphe que si la

propriété 6.1.1 est vérifiée , P est hypoelliptique si

(6.1.1) est vérifiée (on identifie désormais P et nO(P)).
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On déduit aisément de (6.1.1) 1'inégalité suivante
Pour tout compact K de §, il existe une constante CK’ telle

que, pour tout u dans CZ(K), on ait
12l e s o

ou || H2 désigne la norme de Sobolev (classique).
s

On va utiliser un critere d'hypoellipticité classique (F.
Treves [18]) dans la présentation qu'en donnent A.et‘J.
Unterberger (théoreme 2.2, [19]).

Soit P dans W'(G). Soit Q_ (s=0,...,I) une famille
d'opérateurs de Um-l de  possédant la propriété suivante. Si

R désigne P ou un élément de la famille des Qs, il existe des

coefficients complexes af . tels que, pour tout ¥ dans
- 1,---’ r
co(q), on ait l'identité
1 = s . I
(6.1.3) (R,0 £ af; {;xil[xir, ,[xir,@ 1Q,

On a ici identifié l'algebre enveloppante U(G) et les opéra-
teurs invariants a gauche sur G. X, désigne un élément de §.
On peut particulariser le théoreme 2.2 de Eigl sous la

forme suivante

Proposition 6.1.2 : Soit P un opérateur dans 2" (G), et Q

une famille vérifiant la propriété (6.1.3). On suppose que,
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pour tout compact K de G, il existe €y et €y strictement
positifs, et une constante CK’ tels que, pour tout u dans

C:(K), on ait

(618 2+ z llagl? < oy (fral2+]ul?)
1 S 2

Alors P est hypoelliptique dans G .

On veut montrer que (6.1.2) implique (6.1.4). On prend

comme famille Q_ une base de Um-l(Q). e, est choisi égal a

1
m/r. Cette implication résultera alors aisément du lemme

suivant

 Lemme 6.1.3 : Soit m=kp (k€ N, k Zko, t = p.p-c.m(1,...,r)).

Pour tout compact K, tout A dans Um_l(Q), il existe une cons-

tante Cp, telle que, pour tout u dans C:(K), on ait

(6.1.5) au3,, s CK”qux“‘(m

Remarquons que la condition m=ku n'est pas gratuite. Si
en effet Q1 n'engendre pas G (cas non stratifié au sens de
(51), 1'inégalité (6.1.5) n'est pas satisfaite pour m= 1,
A=1. Le lemme 6.1.3 ne peut pas etre amélioré en général.
Dans le cas du rang 3, une démonstration directe du lemme
(6.1.3) est possible (en utilisant les techniques de Kohn)

donnant 1l'existence d'un € strictement positif et d'une
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constante C telle que

(6.1.5)" HAu“i < cKHunzm
. H(G)

Dans le cas général, il nous semble plus aisé de construire
une famille particuliere d'opérateurs hypoelliptiques jouant
le role des (.gi x2 ) dans le cas stratifié s et de suivre
une approche ;Z;blable a la démonstration du théoreme 17

de [177. Cette méthode a également l'avantage de montrer
1'existence d'opérateurs hypoelliptiques homogenes sur des

groupes nilpotents gradués généraux (en admettant bien enten-

du que la propriété 6.1.1 a été démontrée).

6.2 Une classe particuliere d'opérateurs invariants,
P op:¢

-
homosenes .

Soit Pj la dimension de Qj (j=1,...,7). On désigne

par Xi j une base de Qj (i= 1,...,pj)- Soit m= kp. Considérons
,

(6.2.1) P= % T (-1) 9 xiJ.
j=1 i=1 *J

Pk est un opérateur invariant a gauche sur G, homogene de de-

*
gré 2m =2kp, autoadjoint (on a en effet X, j = -X; j)- Montrons
] ]

d'abord le lemme suivant (cf Prop. 7.1 de [16]).
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Lemme 6.2.1 : Pour toute représentation m, unitaire, irré-

ductible, non triviale de G, = (Pk) est injectif dans <fn-

Démonstration : Soit u dans -gn, vérifiant n(Pk)u = 0.

On en déduit en considérant (n(Pk)u,u) que

1ﬂxij)mv3u= 0 4, ¥j€14uuyr
9

'V‘i.eigo--,pj

d'ou l'on déduit aisément

n(X., Ju=20
1y]

On déduit alors aisément de l'irréductibilité de m que u = O.

c.q.f.d.

Si on admet la propriété 6.1.1, on en déduit 1l'inégalité

(6.1.1) pour (Pk)’ si k 2 k . On va montrer que P_ est

hypoelliptique.

On veut appliquer la proposition 6.1.2. On prend comme
2k

famille Q 1la famille A. . g = (X, _)Z avec 0 < £ < == .
s 1,7, 1,3 J

(6.1.4) résultera de (6.1.1) si on démontre le cas particu-

lier du lemme 6.1.3 suivant

Lemme 6.2.2 : Soit m=ku. Pour tout compact K, tout Ai 5.4
k] 9
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(j:l’...,r, i:l,---,pj, Z-':O’---,"z‘%.l-l), il existe €>O

et C. telles que, pour tout u dans CZ(K)

(6.2.2) . A. . ,u 2 é ull 2
I45,5,000% = CllllZay

Démonstration : Les indices i et j étant fixés, le lemme

se démontre par récurrence sur L. On suppose le lemme vérifié

pour £ < 20,'5 S Eos montrons-le pour (ﬁo*-i), avec

£o+-1 < E%E . Pour s dans R, on désigne par A® un opérateur

pseudo-différentiel elliptique d'ordre s proprement supporté.

On désigne par M% un opérateur pseudodifférentiel proprement

supporté, classique, d'ordre s quelconque. Considérons alors :

c L4 +1 c Zo+1
A = (A®*Xx.°%. u, A Xx.%. w)
€ isd iy
On a
s* c £ £o+1
A = . X, .
c (A" A 10334, § u i3 u)
5 2 £0+1 5 20 £0+2
= (M x.% u,x.% w+ M=%, % u,x.%. )
is] 1,7 1,3 1,7

On en déduit, qu'il existe Cx» telle que, pour tout u dans

CO(K)

zo 2
A< CK(“xi,j ul| )

2
2¢e +“unH2?Q)
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Si on choisit 2¢ < eo, on obtient
2
A < co (|l ) .
K 2
© H"(G)

Ceci démontre le lemme .

Cette démonstration donne € = Z-r, ce qui est nettement moins
1
bon que T

On a ainsi montré que, si on admet la propriété (6.1.1) ,

l'opérateur P

Kk est hypoelliptique pour k = ko'

§ 6.3 Démonstration du lemme 6.1.3

Dans ce paragraphe, on suppose connu les techniques

‘de{17] (cf. également [6) et [7]). On suppose d'abord que la

dimension homogene du groupe G est supérieure strictement a 2m.
Pk étant hypoelliptique, ainsi que son adjoint formel, il
existe (proposition A, § 4.5 de El?]) une distribution homo-

gene de type 2m T telle que, pour tout u dans C:(Q),

#* =
Pku T=mu
On en déduit 1l'existence de distributions homogenes ki j de
4
type m telles que
Z X. .u¥®*® Kk, . =u
1] 1,7

iye]



VII - 101

Soit A dans U (Q) avec s < m-1, alors
s s

(6.3.1) Au= 3 ¥Wige AR )
s isg 1,3 S iy

(A;Ei j) de type homogene de type supérieur ou égal a 1.

]

I1 résulte du lemme 18.2 de [17]. que si k est une distribu-
tion homogene de type supérieur ou égal a 1, il existe pour

tout compact K,tout u € C:(K),une constante CK’ telle que,

pour tout u dans C:(K), on ait

(6.3.2) la(e*w)||2 < cKHuII2
o
1/r
Le lemme (6.1.3) résulte de (6.3.1) et (6.3.2).
Affranchissons~nous maintenant de la condition homogene du
groupe G. On utilise la méthode d'addition de variables
utilisée (pour une autre raison) dans [17]. Soit p un entier,

on considere le groupe Gx RP muni de la dilatation

6t(g,x) = (6t(g),tx) pour (g,x) dans Gx RP .

* Dans [17}, le lemme 18.2 est énoncé sous 1'hypothese supplé-
mentaire que Q1&)Q2 engendre (. Mais un examen de la démons-
tration (qui est détaillée dans le cas de Heisenberg dans [7}
p.507-515) montre que la seule propriété utilisée est l'injec-

tion continue de Hr(Q) dans H est 1'espace de

1,1lo0c (Hi,loc

Sobolev usuel).
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On a : di (Gx RP?) =p + dim G . On choisit

im Y .
homogene homogene

p de telle sorte que la dimension homogene de Gx RP soit

supérieure a 2m.On pose

Pour toute représentation irréductible, non triviale 11, de
G)(lﬁt, n(ﬁk) est injective dans 5; . Si on admet la propriété
6.1.1, 5k est hypoelliptique. On utilise alors les memes argu-

ments que dans El?j pour obtenir le lemme.
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§ 7. QUELQUES EXEMPLES

§ 7.1 L'algebre de Lie Q(4)

. (4) e o , ;

G est définie par la loi suivante : [xi,xz_, =Y,
[Xi,ﬂ = Z. Les autres crochets sont nuls.

G, est engendré par X, et X,1 G, par Y et Gs par Z. la repré-

sentation réguliere dans 3 (R?) est donnée par

e g (X)) = - 24 1, 4
(o)1 ‘dx1 2 dy 371°72d
x) -4 .14 124
Me)72" = &, " 2 & T 31
d d
Ty = g5 * X1 5
4
O N

¥* #*
Pour ((,7) dans G;© G, » 1a représentation T 1) est alors
b

définie par

i d
2
d . *1
n(c,n)(xz) = 6;2 +ilx N+ ¢)

n(c,n)(Y) = i(ﬂ*'xi-c)

ﬂ(g’n)(Z) = i Q-

On peut enfin définir la représentation ﬂQ oA par
¥ ?
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N d
Teaman) ¥1 = T,

2

X4
n(c’n’x)(xz) = i[l-kxiﬂ-+§— )
" gD = H0ex 0
TT(C’T"K)(Z) = i C

Pour { non nul, les représentations ¢ 5 sont irréductibles

Mo

et équivalentes a nQ,O,K .

Pour { nul, T non nul, les représentations n sont irréduc-

0y sA

tibles et equivalentes a no,ﬂ,o .

Enfin pour { et 7 nuls, m 5 D'est pas irréductible et se

040,

.décompose en une intégrale hilbertienne de représentations

scalaires nulles sur Qz & Q3 .

Exemple : Soit P = aX§~+B xgq-y Y, avec «yB,y dans €. Alors

P est hypoelliptique, si et seulement si

2 2 2
(7.1.1) a§1 + B§2 £0, ¥(§1a§2)em \ 0

a2
(7.1.2) Ker(a - - B x
Bx1

2rivndm =0

2

(7.1.3) Ker(a-é-é

2
X
- a(xt-g-)ztiyxl)n S(R) =0 ¥\ € R.
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§ 7.2 L'algebre de Lie q5’3

Q5’3 est définie par la loi suivante
[x0x%,) = Y, s [X¥,] =24 [x,,1,) =2
Les autres crochets sont nuls.
G, est engendré par Xy et X, Gy par Y, et Y2 et

Q,3 par Z. La représentation réguliere dans 5 (Rs) est

donnée par

. (x ) - ...g'.. _lx -q_ - lx b's _d_
T(o) ™M1’ 7 dx, 272 dy, T 3 172 Az
x) -4 ,1, 4 ,12.4d
T(o) ‘2’ = ax, "2 71dy, "1 Az
d da

”(o)(Y1) "y, T X 3z
a d

O N i
a

1T(o)(Z) - 4z

# 3
Pour (¢,7n) dans Q3 & Qz , ﬂ(g,n) est définie par

3
~
>4
~
"

d  .r1 1
¢t T A T il %y My + 534 Xp €

~
»4

~
I

d . r1 1 2 1
et T oa, [3x4mp + 3 %3¢

~~
<

A
1

meyn () = Ey g0
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~
>

=g
1

ﬂC’ﬂ o) = i(ﬂ2-+x1 ¢)

7. (2) =1i¢

Pour { non nul, est équivalente a nc 0 et est irreéduc-
9

€M
tible.

Pour ¢ nul, T, non nul, T(o,M) est irréductible.

Pour { et Ny nuls, (o ) se décompose en une intégrale
?

o,ﬂ1
hilberti d 2 tati defini
ilbertienne des representations ﬂ(°’°’ﬂ1’g1’§z) efinies

par
'”(O’O’ﬂi’ii’gz)(xi) = i§1
ﬂ(°’°’ﬂ1’§1’§2)(x2) = i§,
T(oroimysE 08,0 T = 2Ty
T(0y0,1,,8,,8,) 2! 7 ©

| T(0104M484,8,)(2) =0
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