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INTRODUCTION :

On a construit dans 1'article [6] des paramétrixes pour des opéra-
teurs différentiels sur R" elliptiques hors d'un hyperplan. D'autre part
V.V. Grushin a donné dans [h] des conditions suffisantes d'hypoellipticité
pour des opérateurs dont la variété caractéristique est un sous—espace vec-
toriel. Dans le cas d'un hyperplan les conditions suffisantes de [2] et [6]
permettent de démontrer l'hypoellipticité de certains opérateurs ne vérifiant
pas les conditions de [4]. L'article [2] énonce en particulier des conditions
ditesd'ellipticité générale, que l'on a traduit danms [6] par des majorations
des dérivées du symbole de l'opérateur, analogues & celles qui,dans Yormander

lb]/permettent de construire des paramétrixes dans des classest;g.

Nous nous proposons ici d'étendre les résultats de [6] a des opéra-
teurs dégénérant sur un sous-espace vectoriel de codimension quelconque. Nous
écrirons 1'opérateur selon les notations de Grushin [4]:

(0.1) P(x,D.) =) a _ (x)x'D* ,
X (e, e x

ot oAl est un ensemble fini de multi-indices (oY) en” x Nn, et ol les aay

. n .
sont des fonctions C* sur R, 3 valeurs complexes.

Le but de cet article est de donner des conditions suffisantes pour

que l'opérateur P(x,Dx) admettent une paramétrixe 3 gauche dans une classe

i;goﬁ cette fois p et § sont des vecteurs p = (pl...pn), 8= (6]...6n), tels

7 .
que O < Si $p; set 6i < | pour tout i § n, et ol y est un réel. Les classes
3;;3 sont donc définies & 1'aide de vecteurs de poids au sens de Beals [1].

X :

On voit que la plus grande valeur de p que l'on puisse espérer est :

(0.2) u = sup (p,0) = (8,v)
(o, v)ed

La premiére hypothé&se que nous ferons est une majoration des déri-
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vées du symbole P(x,&). Cette hypothé&se suffit & assurer 1'hypoellipticité

~ n n P
dans tout ouvert cOnique de R x R - {0} ne coupant pas la surface y définie par:

(0.3) y = {(X,E)GRH x R - {0} s Xg 0 pour tout i £ n tel que Gi > 0

]

E.

i Opour tout 1 ¢ n tel que pi<1§

Cette premiére hypothése généralise donc la notion d'ellipticité transverse

al.

En chaque point p = (XO,EO) de 2, on va associer 3 P un opérateur

ri
différentiel Pp d coefficients polynOmes. Dé&signons par f le sous—espace de

R™® x R" défini par :

L

(0.4) y = i(x,E)ERn x R" s X 0 pour tout 1 € n tel que Gi

n
]

0

']

£,

; G pour tout i € n tel que Py

4
Pour tout p = (xo,£0)€x » pour tout (x,g)e:X , posons

=3 i) o p
_ - 1 -u 1 n 1 n
(0.5) 1p(x,g) iinmx P(xol+)\ x],..)xon+)\ X €017 g],...igonﬂ gn)

La limite existe, d'aprés (0.1) et (0.2.). Les indices i ¢ n pour lesquels

p. = cSi jouent un rBle particulier. On peut supposer que ces indices sont

On pose alors
X' = {(xe R" , xi=0pourtouti>k}

*=(ter”, ¢

)

; = 0 pour tout i > k}

4
Y= {(x,0)e) , x; =0siis<k, £; =0 pour tout i < k}
+ ' * ) 1
On a E =X'®X' &JX. On note (x',£',y) la variable de z (avec x'€- X',
* .- - . .
£'€ X'" , y €Y). La deuxiéme hypoth&se que 1'on fait est la suivante : pour

tout p € X, pour tout y € ¥, 1'opérateur différentiel Pp(x',D}'(,y) est injectif

dans J x".
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On montre que sous ces deux hypothéses (qui sont explicitées au & I)
v e -y ,.n
1'opérateur P(x,Dx) admet une paramétrixe a gauche dans pr s(R"), donc est
3

hypoelliptique avec perte de m - u dérivées.
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I - ENONCE ET NOTATIONS

On considére un opérateur différentiel P(x,DX) dans un ouvert Q de

R". Nous 1'&crirons, suivant les notations de Gru¥in [4]:

(1.1) PC{,DX) = z ‘aay(x)xYDi
(a,y)etLL

. . e e e n n
ot 4l est un ensemble fini de multi-indices (a,y) € N x N tels quelal < m,

et ol les aay sont des fonctions C® sur , i3 valeurs complexes.

On considére d'autre part deux vecteurs p = (p,...p._) et § = (§,...8 )
1 n I n

et un réel y qui vérifient pour tout i € n :

. 1 . .
(1.2) 0 < di $ 0 € Py > 0 61 <1
(1.3) u = sup (pra) = (8,Y)
(a’Y)e-\_‘ .
n
oli 1'on pose (p,a) = Z p.o
i=1 t?

On désignera par S;E(Q) 1'ensemble des fonctions a (x,£) C* sur Q x Rr"

telles que, pour tout compact K de © et pour tout multiindice (o,B), il existe

C > 0 tel que :

]DzDEa(x,gﬂ < c+lg)) B * (80 y(x) e kxR

On désigne parifgg(ﬂ) 1'ensemble des applications linéaires de Cz(Q) dans
C7(R) de la forme a(x,DX) + R, ol a(x,£) est dans S;g(Q) et R est un opérateur

3 noyau C”. Les poids vectoriels définissant cette classe d'opérateurs véri-

fient toutes les hypothdéses de Beals [I].

La premiére hypothé&se que nous ferons sur 1'opérateur P(x,Dx) est une

majoration des dérivées de son symbolc analogue 3 celle de Hormander [5],
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Nous poserons :

i

n Gi n -
(1.4) vx,8) =1+ ) Ix|le]l T+ ] lggllel
i=] i=1 :
L'hypothése portant sur le symbole P (x,£) s'énonce ainsi :
Giu Pour tout compact K C Q, il exite A > 0 et ¢ > O tels que, pour tout
multi-indice (a,B), il existe C > O tel que 1'on ait :
(1.5 [0 ] < € [pee,0)| (1o]g)y SD@:B i py-lHle

@ﬁ le multi-indice % est défini par %i = Bi si p; = Gi et %i = 0 sinon),

et de plus :

(1.6) |P(x,€)] » ¢ (1 + |g])¥

pour tout (x,£) € K x R tel que ¥(x,&) > A.

On montrera au & III que cette condition suffit pour la construc-—
. e . n
tion du symbole de la paramétrixe dans tout ouvert conique de  x R - {0}

ne coupant pas la surface z définie par :

(1.7) Y= {(x,) e 2 x B - {0} , x.

; = 0 pour tout i tel que éi >0

£,

; = 0 pour tout i tel que p; < 1}

Nous allons donc introduire une condition supplémentaire en tout point

ol
p = (xo,io) de ). Désignons par ) 1le sous-espace suivant de R" x R".

(1.8) ZL = {(x8) er" xR, x. 0

i 0 pour tout i tel que Gi

£; = O pour tout i tel que p; = 1}

L
En tout point p = (xo,go) de X, définissons un polyndme Pp(x,g) sur Z par :

- =4 + A~6n + Xpl
(1.9) P (x,£) = lim H p(xy, + A X Xop X 58, £
Ao 0

n
gon A gn)'

3o
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On peut expliciter ce polynSme en suivant les notations de Gru¥in.

Désignons par(l[ le sous—ensemble suivant deLXﬁ:

‘0

(1.10) Jéo = {(a,)e M| (p,0) = (8,v) = u}

Pour simplifier 1'écriture, convenons gue VT 0 pour tout indice j

tel que dj = 0. A tout multi-indice a, faisons correspondre les multi-indices

a' et o' définis par :
"
T — | — - b\
ai =a; silp; = 1, a, = 0 s1 o; <1, o os ..
On < alors :
N = Y. 0f o
(1.11) P (x,8) ) a, (x)) x'g° ¢

Can) @ ell,

n
Définissons maintenant une décomposition de Z en somme directe de

trois sous-espaces. Posons :

(1.12) X' = {(x e gR" x;

x'* = (£ er® £

4
¥ = {(x,8)&) X,

0 pour tout 1 tel que 6, < pi}

0 pour tout i tel que Gi < pi}

Ei = 0 pour tout i tel que 61 = pi}.

L
X' et X'* sont deux sous—espaces de z d'aprés (1.2) (en identifiant x et
(x,0), £ et (0,5», et 1'on a :

1 ¥

) =X OX T @Y

. l - >~ ~
La variable de z sera notée tantdt (x,£), tantdt (y,x',E£'), avec
* ~ ~ ~

YyEY , x'& X', £'€ X', Le polyndme Po sera noté tantot Pp(x,g), tantdt
Pp(y’xlgg')-

Nous pouvons maintenant &noncer notre seconde hypothése :

(H2) En tout point o = (xo,go) de z, en tout point y de y, 1'opérateur

différentiel Pp(y,x',D;) est inversible 3 gauche dans.Y'(X).
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En raison de la quasi~homogénéité de 1'opérateur Pp, si 1'hypothése
H2 est vérifiée en tout point (io,io) de Z tel que |Eo| =1, elle est vérifiée
partout.

On peut énoncer le théoréme principal :

Théoréme 1 :

Soi; P(x,Dx) un opérateur différentiel de la forme (1.1). Soient
ps8 et p vérifiant (1.2) et (1.3). Si les hypothé@ses Hl et H2 sont vérifiées,
alors P(x,DX) admet une paramétrixe 3 gauche QtE<f;;(Q). De plus, le symbole

Q(x,£) de Q vérifie les majorations suivantes. Pour tout compact K de Q, il

existe A > 0 et ¢ > 0, tels que, pour tout multi~-indice (o,B), il existe

C >0 tel que 1'on ait :

Y
30fax, )| € ¢ [2Goe) [T 1+ [0 700B) oy IFle

pour tout (x,f) & K x R" tel que Y(x,8) > A.

-167-
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I1 - UNE CLASSE D'OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

On considére deux vecteurs p= (pl...pn) et § = (6]...6n) vérifiant

(1.2)

Pour tout réel u, nous allons définir une sous—classe de.ng(Q).

7

P e . n
Pour tout multi-indice a & N, posons :

=

(p,0) = Zzlpiai.

=

Posons

n . S, n 5
boue) = 1+ ) x| lel Py Jel el

i=1 i=1
A tout ¢ > O faisons correspondre le vecteur (e]...en), encore noté

€, défini par :

1]
m

(2.1) Ej pour tout indice j tel que pj = Gj

€ pour tout indice j tel que ps > Gj

]
o

Nous utiliserons, pour démontrer le théordme 1, la classe de symboles
suivante :

Définition 2.1.

L.k
p,8,¢

()

Soient u et k deux nombres réels, et € > 0. On désigne par S
1'ensemble des fonctions a(x,£) C° sur 9 x &" telles que, pour tout compact

K de @, et pour tout multi-indice (a,B), il existe C > O tel que :

(2.2) |DzD§ a(x,8)| s ¢C (1+|gl)u+(<5,a)—(o,B)w(x’E)k—(e,s)

pour tout (x,g) e K x Rn.

Exemple 2.1.
Soit P(x,Dx) 1'opérateur différentiel (1.1). Soient p et § deux vec-

teurs vérifiant (1.2) et ;, le réel défini par (1.3). Posons :

k = sup (|u|+ly|)
(G:Y)éc [-
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On a :
u,k

o,ﬁ,l(m

(2.3) P(x,8) &8

k
Montrons en effet que chaque terme nga est dans Sz’é l(Q). I1 suf-
s ’

fit pour cela de vérifier que si (p, q) est un multi-indice vérifiant

0 ¢ g §y; pour tout i, on a :

@6 T 1] ¢ caa]g)y G 0mC R i gyl
Or, pour tout i & n, on a :
-8, o
E R A B TC N S B e ] < fel Tues, 0,
dlon |x79 %P < ¢ Igl(p,a'—P)-(S,Y-q)w(x,g)IYI“IQI*‘IOLI'IPI.
En utilisant (p,a) = (8,y) € u et |a| + |y| < k, on obtient bien
(2.4).

Exemple 2.2,
Soit @ = R". Tout &lément (x,8) de Q x Rr" peut s'écrire de maniére
i
unique (x,£) = (XO,EO) + (x],EI), avec p = (xo,Eo) dans z, et (x],g]) dans Z .

On définit alors un svmbole po(x,E) en posant :
P (x,8) =P (x,,&,)
o (XO,EO) 1’71

ol PQ(Xl’gl) est le symbole défini en (1.9) correspondant au point p = (xo,Eo)

de Z-Montrons qu'il existe € > O et k' > O tels que :

_ p=-g, k'’
(2.5) P POESp,G,l
On peut écrire en effet P ~ PO = Pl + P2, avec :

) a_ (x)x'g®
(a, Ve i, *Y

N

P, (x,8)

P(x,) = [a (0 -a_ (x )]nga
) X (a’Y)edg ay ay o

-169-
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Pour le symbole Pl’ on remarque qu'il existe € > 0 tel que :

(L,Vedrll, = (0 = (6,7) < we,
v U_el 'K

et le calcul de 1'exemple | montre que Pl ] . Pour le symbole P2, on

p,8,1
remarque qu'il existe des fonctions Ay j(x) telles que :
?

aaY(x) - aay(xo)

= Z aa'y',j,(x) (xi-xB). |
g

Comme (x—xo, g- g) est dans 2 , la somme ne porte que sur les indices i pour

lesquels Gi > 0. Pour tout i € n, désignons par (i)'le multi-indice (0,...1,..0),

oli le 1 occupe la i€me place. Définissons un nouvel ensemble J4 de multi-indi-

ces par :

\/u‘.] = {(asY)(': (Nn X[Nn’ ai tel que (Si > 0 et (Q,Y - (i))E L[‘}.

Pour tout (a,y) dans\iil, posons :

¢ (x) = a (x)

oy o,Y,1

ol l'indice i est tel que (a,y-(i))eztlé. On peut alors écrire :

P,(x,8) = ) ,‘b (x)x' g%
? e i,

Désignons par €y le plus petit des 8, qui sont > O, On a ; d'aprés la défini-

tion de VMI :

(e, v) € cﬁﬂ = (p,a) = (8,y) € u - €y

M€, k+]

Le calcul de l'exemple | montre que P, S .
2 p,8,1

On voit que les inégalités e' < € et k < k' impliquent

*
(2.6) girK bk
OQS,E(Q) C Sp,G,E'(Q). L
k.

Le symbole P(x,£) de 1'exemple | est donc dans Sg’sfé(Q) pour tout € 1. On’
. R s 9y

pourra donc sans restreindre la généralité supposer désormais que :

(2.7) 0 <e<p, -8,

i pour tout indice i tel que Py > §.

1
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Des inégalités :

(2.8) 1 € v(x,E). € C(I+|E])

On déduit, pour tout e > 0, l'inclusion :

Mok u+k
(2.9) Sp,6 e(Q) C S ()
+ skt
od k = sup (k,0) et st est définie au & I.

Y
p (Q) est un cas particulier des classes de symboles &tudiées par Beals [f]
’

On sait qu'd tout symbole a & S 6(Q) on peut associer un opérateur

a(x,D) = CZ(Q) + C*(R) défini par :

(2.10) a(x,D) f(x) = fe an(x £) f(&) 4 A
(2

' 2 . s-m
Sia & Sp,d(g) on a : a(x,D): H p(Q) > Hloc(Q)

Désignons donc par OPSu’g e(Q) 1'ensemble des opérateurs de la forme a(x,D) + R
?

(Q) et R est 3 noyau C®. On obtient donc, si A<£:0PSS’§ €(Q)
bl

’

ol aé;Su k

+
(2.11) A Hioc(Q) > Hi;z k (R) (si A est proprement supporté)

On a le résultat suivant sur la composition des opérateurs ; si ¢ vérifie (2.7).

Proposition 2.1.

. u,k y) u',k' ' v oox .
Soient a & S (Q) et €S Q) (u,u',k,k' réels). Alors il
D,G,E 0,5 €

’

T L
existe e s¥'Y ;k*k (@) tel que a(x,D) & (x,D) = C(x,D). (Si a(x,D) est propre-

ment supporté). Pour tout entier N > O, on a :
+u'sk+k =N
(2.12) 1 (a,8) (x,8) = C(x,8) - 2 (ga) (330 & sb¥y (@
N % ps8,¢

Démonstration :

. . m g m' 0 verifi
On a classiquement, si a & Sp G(Q) et <= Sp 6(Q), vérifiant
’ H
R + 1
1'hypothése de la proposition, a(x,DL,@(x,D) = C(x,D), ou C(x,&) e:S? ? () est
3

donné par :

-171=-
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dvd
a(x,mb (y,£) —

~i (x-y) . (1) '
v . (Zw)n

(2.13) C(x,8) = [e

1'intégrale étant prise au sens des intégrales oscillantes. Nous poserons

h = =(x-y).(&-n)

et, pour toute fonction f(x,y,&,n) telle que l'intégrale oscillante ait un
sens :
dydn

(2.14) (D) (x,8) = Je  PE(x,y,6,m) s
2m)

Pour tout N on peut écrire, en utilisant la formule de Taylor :

- Ll e
(2.15) ry(a,b) (x,8) = ]Y%=N ;Tj; I(E, Pdr .
oi 1'on pose :

' . =pY Y
(2.16) £,,07 D¢ a(x,85) 30b(y,8)

g, =&+ An-8) ¥are[o,1]
Examinons les majorations vérifiées par les fY,A' Pour cela, nous utilisons

les notations suilvantes :

§' = sup §. r = IEI
]
J 5. -p.
(2.17)  g(x,6,5,m) = 1+ ] [xy;| gl * + |g;n ] Jel © .
1

Lemme 2.1.

Pour tout compact K C 2, et pour tout multi-indice (a«,B,P,q), il

existe C > O tel que l'on ait, (en &crivant f au lieu de fY A)

2
2.18 ’ (I,B P q + '+k++kl+
218 Jajapaal £ ¢ ¢ (+fe]+[nM + 8" (|al+]p])

n
pour tout (x,y,£,n) & KxKxR"xR". De plus, pour tout C1 > 0, il existe C > O

et €3 0 tels que, pour tout (X,¥,£,n)&EKxKxR"xR" vérifiant :

(2.19) ¢i'lel < Inl < ¢ el et fe] 51,

on ait :
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(2.20) |32 aﬁapaq f| C (1+]g[yrH+(8,0-(p,8)

k+kf_(€’B)-€N(]+lEl)(G,P)—(p,Q)g

x ¥(x,8)

Démonstration :

L'estimation (2.18) est vérifiée pour tous symboles a et b tels que

k'

a gs“ ,(Q) et be:s“ b

Q) et 0 s &8 < 1.

Pour vérifier (2.20) majorons d'abord le second facteur B;b(y,g)

(avec |y| = N) et ses dérivées. D'aprés la définition 2.1, on a :
) N . t 6
382 b (y,00| < ¢ (1+]g)y¥ TOB My 5 gy RT(EB) (14 gy (OB,

Or il existe C > O tel que :

-1 -1 ¢(Y,E)
c e S 3,8 < Cs

On peut donc écrire ;
k!_ - ]
Majorons maintenant le facteur D a(x, E )} (avec Iy[ N) dans une région od

"1'inégalité (2.19) est vérifiée. Dans une telle région, il existe C > O tel

que :
_1 _] w(x EA)
c g \-—(-}-{——E)—-ch

On en déduit :
laaaB+Yaq a(x’EA)I < C(]+Igl)u+(6’a)-(p’B+Y+q)w(x’gk)k-(€sB+Y)

sc w(x,ﬁ)k_€(8+Y)(1+|g|)“+(5’a)'(9,3fY+Q)g1k|+(e,8+y).

Posons : € = |k|+(e,B+Y). On déduit de 1'inégalité (2.7)

(8-0,v) < =(e,v).
On a donc :

]a“aB%Sq £ < C(H,E|)u+u'+(6,a)-(o,8)+(6-p,Y)+(6,P)-(o,q)

" ¢
x (x, £) KRB

-173-
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En utilisant 1'inégalité :
(a+leD Py, 7Y ¢ ey < cvn ™,
on en déduit (2.20).
I1 nous reste 3 démontrer que, si une fonction f(x,y,&,n), vérifie

les inégalités (2.18) et (2.20), alors l'intégrale I(f) (x,£), définie en

Su+u',k+k'—N

(2.14), est dans 0,8,¢

E(R).

Pour cela introduisons une fonction de troncature x(g,n)e:SO telle

que :

(2.21) x(E,n) = 1 si |g] < 2(1+]|&-n})

[
o

x(E,n) = si |g| = 3(1+|g-n]),

et majorons successivement I(xf) et I(l-xf) au moyen des lemmes suivants.
Lemme 2.2.
Si f vérifie (2.18), 1'intégrale I(xf) (x,£) est dans S—w(Q).

Démonstration :

Les dérivées Biasf vérifiant des majorations du méme type que (2.18),

£

il suffit de majorer I(xf) lui-méme. Considérons 1l'opérateur différentiel :

1

L= 1+ |e=n|D7" (1-ay)

I1 vérifie :
Le-i(x-y,ﬁ-n) = o 1(x-y,E-n)

On a donc, pour tout entier M :

T(xf) = 1M xB).

Si f vérifie (2.18), on a pour tout x dans K ; avec C > O et m convenables :

LM xel < ¢ QeleenH™ (e g]+]n ]t

On en déduit :

II(Xf)(X,E)' £ C f(l"',i—n!z)‘M (1+lg|+|n|)m+25'M dydn-

-174-
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On peut supposer que y décrit un ensemble compact. En utilisant les majora-
tions (2.21) vérifiées sur le support de X, et le fait que &8' < 1, on en

déduit bien que I(xf) est dans S_Q(Q).

Majorons maintenant I((1-x)f). Dans le support de (l-yx)f om utilise
(2.20). Il nous suffit donc de démontrer :

Lemme 2.3.

~

Soit f(x,y,g,n)e;C°° (QkaRpxRp). On suppose qu'il existe un compact

KCQet Cl > 0 tels que :

(x,y,€,n) & supp £ = (x,y) e K x K, IEI > C] et C;1|€|$ln|$C1|£l .
On suppose qu'il existe € > O tel que pour tout multi-indice (a,B)
(2.22) la;aﬁf (%,y,E,m| < C ga(1+|£|)(5’“)'(°’6)

Alors 1'intégrale I(f) est bornée.

Démonstration :

Pour ce lemme on peut évidemment supposer que Gi = p; pour tout 1i.
Considérons 1'opérateur différentiel par rapport aux variables y,n:

n 9 ZGi n 2 —ZGi -1
L=(1+ z [Xi-yil r + z Igi_nil r )
1 1
n 28.
(1 - Z r °t
1

n -26.
Bi - Z T 132 ).
i 1 Yi

PP ih ih .
Cet opérateur vérifie L(e” ) = e, donc pour tout entier N :

) =1 (e
et d'aprds (2.22)

n S, =5, 9_
l(tL)Nfl £ C (1 + % |xi-yi|r s Y Igi-ni|r ) Lo

Pour N assez grand, on peut &crire :
1) < ¢ [Qa+] xmy;le "+ 1 lggngle D) dydn )

=175~
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cette intégrale étant convergente. Elle est alors indépendante de r, d'ou
le résultat.
On peut énoncer aussi :

Proposition 2.2,

.k
»0,€

U,k

DQG:E(Q)'

si Ae:OPs;‘ Q) on a AY = oOPS

On a le résultat suivant sur les séries de symboles.

Proposition 2.3.

Uy—E.

0,6 é une suite arbitraire de symboles (p=R).
b b

Soit aj e S

Il existe un a E:Ss’g €tel que pour tout entier N :
L b
u,=eN
a- a. s’
) j E%,8,¢

La démonstration est dans Beals [ﬂ.

=176~
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III - CONSTRUCTION DE PARAMETRIXES

On consid@re un polynOme différentiel :

(3.1) P (x,£) = y x'e®

aot
(@, Vel ¥

On a vu (exemple 2.1) que,pour tous vecteurs p et § vérifiant (1.2),P(x,£)

est dans Sg’g ](Q), old u et k sont définis par :
b B |

(3.2) U = sup (p,a) = (8,v) k = sup |a| + |y].
(a,v) eclb b

La premiére &tape de la construction d'une paramétrixe n'utilise que 1'hypo-

thése Hl, que nous allons rappeler :
(H1) Pour tout compact K C Q, il existe A > 0 et € > 0 tels que,
pour tout multi-indice (o,B) il existe C > O tel que l'on ait :

(3.3) IDzDgP(x,g)l < C |P(x,8)] (ngl)(5,0)‘(0,8)“}(’5)-(6,8)

(3.4) lpx,8)| > ¢ (+|gHH
pour tout (x,£) €K x R tel que ¥ (x,£) > A..

On a posé :

(Q,B) = Z EBi
i
la somme ne portant que sur les indices i pour lesquels Py = 6i. On peut

toujours supposer, afin d'appliquer les résultats du &II, que 1'on a :

< < p.-8.
0 € Py 51
pour tout indice i tel que pi—di > 0. On peut alors énoncer :

Proposition 3.1.

Avec les hypoth&ses ci-dessus, il existe Q easguéoe(ﬂ) et
3 2

R: e ) 82N (@) (j=1,2) tels que
J n p’s’e

-177-
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1]
H
+
=

(3.5) Qp =TI+ R, PQ

Démonstration :

On va chercher Q sous forme d'un développement Q ~ Z Qj’ ou

TU’_ej

Qje;Sp S.e ). Pour former QO choisissons une fonction yx(u) dans Cm(R)
H b

égale 3 0 si 1 € A+2, et posons :

Q = x(WE~!

0,0

0.8 1(SZ) (voir démonstration de la proposition 2.3)
9 3

Comme yoy est dans S

Q0 est bien dans S;uéoe(ﬂ). On définit ensuite les Qj par la relation de ré-
currence :
1 1 o a
Q =% ) —D.Q, 93.P
k P [a|+j=k a, &°] b-¢

Comme dans tous les Qk ont leur support inclus dans 1l'ensemble des (x%,%)

tels que Y(x,&) » A, on vérifie par récurrence que Q est dans S;ué—zk(ﬂ).
? H
La proposition 2.3 assure l'existence d'un élément Q de S;uéoe(Q) tel que
H ’
pour tout N, on ait :
—u,—€eN
(3.6) Q- ] 0. es @
J’<N J p’ s
Vérifions que QOP-I est dans Sg’ENE(Q), pour tout N > O.
9 2
Posons en effet M =-é(N+k). On a :
(3.7) QP -J=@=- ] @) o+ ] %(DZQ.) (33p) -1
j<M J<M J
o] <tt=j

+ 1 Ry s [Q,07]

j<M

La\sotation RM_j[Qj,P] est celle de la proposition 2.1. D'aprés (3.6), puis-—

que P est dans Sg’g e le premier terme de (3.7) est bien dans SO’E—SM, clest—
50y Ps20s€
“U,TE .
w g 0,-N ~ . J .
d-dire dans Sp:G,e' De meme, pulsque Qj est dans Sp,&,e , on a :
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9,‘€j+k"€(M'J) -N

, o,
;[0 Bles, o 1 @ =8> (@)

Quant 3 la seconde somme de (3.7), elle se réduit & PQO—], c'est—a~dire

x0¢—1, qui est bien, pour tout N, dans So’-N

0.6,¢° ce qui achéve la démonstra-
3 3

tion,

Cette proposition nous améne 3 &tudier les opérateurs dont le sym-

~

bole est, pour tout N, dans Sg’gNE(Q). Ces opérateurs ne sont pas régulari-
L A ]
sants.
Définition 3.1.
On pose :
| H = u:"j
(3.8) ) s@ Qsp,d,em)

(1'intersection est bien indépendante de € > 0), et

M Hy=]
oP Q) = 10)3 f
NG fJ\ SR

Un symbole a(x,Z) est dans.#és G(Q) si, et seulement si pour tout N > O,

L)
pour tout compact K C @, et pour tout multi-indice (a,B), il existe C > O

tel que 1'on ait :

)u+(5,a)-(o,8)

(3.9) !a“aga(x,s)l < € (1+]g] b0 Wx,E) &K x R

On voit que la restriction d'un tel symbole a(x,£) 3 un cdre- fermé de

Q x 8- 0 qui ne coupe pas la surface Z-suivante :

(3.10)  § = {(x,8) 2 x R™{0} X;

; = 0 pour tout i .tel que §; >0

£.

; = 0 pour tout i tel que p; < 1}

= ~ -~ ¢ TRl
est dans S dans ce cone. En effet, dans un tel cOne, on a une inégalité

de la forme :

(3.11) g =]+ T gl lel=! 3 cs0.
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Dans un tel cOne, la fonction Y(x,§) vérifie :
’ ’ §. -
ve,8) = 1+ ] x| el B gl el

P.
1 > C |€|a

en posant :

a = inf [inf 6, , inf 1-p.] .
6i>0 t pi<1

-0 -~
ce qui, d'aprés (3.9), implique bien que a est dans S dans ce cone. La pro-
position 3.1 suffit donc 3 construire le symbole d'une paramétrixe 3 gauche
pour P dans tout cOne défini par une inégalité telle que (3.11)., Désormais,

- - -~ . 1 e -
nous nous placerons donc dans un voisinage conique d'un point de Z, ol est

vérifiée une inégalité de la forme :

-1
(3.12) ) Ixil +] |£il le] " <c
§.>0 p.<l1
i i
La proposition 2.1 montre que les relations
acoes? (@ et BeoP® . ()
p,8,€ P,

entrainent :

; su+p! * out
AB et BA (:op%p’6 () et B c—:OPJép’d(Q) .

Nous pouvons donner un résultat plus précis pour la composition
quand A est un opérateur différentiel de la forme (3.1), u et k &tant donnés
par (3.2). Pour cela nous reprenons les notations de 1l'exemple 2.2. Quitte
3 restreindre l'ouvert Q au voisinage d'un point donné, on peut supposer que
tout point (x,£) de @ x rR® peut s'écrire (x,£) = (x°,£0)+(x],El), avec

1
(xo,Eo) dans z et (xl,EI) dans z . On définit un symbole AO(X,E) en posant :
A (x,E) = A (x.,€,) ,
o (xo,go) 1’71
od le symbole Aﬁ(x],él) est explicité en (1.11),

D'autre part, posons, comme en (1.12) :
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n
{xeR, X,

(3.13) X'
et

0 pour tout i tel que 6i<< pi} .

: n
{x &R, x;

X" 0 pour tout i tel que §; = pi} .
La variable de R™ sera notde x = x'+x", et la variable duale £ = g£'+£".

On peut énoncer un résultat sur le développement du compose AoB'

Proposition 3.2.

Soient A(X,£) un polyndome différentiel de la forme (1.1),p,8, et u

vérifiant (1.2) et (1.3), et B(x,8) un symbole dans #g 5(9) (v'emr).

Alors 1l existe € > O tel que le symbole composé vérifie :
(3.18) A BGx',x"ee" ~e X et xD el E B, x e e
° (o) 3 ’ ’ fo) b4 ’x',g bJ ’E ’E

ICTRES

e?(p’ﬁ (Q)'

Démonstration :

On a vu (exemples 2.1 et 2.2) qu'il existe €, > 0 tel que :

u-¢. ,k+1
A~A  est dans S (), d'ol 1'on déduit :
o Ps8,1
uHu'-e,
(3.15) (A-A ) o BEH ()
o P,6 p

Pour le composé de Ao et B, on a la formule exacte :

- ! 1 1" LR | 1
(3.16)  A_oB(x',x",g',g" = e X "8y GOx"DS, ("D [eM* 5 5]

a
(0, V) df Y

T
I1 résulte de (3.9) que si B est dans %Zg 6(9)’ on a :
3
ix'.g! p' a u'+(8,a)
. B o
(3.17) e ¥ s DBk
1 1.
E“Be}{“ +(p,a) xaBe}?“ (8,v)
ps8 p,8

1
Si 1'on développe (E"+Dxn)a dans (3.16), on obtient une somme de termes de

la forme :
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(3.18) efix"g' Ib, x"D} e DB: i8]

D'aprés (3.17) ces termes sont dans

p'+(p",a")+(8",8"M+(p,a")-(S,Y)
9?0,5,

Puisque ces termes proviennent du développement de (3.16), les indices véri-
fient :
(p",a"+B™) + (p',a') = (8,y) = 1w

urp'+(8"-p",8")

Les termes de la somme (3.16) sont donc dans ?{ . Commelpar dé-

P58
finition 6; < p} pour tout i (X' et X" sont deflnls en 3.13), tous les ter-
/ 11“'11 €‘2
mes correspondant a B" % 0, sont dans un ; ) , avec €, > O. Quant aux ter-
b
mes correspondant 3 B“ = 9, 1ls se réduisent a

oTix' 8 a (x',x",D_,,e" e ix' g’ B] .

ce qui démontre la proposition 3.2, en choisissant € = inf (sl,sz).

On en déduit aussitdt, par passage 3 1l'adjoint.

Corollaire.

Le symbole BoA vérifie :

O | ] L | [ |
(3.19)  BA(x,E) —e ¥ ‘& B(x',x",D_,," [e™* & Aﬂegﬁﬁ+g .
On adoptera la notation suivante :

(3.20) a o b(x,&) = e'ix & ix ‘E'b(x’,x",a',a").
X'

a(X',X",DX.,E") e

On vérifie, avec les mémes calculs que dans la proposition 2.1, 1'implication:

u',k' g{u+u Jk+k !

aes™® | Bes _ Ao BE
93695 x! p,8,€

p,8,€

On en déduit 1'implication suivante :
U,k T F_‘+U'
AES s . Bcﬂ 6#Ax B;#la

La proposition suivante va nous permettre de terminer la construc-—

tion de la paramétrixe. Cette proposition sera démontrée au &IV.
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Proposition 3.3.

éi un opérateur P(x,Dx) vérifie les hyﬁothéses du théoréme 1, 1l'o~
.pérateur différentiel Po(x;,x",Dx,,g") est supposé inversible 3 gauche dans
j%(X) en tout point(g",&" tel que (0,x",0,E") soit dans Z. Alors il existe
un symbole A(x',x",£',£") dans S f& () tel que l'inverse i gauche de

Po(x ,x' ,Dx,,g") soit A(x',x' ,Dx,,g").

En admettant cette proposition 3.3, terminons la démonstration
du théoréme 1.1.
Le symbole Ql(x,E) défini par :
Q,(x,8) = Q(x,8) - R, ;' A(x,8)

est dans S ué (). En effet, Q(x,£) est dans cette classe, et le second
’ ’

terme est dans;H% 6(Q). On a :
) O .

QoP=I+R ~R o Ao Po mod. a‘{ (2)
1 1 Do o )6

d'aprés le corollaire de la proposition 3.2. Comme A Qs P o =1, le symbole
R3 défini par :

R3 = Q1 oP -1

est dans g{;e (). On en déduit que (R est dansé?rna(ﬁ) I1 existe donc
’

3)
un symbole classique Q; dans SO(R) tel que :
R, v ) (-R})3 et -Icff ()
3 : 3 N
J=o
Le symbole Q défini par :
Q=QyQ

g M0

0.8 e(Q)’ et vérifie
Ve

est dans

I mod S () ,

QB = Qq QP = Q4(I*R,)

ce qui démontre le théoréme I.1.
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IV - ETUDE DE L'INVERSIBILITE D'OPERATEURS DIFFERENTIELS

Le but de ce & est de démontrer la proposition 3.3, et d'étudier
la nature de 1l'inverse 3 gauche de 1l'opérateur différentiel Po(x’,x",Dx.,E")
(avec les notations de la proposition 3.2), ou Pp(y,x',DX,) (avec les nota-
tions de 1'introduction), associé 3 un opérateur P(x,Dx) vérifiant les hypo-
théses du théoréme 1.1.

On vérifie que le symbole Po(x',x",g',g") a la propriété de quasi-

homogénéité suivante :

)
(4.1) P_(x,£) = )\-uPo(x])\

8 fa a
l’,..xnx ,%4}\)__‘_%@6) VA >0

I1 nous suffit donc d'étudier 1l'inverse de Ao(x’,x",Dx,,E") quand &" vérifie

(4.2) Ilegl® =1,

la sommation portant sur les indices i pour lesquels Py = 1. La lettre K dési-

gnera un compact de 2 dans lequel cette relation est vérifiée.

Avec les notations de 1'introduction, nous allons majorer le sym-—
bole Pp(y,x',g') de cet opérateur.

Proposition 4.1.

Pour tout compact K de Z, ol (4.2) est vérifiée}pour tout multi-

indice (a,B,y,G)Jil existe C > O tel que l'on ait :

B 6 ' v 1 ot 1 ' |
OIS e I PN Y I P T At

(4.4) le(y,X',E')I > C
pour tout p & K, pour tout (y,x',£') &€ ¥ x X' x xt* tels que

(4.5) Iyl + =]+ le'] > A
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La vérification de ces majorations est immédiate 3 partir de 1'hypothése HI
du théoréme 1.1, et de (4.2).

Cétte propositionvnous améne 3 &tudier, comme dans [3], une classe
d'opérateurs pseudo-différentiels sur x, dépendant des paramétres p e:z et
y & Y.

Définition 4.1.

Pour tout p réel et € > 0, désignons par SE(Z,Y,X) 1'ensemble des
fonctions a(p,y,x',&") c” sur 2 xY x X' x X'¥ telles que, pour tout compact
K de z vérifiant (4.2), pour tout multi-indice (a,8,Yv,8), il existe C > O
tel que 1l'on ait :

(4.6) |32838;.32., a(p,y,x",&")] s ¢ (1+y +|x'|+|gv|)P'€'BI

pour tout p & K, pour tout (y,x',£§')e Y x X' x x'*,

Tout polyndme en (y,x',£') dépendant de maniére c” du param@tre p
est dans une classe S?(Z,Y,X). A tout symbole A dans SE(Z,Y,X) on associe
un opérateur pseudo-~différentiel A(p,y,x',Dx,) sur X, dépendant des para-
métres p et y. Les propriétés de cette classe d'opérateurs sont classiques.

?
En particulier, si A est dans SE(Z,Y,X) et B dans Sg (Z,Y,X), le composé

AOB vérifie, pour tout entier N.

_ 1 @ o p+p'-€N
4.7 A_B a%<N 51 (D) (3,,,B) & 8 (2,Y,%).

On en déduit, suivant la propriété classique rappelée dans la proposition
3.1, que si un symbole P(p,y,x',£') dans une classe SE(Z,Y,X)‘Vérifie (4.3)

et (4.4), alors il existe un &lément Q de Sz(z,Y,X) tel que :
-0
(4.8)  Q(p,y,x',D4) Plp,y,x',D,0) = I mod. S (],Y,X)

P(p,y,x',Dx,) Q(p,y,x',Dx,)>= I mod. S ( ,Y,X).

.La proposition 3.3 sera donc une conséquence de la suivante :

~185-
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Proposition 4.2.

Soit un symbole P(p,y,x',&') dans une classe S?(Z,Y,X), vérifiant
(4.3) et (4;4). On suppose qu'il existe Py dans Z tel que, pour tout y dans
Y, l'opérateur P(p,y,x’,DX,) soit inversible 3 gauche dans F'(X). Alors il
existe un voisinage V(po) dans Z et un symbole A(p,y,x',£') dans Sz(z,Y,X)

tel que pour tout pe:V(po), pour tout y &= ¥, on ait :
(4-9) A(D,Y,X',va)_ P(O:Y,X'anr) =1

-

La démonstration est identique 3 celle de [3], déjia rappelée dans l'article
(6] .

Mais 1'hypothése de la proposition 4.2 n'est pas encore exactement
1'hypothése H2 du théoréme 1.1. Une nouvelle réduction est nécessaire, et
obtenue grice 3 la :

Proposition 4.3.

Soit un symbole P(p,y,x',£') dans une classe S?(Z,Y,X) vérifiant
(4.3) et (4.4). Alors :

i) - Pour tout;%)ejz, il existe A > O tel que l'opérateur
P(po,y,x',Dx,) soit inversible & gauche dans JF'(X), pour tout y tel que
Iyl > A

ii) - Si en un point Y, & Y 1l'opérateur P(po,yo,x',Dx,) est inver-
sible 3 gauche, alors il existe un voisinage V(yo) de Yo dans Y tel que pour

tout y dans V(yo), 1'opérateur P(po,y,x',Dx.) soit inversible 3 gauche.

Si un opérateur P(x,g) vérifie (H1) et (H2), alors en tout point
(po,yo) de 2 x ¥, l'opérateur Pp(y,x',Dx,) vérifie les hypoth&ses de la pro-
position 4.3. Les propositions ci-dessus assurent alors 1l'existence d'une
inverse 3 gauche de la forme A(p,y,x',Dx,), ol le symbole A est dans g H© (),

p*dre
ce qui démontre la proposition 3.3.
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V - EXEMPLES

Exemple 1.
Considérons 1l'opérateur différentiel P dans R3

_ 2 2 2 2.k 2 20 20
(5.1) P(x,Dx) = Dx + Dx + (x1 + X2) Dx + A(x 1, < 2) D .
1 2 . 3 1 2 Xg

ol A est un nombre complexe non nul, k, Py et o, des entiers tels que 2pj<k-1

pour j = 1.2, La plus grande valeur de u qu'on puisse espérer est :

1

(5.2) u=sup (

On voit que le choix suivant de p et § convient :

(5.3) p=G g ) &=(8, 8y, 0

2 | A

1-u )

- 2-u 1= .
j = sup ( T ij ] 1,2

On a bien Gj < pj et 1'un au moins des Gj est &gal 5-% (celui pour lequel le
sup est atteint dans (5.2)), ce qui nous améne & distinguer 3 cas pour 1l'opé-

rateur Po que nous supposerons injectif (hypothése H2)

1) oy < Pys donc u =
I1 y a encore 3 cas & distinguer suivant la valeur de §,.

a) si p; <p, <k (2-u)

2 2 20 20,
b) sip, <oy =k G
2p 2o
_ 2 2 2k 2 1 2
PO(X’DX 3E23E3) = Dxl + Ez + X 53 + A(X + X2 ) 53.
c) si p, >k (2 )
2p
R 2 2k 2 1
PO(X’DXI’gZ’g3) = Dxl + 52 + XZ €3 + >\Xl 53.
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Dans les 3 cas nous supposdns 1'opérateur PO(X,Dx ,52,53) injectif dans J'(R)
1
pour (xz,gz) = RZ et 53 # 0 (i1 suffit de prendre 53 =+ 1).

2) si py=p,onap = 51, Py = 52, done
_ sl 2 2p 20
PO(X’DXI’DXZ,E;B) = Dxl = sz + )\(X1 + XZ ) 83

Nous supposons cet opérateur injectif dans.f'(Rz) pour £, = * 1

3) Si P > Pys il v a une étude analogue 3 celle du cas 1.

Pour que les conditions d'ellipticité générale (Hl) soient vérifiées,
il suffit dans tous les cas A & R. Si les hypoth&ses (H1) et (H2) sont véri-

fiées 1'opérateur P admet une paramétrixe 3 gauche danS'iB-ué(Q).
?

Exemple 2.
On peut aussi traiter certains opérateurs d'ordre 2 elliptiques en
cehors d'un point et dont les termes d'ordre 2 s'annulent sur une surface

passent par ce point.

_ 2 2 2.k 2 a
(5.4) P(x,Dx) =D, + (x] + x2) D, * A(x] + XZ) D
1 2 2
ol A& R, k et o sont des entiers tels que o >-§ > 1. Le choix suivant de
1,0 et & convient :
-2 =L =L 2

La condition d'ellipticité générale (H1) est vérifiée si X & R.

Posons @
_ 2 2k, 2.
Po(x’Dx]’EZ) - Dx1 * X 52 A x152

Nous supposerons cet opérateur injectif dans ¥'(R) pour X, & R et 52 =+ 1.

Exemple 3.

Soit 1'opérateur :

N
N
N
P
3%

. _ p
(5.5) P(x,Dx) = Dx + D7 + x DX + Axl DX
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ol p < k-1 et Agﬁ R. La condition d'ellipticité générale (H1) est vérifiée,

et 1'on a :

2

= 2, P
PO(X,DX]’52,€3) = DX + 52 A XIE_S

1
On suppose cet opérateur injectif dans ¥'(R) pour £3 =+ 1et 52 & R. Alors
. . L. - -u 3, =2 (B M
11 existe ung paréTetrlxe a gauche dans Jgp’s(R ), avec u eyl p —(2,2,1)
§ = (5,0,0,):

Exemple 4.

Soit l'opérateur différentiel dans R2 :

.2 2k .2 . 2.2 2 2 2 N
(5.6) . P=(x"+t9) (Dx + Dt) + a Dt + bt Dx + A Dx' oi k 2 2

od a,b,A & C. Il faut d'abord choisir des vecteurs p = (pl,pz) et § = (6],62)

vérifiant (1.2). On voit que le choix :

. 12 .
(5.7) p; =8, = sup (_Q’EIT) (donc §, <1 siksy 2).
2—pl
P2 = ! 62 T Tk

convient. Pour déterminer 1l'opérateur différentiel que nous supposerons injec=-
tif, il nous faut donc distinguer 3 cas :

ler cas :

_ 1
Py =27

|N

i c'est-d~dire k > 3

-

Po(t,x,Dt,E) = x2kg4 + aDi + btzg2 + AE.

Nous supposerons donc que pour tout x € R, pour & = £ 1 1'opérateur différen-

tiel Po(t,x,Dt,E) est injectif dans ¥'(R).

2éme cas :

=1o 2 rest-a-di
PR Bl e SR est—-3d-dire k

3. Ici :

P_(t,x,D_,8) = £ + x) " + anl + be2e? + AL

3éme cas :

Py =-E%T >-% , c'est-3-dire k= 2. Ici:
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2 2k 4 2
Po(t,x,Dt,ﬁ) = (7 +x7)g + Dy

Explicitons maintenant la condition .(H1) dans le cas od k > 3. On peut alors

montrer que la réunion des 2 conditions suivantes :
(5.8) (] (x2+1:2)ke34 + at? + bt2£2| = ]pll > C ((x2+t-2)k[§|4+lt|2+|t|2+[t2£2‘)

implique les majorations de 1'hypothése Hl, avec & = 1.
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