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PARAMETRIXES POUR UNE CLASSE D'OPERATEURS HYPOELLIPTIQUES

J. Nourrigat

U.E.R. Mathématiques et Informatique
35000 RENNES

Introduction.

Dans cet article on comstruit des paramétrixes pour une
classe d'opérateurs différentiels dont 1'hypoellipticité a &té dé-
montrée par Bolley-Camus-Helffer [4] . Les opé;ateurs étudiés dans
{4] sont elliptiques hors d'un hyperplan de R". Plus généralement
nos résultats s'appliquent 3 des opérateurs vérifiant hors d'un hy-
perplan la condition usuelle de Hormander [11] assurant l'existence
d'une paramétrixe dans une classe ngé. Les méthodes utilisées s'ap-
pliqueraient sans difficulté i des opérateurs pseudo-différentiels.

1

En notant (x,t) la variable de Rn(x S R ,t € R), nous

8crirons les opérateurs étudiés sous la forme :

(0.1) P(x,t,D.,D ) = ] 2 (@5 3)

(x,t)
© 0 Jel+jsm

a_ . Da pJ
a] X t

oo
ou aaj est une fonction C. et &(a,j) un entier > O.

Rappelons les ré@sultats connus dans le cas ol P est ellip-
tique pour t # O et ol la surface t = O est non caractéristique.

L'étude de l'hypoellipticité des opérateurs (0.1) a été abordée
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dans le cas quasi-homogéne ol 2(z,j) = [—m + q[al + j} {(q est ration
. . . v,
nel > 1, ]xf désigne le plus petit entier > sup(x,0)) par Grusin {5}
T

Tr3ves-Gilioli 8], Sjdstrand [14], Yamamoto [i5], Boutet de Monvel-

réves [7], puis dans le cas plus général ol 2(x,j) = E7+q:a]+q'j]

-3

(c € Z, q et q' > 0) par Vishik-Grusin {10}, Bolley-Camus-Helffer
{2j, 31, Rolland [13]. Certains de ces auteurs ont construit des
paranmétriXes pour les opérateurs quasi-homegénes en utilisang des
symboles pseudodifférentiels 3 valeurs vectorielles. Notre démons-
tration s'inspire au contraire de Beals {[l1], Boutet de Monvel ([5],
Boutet de Monvel-Grigis-Helffer [6], qui ont construit, dans des
classes d'opérateurs définies 3 1'aide de foncfions poids, des para-

nétrixes pour certains des opérateurs (0.1).

Bolley-Camus-Helffer [4], et Menikoff {12] pour les opé-
rateurs d'ordre 2, ont donné une condition‘sufﬁisante (et nécessai-
re si les ad‘j sont constants) pour l'hypogllipticité avec régulari-
té maximale des opérateurs (0.1) vérifiant .1'hypothd@se de convexité
suivante : pour tout multi-indice (a,j) tel que-|a| + j < m, il
existe Ao’ Al’ Az € [b,ﬂ et deux multi~indices (al,O) et (a2,0)

tels que :

0.2) [P gplalpo]

2(ay,0) lai] A 2 (a, ,0) [a,! A
T el D el T e )2

et Ao + ki + Az = |, Nous allons résumer ces conditions avec des

<e(®e

notatiocns différentes de [4]. On définit un @ E‘JO,H: par :

|a]
2(a,j)+m-j 2

puis on définit un opérateur différentiel ordinaire po(x,t,g,Dt) dé-
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pendant de (x,%) € Rn_1 x Sn-2 par
(0.4) po(x,t,s,r) = lim r-m@ p(x,tr-e,ir, Tre)
r—)@

n-| n-2
On suppose que pour tout x € R et pour tout £ € S

on a @
(0.5) ker p_(x,t,£,0) N S@®) =0

D'autre part, on donne dans [4] un ensemble de conditioas
dites d'ellipticité générale, qui sont équivalentes pour les opéra=~
teurs vérifiant (0.2) 3 la condition suivante : il existe A > O et

C > 0 tels que :

(0.6) |t]

%1 18] e pt e e o T et (@D gylel )
al+j<m

Les conditions données dans [4] sont plus explicitas et

leur équivalence avec (0.6) est montrée sur des exemples au § 5.

Le but de ce travail est de montrer que, saus 1'hypothése
(0.5) et sous des hypothéses un peu plus générales que (0.2) et (0.6%
. - ' . . w —mo
l'opérateur P admet une paramétrixe 3 gauche dans u@e O(Q), et donc
?

est hypoelliptique avec perte de m(1-0) dérivées.

Les hypothdses (0.2) et (0.6) sont remplacées par l'hypo-
thése suivante : il existe A > O tel que,pour tout multiindice

(¢,3,v,8) et pour tout compact K,il existe C > O tel que l'en airt,

en posant r = (!Elz + 12)1/2 :

~ ‘\3’\ *A - - bt - -
(0.7) iaz:tazo: p(x,t,E,T)liplp(x,t,i,T)l(lt!+r o) By !Yl(IT]+rO) 3

(0.8) pour tout (x,t) € K et pour tout r > O tels que

Etlre + Itir-g > A, on a |p(x,t,g,7)] >c rm@
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En faisant des hypothéses tré&s voisines, on retrouve aussi
1'hypoellipticité, démontrée dans (4], d'une classe d'opérateurs pour
lesquels la surface t = O est caractéristique. Un cxemple est donné

au § 5.

Pour construire ces paramétrixes, on étudie une classe

. e . n e ms
d'opérateurs pseudo-différentiels sur R dont les symboles vérifient

t;_-m
“e,0

sont donc définies 3@ 1'aide de fonctions poids au sens de Beals (1],

des majorations analogues 3 (0.7). Ces classes, incluses dans

mais les fonctions choisies :
¢ -0 i¥
(G.9) o= |1 +r Q= |t] + ¢ "

ne vérifient pas l'une des hypothd@ses de [1], ce qui nous conduit
au § 2 3 démontrer un résultat sur la compositién de ces opérateurs.
D'autre part, pour utiliser 1l'inversibilité de 1l'opérateur
po(x,t,E,Dt), nous employons des techniques voisines de cellas de

Boutet de Monvel [5] et Boutet de Monvel-Grigis-Helffer [6].

Le § 1 énonce les résultats de manidre plus précise. Le
§ 2 8tudie la classe d'opérateurs pseudo-différentiels utilisde. Au
§ 3 on construit la paramétrixe. L'existence d'un inverse 3 gauche
dépendant de maniére ¢ de (x,5) pour po(x,t,i,Dt) est démontrée au

§ 4. Le § 5 donne des exemples.

(') R. Beals nous a communiqué qu'une modification apportée récem~
ment aux définitions des fonctions poids permet maintenant d'ap=
pliquer son théordme de composition aux classes d'opérateurs

pseudo-différentiels que nous utilisons.



I - Enoncé des résultats.

Soient 2) un ouvert de R

» T>0,et=20 x [-1,7].
On notera (x,t) la variable de § (x € Q] et ¢t € -T,i]), et (£,1)

la variable duale.

On considére un opérateur différentiel P sur , quia nous
écrirons :
(1.1) P(x,t,D_,D ) = 7§ a .(x,t) ¢tes3) pa pi
Xt | . Q X G
la,+Jim

ot m et les 2(a,j) sont des entiers > O, et aaj € CT(Q).

Soient d'autre part u € R et 0 EIO,II. Le but de ce

travail est de donner des conditions suffisantes pour l'existence

~H
0,0

1'hypoellipticité de P avec perte de m-u dérivées.

-

d'une paramétrixe 3 gauche pour P dans S (2), ce qui entyalnera

On définit un opérateur différentiel ordinaire po(x,t,a,Dt)

dépendant du paramétre (x,§) € Ql X Snn2 en posant :

(1.2) po(x,t,g,r) =1lim ¥ p(x,tr-@, gr, rra).

T-»o

Pour assurer l'existence de cette limite et pour qu'elle

ne soit pas identiquement nulle, nous sormes amenés 2 choisir :

(1.3) w=sup {la] +0j - o2z,j)}
(a,3)

Désignons par I l'ensemble des multi-indices (a,j) ol le

sup est atteint dans (1.3)

(1.4) I=1{(a3i) |a] +3i<m |af +0] - 02(a,i) = u}.
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(1.3) p (%,t,£,7) = Y a (x,0) e~ (@ d) o L]
[ (G,j)el a

On fait l'hypothé&se suivante :

n-2

(dt) Pour tout (x,8) € & x § 1'opérateur po(x,c,E,Dc) est in-

|
jectif dans :'f(R).

Enongons maintenant les hypothéses sur le symbole de P.
Posons

(1.6) r = (}g|2+12)1/2

Nous ferons les hypothéses suivantes :
(HQ) Pour tout compact K € 2, il existe A > O tel que, pour tout
culci-indice (a,8,v,6), on ait (avec C > 0)
(1.7)|siafszai p(x,t,ﬁ,r)|:p[p(x,t,£,1)l(]tl+r-e)-5r—|Y!(!Ti+r®)-5
. . =0

si (x,t) € K et |t} re + |1 r > A

(H3) Pour tout compact K C Q, il existe A > 0 et C > O tels que

(1.8) lp(x,t,6,7)| > C "

0 O]

si (x,t) € Ket |t| r + |1| r > A

Nous pouvons énoncer le résultat prineipal :

Thécréme !. Soit P un opérateur différentiel de la forme (1.}). On
suppose qu'il existe y € R et 0 € IO,II, 1ids par (1.3), tels que
les hyoothéses Hl, H2 et H3 soient vérifides. Alors P admet jne

paramitrixe 3 gauche dans fsgu@(ﬂ).
»

Sous ces hypothéses, P est donc hypoelliptique ave: perte
de m-u dérivées. Mais les hypothdses précédentes n'assurent pas la
régularité maximale. Pour obtenir celle-ci, nous feroas l'hyjothése

sulvaate @
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(H'3) Pour tout compact KC Q, il existe A > O et C > O tels que

. . ~0.2(a,3) _| 8.3
(1.9 jpx,5,8,0) >2¢c ¥ (ef+r ) (@,) el (Jri+c)d
lal+j<m
. 6} -0
si (x,t) € Ket |t] v~ + |1] ¢ > A,

L'hypothdse H'3 est plus forte que H3 puisque le second
mexbre de (1.9) est supérieur i r?. On verra (proposition 2.1) que
1'hypothdse (H'3) ipplique aussi H2. Les hypothdses Hl et H'3 suf-
fisent donc 3 assurer 1'existence d'une paramétrixe 3 gauche dans

JZ;“A(Q). On a en plus le résultat de régularité maximale suivant :
,\l

Thécréme 2. Soient P un opérateur différentiel de la forme (}.1),
U un nombre réel et Qéilb,{(: liés par (1.3), tels que les hypothd-
ses Hl et H'3 soient vérifides. Alors pour tout s € R, on a 1l'im-

plication :

Lla, i) o -3 ‘s
€ an s — )3 3
(1.10) u € €' (Q) et Pu € Hloc(ﬂ) t D‘ Dtu € Hloc(Q)

-

si |a| + 3§ <m.

ITI - Une classe d'opérateurs pseudo-différentiels.

. ) 2,1
On reprend les notations du § I. On pose r = (liiz + 7 /2.

)
scit 8 € [0,1].

Définition 2.1, On désigne par@zo 1'ensemble des fonctions M(x,t,£,T)

. * P [P .
continues sur T Q vérifiant les deux propriécés suivantes :

1) 1l existe C > 0 et m € R tels que
2.1y 0 < M(x,t,§,1) < C(1+r)"

ii) Pour tout compact KC Q x G, pour tout C, > 0, il existe

l
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C>0et >0 tels que, si (x,t,x"',t') € Ket si :

(2.2) C;‘ <JlE ] *rT o c
- 2 2 ="
le]© + «

on ailt :

-1 =2 M(x',t',£',t") 2
2.3 C e < C
( ) - M(x,t,£,1) ~-8
ot l'on pose
(2.4) g=1+let'] 2+ Jr-t'| £°

Notons que Sb est stable par addition, multiplication,
&lévation 3 une puissance réelle. Il contient la fongction r et les
fenctions suivantes

1/2 2 =20,1/2 -
,U"=(t +r ) 5 ¥ I

12 . rZG)

(2.3) b= (1 + |t
et par conséquent tous les polyndmes en r, ¢, <@ , tels que :

(2.6) w= 5 cll g e
laf+j m

u 1

. . . k -
En particulier toutes les fonctions ¥ ¢ (u et k réels)

e .. ) - P : M
Définition 2.2. Pour tous O € )@),l[ et M GC‘?G,on désigne par S_()
(v
- . © * .
1'espace de Fréchet des fonctions a(x,t,£,7) C sur T Q teljes que,
pour tout compact K C Q et pour tout nulti-indice (w,3,Y,&), on ait :

o

s -— l - -
(2.7) I3 a(x,t,5,7)| < ¢ M(x,t,£,7) (1+r) vl $ Gq -

, n - :
pour tout (x,t,£,T) € K x R (avec ¢ > 0). Dans le cas od M = r" ¥*

R - M - Y K ~ . 2
(2 et k réels) la classe S@(Q) sera notée Se’ (). On écrira Sg et
L, . . .
ST*T s'il n'y a pas de confusion possible.

it
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Exemple. Soit un polyndme différentiel

(2.8) p(LE,E,T) = 1 a.(x,t,) e2(®3) o]
lal+j<m ™

Soient 0 € IO, l( et

(2.9) = sup (la| +0j - 02(a,j)) k= sup (j*+(a,i))
(a,3) (2,3)

Soient M la fonction définie par (2.6) et po(x,t,g,r) le
polyndme défini par :
_ 2 . .
po(x’t’g,'r) = 2 aaj(x’o) t (Q:J) gc'- TJ
(a,3)E€1
ot I ={(,N] la] +3j <mety=|al +0j - 02(a,j)}. On a :

Proposition 2.1. Avec les notations ci-dessus, on a pour tout (a,j)

t"(l’J Ea e Sg, donc p € Sg C S?’k. De plus il existe ¢ > O tel

c)
u=c,k+l]

@ p=p € ? .
que p=p_ € S,
DeEmonstratil 0 it t € Sq € S¢ e £, E Sr

§monstration. On voit que or que T g» aue &, g ©t que

M M - . M et
a€ 35 etb€ SO M et M' ECPO) entralnent ab € SO . De plus SO
e A - -

est un espace vectoriel et 1'inégalité M' <M (¥ et ' 6599) entrai-
MY
ne S. < S,
N o
La premigre affirmation résulte donc de 1l'inégalité :
2(a,3)

a v ok

r; ¢j M<Lecr Y,
qui résulté.elle-méme de
G :_r—eq s b :_row 3 la] + 05 - 02(a,3) 2w
Pour la deuxiéme affirmation, on peut é&crire :

m ] n ]
P-p, = ) buj(x,t) (0 d) ¢
alviam

ot l'on pose :

st (%,j) € I, baj(x,t) = aaj(x,t) et m{a,j) = 2(a,3)
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vV -10

aaj(x,t)-aaj(x,O)

si (a,j) € 1, by s (80 - et m(a,j)=t(a,j)+l

On vérifie alors qu'il existe ¢ > O tel que :
sup (Je]+6i-6m(a,j))=nu-e et sup (j+m(a,j)) < k+l
(2,3) (2,3)

- +
et le calcul précédent montre que p-po € sg £,kt+1 .
Puisque M vérifie (2.1), on a l'inclusion :

M m
o) C
Se(d) SG,@

(2)

. B . .
ot S 5(u) désigne la classe usuelle de symboles introduite par
ol |

L. #ormander [11] . On sait qu'd tout symbole a € Sg e(;’2), on peut
]
assoclier un opérateur a(x,t,Dx,Dt) a C:(Q) — CQ(Q) défini pour

tout f € C:(Q) par :

(2.10) a(x,t,Dx,Dt)f(x,:)=(2n)'°fei("‘5+m)a(x,t,x 0)E(g,t)dedr.

»9 L

Désignons par OPSM(Q) 1l'ensemble des opérateurs
a(x,t,Dx,Dt) + R, ol a(x,t,&,T) € sg(n) et R est 3 noyau c”. Il ré&-
sulte de [11] et [!] que, si A& OPs‘g(o.) et si M vérifie (2.1), &
se prolonge en un opérateur :

(2.11) A= Hi’oc(g) _ Hi’;‘é‘(g)

On a le résultat suivant sur la composition des opérateurs :

A YR
Prcoosition 2.2. Soient a € SM et b € Sg tels que b(x,t,£,t) = 0

0
. - . . MM!
1 (x,t) € K, ol K est un compact de . Alors il existe c € SG %)

[}

:elvque a(x,t,Dx,Dt) o b(x’t’Dx’Dt) = c(x,t,Dx,Dt). De plus, pour
tout entier N, on a :
1 2oy

[0} I . 0 ‘.
lal<x ot (DE,Ta)(Bx,t°) € S¢ )

(2-12) (3,b) = C(X,C,E,T) =
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1
- . . . m . - e s
DEémonstration. On a classiguement, si a € S9 0 et b € S@ 0 virifient
’ 2

a condition sur le support : a(x,D) o b(x,D) = ¢(x,D), ol c(x,t,5,T)

est donné par :

c(x,t,g,1) =
=(2v)—nfei(x-x7)'<€-E')—i(t—t')gf;3£25',T')b(x',t',g,r>dx'di'dt'dr'
(1'intégrale &tant prise au sens des intégrales oscillantes). Nous

posercns
h = —(x-x").(&-&") - (t=t")(z-1")

et, pour toute fonction f(x,x',t,t',£,8',7,7') telle que l'intégrale

oscillante ait un sens, nosons :
(2.13) I(£) (x,6,5,7) = 20" [ e g ax' ac' agt dr’

Pour tout N ou peut écrire en utilisant la formule de
Taylor

1 1
T (%, t,8,1) = ] = I’ 1(£,,;) ax
: lvi=y ¥ o0

ot l'on pose : pour tout multi-indice v et pour tout X € [p,[} :

" 17 =V . |
(2.14) ) fv,l Dg,r a(x,t,Ek,tx) ax',t' b(x',t',E,1)
et :
B, =8+ ME -8 Ty =T+ (' - 1)

Examinons les majorations vérifiées par les fv dans

s A

i/
4n . . - DU .. s
R™" et en particulier dans toute région d&finie par une indgalité

de la forme (2.2).

Lerme 2.1, Pour tout compact K€ 2 x Q, pour tout multi-indice
(2,%,v,8,a",8",vy",8"), pour tout multi~indice v tel que |v| = N,
il existe C > O tel que

A R 1 1 v - tya(lnlelar!
2.15) 5255575552058 57, 58 e | < c(rurery™RFOUSI+[ET])
Xt § X't &t -

° |
T VA

-135-



-136~

V-2

pour tout (x,t,x',t') € K, et pour tous r et r' > 0. On a pcsé

: 2
r' o= (13T o+ 1'2)]/2. De plus, dans toute région définie par une

inézalité telle que (2.2), avec Cl >0, il existe C > O et 2 > O

2 ' * ' ' N ol e - iAot
aiafa”s“ i 3038 ¢ J<c[erry Ny IY’¢ 8GR e =ED)
32 . <

Démonstration du lerme 2.1, L'estimaticn (2.15) est toujours vari-

'—n
[N
o
[

\
ul . m . P
pour tous symboles a€ § et D€ S , st © < 1. Pour véri~-
' 0,0 0,0

fier {2.16) posons v = (v',v") (V" correspond 3 la variable t). Ma-
jercns d'zberd le second facteur de (2.14) :

5 L 8',\ lh\)ll. -6 - PN | } . ot
T latvv)\:votvo(}{"t'»E:T)‘iC[M'¢ Tr lYIC? vJ(X',t’,‘g,T)I‘O'J

Puisgque les fornctions M', ¢, r et (¢ sont dans & il en est de me-

e’
me Jdu second membre de (2.17). Il existe donc 22 tel que @

l’ 2'2 . -3 _IY‘ -V'H ,
J(x',t,e,1) <cg "M o vl T Jxhthe,D)

L]

v g8 vl

On majore de mime le premier facteur de (2.14). Pour obtenir (2.16)
on remarque enfin que :

r>VY =3 @ > i,
ce gqui d&mnontre le lemme 1.

On choisit maintenant une fonction de troncature
- 1t o

x(5,7,8",7') € §7, telle que :

x =1 sir<2 1+ |g=g"+ |r=1"])

x =0sir>3 (1 +[g=g'] + |t=1')])

Le lemme suivant est classique :
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Lemme 2.2, Si f vérifie (2.15), on a I(xf) € s .

Nous en rappelons néanmoins la démonstration. Les dérivées
Bz’t SS’T xf vérifient aussi (2.15), m + m' &tant remplacd par un
autre exposant. Il suffit donc de majorer I(xf) lui-méme. Pour ce
lemme, il est inutile de distinguer la variable t ; désignons donc

par x la variable de Q. Posons :

1

L=+ e DT a-a

On a L(eih) = ei'h donc, pour tout entier M
I(xf) = 1) xf)
Si f vérifie (2.15), on a, pour tous compacts K et K' de
| L™ xEGex', 6,80 ] < cele=g' D M g+ ™R T2
si x € K et #' € K', d'ott :

II(Xf)i(xsg) <c JfJ' (1+!€-§.|2)-M(l+l€l+|€'Dmm.+2@M dx'dc'.
D

L'intégrale porte sur le domaine D = {x' € K', 15'5'1.3'% 15[}. En
utilisant 3 < 1, on en déduit pour tout entier N une majoration de

la forme |I(f)] :-CN(I + lgl)-N, d'ol le lerme 2.2.

ajorons maintenant I((l-x)ka). Dans le support de
(!—X)fvx’ ol une inégalité analogue 3 (2.2) est vérifiée, on utili-

se les majorations (2.16). Il nous suffit donc de démontrer :

Lemme 2.3, Soit £(x,t,§,1,x',t',£',7') une fonction c” sur Rlm dont

le support est inclus dans
. 1
(2.18) 1(x,t,s,t,x',t',§',r')](x,t,x',t')EK, l+[€-€'] +|r-1'] iﬁfr}

od K est un compact de 2% Q. On suppose qu'il existe 2 > 0 tel que :
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- l - -
(2.19) 122, 33 37, a £l <egr |l vi+e(s-6)
b3 g'
g étant définie par (2.4). Alors 1'intégrale I(f) est bornée,

Démonstration. Considérons maintenant l'opérateur différentizl :

L= (+g-g’ 2%

2 20 -2 2 70 2
3grTr 3o0)

+ Jt-t'| ) (I—Ax,-r

Cet opérateur vérifie aussi L(e ) = @ in d'ol I(f) = I(( L) £) pour

tout entier M. Or d'aprés (2.16)

2
. - =M
E(tL)th i c (l+¥g_£'!2 + IT-T'IZ 20 + lt-t'lz IZC)Z
En choisissant M assez grand, l'intégrale
2 2 -2 2 a07 M
fa+]g=g" |+ lt=¢"|" ¢ ° . [t-t'|" r % dx' dt' dg' d+'

cenverge et est indépendante de r (x décrit un compact). La propo-

sition 2.2 est donc démontrée.
On a pour les opérateurs adjoints le résultat suivant :

Proposition 2.3. Si A € bpsg(n), alors A® € ovsg(n).

Pour les sommations, on a la proposition suivante

Proposition 2.4. Soit u € R, et pour tout j € XN, soit aj € S}? 3,

. . 4,0
Alors 11 existe a € SS’ tel que pour tout n

a - z a. € S“’”N

je °

Démonstration. On suit la démonstration de Beals [1]. On voit que :

.

n3 nY 5% 4 -6 -8 ~|vy|
‘Dt Dg D 1 <c Q r
}Di Dz Df sl <ecg¢® cgl_s it

Soit x(c) € Cw(R) €gale 3 0sit<letalsit > 2, Posons pour
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v &
XR(x’tSEQT) = X(E) = X(T)

On a (I-xR) €N Sg’-J, et RXR est borné dans Sg’], car :

Ind n8 Y 8 C ,1-8 1-8 -|y|
D, D¢ Dg D XR[ Sg¢ 0w r

: e o¥s™] = Uy 1-3
Si a€ §_ , (RxR a) est donc borné dans S@ . On peut donc
cholisir une suite Rj + = telle que pour tout N la série z XR. aj

N N J
converge dans SS’ k, d'ol la proposition 2.4.
III - Censtruction de paramétrixes.
On considére un polyndme différentiel :

(3.1) P(x,£,6,7) = 1 a  (x,t) t*@3) g

al+j<m 3

B,k
~ L4

On a vu (proposition 2.1) que, pour tout 0O EIO,I[, on a p € SC

oG u et k sont définis par :

(3.2) u=sup (la|] +0j - 02(a,3)) k = sup (§ + 2(a,3))
(2,3)

Ncus suivons la méthode de [5] en construisant la paramé-
trixe en deux &8tapes. La premiére &tape n'utilise que les hypothé-
ses dictes '"d'ellipticité générale" H2 et H3, Ces hypoth@ses H2 et
H3 correspondent 3 1'hypothi3se d'ellipticité transversale faire
dans |53] . Nous allons écrire ces hypothéses avec les notations du
§ II. On suppose qu'il existe 0 E}),II tel que, u étant défini par
(3.2), on ait : |

H2) Pour tout compact KC 2, il existe A > 0 tel que, pour tout
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multi-indice (a,8,Yv,8) on ait :

(3.3) 13%

B vl -8
: )

P(X,C,E,T)! <c lp(x,t,&,r)l (f- r

T 1w

8
3%
g T

si (x,t) EKet ¥ >A

(H3) I1 existe M 6(96 tel que :

(3.4) lo(x,t,6,7)] > M(x,t,6,7) > c "

si ¥ >A

Dans le cas ou M = ru

cette hypothése nous permettra de
démontrer l'hypoellipticité avec perte de m—u dérivées, et dans le
cas :
. g (e, 3) _laf J
(3.3) M = L Q@ r ¢
lal+jcm
cette hypethése nous donnera la régularité maximale (ce

cas correspond 3 l'hypothdse H'3 du § I).

La proposition suivante constitue la premidre &tape de la
construction de la paramétrixe. Elle est formellement identique &

la censtruction du Hormander {[11].

[ 4

Prozcsi

ton 3.1, Scient n € R, KEN, 0 E]O,]I, et P E OPS‘B’k. Cn

suppose qu'il existe M E(@e tel que les hypothéses H2 et H3 soieat
-1

vérifides. Alovs il existe Q € OPSb tel que :
(3.5) Q=1+ R, PQ=1+ R2

ou %, €n sV (5 =1,2).
S

14

Dimonstration. On va chercher le symbole q de Q sous forme d'un dé-
S y g3 |
veloppement asymptotique g ~ Z qj, ol qj € Sy . Pour former 9,
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o
choisissons une fonction x(u) € C (R) &gale 2 0 si u < A+l et 31
si u > A+2. Posons :

=l
9, x(¥) p

Comme x(¥) € Sg’o (d'aprés la démonstration de la proposition 2.4),
on a bien q, € Sg-l. On définit ensuite les'qj par 1s relation de

récurrence :

T 1 (D

1
o=t 3
% gl 7T O 8 G
i<k
Comme tous les q, ont leur support inclus dans {¥ > Al on vérifie
-1-
par récurrence que 9 € Sg . La proposition 2.4 assure l'exis-
-1
tence d'un q € Sg tel que pour tout N,
n-l -1,~N
M ¥
qa- ) aq; €S,
0 j

Vérifions que{gq o p)-1 €N Sg’—J. Soit N arbitraire. On a :

]
N+k-1 +k-1
@om-1= 1} (qgopl+(a=- } adop
j=0 j=0
-N
Le second terme est dans S.° N (puisque p € Su’k et
9 0
N+k-1
C = o H,"N-K
1T L 9 € Sy ).
3j=0
D'aprds la proposition 2.2.
' C 1 a a o,~N
.o0p - — (D7 .y (3 yE §
TP ey @ 6T Ve P25 0
D'autre part, d'aprés la construction des qj
1 - N -l,— (0% a; ) (32 p) = I-q_p = 1=x(¥)&N s0>~3
!al+j<N+K al &y T X,t 3

3

ce qui dimontre la proposition.
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Cette proposition nous arkine 3 étudier les opérateurs de
n 0?35’ J(:‘;), qui ne sont pas régularisants dans Q, mais seulement
J
dans le complémentaire de l'hyperplan t = 0 daas Q. La proposition

3.1 permet donc la réduction 3 la surface t =0, T = 0,

u’-j

= u
On posera, pour tout réel u, ZC@ = q So et
oPX" = n opsg' 3, ?
T

L AN
La classe jﬁé correspond 3 la classe des opérateurs de Hermite in-

troduite dans [5].

~

PR . .
Ona a € Sﬁc si et seulement si pour tout entier N, sur tout com-

L

pact, et pour tout multi-indice (a,B,v,8) il existe C > O tel que :

al <C(1 + ltl t@ + ITlr-@)-N(]+r)u-|Yl+@(B-.5)

Cala résulte de :

¥ > (1 + e rO + |1 r—e).l C Wllz, re 5_3- ~©

D'aprés les propositions 2.2 et 2.3, si A€ OPSS’ et
vl"' : hny: 1 4,,'
BEOPX, ,onahoBerBoAEOP FHp™ etB*eOPftg.

o

G

Nous donnerons un résultat plus précis pour la composi-

tion de A et B lorsque A est un opérateur différentiel de la forme :

2(a,3) pa
A(x,t,D_,D ) = ) a .(x,t) £°°37 pl D
X't !a|+j<m aj X t

avec ¥ = sup {|la| + 6] - 02(z,j)}, et B € OPE{:u

0 de symbole

Posons

(o]
[}

{(a,3) | w=la] + 0] - 08(z,)}

et
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(3.8) a (x,6,6,1) = §  a_.(x,0 ¢(®3) 3
© (o, j)EI

Proposition 3.2. Avec les notations ci-dessus, il existe € > O tel

que le symbole a o b de A o B vérifie :

- itt itT +ut-e
(3.9 a0 b(x,t,5,1) - e a (66D ) e bix,t,50]E O
- . .. L-g,.k _
Démonstration. On a vu (proposition 2.1) que a - a S SG (avec &

Vi L
et k convenables). D'oll (a - a ) ob € }g” ¥ 7€ Pour ao b ona la
o ©} °

formule exacte :

(3.10) a o b(x,t,E,7)=e " § aa.(x,O)tZ(a’j)Dj(gm_)“[ei”b]
(a,jye1 X

. ,-u'
I1 résulte de (3.7) que si b € ?ﬁe on a :
itt miu' o ' a u'+la j u'+0j
G T he KR, ibeHh, be H,Dtbe}é i

L
tl b€ 3{4 oL

S1 1l'on diveloppe (£ + Dx)a dans (3.10), on obtient une sormea de
terme de la forme
-. ' 3 . ' " a
oitT ba' tl(a,J) Dé Ea D; {eltt b
la' [+]a"]+0j-02 ™

drut+lal [+e5-02 (e, 5)_ i '+u-|a”]
v JRie

V)

D'aprds (3.11), ces termes dont dans

- P k=1
Les termes correspondant i o™ # 0 sont dans @6; " . Les termes

correspondant & a' = 0 forment bien le second terme de (3.9).
On en déduit aussitdt, par passage 3 l'adjoint :

Corollaire. Avec les notations ci-dessus, la symbole b o a vérifie :

: it it 3 Afu+p =g
(3.12) (boa) (x,t,8,7)=e" " blx,t,8,D) [T ao(x.t,«'sﬂ)];&é,L

~143-



-144e

vV -20

(3.13) a o b(x,t,g,t) = e ©

tt itT
a(x,t,i,Dt) [é b(x,t,i,t)}
t

On a :

a(x,t,&,Dt) 0 b(x,t,E,Dt) =ao b(x,t,E,Dt).
t

On vérifie avec les mémes calculs que pour la proposition 2.2, que @

wt | g+ ' 1ol !
ac sk pegt R —s 4o e gt okt
0 e ° 8
donc
e K ' u+u’
(3.14) aestf e =——aob S e

t

Montrons maintenant que 1'on peut achever la construction
de la paramétrixe 3 l1'aide de la proposition suivante, que nous dé-

pontrerons au § IV.

Precposition 3.3. Sous les hypothéses du théoréme 1, 1'opérateur dif-

férentiel ordinaire po(x,t,g,Dt) admet un inverse 2 gauche

_u’o

a(x,c,i,Dt), ol a(x,t,£,t) € SO

Fin de la démonstration du théoréme 1. Posons :

(3015) ‘ql(k,t,c',,r) = Q(X,tygar) = r] (x,tQ(:’T) o 8(X,C,E,T)
t
-1

v
a

D

On a q €5, .Eneffet le second terme est dans ?{gu d'aprés

(@

(3.14), et les hypothéses :

1
% <M< |p(x,t,6,1)| <¢c R A
. . ! ?V'-u M-
impliquent que Xo C SO . On a:
= - >
q, °p 1 + r, r,oao P, mod. L
t t G

d'aprds le corollaire de la proposition 3.2. Corme a o P, = {, on

t
a 3
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"€
q 0 p =1 mod i’e

-neg

0~ ) —ne .
3 = - €'y c ho-
Posons l'3 q) op 1. On a (1'3) d(;@ Se’e. Il existe up symdo

. 3 e li-¢
le q, d'ordre O tel que a3 ™ Y (-r3) et q; - 1€ &% -
0

-1
Posons q = q3 °4q,. On a bien q € Sg . En effet, comme

M

r :_M <ec ru Wk

-1

le composé d'un symbole de Sg et d'un symbole de Eégs est dans
My k=€ vt
j@ donc a fortiori dans Sb . D'autre part :

q0p=4;04q 0p=gqyo (I+r) =1 mod. s

ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.

L'hypoellipticité avec perte de m—u dérivées en découle
irmédiatement car si Q € OPSC;J’0 C:gég“e on a
b}

S sS+U
£€H () = Qf € H]_"(2).

Dénonstration de la régularité maximale (théoréme 2).

Nous nous placgons dans le cas ol 1l'hypothése (H'3) est

vérifide. La paramétrixe Q que nous avons coustruite est alors dans
-1

\ .
OPSf , oi M est donnée par (3.3). Il nous faut démontrer que :

S
loc

S n

| fE€H loc(R )

RY = 2 3) ol ol of € ®

si lal +j < m. Il nous suifit de vérifier que

R . . -1
(tk(Q’J) g ) o q € Sg’o. Cela résulte de q € Sg (par construc-
ticn) et de tz(a’J) g J e Sg(d'aprés la proposition 2.1).
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IV - Une classe d'opérateurs différentiels ordinaires.

Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition
3.3. Nous voulons démontrer l'existence d'un inverse 3 gauche
' -u,0 _  ccx . .
a(x,t,E,Dt), avec a € S@ ,» pour l'opérateur différentiel ordinail-
re :

po(x’t’g’nt) = 2 a -(X,O) tl(&:j) 5(7. D';

(a,j)er 3
o3 l'on pose I = {(a,j)] |af + j <met |a| + 8] - 62(c,j) = ul.
Ca peut écrire zussi :

-

po(x,t,E,r) =lim r p(x,tr-G,Sr,Tre)

1‘)@
Le symbole Py posséde la propriété de quasi-homogéné&ité suivante ;

) - -0 )
po(x,t,;,r) =2 po(x,tl » EA, TAT)

pour tout A > O, Il nous suffit donc de construire 1l'inverse pour
2! = 1. Faisons le changement de variable :
]@

(4.1) ele]” = s 1g] ™ =0 le]™ =

et posons
9 —”l-"1 . o
(%.2) b(x,s,w,0) = |§| po(x,t,g,.)

Vérifions les majorations satisfaites par le symbole b(x,s,w,7).

Proposition 4.1. Pour tout compact KT @ il existe A > O tel que

l’

pour tout multi-indice («,8,Y,8) on ait :

(4.3 1323%375% b(x,5,0,00] < clblxys,0,00] G+[s)) ™8 (1elo)d™®
X s wgo -
(4.4) ib(x,s,w,0)| >C

sixeX, lo] =1 et |s| + |o] > A,
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Dézonstration. Ecrivons les majorations des hypothé&ses H2 et H3 avec

le changement de variable (4.1) en posant
s < v )
(4.3) p(x,s,u,0,r) = 1~ p(x,t,E,7)

Y] . .
olr = li{. On tronque le symbole p pour qu'il soit nul pour ltL:l.
Les hypothéses s'écrivent : pour tout compact K CLQ], il existe

A > O tel que pour tout multi-indice (a,B,Y,8) on ait :

1333557 3° Bl < clBCxos,u,0,m] (1w {sDT s o7
5¢x,5,0,0,0] > ¢
si x€ K, {u| =1 et |s| + |c] > A. La constante C est indépendante

de x,s,0,w et r. Comme par définition :

N
b(x,s,w,0) = lim p(x,$,w,0,1)
r—)@

N .
et comme les dérivées de p convergent vers celles de b, on en dé-

duit la proposition 4.1.
On veut construire un opérateur a(x,w,s,Ds) tel que :

a(x,s,w,Ds) b(x,s,m,Ds) =1

!
et pour ;s| + |0| assez grand :

a(x,5,0,0)| < ClaGus,wo)] +lsD™E (aiey™

52385756
XS Wgo

Nous utiliserons de nouvelles notations pour simplifier. Nous dési-
s « P . n~2
gnerons par A le paramétre (x,w) qui décrit le compact & = K x § .

Cela nous améne 3 étudier une classe d'opérateurs sur R

dépendant du paramdtre A € A.
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Définition 4.]1. On désigne par Sk(A) 1l'espace de Fréchet des fonc-

. : . o 2 . e s
tions a(t,7,A) C sur R™ x A telles que,pour tout multi-indice
(a,23,v), on ait :

13%5°5Y k=g

337 ats,1,0) < e+ [ (<)

5
pour tout (f,t,>) € R™ x A.

Tout polyndme en t et T dont les coefficients dépendent
. s o \ k _K
de maniere C de x, est dans un S (A). A tout svmbole a(t,T,A)ES (A)
on associe un opérateur pseudo-différentiel sur R, a(t,Dt,X), dé~
pendant du paramétre A, défini pour tout u € :f(R) par :

1

a(t,D 1) u(t) = (2m)” fai““ a(t,t,2) u(t) dr.

Les propriétés de Sk(A) sont classiques. Si1 a € SE(A) et

1
» € ST (L) on a pour tout N

M . [ N
aob- T L @ a @b es™Tw

j<N 3t

Si aj e s I pour tout j € N, il existe a € SO(A) tel

que pour tout N

N-1 -
(4.5) . a= ) a, €8 °7()
_ 6 !

Si un symbole b € SS(4) vérifie (4.3) et (4.4), alors b
admet une paramétrixe a' dans SO(A), c'est-3~dire que
(4.6) r=a'ob-1¢€ S-m(A) r' =boa'=-1¢€ S—w(A).

1
b

IS S-l(A). D'aprés (4.5)

En effet, si aé est un symbole &gal 2 =~ quand |t|+|7] est

assez grand, on a aé ob =1+ r,, avec rl
1

@ .
il existe a € s%(1) tel que a; v z (-rl)J, et le symbole
o



v -25

a' = a; o aé vérifie bien (4.6).

La proposition 3.3 se trouve donc ramenée 3 la suivante :

2

Proposition 4.2. Soient A un compact de RZn- et b(t,T,A) € Sk(A)

vérifiant (4.3) et (4.4). On suppose qu'il existe )‘o € A tel que
b(t,Dt,)\o) soit injectif dans ‘f'(R). Alors il existe un voisinage

V de ')‘o dans A et un a € SO(V)_ tel que pour tout A € V
(4.7) a(t,Dt,A) o b(t,Dt,X) =1

La démonstration est inspirée de [6].

D&monstration. La fonction (t,r) —— r(t,r,Ao) est dans f(RZ),
donc 1'opérateur r(t,Dt,)\o) est compaét dans f(R) et dans ¥'(R),
D'apréds (4.6) b(t,Dt,Ao) est donc 3 indice dans UQ(R) et dans f'(R).
Si on suppose b(t,Dt,ko) injectif dans ¥'(R), il admet donc, un
inverse 3 gauche a dans ‘f'(R). Des égalités

ao' ob=1

et

' =
a (t,Dt,A) o b(t,Dt,k) r(t,Dt,A)

- - -
[a'(e,D,2) = x(e,D ;M) 0 a] ob =1+,

avec r, € S-x(A) et rz(t,T,Ao) = 0. L'opérateur R(a) = rz(t,Dt,A)
est un opérateur 3 noyau dans ‘f(Rz) dépendant de maniére c” de

X € A. Il existe un voisinage V de )\o dans A tel que :
IR0, <3
(L7 (R))
pour teut AEV. I + R()) est donc inversible pour tout A€V et,
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d'aprés Boutet de Monvel-Grigis-Helffer [6], 1'inverse est ce la

forme I + so(t,Dt,A), cld s, € S.m(A). Posons alors :

2
a(e,d ;%) = [T +'s,(t,D,0] o [a'(£,D,3) = =(¢,D,2) a]
On a bien

a(t,t,1) € s%(a)
et pour tout A € V

a(t,Dt,A) e} b(t,Dt,X) = I,

V - Exerples.

Nous allons donner des exemples ol 1'hypothése H'3 est
vérifide. Tous ces exemples ont &té €tudiés dans [4] . Nous verrons
d'aberd une classe assez vaste d'opérateurs pour lesquels la surfa-
ce t = 0 est nen caractéristique et pour lesquels on peut expliciter
1'hypothése H'3. Ensuite nous donnerons un exemple pour lequel la

surface t = 0 est caractéristique.

1. Le cas non=-caractéristique.

On suppose ici 2(o,m) = 0 et a o= 1, c'est—~a-dire
b

. .. L(a,3) ~a oJ
(5.1) P=D_+ 2' .aaj(x,t) t Dy Dy -
[a]+35p
j<m

Cn fait 1'hypothése de convexité suivante :

(C) Pour tout multi-indice (a,j) tel que |a| + j < m, il existe
X, AI et Az € [p,[] et deux multi-indices (aI,O) et (az,O) tels

que : . )\o+)\l+)\2=]
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le 2D g lel g <

(¢, .00 Ja,i A 2(a,,0) la,| A
Ulel Ty e 2 g 2

lm A0

) (]

< e(lt

Pour tous les opérateurs de la forme (5.1) vérifiant 1'hy-
pothése (C) on peut expliciter la condition H'3. Lorsque les %ij

sont constants, l'hypothése H'3 est nécessaire pour qu'on ait 1'hy-

peellipticité avec régularité maximale (cf. [4]).

- Tout d'abord on peut simpliifier 1'énoncé de H'3. Posons :

. we T (eler @D el (o)
la +j:¥
M o= 2 |t]2(a’j) rl“l lrlj + "
o +5M

Rappelons les notations :
(5.3) u = supl|0]+ 0] - 02(a,j)} I = {(a,j)/ u = ]a|+ej-ez(a,j)}.
On peut énoncer :

Proposition 5.1. Si I contient (o,m) on a nécessairement y = md.

Si I contiert un multi-indice (o,0), on a :

-

0 = s |
G- TR, TEom

Si la famille d'entiers 2(o,j) vérifie ces deux hypothéses et la
condition (C) il existe C > O tel que

Tl <M<y

I 1

Démonstration., Les deux premiéres affirmations résultent imméciate-

pent de la définition de I. Pour la troisilme les seuls points &
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rifier sont :

(1Y

\%

? j

fom~g .
£ 378 (a,3) I]d < ¢

]

I»[—ﬁ“’ ) . o(mj . . -4 3
TR Dl PP <@y DT < e

Pour la seconde on utilise 1'hypothé@se de convexité (C). Il existe

o 1 1 2
. L A A 2(x,,0) Ja. i A 2(a,0) !323 Ay

(a ,0) Iall' l(az,O) lazl
r

41,0), (32,0), X, AL, Az tels que Ao + A, + A, =1 et
|

1’ 1

H I

c(r +|t] r +t

| A

) j_ch

d'ol la proposition.

Etant donné un opérateur P de la forme (5.1) vérifiant la
condition (C), définissons @ par (5.4) et posons u = m3. L'hypothé-
se (H'3) est alors &quivalente 2 : il existe A > O et C > O tels

Gue

Sous cette forme, la condition (H'3) peut s'expliciter
plus facilement. Nous allons le faire d'abord pour des opérateurs

quasi-homogines, puls pour un exenmple plus compliqué.

a) Le cas quasi-homogéne.

m . .
Supposons que — soit un entier, et posons

(0]
ol . i
t(a,j) = tJE— + 3 - @1, ot [x] d&signe le plus petit entier

> sup(x,0). La condition (C) est alors vérifiée.
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Proposition 5.2.

Dans ce cas l'hypothése H'3 est &quivalente 3 : il existe

C > 0 tel que :

(5.6) lpp(x, 8,6, > ¢ !c[““’” |g|[°‘, lrgj.
la]+j=m |

pour tout (x,t,£,T) € T¥(Rn).

En effet, on voit que la fonction Ml définie en (5,2) est
dans le cas quasi-homogéne, majorée et minorée par une fonction de

la forme :

(5.7) M; - rm@ ) (Itlre)l(a,j) (Itlr-e)j . J
la]+5<m

On remarque que pour tout € > 0 il existe A > O tel que

itlra + lTl r—o > A entraine :

.83 1+ T el D (0 T (e 2D (o]0
ia.jjﬂ‘l : afr j=m

» - e - .
En effet il existe Al tel que ]tl r > A, entralne, si

1

le] + 3 < m-1, en posant |B8| = m-|j|, d'od |8] > la] :

_<_e(|tlre)'

’ {
2. rigl .
, 0 [E#J éﬂ L=g ] m]
el 7
L'inégalité (5.8) est donc vérifiée si |t| r3 > A D'autre part

. . -0 - . .
il existe A, tel que || r = > A2 entraine, si j <m

A%(a’j) (!T‘ r-o)j oym .

<elt] £ )

s -0
Donc 1'inégalité (5.8) est vérifiée pour |t|r® + |tjr ~ > A1+A2.

. . 9 -0 -
Donc il existe A > O tel que |t| £ + |r] r ~ > A entraire :

=153~
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Exerple 1. Soit

vV - 30

fp=pgl < ¢ T e

@)Q(a,j)
- |a]+j=m

-0 1
(] £ 9HH
L'hypothé&se (H'3), qu'on peut formuler corme en (5.5), est donc
équivalente dans le cas quasi-homogéne i (5.6), d'cu la proposition.

b) Exemples non quasi-homogénes.

. ga - 2 .
Considérons des opérateurs dans R de la forme

= pB L) @
(5.9) P(x,£,D,,D,) =D + ] art D
o <m

pour lasquels la condition (C) est &videmment vérifiée. On ppse,

sulvant (5.4)

(3.10) 6 = sup ——— W= me
e m+e (o)

On peut alors expliciter facilement 1'hypoth&se (H'3). Faisons-le

sur deux exemples.

2
T

k
p{x,t,5,1) + tz %? + ) tz g +ap+b As,a,p = C

Si £ > k=1, on est dans le cas quasi-homogéne &tudié ci-
1 . fr iz .
dessus (avec o = ;:TO et (H'3) est toujours vérifie. Si 2 < k-1,
29

H'3 est &quivalente 3 : il existe C > O tel que :
2 7 2 2

(3.11) i +'t~5 +Atz€’ z_C(irl2+ [t2k2

£+ e

clest~3-dire 3 : ) ¢ R.

Dans le cas g < k-1, on a d'aprds (5.10), g = —.
w*2

D'aprés (5.5) l'hypothése (H'3) s'énonce : il existe A tel que pour

Fal -
A=

el e7 + 1<) %> A on ait
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2 . | 2k 2

lel > ¢ (jt] ]+ ch el + ]l + D

Mais le raisonnement du § a) montre que pour tout € > O. il existe
-0

A tel que |t} re + Ir[ r > A1 entraine :

Il + 1 <edtl®+ e ey .

La condition (H'3) est donc bien é&quivalente 3 (5.11!), donc & X € R.

Exezple 2. Soit :

(5.12) p(t,g,1) = T& +a § +a t4 52 + a t9 g3 + a t16 54
1 2 3 4
ol aj € C. Dans cet exemple le @ défini par (5.10) est égal 5-% .
Posons
4 4 2 9 3
Pi(t,g,1) =1 +a, t’ g +ayt’g
(5.13)
4 4
py(t,8,1) =1 + a, e’ 53 *a, e'®

La condition H'3 est équivalente 3 : il existe C > O tel
que pour tout (t,£,71) € R3

4 |t 4 2] + It 3l)

“apd
* e g7

(5.14) lp, (t,8,0)] > c(f1]

16 4

(5.15) |p,(ts6,0)] 2 c(]x] +le e

Déronstration. La condition H'3 s'&nonce : il existe A > 0 et C > 0

tels que, si |tj [r]O + |t} ros A

2141693+ 164

Ip(e,e,0)] > c(|| “+] 5]+ e 1+ €% ) = Mce.r,0).

Le mime raisonnement que dans le cas quasi-homogéne montre que pour

tout ¢ > O il existe A  tel que le] 2+ it] r °, A entraine

(5.16) el < e(e]® + " €D

-155-
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Le coefficient a] est donc sans influence sur la condition H'3. De

méme il existe €, > 0 et A2 > 0 tels que :

16 4

(5.17) le] Jgf’ <e, = |t'° £ <e]t9 3]

(5.18) lel 1g]® > a, = 1e* 2] < efe” &3

Si ]S! est assez grand, donc a fortiori si !tl re + ‘T' r'.e est

assez grand, l'une ou l'autre de ces inégalités sera vérifide. Dans
le ler cas on a :

9 3.

2w e )

lop, | < 1e'® €] < el + |* ¢

M(t,8,1) < ¢ (]r]4 + {t4 52| + |t9 §3|) < ¢ M(t,£,7)

Donc la condition H'3, pour la restriction du symbole p & la zone
od (5.17) est vérifiée est bien équivalente 3 (5.14). De méme pour
1'ensecble des (t,£,7) ol (5.18) est vérifiée H'3 est &guivalente
3 (5.15). Comme pour ]t{r‘3 + |t|t " assez grand 1'une cu 1'autre de

ces in@galités est vérifiée, H'3 est bien équivalent & la réunion

de (5.14) et (5.15).

Dans le cas général d'un symbole p(t,£,7) de la forme
(5.9), désignons par e la plus grande valeur de a pour laquelle
le sup est atteint dans (5.10). Un calcul analogue 3 (5.16) montre

2(a
que les termes a, t (o)

a 2 £
£ avec a < & sont sans influence sur la
condition H'3. Celle-ci se traduit toujours par un nombre fini

é'indgzlitss analogues 3 (5.14) et (5.15).
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2. Le cas caractéristique non fuchsien.

Nous donnerons seulement 1'exemple suivant, traité dans

4] . Soit :
_ o, 4 4 2 2 2
(5.19) P=t (Dt + Dx) + 2 Dt +ut Dx + v Dx
o4 O est un entier_i 3 et A, u, v des nombres complexes. On a :

Proposition 5.3. L'opérateur P est hypoelliptique avec régularité
P yp q b4

nmaxizale (au sens cdu théordme 2) si et seulement si :

1) L'opérateur différentiel po(x,a,t,Dt) défini de la maniére

suivante :

i) sio > 6 po(x,g,t,Dt) = A Di +yu tz 52 + v £

ii) sio=6 p (xE¢cD) =1 Di et e e Py
. . 2 o .4
i11) si o < 6 po(x,s,t,Dt) = A Dt +t g

est injectif dans f(R) quand £ = X |,

2) Les conditions d'ellipticité générale suivantes sont véri-

fides pour tous t # 0 et (£,t) # (0,0)

i) si o0 > 6, on a & la fois A 12 + U t2 EZ #0
- . A 12 + to 54 + U t2 52 #0
° 4 P 6& + A 12 £ 0
iiysio<6, ona v+ er? ol

Si ces conditions sont vérifies, l'opérateur P admet une paramé-

~-26¢,.2 - P
trixe & gauche dans ;;@ g(R ), oG & est défini par :
?
! 4
8 = sup(s, 5:7) .
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(7]

(51
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