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PARAMETRIXES POUR DES OPERATEURS DU TYPE DE FUCHS

par Jean NOURRIGAT

Introduction :
Le but de cet article est de construire des paramétrixes pour des
opérateurs différentiels du type de Fuchs, au sens de [l],[Z], vérifiant des

conditions suffisantes d'hypoellipticité partielle énoncées dans [3].

Plus précisément, soient  un ouvert de Rn_l(n22) et T > 0. On con-

sidére un opérateur différentiel L dans 1'ouvert ¢ = Q x ] - T,T[ .

(0.1) L(x,t,D ,tD.) = )  a .(x,t) Hlalpe (D)3
> Tt a|+jsm aj " ? X t
u|al€ﬁ\]

ol p est un rationnel > O, tel que um soit un entier, et ol les aaj sont des
fonctions complexes, C® dans Q. Ces opérateurs sont un cas particulier de ceux
qui sont &tudiés dans [3]. (Dans [3] intervenait un autre paramétre, noté o,

qui est ici égal a 0).

On dit que 1l'opérateur L est partiellement hypoelliptique dans Q,
si pour tout ouvert ®wCQ, l'implication suivante est vérifiée (en posant
z=]-1,7[)

ue C® (L,P'(R)
(0.2) }:>C£Cm (w)
Lue C° (w)

I1 est naturel de chercher 3 construire une paramétrixe qui opére
dans L%oc(Q), mais cela n'est pas possible en général sous la seule hypothése
d'hypoellipticité partielle. Nous ferons donc sur 1'opérateur L un systéme
d'hypothéses tel que l'implication suivante, plus forte, soit vérifiée, pour

tout ouvert wCQ :

_79_.



-80-

IV - 2

2
ue L Q)
(0.3) loc "7l suec ()
Lu £C* (w)

On a &noncé dans [3] deux conditions (ici notées H2 et H3) suffi-
santes pour que L soit partiellement hypoelliptique dans Q. Nous leur ajou-

tons 1'hypothé&se H! suivante, pour que l'implication (0.3) soit vérifiée :

En tout point x de @, on définit le polynOme F(x,)A) suivant :

©.4)  Fen = ] a j(x,o)(-i)jx(x—l)...(x-j+1)
Os<jsm  °

L'équation déterminante de L est F(x,\) = O. L'hypoth&se HIl s'énonce ainsi :

(H1) ¥x €0 VA eC Re A >~ =F(x,)) # 0.

N —

Rappelons les hypothéses H2 et H3 de [j]. On suppose tout d'abord
l'opérateur L elliptique pour t # O, et 1'on fait 1'hypothdse "d'elliptici-

té transverse'" suivante :

(H2) I1 existe C > O tel que, pour tout (x,t,£,8)eQ x I x Rp_] Xx R, on
ait :
(0.5) | Y a . oeted] s el+op™ .

lof+j=m

On définit ensuite, pour tout (x,£) dans Q x Rn_l, un opérateur différentiel

ordinaire Lo(x,t,E,tDt) en posant :

(0.6) Ly(x,6,6,t0) = T a_(x,00e" o ep )3
Io(,l'l-j(m aJ t
plaje N

On fait 1'hypoth&se suivante :

(H3) Pour tout (x,£) dans Q x R" tel que IEI = 1, 1'équation différen-

tielle :

Lo(X,E, £,tD ) u(t) = 0

n'admet que la solution u = O dans Y(R).
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Nous nous proposons de construire, quand les hypoth&ses H1, H2 et
H3 sont vérifiées, une paramétrixe & gauche pour l'opérateur L. Bien entendu,
le sens du mot "paramétrixe" doit &tre précisé, puisque 1'opérateur L n'est
pas hypoelliptique. Pour cela on définit un espace de distributions, noté
v(Q), qui contient Lioc(Q), et qui contient aussi l'espace Cfm(l,%'(ﬂ))défi-
ni dans [2]. Cét espace est défini de tellé sorte que L opére dans V(Q). On
convient d'appeler "opérateur régularisant" toute application lindaire de
V(N £'(Q) dans C*(Q), et "paramétrixe" tout opérateur E = V(Q)»V(Q), pro-

prement supporté, tel que pour tout u dans V(Q) on ait :

sing supp Eu C sin supp u

et tel que 1'opérateur R = E L-I soit régularisant.

Dans 1'article [i] on a construit des paramétrixes (dans un Sens
différent) pour 1'opérateur L, en utilisant des symboles & valeurs vectoriel-

les, c'est @ dire de maniére non explicite.

La paramétrixe que nous construisons ici sera une somme E = E1 + E2
de deux termes. Pour le premier terme El’ on définit un formalisme analogue
d celui des opérateurs pseudo-différentiels, mais utilisant la transformation
de Mellin au lieu de celle de Fourier. (La restriction de El d tout ouvert
o t # O est un opérateur pseudo-différentiel). La construction de E, est
explicite et n'utilise pas l'hypoth&se H3. Quant au second terme E2, il est
défini comme un symbole 3 valeurs vectorielles, mais il est beaucoup plus ré-
gulier que le terme explicite E]. Pour la définition de E2’ nous nous sommes
inspirés de Dﬂ.

Signalons que dans [4] on utilise aussi le calcul pseudo-différen-

tiel pour étudier des opérateurs du type de Fuchs.
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Plan de 1l'article :

Au & I-1 et I-2, on définit les espaces de distributions utilisés,

et on donne 1'@noncé du théoréme principal.

Au & I-3 et I-4, on définit une classe d'opérateurs destinde a con-
tenir le second terme E, de la paramétrixe.
Au & II, on définit une classe destinée & contenir le premier ter-

me E

Aux §III et IV, on construit successivement les deux termes E1 et EZ'
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I - ESPACES DE DISTRIBUTIONS ET OPERATEURS REGULARISANTS

I-1 - ESPACES DE DISTRIBUTIONS :

Les espaces dont nous rappelons la définition ici ont &té introduits
dans [3]

Définition 1-1.

Soient me N, pec N, qe R et u > 0, On définit un espace de distri-
butions Wﬁ’p’q(Q) sur 1l'ouvert Q = @ x I par :
p-h

) £ +|a|+q
(1.1) WP = (el @ f"“ln‘g(tnt)%af(;,n " (@)

si la|+jSm , rA.lalE\N et 0 < hgp}.

Si m est un entier < 0, on définit 1'espace W:’p’q(Q) comme 1'ensemble des
distributions u dans Q qui s'écrivent :
(1.2) by o= y t“l""(tnt)J u .

o +i¢|m| *
ulalsu\l

N o -la .
ou les “aj sont dans Wu’p’q I l(Q). On munit tous ces espaces de leurs normes

naturelles d'espace de Hilbert.

On posera :

sP»q = A sP»sq
w‘j"comp«z) =& @n WP

On sait que, pour tout ¢ dans C°;(Q), la multiplication par ‘Y opére continu-

ment dans w'::’P >4 Q).

On définit l'espace WI:’I;(’)E(Q) comme 1'ensemble des distributions
E

uE $'(Q) telles que, pour tout ¥ dans C‘(’:(Q),Y’u soit dans Wﬁ’p’q(Q).
Si L est un opérateur différentiel de la forme (0.1), alors, pour

tous € Z, pe N et q& R, On a :

s"m,P »q
wu,loc (Q)

(1.3) L(x,t,Dx,tDt) : w.S,p,q(Q) -

u,loc
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On a 1l'inclusion :

. N g ce.
Apsa 7’ :

Pour tout p > O, on définit un espace VU(Q) par @
(1.5 V@ = {ued @ , YPeci@,Inez, I 1R tels que
\Puewﬁ’o’q(Q) }.

(1.3)

Cet espace est indépendant de u > O. On notera donc v(Q). Il ré&sulte de

que, si L est 1'opérateur différentiel (0.1), on a :

(1.6)  L(x,t,D,tD) : V(Q) — V(Q)

t

La paramétrixe de 1'opérateur L opérera elle aussi dans V(Q).

L'espace V(Q) contient L2

loc(Q)’ et il contient aussi 1l'espace

c® (1,9'(2)) défini dans [2].

I-2 — OPERATEURS REGULARISANTS :

Définition 1-~2.

On appellera opérateur régularisant toute application linéaire de
v(Q N &'(Q) dans C°(Q).

La proposition suivante donne un exemple d'opérateur régularisant,

Proposition 1.1

Soit une distribution A(x,t,y,$) e Lioc(QxQ), telle que, pour tout

compact K de QxQ, pour tout multi-indice (®,8,v,8), on ait :
a. By 8 2
(1.7) DthDy(S,Ds) A(x,t,y,8) & L™ (K) .
Alors 1'opérateur A : Cz(Q)_a'Cm(Q) défini par :

Au(x,t) =I A(x,t,y,8) u(y,s) d\a,ds Vy €¢2(Q)
Q

se prolonge en un opérateur régularisant.
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En effet, toute distribution u e V(QN £'(Q) peut s'écrire comme

une somme finie de la forme :

- Y $
U(y,S) = Ygs Dy (SDS) fYS(y’s)

ot les fYS sont dans LZ(Q)n éf' (Q). L'opérateur dont le noyau est
D;(st)sA(x,t,y,g) envoie L2(Q)n§" (Q) dans C*(Q) d'aprés (1.7). Par un nom-

bre fini d'intégrations par parties, on en déduit que Ay € C*(Q).

On peut é&noncer maintenant le théoréme principal :

THEOREME 1.1,

Soit L = L(x,t,DX,tDt) un opérateur différentiel d'ordre m dans Q,
de la forme (0.1), vérifiant les hypothéses H1, H2 et H3 (avec p > 0). Alors
il existe une application E = V(Q)->V(Q), proprement supportée, ayant les

trois propriétés suivantes :
1) - Pour tous pe N et q= R, on a :

- f9sPs4d sPsq
(1.8) E =Wl iil@— wls,loc(Q)

2) - Pour tout u dans V(Q), on a :
(1.9) sing supp E W C sing supp ik
3) - L'opérateur R = EL - I est régularisant.

I-3 - ESPACES DE DISTRIBUTIONS SUR R :

Pour tous entiers m et p 3 O, on a défini dans [3] un espace de

distributions WIS’p(R) par :

(1.10) w:’p(R) = {ueLz(R) , th¢ (::Dt)jnf:l ueLz(R) si

0

N

ya+j € m , Oc<hsp, uoe N}

Si m est un entier < O, on définit 1'espace wl:’O(R) comme 1'ensemble des dis-

tributions u eﬁ)'(R) qui s'écrivent :
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(.11)  u= ¥ t““(tnt)J £,
potjsm o
vaelN

ol les f F sont dans LZ(R). Ces espaces sont munis d'une norme naturelle
a

d'espace de Hilbert.

Suivant un procé&dé classique, utilisé dans [3], on munit les es-

. . . . -1
paces wﬁ’p(R) d'une norme dépendant d'un paramdtre £ décrivant R° .

On pose :
2
<> = (1+]g]%)

1

Pour tout £ & R et pour tout u ewm’p(R), on pose (sim > O et p ER)

-h, _
2|a+a~—| . s
(1.12) ||“||i e " ] <> M ||tUu+JDi+hu||22
- po+jsm L°(R)
uo e N
Og<hgp

. P .o m
Si m est un entier < 0, on définit de mani&re analogue 1'espace Wu’p(R)

1

d'une norme dépendant du paramdtre £ € R '. Pour tout § # O, cette norme

est équivalente a la norme "naturelle'" de 1l'espace Wﬁ’p(R).

Une distribution tempérée u,e:f“(Rp) est dans Wﬁ’p’q(Rn) si et seulement si

5o transformée de Fourier partielle Q¢,t) vérifie :

2

(1.13) < g >2 e, o1 o e

Rn--l

dg < = |

I-4 - OPERATEURS SEMI-REGULARISANTS :

Définition 1-4.

Pour tout m réel, on désigne par %T(Q) 1'espace des applications

o0 -1 ¢, - .
(%,£) =) A(x,E) C° de § x RY ' dans Q?(LZ(R))ayant les propriétés suivantes :

1) - Pour tous entiers §,8', et p > 0, A se prolonge en une appli-

— - 1 ]
cation C° de @ x R®! dans (wu5 O(ry, wf’p(R)).
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2) - Pour tcut compact K C R, pour tout multi-indice (o,B), pour
tous entiers §, s' et p 2 0, il existe C > O tel que 1l'on ait :

o g m-|g[+2
(1.14) ||DXD A(x,E)ulIs’p’g < C||u||_s,’0,g(l+[g|)

pour tout (x,£) &€ K x Rn-l et pour tout u g Cg(R).

A tout élément A de %Z?(Q), on fait correspondre une application,

aussi notée A, de Cz(Q) dans C®(Q), définie par :

(1.15)  Au(x,t) =,f e % [ax,®) (g, )] (0) & . Vu e C3(Q)

ol 1 (£,e) désigne la transformée de Fourier partielle de u par rapport a
x. On pose ﬂt'= (2n)]_nd€.

On désignera par OP?K?(Q) 1'ensemble des applications de Cz(Q)
dans C*(Q) qui sont la somme d'une application A définie par 1'intégrale

(1.15), avecﬁ(x,&) dans %?(Q), et d'un opérateur régularisant.

La propriété suivante des opérateurs semi-régularisants se déduit

-~

immédiatement des propriétés classiques des symboles a valeurs vectorielles.

Proposition 1.2

Si A est un élément de OP?{?(Q) (m réel, V.> QL proprement suppor-
té, alors A se prolonge, pour entiers §, 8’ et p > 0, et pour tout réel q,

sl 5’p’q1

. . .. . -$',0,p
en une application linéaire continue de wu’ Comp(Q) dans wu,loc (Q), avec

q, = q—m~%. Si l'opérateur A est proprement supporté, il définit une appli-

cation de V(Q) dans lui-méme.

La proposition suivante exprime le caractére pseudo-local des opé-

rateurs définis ci-dessus, et le fait qu'ils sont régularisants pour t # O.

Proposition 1.3 :

Soit A dans OP?(?(Q) ( m réel, u > 0), proprement supporté :

...87_
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i) S8i, pour tout m' réel, A est dans OP#??'(Q), alors A est régu-
larisant.

ii) Si Y est dans Cg(Q+), alors 1'opérateur g-—athu est régula-
risant. Con &é&lgne pan Q+ Cowsenk 2 "_]O,T[ ) .

iii) Si ¢ est dans CZ(Q+), alors l'opérateur u —> Ayu est régu-
larisant.

iv) Si deux fonctions Y et ¥ de Cz(Q) ont leurs supports disjoints,

alors l'opérateur u—»YAYu est régularisant.

Démonstration :

Pour qu'un opérateur T soit régularisant, il suffit que, pour tous

entiers §, §', et p » 0, pour tous réels q et q', on ait :

= K 7‘5',0,01' sP»q ‘
T=§(@ N W, @— w3 @

Le point i) se déduit immédiatement de la proposition 1.2.

et '
Pour le point ii) on remarque que, si W est dans Wlf »0»4 (Q), la distribu-

tion ?’Au, qui a son support dans Q4, vérifie d'apré&s la proposition 1,2.

SaP,Q""L‘E'
Yare M) W (Q
sz20 H
p20

D'aprés la définition des espaces Wﬁsp’q(Q) une distribution qui
a ces deux propriétés est dans C”(Q).
s' ,o,q'

u,loc
§'-r,0,q"+r

Point iii). Si u est dans W (Q), la distribution Pu, qui

a son support dams Q,, est dans W; (Q), pour tout r > O (cela ré~
sulte de la définition des espaces). D'aprés la proposition 1.2, la distri-
bution Ayu vérifie :
p
0,p,q'+r—-M
Ay ) W u(Q) .

p20,1;0 H210€

donc est dans C*(Q).
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-~

Point iv). On peut, quitte 3 effectuer une partition de 1'unité sur
les supports de Y et ¥, supposer qu'il existe des compacts K1 et K2 de @,

et des intervalles Il et I2 inclus dans I, tels que :

supp ¥ (x,t) C K; x K, supp ¥(x,t) CK, x K,

On est alors nécessairement dans 1l'une des trois situations suivantes

a) K]lﬁ K2 =@
b) IlﬂIZ=¢etO¢Il

1]
Dans le cas a) l'opérateur u — YAYu est dans OP}?E_(Q) pour tout réel m'
(cela résulte des propriétés classiques des symboles 3 valeurs vectorielles),
et d'aprés le point i) cet opérateur est régularisant. Dans les cas b) et c)

la propriété résulte des points ii) et iii).

~ o NP, -
Les opérateurs de ﬁle(Q) ont donc les propriétés 1) et 2) annoncées

dans le théor@me 1.1 pour la paramétrixe de 1'opérateur différentiel (0.1).

Les deux propositions suivantes se dé&duisent immédiatement des pro-—

priétés classiques des symboles A valeurs vectorielles.

Proposition 1.4 :

Soit mj une suite de réels, strictement décroissante et tendant vers
m,
-, Pour tout j, soit Aj un élément de?%LJ(Q). Alors il existe un élément A
m
Y/ o .
de ;Zu (Q) tel que, pour tout N, on ait :

(1.16) A- ) AJ.€- %;mN(Q)

i<N

Soit maintenant L(x,t,Dx,tDt) un opérateur différentiel dans Q,
d'ordre m, de la forme (0.1). On lui fait correspondre 1'opérareur différen-

tiel ordinaire Lo(x,t,E,tDt) défini en (0.8).
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Proposition 1.5 :

Soit (%,8)—> A(X,£) un élément de g?ﬁ(q) (p réel), et soit A 1'o-
pérateur associé. Pour tout (x,£) dans Q x anl, définissons un opérateur

B(x,8) = Cz(R)—? C°(R) par :

(1.17) B(x,8) = A(x,8)0 L (x,t,£,tD )

Alors :
i) L'opérateur AoL est dans Of??i(Q)
ii) L'application (x,£)—>» B(x,£) définie en (1.17) est dans fgz(Q)-
oit B 1'opérateur associé.

iii) Il existe ¢ > O tel que 1l'on ait :

B - AoL & OP%ﬁ_e Q
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I1 - UNE CLASSE D'OPERATEURS

Nous allons décrire une classe d'opérateurs qui contiendra le pre-
mier terme de la paramétrixe 3 gauche de 1'opérateur différentiel (0.1).

Posons :

(2.1)  Q, =2 x Jo,T[ Q =% x [o,1] ,

Au lieu de définir des opérateurs par la formule usuelle utilisant la trans-

formation de Fourier :

Au (x) = J;ix.ﬁ a(X-E).ﬁ(E) &,

nous allons définir une famille d'opérateurs A = CZ(Q+)—1>C“(Q+) en utili-

sant la transformation de Mellin.

Au &1, nous rappelons les propriétés de cette transformation. Au
&2, nous énongons les propriétés des symboles utilisés. Au &3, nous leur
associons des opérateurs A = Cz(gi)——) Cw(gi), puis A = C:(Q)—é-Cw(Q)- Au
& 4 et 5, nous montrons que les opérateurs ainsi définis ont les propriétés

1 et 2 annoncées dans le théoréme 1.1.

IT - 1 - RAPPELS SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN :

A toute fonction w(x,t) dans Cg(Q+) on fait correspondre sa trans-—

formée de Fourier partielle en x :
(2.2) (g, t) = ’fe_lxg u(x,t)dx

et la transformée de Mellin en t de la fonction précédente :

0

(2.3) Y(g,8) = 18 ﬁ(g,t)% ]

o

Rappelons les propriétés classiques de cette transformation.
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Proposition II-]

Si ue C°0°(Q+)
i) La fonction 6 —> %(g,e) est holomorphe dans

{(£,8) € c"xC Imé > 0 }.

], la fonction 6—)?1(&,6) se prolonge en une

.. n-
ii) Pour tout £ & R
fonction méromorphe dans C, admettant pour pdles simples les nombres complexes

de la forme -ki(k &€ ), les résidus correspondant &étant :

i

ET aléﬁ(g’o)

iii) Pour tous A > O, € > 0 et N > 0, il existe C > O tel que 1l'on
ait :

(2.4) ¥(e,0 ] « caxlg|+[o)™
pour tout (£,6) dans an_]xC tel que :

-A < Im 6 soet |6+ki| 3 ¢ pour tout ke IN

II - 2 - DEFINITION D'UNE CLASSE DE SYMBOLES :

Soit p un réel > o fixé.

Posons, pour tout (t,£,8) € I x R x C

(2.5) o(t,£,0) =1 + |t"z| + |o|
1
(2.6) v(t,&) = inf (] |g]¥, D)

Désignons par P le demi-plan :

2.7 P={0ecC, Ime<%}.

Définition II.I

Soient me& R et p » 0. On désigne par Flz’p(Q) 1'ensemble des fonc-

tions a(x,t,£,0) C° sur Q x I x an_1 x P ayant les propriétés suivantes :
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1

1) Pour tout (x,t,£) dans @ x I x ®R"" ' 1a fonction 6 — a(x,t,£,0)

est holomorphe dans P.

, pour tout mul-

1
2) Pour tout compact K de 2, pour tout réel A <3

3

ti-indice (a,B,Y,8) il existe C > O tel que 1'on ait :

(2.8) |D§tBD§Dng atx,t,6,0)| < ¢ S BP) glv|=8 ulv|

1

pour tout (x,t,{,0) dans K x I x RM! x P tel que :

A< Im©®© g

N} —

Exemple 2.1, :

Considérons l'opérateur différentiel (0.1)

L(x,t,D_,tD,) = IZ_ 2y (%, ) tulalD;(tDt)J
af+ism
ula|€N

et associons-lui le symbole :

(2.9) L(x,t,£,8) = ) a,; (x,t) t“‘alg“ej.
a|+]<m
ulalam

Ce symbole est dans Fﬁ’o(Q).

Remarque . 2.1

On a, pour tous p >0, t > 0, me R :
2.100  FP@cC F Q)

. ' '

Le produit d'un symbole dans FT’P(Q) par un symbole dans F: >P (Q) est dans
+m' + ]

Fl: sp p (Q)'

A l'exception des symboles associés selon (2.9) aux opérateurs
différentiels (0.1), les seuls symboles utilisés dans les constructions de

paramétrixes seront dans

F3’°(Q), ou dans des classes incluses dans celles—

ci. Nous nous limiterons & cette valeur de m et p dans la suite de ce &.
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II - 3 - OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS :

Pour tout ¢ > O, désignons par Fe le contour formé de 1'intervalle
]—m,-fj, du demi-cercle {|8| = ¢, Imd < 0 }, et de 1'intervalle [§,+w[; par—

courus successivement.

Soient u 6;C31Q+), et a(x,t,%,eb un symbole dans ﬁz:o(Q). Alors

pour tout (x,t) & Q, et pour tout € q:]o,f], 1'intégrale

(2.11) Au(x,t) = J eix'g J tie a(x,t,£,8) U (£,8) dﬁ 3o
teRM 1 Jo€T,

converge absolument, et est indépendante de €. On utilise la notation clas-
siques

. o
(2.12) &&= (Cn' ™« $ = (2m las

On vérifie, en utilisant le point iii) de la proposition 2.1, que
Au est dans C*(Q4). Pour tout entier q @ N et pour tout p &€ C tel que Re p> O,
désignons par Ap 1'opérateur associé selon (2.11) au symbole 32 a(x,t,t,6-ip),

qul est aussi dans Fz’o(Q). On a :

Proposition TI-2

Si u est dans Cz(Q+) et a dans Fﬁ’o(Q), alors la fonction Au défi-

bie par (2.11) est dans Cw(Q+), et 1'on a :
1) Pour tout entier n » O

hal
n _ ny ,(o-p) .p
(2.13) oy Au = pzo (p) Aj 8P

n
n - ny {.n-p s P
(2.14) atAu]t=O Z (PJ [Bt a(x,o,DX, 1pi] atu(.,o)
p=0
2) Pour tout A tel que ReX > O

(2.15) £ = Aio)

La proposition II-2 s'obtient immédiatement par des intégrations dans le plan

complexe.
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. 0,0 . .
Pour le point 2, on remarque que si a est dans Fu (Q) 1'application

(x,8) —> 37 P a(x,0,£,-ip)

n-p
-
est dans S] o (Q). Cela résulte de la majoration
bl
u H _
(2.16) lel” . ¢l s ¢ (ele)!

t+]e]"le]+]o]
L'opérateur Bz-p a(x,o,DX,-ip) est donc un opérateur pseudo-différentiel
classique dans Q.
On a’définit ainsi une application A _ = C:(qi)-a.cm(gi)
On définit aussi, de maniére amalogue une application :
A = CZ(Q-)—) c*(QL)

Si L € c”(Q), désignons par et U- ses restrictions i Q, et Q_. Définissons

‘une fonction Au & C”(Q, U Q_), en posant :

v A+u*(x,t) sit>0
(2.17) Aylx,t) =
A_u.(x,t) si t <O

D'aprés le point 2) de la proposition II-2, on a pour tout entier n > O :
n n
Ch A+u4(x,t)|t=o = 3, A_u_(x,t)|t=o

La fonction Au définie par (2.17) est donc C® dans Q.

L'opérateur A = C:(Q)—+ C*(Q) ainsi défini sera noté symbolique-—

).

ment a(x,t,DX,tDt

Remarque 2.2 :

A toute fonction w C® dans Q, associons la fonction u, définie

dans R" par :

_93_
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n (x,y) = ulx,e’) V(x,y) € R”

Alors on a, formellement
(2.18) (An)* = a(x,ey,Dx,Dy)u* .

Le premier terme de la paramétrixe de 1'opérateur différentiel (0.1)
sera défini comme dans ce &, et correspondra 3 un symbole dans Fz’o(Q) qui

sera déterminé au & IV.

Dans la suite de ce &, nous allons montrer que les opérateurs A
correspondant aux symboles a dans F;m’o(Q) ont les propriétés (1) et (2)

annoncées dans le théoréme 1.1.

IT - 4 - ACTION DANS LES ESPACES DE SOBOLEV :

On se propose de démontrer les résultats suivants :

Proposition II-3 :

Soit a(x,t,£,8) un symbole dans FS’O(Q). Alors, pour tous entiers
pe Z et q &N, pour tout p& R ; 1l'opérateur a(x,t,Dx,tDt) se prolonge en

. . s e P,q,r P»>q,T
une application linéaire de wu,comp(Q) dans wu,loc(Q)'

Corollaire 1 :

Si de plus l'opérateur A = a(x,t,Dx,tDt) est proprement supporté,
il se prolonge en une application de 1'espace V(Q) (défini au & I-1) dans
lui~méme.

Corollaire 2 :

Si le symbole a est dans F;m’O(Q), (m £ W), alors pour tous entiers
Pc Z et q €N, pour tout < R, 1l'opérateur a(x,t,DX,th) se prolonge en

une application linéaire de WP*9°% ptm,q,r
PP ire de u,comp(Q) dans wu,loc Q).

Les corollaires 1 et 2 se déduisent immédiatement de la proposition

I1-3, que nous allons démontrer au moyen du lemme suivant.
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Lemme II-1I :
Si a est dans FS’O(Q), alors pour tout k dans N, pour tout q dans

R, 1'opérateur (k) correspondant au symbole a% a(x,t,£,0) sg prolonge en
0,0,q~—,

une application linéaire continue de Wo’o’qp(Q) dans W Q.

u,com ,loc

Démonstration du lemme 2.1

Pour tout réel q, on a, d'aprés la définition 1.1
q s P

w0 - L2 (1,8%2)).

I1 nous suffit de démontrer que, pour tous ¥ et ¢ dans C;TQ), il existe

C > 0 tel que 1'on ait :

219 |Jea® | K <cllull
LZ(I,HqT(tR“'l)) 121,19 @®* ")

pour tout u dans Cz(Q+). Associons 3 tout p dans Cm(Q+) la fonction
iy € ¢*(R™) définie par :

u, (x,y) = u(x,e”) v(x,y) € R" .
L'estimation ( 2.18 ) est équivalente, d'aprés la remarque 2.2, 3 :

2 (k) y
2.200  |]% ¢, 2™ (x,e%,0_,D) v, u,|] koS
Fa XY 2, e @R

< C||e u

On peut écrire, grdce a une intégration dans le plan complexe :

A .
(2.21) ey/2 Lf* a(k) (X,ey,DX,Dy) w* e 2 = Qf* a(k) (X,ey’Dx’Dy + %) ‘1’*

I1 nous reste 3 démontrer qug 1'opérateur T écrit ci-dessus envoie

i

2R, EYR™Y)) dans L2(R,E "(R™1)). or 1'opérateur T défini en (2.24)

est un opérateur pseudo-différentiel, dont le symbole

T(Xay,E,ﬂ) = a(k)(x,ey,g,n+%)
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.o n P
vérifie, pour tout compact K ¢ R, et pour tout multi-indice (a,B8,v,8) une

majoration de la forme :

DD DYD T| < c(1+|£blJ |Y|(1+|n])

X Y g€n

avec C > 0. Ces majorations suffisent & assurer que 1'opérateur T envoie,

- 7 a-1
pour tout ¢ réel, L2(R,Hq(Rn 1)) dans L2(R,H U(Rn ).

Démonstration de la proposition 2.3,

On a, pour tous p » O et g R :
0,P»q 0,0,q j 0,0,q+——= 22 s
(2.22) W@ = lue W@, D e W (Q) si 0 < j <pl.

D'autre part, d'aprés la proposition 2.2, pour tout entier k, on a :

K
(2.23)  35(Au) = tzo(lf,)Aék"b af .

(k~-L)

en désignant par Aﬁ 1'opérateur correspondant au symbole 3t f'a(x t,g,0~ -if).

D'aprés le lemme 2.1, pour tout réel r, on a :

w-£

0,0, r~——

A(k—e) . 0,0,t
L ’ u,loc

W’ Q— W

(2.24) M, comp

La proposition 2.3 résulte immédiatement de (2.22), (2.23) et (2.24).

IT -~ 5 - CARACTERE PSEUDO-LOCAL :

Proposition 2.4 :

Soit a est un élément de Fﬁ’o(Q). Soient Y et ¢ dans C:(Q), dont

les supports sont disjoints. Alors 1'opérateur :

U p ?a(x,t,Dx,th) Y u

est régularisant (au sens du & I-2).

Démonstration :

On peut se ramener, en utilisant des partitions de 1'unité sur les
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supports de Y et ¥, au cas ol il existe des compacts K1 et K, de Q et des

intervalles I1 et I2 inclus dans I, tels que :

supp ¥ (x,t) C K] xI supp ¥(x,bt) C K, x I2

1

On est alors nécessairement dans 1'une des trols situations suivantes :

a)KlﬂK2=¢
B) I, NI, =@ et 0gI,
c) I]ﬂ12=¢et0¢12

Désignons par A(x,t,y,s) le noyau distribution de 1'opérateur
u— ‘-{’a(x,t,Dx,tDt)w u. Il nous suffit, d'apré&s la proposition 1.1, de

démontrer que, pour tout multi-indice (a,8,yv,8), il existe C > O tel que :

5. a By § 2
(2.25) |D, DD (8D Alx,t,y,8) |“ dy ds < ¢

pour tout (x,t) dans K1 X Il.

Le noyau distribution A(x,t,y,S8) est défini, pour tout A& C tel

que ReX > O, par l'intégrale oscillante :

A(x,t,y,s) = I(f)
en posant :

o . A
f(x’t’g’e’y’S) = .Y)(X,t) w(Y3S) a(x’tagye%_i)\)‘[g} |

et en dééignant par I(f) 1'intégrale oscillante :
.3
(2.26)  I(£) = (st) 2 |etE VOB L/ iy b g,y,0) de do .

(sur le support de f, on agt > 0).

Exprimons maintenant, au meyen d'intégrales oscillantes analogues,

les dérivées du noyau A(x,t,y,5).

_97...
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Lemme 2.2 :
Pour tout multi-indice (a,B,y,8), il existe un nombre fini de
fonctions fj telles que l'on ait :

a By 8 _
DthDych) A(x,t,y,8) —§ I(fJ.)

Il existe, pour tout j, un multi-indice (ajgsj,yj,dj,e ) et un entier pj
tel que 1'on ait :

P35 %30 dp ip d (sp_y ] i
(2.27) £, =¢ “eJo Ip dpI(en) [kfw a(X,t,E,e*—f):l

De plus, pour tout X tel que Rex > O, on a :

A
(2.28)  1(£;) = () £(x,t,6,0 ~ik,7,8))

-~

La vérification de ce lemme est immédiate 3 partir de 1'écriture du noyau A.

On pourra déduire les majorations ( £.15 ) du noyau A a partir de
majorations des fj au moyen du lemme suivnat.

Lemme 2.3 :

Soit une fonction g(x,t,£,8,y,8) C* sur @ x I x Rn'-l xR x Q x I.

On suppose qu'il existe une fonction h E:LZ(RF) telle que, pour tout (x,t,y.5)

on ait :

lg(x,t,£,0,y,8)| < |h(£,0)]

Alors 1'intégrale I(f) définie en ( 2.26) vérifie, pour tout (x,t) dans

@x I:

|h(g,e)|2 dE do .

2
(0]% ¢y ds < ¢

4

La vérification de ce lemme est immédiate en faisant le changement de varia-
4 ¥}

ble ¢ = es .
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Nous allons chercher, pour chaque fonction fj de la forme (2.27),
une fonction gj vérifiantvl’hypothése du lemme 2.3, felle que l'on ait
I(fj) = I(gj). Les méjorations (2.25) sfen déduiront aussitdt, puisque a
est érbitraire. Le choix de la fonction gj est différent sei;n les 3 cas

a), b) et c).

Cas a) - Si K1r7 K, = #, il existe C, > O tel que, dans le support

1

des fj’ on ait :

IX_YI > Cl
Posons :
-2
L= IX"‘YI (-Aa)
On a, pour tout entier N :

_ .,.N
I(£) = I(L£)

Si a est dans FS’O(Q), pour toute fonction f. de la forme (2.27), il existe
N

un entier Nj tel que la fonction‘gj =1 ij vérifie :

(2.29) &5 (x,t,8,0,7,9) | < (+]el+[eD™
c'est 3 dire 1'hypothése du lemme 2.3.

Cas b) - Si I,niI, = ® et O ¢:Il, il existe c, > 0 tel que, dans

le support des fj’ on ait :

(2.30 ) Is| » ¢, |log =

n,
D'aprés le lemme 2.2, on a I(fj)= I(fj), en posant :

. .

t\Pj .
== 4 F. 6-ip.

?J (s) vJ(x,t,E, 1pJ,y,$)

p B

.Y
In
X

-p. O. . 8. €.
(2.31) =8 Je 2e-ip) In Ip T D) [ §v alx,t,E,0-ip)]

_pj

Puisque (2.30) est vérifide, la fonctions—> § est C° sur le support de

fj' Considérons 1'opérateur différentiel :
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L, = (log t/s)”' Dy . )

a, pour tout entier N :
N
1(£.) = 1¢¥) = 1)) .
(£) = 1) = 1yt

a est dans Fﬁ’o(Q), pour toute fonction ¥j de la forme (2.31), il existe
N.
entier Nj tel que la fonction g; = L]J¥j vérifie (2.29).

Cas ¢) - Si I]lﬁ I2 =pPet O 5:12, il existe c3 > 0 tel que dans

support des fj on ait :

ltl 3¢y |10 2| > ¢y

termine comme dans le cas b, sans utiliser cette fois la fonctiomn ¥j'



IV - 25

IIT1 - CONSTRUCTION DU PREMIER TERME DE LA PARAMETRIXE

Le but de ce chapitre est de démontrer la :

Proposition 3.1 :

Soit L = L(x,t,Dx,tDt) un opérateur différentiel d'ordre m dans Q,
de la forme (0.1), vérifiant les hypothéses H et H, du théoréme 1.1 (avec
u > 0). Alors il existe E dans F;m’o(Q) tel que 1'opérateur R = EL - I soit

dans OP;?S(Q).

Pour cela on établira d'abord :
1 - Un résultat sur 1'inversion du symbole de L.
2 = Un résultat sur la composition des symboles.

3 - Un résultat sur les séries.

IITI - 1 — INVERSION D'UN SYMBOLE :

Le but de ce & est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.2 :

Soit L(x,t,Dx,tDt) un opérateur différentiel d'ordre m dans Q, vé-
rifiant les hypothé&ses du théoréme 1.1 (avec u > 0). Soit L(x,t,£,6) le sym—
bole correspondant dans F?’O(Q). Alors il existe un symbole eo(x,t,g,e) dans

F;m’o(Q) tel que le symbole :

(3']) eo(x,t,E,G) L(x,t,E,e) -1

soit dans F;]’](Q).

lére &tape : L'hypothése H, du théoréme 1.1 équivaut pour le sym—

1

bole L(x,t,£,0) 3 la propriété suivante :
(3.2) L(x,0,£,8) # O ¥x,hHh e xc tel que Im 6 < %—.

D'aprés la forme (0.1) de 1l'opérateur, L(x,0,£,8) est indépendant deﬁ; L'ap-

plication 6 —» L(x,0,0,0) est un polyndme dont les coefficients dépendent

-101-



-102-

IV - 26

P - m - .
de maniére C* de x et dont le terme de plus haut degré est 6 . On en déduit
la propriété suivante :

Pour tout compact K¢ 2, il existe C] > 0 tel que 1'on a :

(3.3) |L(x,0,£,8)| > C,(1+|6!)m

pour tout (x,8) dans K xC tel que Im 6 ¢ % .
Puisque le symbole L(x,t,£,8) est dans FS’O(Q), il existe c, >0

tel que 1'on ait :

(3.4) Int L(x,t,£,0)| < :

< o lel a4l )"

1

pour tout (x,t,£,6) dans K x I x R® ~ x C (il n'y a pas ici de restriction

sur la partie imaginaire de 8, puisque le symbole est un polyndme en 6).

On en déduit l'existence de € > O tel que l'on ait :

1
C. -
(3.5) |L(x,t,£,8)] >,-2—l (+] Mg+ o™ si |t|]gl" <€ .

]

Soit d'autre part \Plec‘(’;(R), nulle hors de [—s,e], égale a 1 dans l:— :2:-,‘

N o

et posons wz =1 - %1.
1

Le symbole E] = ¢](t]£|u) L(x,t,g,e)«1 est dans F;m’o(Q), et le

symbole Rl = E](x,t,g,e) L(x,t,£,8) - ?l(tlsl}ﬁ)est dans F;l’l(Q).

On souhaite maintenant trouver un symbole E, dans F;m’O(Q) tel

2

que le symbole R, = E, L- %E(t|g|yu) soit dans F_l’](Q). Pour celua, on va
u

2

utiliser 1'hypothése H, et inverser le symbole principal de L. Cette inver-

2
sion est facile dans le domaine réel, mais on n'a fait aucune hypothé&se sur

les zéros complexes du symbole principal. C'est pourquoi nous précéderons

en 2 étapes.
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28me étape : Inversion du symbole principal pour 6 réel.

Définition III-!

' y
Soient me R et p¢c N, on désigne par Fﬁ’p(Q) 1'espace des fonc-

1

tions a(x,t,£,8) C® sur Q x I x R x R, telles que, pour tout compact K

de Q pour tout multi~indice (o,8,Y,8)yil existe C > O tel que 1'on ait :

o B8 sup(8,p) gm-|v|-6 (ulv|

(3.6) |n*tEpfpYp

% t7E ea(X,t,E,e)l £C4q¢

pour tout (x,t,£,0) dans K x T x RV R.

On va démontrer le :
Lemme 3.1 :
Si L vérifie 1'hypothése H, du théoréme 1.1, il existe

22(x,t,5,6)e: %ﬁ’p(Q) tel que le symbole :
1

, L6E,E,0) - ¢, (e]g]™)

(3.7) ?2 =

soit dans %;]’](Q)

Démonstration :

L'hypothése H, implique 1'existence, pour tout compact K cQ, de

2

deux réels A > O et C > O tels que 1'on ait :

(3.8) |L(x,t,£,0)] 3 ¢ (1+]o|+]|cMeH™

1

pour tout (x,t,5,8) EKx I x R" x R tel que :

o =1+ |o|+|t'e| > A .

Choisissons une fonction x‘p) dans C*(R) égale 3 1 si w> A + 2 et 8 O si
ws A+ 1, et posons :

\ -1
(3.9) Zz(x,t,g’e) = X (®) (L(x,t,£,0))

Le symbole gz(x,t,E,G) a les propriétés annoncées dans le lemme 3.1.
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38me &tape : Prolongement analytique approximatif d'un symbole,
m P . . -
Pour tout a dans Fu’p(Q), désignons par pa sa restriction a

1

(x,t,£,8) € 0 x I x ®" ' x R. On définit ainsi une application :

(3.10) p : Fﬁ’p(Q)-—Aa%ﬁ’P(Q)

Nous allons essayer d'en construire un inverse approximatif. Posons :

(3.11) F P = N P .
o m&eR H

Lemme 3.2 :
i) Si a G:F?’p(Q) et pa E’%;m’p(Q), alors on a a e:F;w’p(Q).

De plus, il existe un opérateur 7 : F?’p(Q)——a F:’p(Q) tel que
(3.12) i1) Va G:F?’P(Q) a - Tpa E:F;w’p(Q)

3.13)  iii) Yae ¥P© a-prae F'P(Q

] 1
P . m m
On en déduira facilement que, pour tous a dans %u’p et b dans %u oP , on a :

(3.14) m(ab) - t(a)n(b) € F 2PYP'

' '
m+m” ,p+p

En effet, on sait que mw(ab)-w(a)n(b) est dans Fu

et d'aprés iii)
. s - . -, p+p' . .
la restriction de ce symbole & 1'axe réel est dans %um’p P Le point i)

permet d'affirmer (3.14).

Démonstration du lemme 3.2 :

. . . =
Point i) - Soit a E:Fﬁ’p tel que pa EZFUw’p. I1 nous faut montrer

» N % 0, et pour tout compact K, il existe C > O tel que

N —

que pour tout A g
1'on ait :

-N

(3.15) fa(x,t,£,0)] s c o yP

pour tout (x,t,£,8) € K x I x Rn_] x C tel que :

1

A € Imb < 7.
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. ~ . . 1
On majorera de méme les dérivées. Posons 6 = 0 + i1, avec A & T § 7

et o réel. Pour tout 1, la fonction :

-1 ik x
0 > TN = kzo k! aO’ pa(xst’g ’0)

est dans %;m’p par hypothése, donc il existe C_. > O tel que :

N

ol € Cy oM P

N} —

pour tout (x,t,£,o+it) tel que A £ T £
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La différence aw.Tﬁ vérifie une majoration de la forme :

m+N

5 a(x,t,&,0+iT)|

](a—TN)(x,t,E,e)l £ C sup IB
A<Ts

-N
S C' @(x,t,E,G) ‘Vp

puisque a est dans P par hypothése. On a bien montré (3.15).

Définition de 7w :

Soit ¥ EZCS(R) égale 3 1 sur un voisinage de 0. On définit 1'opéra-

teur 7, pour tout a €:¥$,p’ par :

ma(x,t,£,8) = f, X(8,0) a(x,t,£,0) do . Vo € ¢

~

Rappelons que {(8) est analytique entiére, que sa restriction & toute paral-

léle 3 1'axe réel est dans ¥(R) et que, pour tout 6 £ C, on a :
(3.16) J %(8-0)do = 1 et J £(8-0) (6-0)" do = 0 sin> |1
© -0

La fonction 6 —» ma(x,t,£,8) est donc analytique entiére. Si a est dans

;ﬁ’p, on a :

{o0]

|ra(x,t,£,8)| < J |R(6-0)| |a(x,t,£,0)]| do

—C0

$C J | %(8-0) | w(t,g)P o(t,£,0)™ do

< c:w(t,g)P o(t,z,0)" f | (8-0) | (1+|e—c|)]ml do .

On a utilisé 1'inégalité de Peetre. La derniére intégrale est convergente et
bornée quand 6 décrit une bande paralléle 3 1'axe réel. On majore de méme les

dérivées du symbole na, ce qui permet d'affirmer que ma est dans FoP,
u



Iv - 31

Point 1i) : Soit a dans Fﬁ’p. On a d'aprés (3.16), pour tout en-

tier n :

(a—ﬂpa)(xstsgse) = J Q(G—O)Ea(x,t,g,ﬁ) - a(xstsg,o)°°'°""'

(e—o)n_] 01

....... ——W— . a(x,t,E,c)] do .

La parenthése est majorée par :

clo-o|™ _sup _ o(x,t,E,0+N(0-0))"® y(t,e)F
[0, 1]

s C o(t,E,0)" " <1+le—oj>“*|m'“’ (e,

On a donec, pour tout (x,t,£,0), quand (x,t) décrit un compact et 6 une

bande paralléle 3 1'axe réel :
| (a=moa) (x,6,£,0)] <

£ C o(t,g,0)™ 0 w(t,g)P f |%(8-0) ] (1+|e—o])“+|m‘n| do .

-0

L'intégrale est bornée sur toute bande paralléle d l'axe réel. On majore de
méme les dérivées du symbole a-mpa, et 1'on conclut que ce symbole est dans

F;m’p. On vérifie de méme le point iii).

Fin de la démonstration de la proposition 3.2 :

Posons :

(3.17 ) e, (x,t,£,0) = n(éz)

1Y ~—
ol e,y désigne le symbole dans Fum,o construit dans le lemme 3.1, et 7 1'opé-
rateur de prolongement du lemme 3.2. Le symbole e, est dans F;m,o. De 1'éga-
lité :

"
EF

|
. n, « U
32 L - ?z(tlglv) =1,, ol T, .

et de la relation (3.14) on déduit que
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1
- -1,1
ey L~ qy(ele[l) €F

ce qui démontre la proposition 3.2.

ITT - 2 - COMPOSITION DES SYMBOLES :

Proposition 3.3 :

Soient m, m' deux réels, P et u deux réels > 0. Soit a(x,t,£,0) un

m,p Fm"o
symbole dans Fu (Q), et b(x,t,£,0) un symbole dans y (Q). On suppose que
les opérateurs A = a(x,t,DX,tDt) et B = b(x,t,DX,tDt) sont proprement suppor-—

. . _ +m'
tés., ALors il existe un symbole'note aob, dans F? ’p(Q) tel que :

(3.18) a(x,t,D,,tD,) b(x,t,D_,tD,) = aob(x,t,D_,tD.) .

x’
"
De plus le symbole r = aob - ab est dans F$+m 1’p+€(Q),

oi ¢ = inf (u,1).

Puisque les restrictions Au et Bu 3 Q. ne dépendent que de la res-

triction de 1 & Q,, il nous suffira de calculer AoBu, quand u est dans CZ(Q+)-
On utilise alors la remarque 2.2. Posons, pour tout ue:Cg(Q+)
n
U (x,5) = u(x,e’) Vix,y) e ®

On a-

o iee

A, (x,5) = a(x,e”,D ;D )y, (x,y)

Le symbole C = aob est donc défini par :
(3.19) C(x,ey,Dx,Dy) = a(x,ey,Dx,Dy) b(x,ey,Dx,Dy)
On a classiquement :

( 3.20) C(x,ey,E,n) = fei@ a(x,ey,g',n') B(x',ey',g,n) ax'dy'dg'dn' .
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en posant pour abréger :

¥ = —(x-x").(E-E") = (y-y")(n-n")

Le symbole r aob—ab est donné par la formule de Taylor. Posons, pour tout

A dans [0,1]¢

1
(3.21) f Dna(x,ey,E+A(£'-€),n+k(n'-n)) Dy.b(X',ey »E5M)

et pour tout j < n , posons :

f. = Dg.a(x,ey,g+x(£'—E),n+k(n'-n)) Dx._b(x’,ey',Ean)
J J

Le symbole r(x,ey,i,n) est une combinaison linéaire de la forme :

n
(3-22) r(X,ey,ggn) = Z C.
j:

< f?\e[o,i} fewfjdx'dy'dg'dn'd).

Pour toute fonction f(x,y,&,n,x',y',£"',n') telle que cette intégrale oscil-~

lante ait un sens, posons :

(3.23) I(f) (X,¥,E,n) = [eiQf dx'dy'de'dn’

m+m'—l,p+e(Q)

Montrons que le symbole r est dans Fu . Tout d'abord 1'applica-

tion n —» I(fj)(x,y,g,n), définie pour n réel, se prolonge en une fonction

holomorphe dans le demi-plan Imn s-%. On a, en n'écrivant pour abréger que

la variable n, et en la notant n = o+it : (1%).
RS | S R I | ot
avec dp = dx'dy'dg'do’

Montrons maintenant que le symbole r(x,t,£,8) défini par (3.23)

m+m'-1,p+s(

vérifie les majorations définissant la classe Fu Q). Pour simplifier

1'écriture, majorons seulement le symbole lui-méme. Les majorations .des déri-
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vées s'obtiennent de manidre analogue.

11 nous faut donc démontrer que,pour tout compact K C { et pour

tout A g —;—, il existe C > O tel que 1'on ait :

(3.25)  Jr(xee?,E,m ] < € ox,e?,E,m ™ ! yiy, )b E

1

I neec, et A< Ing) < 5 .

six€K, y<0, £ RrRY

On pose :
o =1+ eY|g|+|n|
1
Y = inf(1,e7|g|M)
€ = inf(u, 1)
Pp=1{nec, Imn<—;-}

Examinons maintenant les majorations vérifiées par les fonctions
fj et leurs dérivées,

Pour tout compact K C Q et pour tout A < -, posons :

1
2

-1
(3.26) Ep o = {(x,7,6,0), x €K, y < 0, EERT, neC, A< Imn ¢

K, '

1
2

Lemme 3.3 :
On suppose m' 3 0. Pour tout compact K < Q, pour tout A < —;—, et
pour -tout multi~indice (a,B), il existe C, C, et C, > O tels que l'on ait :

1 2

L.
@.2n ool ] s ¢ oo, e,m™™ Ty, 0"
¢ (y'-y) C
X |:1+e ! } (l+|€'-£|+|n'-nl)2 .

pour tout (x,y,E,n,x',v',£',n') dans EK,A X EK,A .
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-~

Ce lemme s'obtient & partir de la définition II-1, en utilisant

les inégalités suivantes :
<I>(ey',£,n) s 0(e¥,£,n) (l+ey'_y)
pe¥ e) < u(ed,e) (e )
2(e”,£",n") < ¢ e(e¥,E,n) (1+|g'=g|+|n"-n])
ple¥ie") < ¢ w(e¥,8) (+|g'-g]+|n'-n])

La proposition 3.3 se déduit donc immédiatement du lemme 3.3 et

du lemme suivant.

Lemme 3.4 :

Soit une fonction f(x,y,&,n,x',y',£',n") C€° sur (0 x R x [Rn—l X lR)2

ayant les propriété&s suivantes :

1) £ est nulle quand y' > 0, ou x' & K' (K' étant un compact de Q);

2) Pour tout (X,y,&,n,x',y',£') la fonction n'— £(X,y¥,E,n,x',y’,

£',n") est holomorphe dans P.

3) Pour tout compact K & Q, pour tout A < % et pour tout multi-

indice (o,B) 11 existe C, C] et C2 > 0 tels que 1'on ait :

C.(y'-y) C

Yy
! ) (+[g'-g|+|n"=n]) 2

(3.28) |D3.D}B,.f| < C (l+e

poUr tous (XSY’E’H) = EK’A et (X',y',g"n') EEKI’A .

1 . s
Alors pour tout compact K C Q et pour tout A < 5 1'intégrale I(f)

définie par (3.23) est bornée quand (x,y,f,n) € EK A
>

Démonstration du lemme 3.4 :

Soit y(y) & C*(R) égale 3 1 si w< 1 et 3 0si y> 2. Posons

-i11=-
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Xy = h—}aet :
fj = Xj(Y'_y) f(x,y,E,n,x',y',E',n') (j=]:2)

La fonction fl vérifie :
o B CZ
(3.29)  |pypf ] s ¢ (+fg'=g[+]n"-n])
On en conclut, au moyen d'un lemme classique sur les intégrales
oscillantes, que l'intégrale I(f]) est bornée quand (x,y,&,n) décrit E,-
Pour majorer I(fz), on remarque que l'on a, pour tout A €C tel
que ReX > 0 :

(3.30) 1(f2) = 1(3)

avec

ot
(3.3 g = UV e (x,y,6,n,x",y",6",n"-1n)

En effet dans le support de f2’ on a y=y' € -1, et une intégration
dans le plan complexe permet d'obtenir (3.31). Si la fonction f vérifie
(3.28), la fonction g définie par (3.31) vérifie (3.29) si 1l'on choisit
X o= Cl' Le lemme classique sur les intégrales oscillantes permet de conclure

que 1l'intégrale I(g), ou I(f2), est bornée.

III- 3 - SERIES :

On veut démontrer la proposition suivante (on pose & = inf(1,u).

Proposition 3.4 :

Pour tout j > 0, soit aj un Elément de F;J’_JE(Q).

Alors il existe A dans FZ’O(Q) tel que 1'on ait pour tout n =

(3.32) A- J A, e FMQ
j<n J H
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Résumé de la démonstration :

Soit Y E:CZ(R), égale 4 | au voisinage de O.

Posons pour tout o > O : I

(t[.£| “)
I's —
"eqtag.) = \P ) .

On montre tout d'abord, en utilisant 1'argument classique de

Mittag-Leffler, qu'on peut trouver une suite aj-———)O telle que, pour tout
n 3 0, la série z Yy a; converge dans F;n’ne(Q). (Cet espace de symboles
& .

est muni d'une structure naturelle d'espace de Fréchet).

On choisit ensuite une fonction X esz(R) égale 3 0 si g <1 et

a1l siyw>2. Pour tout r > 1, on pose :
o(t,£,0)]
XR=X((’1€{, ))‘

On montre ensuite qu'on peut trouver une suite Rj-—)m>te11e que,

pour tout n > 0, la série :

Xp (1 = Jpa;
g Rj ng p !

converge dans %;n,n (Q). Cette classe de symboles a &té introduite dans la
définition 3.1. Bien entendu, la.fonction de troncature XR fait perdre le
caractére holomorphe en 6. On utilise alors 1l'opérateur m de prolongement

approximatif défini dans le lemme 3.2, et 1'on pose :

oo

A=) Ve, 25 ¥ m( ) (I-¢. ) xg, eo;)
s 0 ] i ¢

L'opérateur A vérifie bien (3.32).
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III - 4 - FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1 :

On convient de noter par la méme lettre symboles et opérateurs.

En utilisant les propositions 3.2 et 3.3, on construit par récurrence une
-m-j,je

suite d'éléments Ej de Fu

(Q), telle que pour tout n, le symbole Rn

défini par :

R, =T1- (E+...+E _|) oL

soit dans F;n’ne(Q). Il suffit de poser :

D'aprés la proposition 3.4, il existe un symbole E dans F;m’o(Q) tel que
pour tout n on ait :

E - ) L E FTE).
j<n

On vérifie que le symbole R = EoL - I est dans l'intersection :

m F‘H,I‘IE (Q)

n>o e

La proposition 3.1 se déduit donc du lemme suivant, qui prouvera que R est

dans OP?@E(Q).

Lemme 3.5 :

1

Soit une fonction a(x,t,£,6) C sur  x I x R ' x P. On suppose

que pour tout (x,t,£) dans Q@ x I x Rn_l, la fonction 6 ——» a(x,t,£,0) est

holomorphe dans P. On suppose que, pour tout compact K €, pour tout A S-%,
pour tout multi-indice (o,B,y,8), et pour tous entiers M et N, il existe

C > 0 tel que 1l'on ait :

B8
a. B.Y.06 E-lYI u -N
(3.33) DL DDgalx,t,E,0)| < C (1+]E]) (+| Ve +]o])

x inf (]eMe], HM
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1

pour tout (x,t,£,6) &K x I x R x P tel que :

1

A 5 .

A

Im 0 <

Alors l'opérateur A = a(x,t,Dx,tDt) correspondant 3 ce symbole est dams

OPa‘fgz(Q) (défini au & I.4).

On constate (définition II-1) que si :

ae () F;n’ne(Q) ,
n

alors le symbole a(x,t,£,6) satisfait & 1'hypothé@se du lemme 3.5.

On peut prolonger le symbole a(x,t,£,0) quand t ﬁii[ de telle sorte

que les relations (3.33) soient vérifiées pour tout t réel.

Démonstration :

Pour tout (x%,£) dans Q x Rn-l, définissons un opérateur

A(x,8) : C:(R)-——) C”(R) en posant :

(3.34)  A(x,D)u(t) = Jeie“gt/s a(x,t,£,8) u(S) ? do .

L'intégrale porte sur la demi-droite ol s du méme signe que t. On a, pour

tout y dans Cz(Q)

Au(x,t) = JeiX'E[A(x,E)Q(E,-)](t) & .

Montrons que 1'application (x,£) —» A(x,£) est dans933(q). I1 suffit de mon-
trer que, pour tout multi-indice (a,B), et pour tous entiers m,p,m',p', 1l'opé-

rateur AmpaBm'p’(x’E) défini par :

(3.35) A

= (TP a B m' p'
mpaBm'p'(x’g) = (t Dt) o (DXDEA(X’E) ot (tDt)

est borné dans L2(R), et que, pour tout compact K € Q, il existe C > O tel

que 1'on ait :
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B - g

(3.36) || "

mpasm'p| (X, g) ' l

falmy) < O+leb

pour tout (x,£) €K x Rn—l. Pour cela, on remarque que 1l'opérateur défini

par (3.35) correspond au symbole f£(x,t,£,0) suivant :

1 1
£(x,t,£,0) = t"(D,_ + -2-)1’ £ a(x,t,£,0-im') 6P .

Si a vérifie les hypothéses du lemme 3.5, alors, pour tous entiers q et r,

il existe C > 0 tel que 1'on ait
prmm’
r . . —r
| (e %G £(x,t,8,64) | < ¢ (1+]g]) ¥ (1+]e[)

1

pour tout (x,t,£,8) & K xR x ®R""' x R. On en déduit, pour l'opérateur cor-

respondant sur R, la majoration de norme (3.35) (au moyen du changement de
V)

. t
variable t = e ).
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IV - CONSTRUCTION DU SECOND TERME DE LA PARAMETRIXE

Le but de ce & est de démontrer la :

Proposition IV - 1

Soit L = L(x,t,DX,tDt) un opérateur différentiel dans Q, d'ordre
m, vérifiant les hypothéses du théoréme 1.1 (avec ¢ > 0). Soit A un élément
de #eﬁ(Q). Alors il existe B dans fgﬁ(Q) tel que l'opérateur A - BL soit

régularisant (au sens du & I).

Ce résultat,joint a la proposition III-1, achévera la démonstration
du théoréme 1.1. En effet, on sait d'aprés la proposition III-1 qu'il exis-

te E. dans F;m’o(Q) et R

1

1 dans Oszz(Q) tels que :

Soit alors E, dansiﬂﬁ(Q) tel que 1l'opérateur R, = E,L - R, soit régularisant.
Alors 1l'opérateur E = E1+E2 a toutes les propriétés annoncées dans le théo-
réme 1.1.

Pour démontrer la proposition IV-~1, nous allons rappeler quelques

résultats de régularité pour des opérateurs différentiels ordinaires.

IV - 1 - REGULARITE POUR DES OPERATEURS DIFFERNTIELS ORDINAIRES :

‘Soit A une variété C”. On considére un opérateur différentiel or-
dinaire de la forme suivante :
- Hio ]
(4.1) L(A,t,tD.) = Y ap(t o] (tD,)

|o|+jsm

ulalen

ol les a sont des fonctions C° sur A, 3 valeurs complexes. On fait sur

cet opérateur les trois hypothéses suivantes, qui sont voisines de celles du
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théoréme 1.1
1) Une hypothése sur 1'équation déterminante de L qui se traduira
par :

(4.2) L(»,0,8) # © sixe A et Im 6 g

| —

2) Une hypothése d'ellipticité :

4.3)  WeA, Wt,0)er? - 10,00, L (,t0 #0 .
ol L, désigne la partie principale de 1'opérateur L.

3) On suppose qu'ii existe }\0 e N tel que :
(4.4) ker L(A_,t,tD) N Y®R) =0

On veut montrer 1a :

Proposition 4.2 :

Sous les trois hypothéses ci~dessus, il existe un voisinage V de
)‘o dans A , et une application A —3Q(A), C* de V dans $(L2(R)), tels que

pour tout A dans V et pour tout y dans Y(R), on ait :
(4.5) Q) L()\,t,tDt)u = u

De plus :

1) Pour tout X dans V, Q()\) est une application linéaire continue
de y(R) dans Y(R).

2) Pour tout entier s » O, l'application A ——3 Q()) se prolonge

en une application C° de V dans .$(W;S’O(R), W;Sﬂn’o(R)).

On déduit facilement cette proposition des estimations 3 priori
démontrées dans [3]. Montrons bri&vement qu'on peut retrouver ce résultat a
partir de 1'étude faite dans [5] d'une classe d'opérateurs pseudo-différen-—

tiels sur R -{0}.
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On a défini dans [5] , pour tout m & [N, une classe de symboles,
notée F;m(R), munie d'une structure d'espace de Fréchet, et une classe
d'opérateurs A = Cz(R)——é C®(R), notée aussi F;m(R) pour simplifier, telles

que, pour tout s dans Z, on ait 1'inclusion algébrique et topologique :
> g q

(4.6) F;m(R) c of(wj’°(R), wi*m"’(R)) )

On a montré dans [i] que, sous les hypothé&ses (4.2) et (4.3), il
existe une application A —>E,, c®, de Al dans F;m(R), telle que les appli-

cations R)\ et R>'\ suivantes :

4.7 R

EA.L(A,t,tDt) -1

4. ' -
(4.8) Rx' L(A,t,tDt).EA I

soient pour tout entier s 3 0, C° deA & valeurs dans qf(w;s’o(R), $(R)).
On déduit facilement de (4.7) que pour tout X dansA, on a :

(4.9) ker L(A, 6,0 ) NWP°(R) C F®)

que ce noyau est de dimension finie (car il est inclus dans celui de I+R}\,

et R)\ est compact dans L2(R)), et que 1l'image de WI:}’O(R) par 1l'opérateur

L est fermée dans L2(R).
Sous 1'hypothése (4.4), il existe donc une application Q :LZ(R)

—_— Wzl,’o(R) telle que 1'on ait :

(4.10)  QOL(A,t,tD)u = u Vw—:W‘:’O(R) ,

et Q est continue de Y(R) dans lui-méme. On d&duit de (4.8) et (4.10) que

la différence Q-E, est une application continue de W;S’O(R) dans Y(R)
)

(pour tout s 3 0). Quitte 3 modifier la paramétrixe E, (on suppose que la
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=m . ~ -~ = e
classe Fu (R) contient tous les opérateurs ayant la méme régularité que R)\)’

=QetR>\ = 0.
o 0

on peut suppaser que EA

Soit V un voisinage de A, dans A tel que :

(4.11) :NE s-%
L))

pour tout A dansV. L'opérateur I+R, est donc inversible dans £(L2(R)) pour

A

tout X dans V. Désignons par I+S, son inverse. L'application A_.as)\ est C”

de V dans c}f’(Lz(R)). De 1'égalitéd :

_ 2
(4.12) S, = =R, + Ry + R S,R

on conclut que SA

ment, 1'application A —5 S, est C” de A dans $(W;S’O(R), Y@®)) (¥s:0).

a les mémes propriétés de régularité que R>\ (plus précisé-

Posons alors :

(4.13) Q, = (I+5,) E,

Cet opérateur a les propriété€s annoncées dans la proposition 4.2. C'est un
inverse A gauche pour L, et c'est la somme de E\» qui a les propriétés de ré-

gularité 1) et 2), et d'un terme ayant une régularité plus forte.

IV - 2 - DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1V - 1

Elle se déduira du lemme suivant

Lemme IV -1 :

Soit L = L(x,t_,DX,tDt) un opérateur différentiel dans Q, d'ordre m,
vérifiant les hypothé&ses du théoréme !.1 (avec p>0). Alors il existe un € > O
ayant la propriété suivante. Pour tout r réel, et pour tout A dans OP%E(Q),

il existe B dans OP%Z(Q), tel que 1'opérateur A-BL soit dans OP%EE(Q)-



IV - 45

. 0
La proposition IV-1 s'en déduit facilement. Si A est dans OP?ZU(Q),
. . o ' o a -je 1
on construit par récurrence une suite d'éléments Bj de OPJZu (Q), tels que

les opérateurs :
4,14 R. =A- (B +...+B.) o L
(4.18) R (Byte - +B;)
soient dans OP#Z;(J+1)E(Q). D'aprés la proposition I-4, il existe un &lément
' . . : j+1
B de OP?ZS(Q) tel que, pour tout j, B-(Bo+"'+Bi) soit dans OP&K;(J )E(Q)-

L'opérateur A-BL est alors dans Ong;JE(Q) pour tout j > O. D'aprés la pro-

position 1.3, c'est donc un opérateur régularisant.

Démonstration du lemme 4.1 :

Si L vérifie les hypoth&ses du théorgme 1.1, désignons pour tout
(x,£) dans q x Rn—], par Q{x,£) l'inverse i gauche de l'opérateur
Lo(x,t,g,tDt) construit dans la proposition 4.2. (Le paramétre A &tant le

couple (x%,£)). D'aprés la proposition 4.2, pour tout s 3 O, 1'application

-s+m,q

y (R)).

(%,£)—> Q(x,£) est C de @ x R° '-{0} dans é@(w;s’°(R), W

Si x décrit un compact K de Q et & décrit la sphére unité de

n-1

R™ °, pour tout multi-indice (a,B), il existe C > O tel que l'on ait :

415 ||plnfecx,e)ul| s cllul]
W )

—s+m, 0
u

0 Yu C2(R) .
u

-

On en déduit, 3 cause de la quasi-homogénéité de 1'opérateur Lo et donc de

son inverse, l'estimation suivante :

8]

(4.16) llb:DSQ(x,g)ull scllull_y . a+leh”

-s+m,0,%

pour tout U dans Cz(R), pour tout (x,£&) dans K x Rn_l-{o}. Les espaces
wﬁ’o(R) sont munis de la norme dépendant du paramétre &£ définie au & I-3.

Pour tout A e:éfE(Q) et pour tout (x,£) dans Q x Rp-]—{o}, on définit un
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opérateur B(x,&) Cz(R)__9 C*(R) par :

(4-17) B(X,g) = A(X,E) o Q(xag) .

Par définition, pour tous s,s' et p » O, 1'application (x,8)— A(x,E) est
p— —al

c® de 9 x R% I dans éf(wus ’O(R), Wi’p(R)). De plus, pour tout compact

K C Q, pour tout multi-indice (a,B), il existe C > O tel que 1l'on ait :

- P
4.18)  ||p0iAcx,©)ul| < ¢ [[ull Gsleh o
. X g ] S,p,E N -S',O,E

pour tout u dans Cz(R), pour tout (x,£) dans K x Rn_1 .

Des relations (4.16), (4.17) et (4.18) on déduit que B(x,E) véri-

fie des majorations analogues & (4.18), donc est un élément deﬁ%ﬁ(Q).

On lui associe, selon (1.15), un opérateur B = Cz(Q)—_a @,
défini par :
Bu(x,t) = felx'g[s(x,r,)a(g,.)]-'(‘c) a& ..

L'opérateur B est donc dans OP?%E(Q). On a, pour tout (x,£) dans Q x Rp_l

B(x,£)0 L (x,t,E,tD.) = A(x,E)

D'aprés la proposition 1.4, il existe ¢ > O tel que 1'opérateur R = BL - A

soit dans OP?{i_E(Q).



(4]
[5]

[e]

IV - 47

BIBLIOGRAPHIE

M.S. BAOUENDI - C. GOULAOUIC - Cauchy problem with characteristic

initial hyper surface - C.P.A.M. XXVI n° 4 (1973) 455-473.

M.S. BAOUENDI ~ C. GOULAOUIC - Cauchy problem with multiple charac-
teristics in space of regular distributions - Russian Math Survey

29 n® 2 (1974) 72-78,

P. BOLLEY - J. CAMUS - B. HELFFER - Sur une classe d'opérateurs par-

tiellement hypoelliptiques - J. Math, pures et appl. 55 (1976).
N. HANGES - Thesis - Purdue University (1976).

J. NOURRIGAT - Une classe d'opérateurs pseudo~différentiels & une va-

riable - C.R.A.S. 283 (1976) 457-460

BOUTET de MONVEL - HYpoelliptic operators with double characteristics
and related pseudodifferential operators — C.P.A.M. XXVII (1974) 585-

639.

-123-



