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PARAMETRIXES POUR DES OPERATEURS DU TYPE DE FUCHS 

par Jean NOURRIGAT 

Introduction : 

Le but de cet article est de construire des paramëtrixes pour des 

opérateurs différentiels du type de Fuchs, au sens de [l],[2], vérifiant des 

conditions suffisantes dfhypoellipticitë partielle énoncées dans [ 3 ] . 

Plus précisément, soient Q un ouvert de R n ^(n^2) et T > 0. On con­

sidère un opérateur différentiel L dans l'ouvert Q = Œ X ] - T , T [ * 

( 0 . 1 ) L(x,t,D tD ) = J a (x,t) ^ ' " ' D " (tD ) j , 
x t |a|+j«m a J X Z 

y |a|elN 

où y est un rationnel > 0 , tel que ym soit un entier, et où les a . sont des 

fonctions complexes, C00 dans Q. Ces opérateurs sont un cas particulier de ceux 

qui sont étudiés dans [ 3 ] · (Dans [3] intervenait un autre paramètre, noté a, 

qui est ici égal à 0 ) . 

On dit que l'opérateur L est partiellement hypoelliptique dans Q, 

si pour tout ouvert ^CQ, l'implication suivante est vérifiée (en posant 

X = J-T,T[ ) : 

u € C°° (I,3>f (fl) ^ 
(0 .2 ) > = > U£i C°° (a)) 

L U S C°° (a)) J 

Il est naturel de chercher à construire une paramétrixe qui opère 

2 

dans Li o c(Q)>
 m a^- s c e l a n l e s t P a s possible en général sous la seule hypothèse 

d'hypoellipticité partielle. Nous ferons donc sur l'opérateur L un système 

d'hypothèses tel que l'implication suivante, plus forte, soit vérifiée, pour 

tout ouvert UJCQ : 
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IV - 2 

u e L ? n r (Q) 1 
(0.3) i O C l = > u C C œ (a>) 

Lu EIC00 (OÙ) J 

On a énoncé dans [3] deux conditions (ici notées H2 et 113) suffi­

santes pour que L soit partiellement hypoelliptique dans Q. Nous leur ajou­

tons l'hypothèse Hl suivante, pour que l'implication (0.3) soit vérifiée : 

En tout point x de fi, on définit le polynôme F(x,À) suivant : 

(0.4) F(x,X) = l a^ .(x,0)(-i)jX(À-l)...(À-j+l) 

L'équation déterminante de L est F(x,A) = 0. L'hypothèse Hl s'énonce ainsi : 

(Hl) Vx £̂ fi VA C Re \>,~ y ==>F(x,À) ï 0. 

Rappelons les hypothèses H2 et H3 de [3] . On suppose tout d'abord 

l'opérateur L elliptique pour t ï 0, et l'on fait l'hypothèse "d'elliptici-

té transverse1' suivante : 

(H2) Il existe C > 0 tel que, pour tout (x,t,Ç,6)e fi x I x R11"1 x R, on 

ait : 

(0.5) I l a ( x , t ) ç V | » c f e | + | e | ) m . 
|a|+j=m a J 

On définit ensuite, pour tout (x,£) dans Q x R n _ 1 , un opérateur différentiel 

ordinaire Lo(x,t,Ç,tDt) en posant : 

(0.6) Lo(x,t,Ç,tDt) = J a ( x . o H ^ ^ t D ) j . 

|a|+J<m ̂ J «-
u|a|e N 

On fait l'hypothèse suivante : 

(H3) Pour tout (x,Ç) dans fi x R n tel que |ç| = 1, l'équation différen­

tielle : 

L0(x,t,Ç,tDt) u(t) = 0 

n'admet que la solution u = 0 dans ̂ f(R). 
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Nous nous proposons de construire, quand les hypothèses Hl, H2 et 

H3 sont vérifiées, une paramétrixe à gauche pour l'opérateur L. Bien entendu, 

le sens du mot "paramétrixe11 doit être précisé, puisque l'opérateur L n'est 

pas hypoelliptique. Pour cela on définit un espace de distributions, noté 

V(Q) 9 qui contient
 Li o c(Q)>

 e t <luî contient aussi l'espace C^(I,5|f (fi))défi­

ni dans [ 2 ]. Cet espace est défini de telle sorte que L opère dans V(Q)· On 

convient d'appeler "opérateur régularisant" toute application linéaire de 

V(Q)0<?'(Q) dans C°°(Q) , et "paramétrixe" tout opérateur E = V(Q)+V(Q), pro­

prement supporté, tel que pour tout u dans V(Q) on ait : 

sing supp Eu C sin supp u 

et tel que l'opérateur R = E L-I soit régularisant. 

Dans l'article [3] on a construit des paramétrixes (dans un sens 

différent) pour l'opérateur L, en utilisant des symboles à valeurs vectoriel­

les, c'est à dire de manière non explicite. 

La paramétrixe que nous construisons ici sera une somme E = Ej + 

de deux termes. Pour le premier terme Ej, on définit un formalisme analogue 

à celui des opérateurs pseudo-différentiels, mais utilisant la transformation 

de Mellin au lieu de celle de Fourier. (La restriction de Ej à tout ouvert 

où t ̂  0 est un opérateur pseudo-différentiel). La construction de Ej est 

explicite et n'utilise pas l'hypothèse H3. Quant au second terme E^> il est 

défini comme un symbole à valeurs vectorielles, mais il est beaucoup plus ré­

gulier que le terme explicite Ej. Pour la définition de E^, nous nous sommes 

inspirés de [6j . 

Signalons que dans [4j on utilise aussi lé calcul pseudo-différen­

tiel pour étudier des opérateurs du type de Fuchs. 
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Plan de l'article : 

Au & 1-1 et 1-2, on définit les espaces de distributions utilisés, 

et on donne l'énoncé du théorème principal. 

Au & 1-3 et 1-4, on définit une classe d'opérateurs destinée à con­

tenir le second terme E 2 de la paramétrixe. 

Au & II, on définit une classe destinée à contenir le premier ter­

me Ej. 

Aux § H I et IV, on construit successivement les deux termes et E^. 
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I - ESPACES DE DISTRIBUTIONS ET OPERATEURS REGULARISANTS 

1-1 - ESPACES DE DISTRIBUTIONS : 

Les espaces dont nous rappelons la définition ici ont été introduits 

dans [3] · 

Définition 1-1. 

Soient m€iN, p e IN, qeIR et \i > 0. On définit un espace de distri­

butions W^ , p , q(Q) sur l'ouvert Q = Çl x I par : 

p — li 

(1.1) WJ'P»«(Q) = {us*<Q) , ̂ B l ^ K ^ C l ^ + , a | + q ^ ) 

si |a|+j$m , jji|a| G IN et 0 <c h < p} . 

Si m est un entier ^ 0, on définit l'espace W™ , P , C 1(Q) comme l'ensemble des 

distributions u dans Q qui s'écrivent : 

(1.2) u - l t W l ° l ( t D j j u . 

y |a|c tN 

où les u^j sont dans W ° , p , C * ^ °̂  (Q) · On munit tous ces espaces de leurs normes 

naturelles d'espace de Hilbert. 

On posera : 

On sait que, pour tout ̂  dans C~(Q) , la multiplication par f opère continû­

ment dans W ^ ' ^ Q ) . 

On définit l'espace W ^ Ç ' ^ Q ) comme l'ensemble des distributions r y,loc 

y € $ f ( Q ) telles que, pour tout f dans C~(Q),Y>y soit dans W ^ , P , q ( Q ) . 

Si L est un opérateur différentiel de la forme (0.1), alors, pour 

touS S e £, p e JN et q Q on a : 

(1.3) L(x,t,Dx,tDt) : wf ;^(Q) _ > W ^ « ( Q ) 
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On a l'inclusion : 

(1.4) H w J ^ ^ ( Q ) C C°°(Q). 

Pour tout y > 0, on définit un espace V^(Q) P a r : 

(1.5) V p(Q) = { ue$'(Q) , V f e c ~ ( Q ) , ] m e ¿ , 3 ^ R t e l s ^ u e 

f u a : w J , 0 , q ( Q ) }. 

Cet espace est indépendant de y > 0. On notera donc V(Q) · H résulte de (1*3) 

que, si L est l'opérateur différentiel (0.1), on a : 

(1.6) L(x,t,Dx,tDt) : V(Q) — » V(Q) . 

La paramétrixe de l'opérateur L opérera elle aussi dans V(Q). 

o 

L'espace V(Q) contient L

l o c(Q)>
 e t il contient aussi l'espace 

cf^tt,? 1 (A)) défini dans [ 2 ] . 

j-2 ~ OPERATEURS REGULARISANTS : 

Définition 1-2. 

On appellera opérateur régularisant toute application linéaire de 

V(Q) 0 £ f(Q) dans C°°(Q). 

La proposition suivante donne un exemple d'opérateur régularisant. 

Proposition 1.1 : 

2 

Soit une distribution A(x,t,y,S) g: L

l o c ( Q x Q ) , telle que, pour tout 

compact K de QxQ, pour tout multi-indice (&U3,y,ô), on ait : 

(1.7) DVDY($J) ) 6 A(x,t,y,S) <S L 2(K) . 
x T y »? 

Alors l'operateur A : C£(Q) C°°(Q) défini par : 

Au(x,t) = A(x,t,y,6) u(y,è) dvtds V u £ C°°(Q) 
JQ 9 ° 

se prolonge en un opérateur régularisant. 
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En effet, toute distribution u e V(Q)n<F'(Q) peut s'écrire comme 

une somme finie de la forme : 

u(y,S) - l »1 (5D S)
6 f s(y,6) 

y,6 

où les fyg sont dans L (Q)0 £' (Q). L'opérateur dont le noyau est 

D^(SDs)
6A(x,t,y,9) envoie L 2 (Q)fï<F(Q) dans C°°(Q) d'après (1.7). Par un nom­

bre fini d'intégrations par parties, on en déduit que Au <£C°°(Q). 

On peut énoncer maintenant le théorème principal : 

THEOREME 1.1. : 

Soit L = L(x,t,Dx,tDt) un opérateur différentiel d'ordre m dans Q, 

de la forme (0.1), vérifiant les hypothèses Hl, H2 et H3 (avec y > 0) . Alors 

il existe une application E = V(Q)-»V(Q), proprement supportée, ayant les 

trois propriétés suivantes : 

1) - Pour tous p 6 IN et q eïR, on a : 

(1.8) E = W°'P' q(Q)-> ^ ' ^ ( Q ) 
y,loc v x / y,loc v x / 

2) - Pour tout u dans V(Q), on a : 

(1.9) sing supp E u. C: sing supp IL 

3) - L'opérateur R = EL - I est régularisant. 

1-3 - ESPACES DE DISTRIBUTIONS SUR R : 

Pour tous entiers m et p > 0, on a défini dans [3] un espace de 

distributions (R) par : 

(1.10) W^ P(R) = { u e L
2 ( R ) , t»a (tD t)

jD^ ^ L 2 ( R ) si 

0 ^ ya+j £ m , O^h^p, ya ̂  (N> 

Si m est un entier £ 0, on définit l'espace W^'^R) comme l'ensemble des dis­

tributions ue^'(R) qui s'écrivent : 
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(1.10 u = l t y a ( t D j j f . 

2 
où les f . sont dans L (R) . Ces espaces sont munis d'une norme naturelle 

og 

d'espace de Hilbert. 

Suivant un procédé classique, utilisé dans [3], on munit les es­

paces W ^ R ) d'une norme dépendant d'un paramètre Ç décrivant R 

On pose : 

<ç> = o + U I 2 ) 1 ' 2 

Pour tout Ç & Rn~] et pour tout u e:W m , p(R), on pose (si m > 0 et p e: R) : 

< • · ' » N < p . e - | . < S > 2 | a + £ ? l I I ^ M l V 
, F 5 S pa+jSm L (R) 

O^h^p 

Si m est un entier £ 0, on définit de manière analogue l'espace W™ , P(R) 

d'une norme dépendant du paramètre ^ £ R n .̂ Pour tout Ç f 0, cette norme 

est équivalente à la norme "naturelle11 de l'espace W^ , P(R). 

Une distribution tempérée u.€: i>l (Rn) est dans W ^ , P , q ( R n ) si et seulement si 

SCL transformée de Fourier partielle iKÇ,t) vérifie : 

(1.13) < Ç > 2 q ||u.(Ç,.)||^ ç dÇ < » . 
Rn-1 

1-4 - OPERATEURS SE MI-REGULARISANT S : 

Définition 1-4. 

Pour tout m réel, on désigne par l'espace des applications 

(x,Ç)-} A(x,0 C°° de fi x lRn 1 dans (L2(R)) ayant les propriétés suivantes : 

1) - Pour tous entiers S>Sf> et p >, 0, A se prolonge en une appli­

cation C00 de fl x R11"1 dans (W~ S ?'°(R), W*' P(R)). 
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2) - Pour tout compact K C !î, pour tout multi-indice (a,g), pour 

tous entiers S, s' et p > 0, il existe C > 0 tel que l'on ait : 

(1.14) ||DyA(x,ç)u|| s > p > ç « c |ML s, ) 0 > ç(i + ui) 

_ 1 

pour tout (x,Ç) 6: K x R et pour tout u £1 C£(R). 

A tout élément A de $ f^(Q), on fait correspondre une application, 

aussi notée A, de C"(Q) dans C°°(Q), définie par : 

(1.15) Au(x,t) = J e 1 X ' Ç [A(x,0 u(Ç, )] (t) *Ç . Vy £ C£(Q) 

où u (Ç , t ) désigne la transformée de Fourier partielle de u par rapport à 

x. On pose cfe '= (2TT) 1 ndÇ. 

On désignera par 0P$;™(Q) l'ensemble des applications de C~(Q) 

dans C°°(Q) qui sont la somme d'une application A définie par l'intégrale 

(1.15), avecft(x,0 dans#^™(Q), et d'un opérateur régularisant. 

La propriété suivante des opérateurs semi-régularisants se déduit 

immédiatement des propriétés classiques des symboles à valeurs vectorielles. 

Proposition 1.2 : 

Si A est un élément de 0P$f™(Q) (m réel, > 0), proprement suppor­

té, alors A se prolonge, pour entiers S, S 1 et p >/ 0, et pour tout réel q, 

- S ' o p s.p.qj 
en une application linéaire continue de W ' (Q) dans W - (Q), avec 

*^ y, comp x y,loc 

q̂  = q-m-̂ —-. Si l'opérateur A est proprement supporté, il définit une appli­

cation de V(Q) dans lui-même. 

La proposition suivante exprime le caractère pseudo-local des opé­

rateurs définis ci-dessus, et le fait qu'ils sont régularisants pour t ^ 0. 

Proposition 1.3 : 

Soit A dans OP^^(Q) ( m réel, y > 0) , proprement supporté : 
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i) Si, pour tout m 1 réel, A est dans 0P#? (Q), alors A est régu­

larisant. 

ii) Si ̂  est dans C^(Q +), alors l'opérateur u — ^ L f A u e s t régula­

risant. £0n àésî rve p*. ?ev><*t/IJB fL * J g , t L ) · 
iii) Si est dans C~(Q+) , alors l'opérateur u — » Aijm est régu­

larisant. 

iv) Si deux fonctions <f et de C~(Q) ont leurs supports disjoints, 

alors l'opérateur u—^fA^u est régularisant. 

Démonstration : 

Pour qu'un opérateur T soit régularisant, il suffit que, pour tous 

entiers S, S'> et p > 0, pour tous réels q et q', on ait : 

Le point i) se déduit immédiatement de la proposition 1.2. 

Pour le point ii) on remarque que, si U. est dans W ̂  '°' C* (Q), la distribu­

tion f Au, qui a son support dans Q +, vérifie d'après la proposition 1.2. 

s>p»q'-ty-£ 

ÂU e H w U(Q) . 
s>0 M 

p>0 

D'après la définition des espaces W (Q) une distribution qui 
y 

a ces deux propriétés est dans C°°(Q) . 

Point iii). Si u est dans , 0 , c* (Q) i a distribution il»u, qui y,loc x 

a son support dans Q +, est dans W ^
 r>°>cl + r ( Q ) , pour tout r > 0 (cela ré­

sulte de la définition des espaces). D'après la proposition 1.2, la distri­

bution Ai|/u vérifie : 

^ 9>p,qf+r-~--to 
Aifru e f ) w (Q) · 

p*0,r;>0 ^ l o c 

donc est dans C°°(Q) . 
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Point iv). On peut, quitte à effectuer une partition de lfunité sur 

les supports de ^ et supposer qufil existe des compacts et de Q9 

et des intervalles I et I^ inclus dans I, tels que : 

suppvf(x,t) C Kj x Kj supp iKx,t) C K 2

 x K 2 

On est alors nécessairement dans l'une des trois situations suivantes : 

a) Kj O K 2 - 0 

b) Ij 0 I 2 - 0 et 0 £ I 

c) Ij D I 2 = 0 et 0 £ I 2 " 

I 

Dans le cas a) l'opérateur u —> fAi|m est dans OP$ \ J(Q) pour tout réel m' 
F 

(cela résulte des propriétés classiques des symboles à valeurs vectorielles), 

et d'après le point i) cet opérateur est régularisant. Dans les cas b) et c) 

la propriété résulte des points ii) et iii). 

Les opérateurs de (f^°(Q) ont donc les propriétés 1) et 2 ) annoncées 

dans le théorème 1.1 pour la paramétrixe de l'opérateur différentiel (0.1). 

Les deux propositions suivantes se déduisent immédiatement des pro­

priétés classiques des symboles à valeurs vectorielles. 

Proposition 1.4 : 

Soit nij une suite de réels, strictement décroissante et tendant vers 

- o o . Pour tout j, soit A. un élément de^f J(Q). Alors il existe un élément A 

de fê^°(Q) tel que, pour tout N, on ait : 

(1.16) A - X A. C ^ X Q ) . 

j<N J y 

Soit maintenant L(x,t,Dx,tDfc) un opérateur différentiel dans Q, 

d'ordre m, de la forme (0.1). On lui fait correspondre l'opérareur différen­

tiel ordinaire LQ(x,t,Ç,tDt) défini en (0.8). 
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Proposition 1.5 : 

Soit (x,Ç)-> A(x,Ç) un élément de $ ^ ( Q ) (p réel), et soit A l'o­

pérateur associé. Pour tout (x,Ç) dans Q x R n 1

 9 définissons un opérateur 

B(x,Ç) = C£(R)-> C°°(R) par : 

(1.17) B(x,Ç) = A(x,Ç)o Lo(x,t,Ç,tDt) 

Alors : 

i) L'opérateur AoL est dans 0?<$^(Q) 

ii) L'application (x,Ç) B(x,0 définie en (1.17) est dans $f^(Q)-

oit B l'opérateur associé. 

iii) Il existe e > 0 tel que l'on ait : 

B - AoL e O P ^ " e ( Q ) 
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II ~ UNE CLASSE D'OPERATEURS 

Nous allons décrire une classe d'opérateurs qui contiendra le pre­

mier terme de la paramétrixe à gauche de l'opérateur différentiel (0.1). 

Posons : 

(2. 1) Q + = Q x ]o,T[ Q+ = Q x [o,T[ , 

Au lieu de définir des opérateurs par la formule usuelle utilisant la trans­

formation de Fourier : 

Au (x) = Je 1 X* Ç a(x,Ç) u(Ç) , 

nous allons définir une famille d'opérateurs A = C^(Q+)—> C°°(Q+) en utili­

sant la transformation de Mellin. 

Au &1, nous rappelons les propriétés de cette transformation. Au 

&2, nous énonçons les propriétés des symboles utilisés. Au &3, nous leur 

associons des opérateurs A = ^(0+)—» C°°(Q+), puis A: = C£(Q) —» C°°(Q) . Au 

& 4 et 5, nous montrons que les opérateurs ainsi définis ont les propriétés 

I et 2 annoncées dans le théorème 1.1. 

II - 1 - RAPPELS SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN : 

A toute fonction u.(x,t) dans C^(Q+) on fait correspondre sa trans­

formée de Fourier partielle en x : 

(2.2) u(Ç,t) - J e " i x Ç u(x,t)dx 

et la transformée de Mellin en t de la fonction précédente : 

(2.3) &(ç,e) = t" i e ûa,t)f- . 

J ô 

Rappelons les propriétés classiques de cette transformation. 
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Proposition II—1 : 

Si u e C°°(Q+) : o 

i) La fonction 9—> u(Ç,0) est holomorphe dans 

{ ( ç , e ) e c nxc i m e > o } . 

ii) Pour tout Çe^R11""1, la fonction 0—»u(Ç,0) se prolonge en une 

fonction méromorphe dans C, admettant pour pôles simples les nombres complexes 

de la forme -ki(ke:fN), les résidus correspondant étant : 

FF 8 t Q < ^ ° > 

iii) Pour tous A > 0, e > 0 et N > 0, il existe C > 0 tel que l'on 

ait : 

(2.4) |u ( ç , e ) | .< c ( i + | ç | + | e | )"* N 

pour tout (Ç,0) dans IR " xC tel que : 

-A ^ Im 6 s< o et |e+ki| >, e pour tout k £l Dsf 

II - 2 - DEFINITION D'UNE CLASSE DE SYMBOLES : 

Soit y un réel > o fixé. 

Posons, pour tout (t,Ç,0) C I x R n * x C : 

(2.5) *(t ,ç ,e) = i + |t p ç| + | e | 

(2.6) *(t,Ç) = inf (|t| | ç| y,D 

Désignons par P le demi-plan : 

(2.7) P = { 0 eC, Im 0 < ~ }. 

Définition II.1 : 

Soient m<r (R et p > 0. On désigne par F m , P(Q) l'ensemble des fonc-
y 

tions a(x,t5Ç,0) C°° sur ti x I x [R
n 1 x P ayant les propriétés suivantes : 
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n— 1 

1) Pour tout (x,t,Ç) dans fi x I x IR la fonction 0 —» a(x,t,Ç,6) 

est holomorphe dans P. 

2) Pour tout compact K de fi, pour tout réel A ^ ~, pour tout mul-

t i - indice (a,6,y,6) il existe C > 0 tel que l'on ait : 
(2.8) | ^ t 6 D ^ a(x,t,Ç,9)| « C / u p ( 6 ' P ) • " - M " 6 

pour tout (x,t,Ç,6) dans K x I x R11""1 x P tel que : 

A ^ Im e ^ I . 

Exemple 2.1. : 

Considérons l'opérateur différentiel (0.1) : 

L ( x , t , D t D t ) = J a . ( x , t ) t ^ ' A t D j J 

y j a |e(N 

et associons-lui l e symbole : 

(2.9) L(x,t,Ç,6) = J a .(x,t) t y l a l ç V . 
| a | + j « m a J 

y | a|etN 

Ce symbole est dans F^ , 0(Q). 

Remarque 2.1 : 

On a, pour tous p > 0, u > 0 , m e CR : 

(2.10) lJ'P(Q) CF ^ ° ( Q ) 

Le produit d'un symbole dans F™ , P(Q) par un symbole dans F™ , P (Q) est dans 
^ + m ' , p + P ' ( Q ) < 

A l'exception des symboles associés selon (2.9) aux opérateurs 

différentiels (0.1), les seuls symboles utilisés dans les constructions de 

paramétrixes seront dans F°*°(Q), OU dans des classes incluses dans celles-

c i . Nous nous limiterons à cette valeur de m et p dans la suite de ce &. 
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II - 3 - OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS : 

Pour tout e > 0, désignons par le contour formé de l'intervalle 

du demi-cercle {101 = e, Im0 ^ 0 }, et de l'intervalle [EJ+^Q par­

courus successivement. 

Soient u 6 C ^ Q + ) , et a(x,t,|, G) un symbole dans F ^ ° ( Q ) - Alors 

pour tout (x,t) g; Q + et pour tout e c ] o , l ] , l'intégrale : 

(2.11) Au(x,t) = e 1 X * Ç t l 6 a(x,t,Ç,0) u (Ç,0) £ ¿0 

converge absolument, et est indépendante de e. On utilise la notation clas-

siquet 

(2.12) <fc = (2TT)1"IIÇ ¿"0 = (27r)",d0 

On vérifie, en utilisant le point iii) de la proposition 2.1, que 

Au est dans C°°(Q+). Pour tout entier q E IN et pour tout p e: C tel que Re p > 0, 

CCP . q 
désignons par A^ l'opérateur associé selon (2.11) au symbole 3^ a(x,t,Ç,0-ip), 

qui est aussi dans F° , 0(Q). On a : 

Proposition II-2 : 

Si u est dans C~(Q+) et a dans F°
, 0(Q), alors la fonction Au défi-

bie par (2.11) est dans C°°(Q+) , et l'on a : 

1) Pour tout entier n > 0 

(2.13) 3? Au = l (n) A ( n " p ) 3Pu 
fc p=o l p ' P 1 

(2.14) 3tAu| t = 0= I f p ) [ 9 r P a ( x ' ° ' D x ' " i p ) ] 8 t u ( " o ) 

2) Pour tout X tel que ReA >. 0 

(2.15) t" AAt À = A, ( o ) 

À 

La proposition II-2 s'obtient immédiatement par des intégrations dans le plan 

complexe. 
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Pour le point 2, on remarque que si a est dans F°'°(Q) l'application 

(x,Ç) _ > 8*""P a(x,o,Ç,-ip) 

y 
est dans S. (Q). Cela résulte de la majoration 

i, o 

(2.16) M î î . - 1 ^ $ C (1 + U I ) " 1 

* i+|tnç| + |e| 

L'opérateur 8^ p a(x,o,Dx,-ip) est donc un opérateur pseudo-différentiel 

classique dans fi. 

On a définit ainsi une application A + = C~(Q+) —> C°°(Q+) 

On définit aussi, de manière analogue une application : 

V s c O ( Q - ) - * c ° ° ( q j 

Si u. e c°°(Q), désignons par U^et U.- ses restrictions à Q + et Q_. Définissons 

une fonction Ay e. C°°(Q +V Q„), en posant : 

/-A+u+(x,t) si t > 0 

(2.17) AujCx.t) = , 

^ A_it_(x,t) si t < 0 

D'après le point 2) de la proposition II-2, on a pour tout entier n £ 0 : 

% A + V * , t ) | t = o = Zn

t A_ u_(x,t)| t = o 

La fonction Au définie par (2.17) est donc C 0 0 dans Q. 

L'opérateur A = C^(Q)—» C°°(Q) ainsi défini sera noté symbolique­

ment a(x,t,D ,tD_). 
' ' x' t 
Remarque 2.2 : 

A toute fonction u. C00 dans Q + associons la fonction définie 

dans R n par : 
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^(x,y) = 'i(x,ey) V(x,y) e R n 

Alors on a, formellement : 

(2.18) (Au) # = a(x,e
y,D x,D y)u^ . 

Le premier terme de la paramëtrixe de l'opérateur différentiel (0.1) 

sera défini comme dans ce &, et correspondra à un symbole dans F° , 0(Q) qui 

sera déterminé au & IV. 

Dans la suite de ce &, nous allons montrer que les opérateurs A 

correspondant aux symboles a dans F^ m ,°(Q) ont les propriétés (1) et (2) 

annoncées dans le théorème 1.1. 

II - 4 - ACTION DANS LES ESPACES DE SOBOLEV : 

On se propose de démontrer les résultats suivants : 

Proposition II-3 : 

Soit a(x,t,Ç,0) un symbole dans F°'°(Q). Alors, pour tous entiers 

p & IL et q e:(N, pour tout f C IR ; l'opérateur a(x,t,Dx,tDt) se prolonge en 

une application linéaire de W p , q , r (Q) dans W p , q , r ( Q ) . v v y,comp x y,loc x 

Corollaire 1 : 

Si de plus l'opérateur A = a(x,t,Dx,tDt) est proprement supporté, 

il se prolonge en une application de l'espace V(Q) (défini au & 1-1) dans 

lui-même. 

Corollaire 2 : 

Si le symbole a est dans F~ m ,°(Q), (m £ IN) , alors pour tous entiers 

et q e N , pour tout tr<s:(R, l'opérateur a(x, t > D

x»tD x) se prolonge en 

une application linéaire de W P , q , r (Q) dans W P + ? 5 q , r ( 0 ) . 
y,compx^' y,loc K H / 

Les corollaires 1 et 2 se déduisent immédiatement de la proposition 

II-3, que nous allons démontrer au moyen du lemme suivant. 

-94-



IV - 19 

Lemme II-1 : 

Si a est dans F° , 0(Q), alors pour tout k dans (N, pour tout q dans 

(R, l'opérateur A ^ correspondant au symbole 3^ a(x,t,Ç,0) s g prolonge en 

une application linéaire continue de W ° > 0 , C * (fi) dans W -, • (Q) · v v U,comp y,loc 

Démonstration du lemme 2.1 : 

Pour tout réel q, on a, d'après la définition 1.1 : 

W°'<^Q) = L2(I,Hq(fi)). 

Il nous suffit de démontrer que, pour tous <f et ij; dans C^(Q), il existe 

C > 0 tel que l'on ait : 

(2.19) MfA ( k )^|| 2 k .< C ||u|| 2 

lT(I,Hq W ( £ R

n ')) L^(I,Hq(Rn ')) 

pour tout u dans C™(Q+) . Associons à tout y dans C°°(Q+) la fonction 

G C O T(R n) définie par : 

%(x,y) = u(x,ey) V(x,y) e R n . 

• L'estimation ( ¿.13 ) est équivalente, d'après la remarque 2.2, à : 

(2.20) ,|e*'
2.fc a<k>(x,e*,Dx,Dy) | | ̂  ) ) * 

* C l ' e y / 2 U . H 2 fl „ 1 
* L 2(R,H q(R n"')) . 

On peut écrire, grâce à une intégration dans le plan complexe : 

(2.21) e y / 2

 f . a
( k )(x, ey,D x,D y) ^ e 2 = ̂  a ( k ) ( x . e ^ . D y + |) ^ 

Il nous reste à démontrer qug l'opérateur T écrit ci-dessus envoie 

L 2(R,H q(R n _ 1)) dans L2(R,IT ^(R n _')). Or l'opérateur T défini en (Z .1] ) 

est un opérateur pseudo-différentiel, dont le symbole 

T(x,y,Ç,n) = a ( k )(x,e y,Ç,Ti^) 
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vérifie, pour tout compact K c R n, et pour tout multi-indice (a,£,y,ô) une 

majoration de la forme : 

IDVD^TI * c(i +U|jïï~ | Y |(Hn|r 6 

avec C > 0. Ces majorations suffisent à assure^ que l'opérateur T envoie, 
q-— 

pour tout q réel, L 2(R,H q(R 1 1" 1 )) dans L (R,H y(R n~ )). 

Démonstration de la proposition 2.3. : 

On a, pour tous p ) 0 et q £ (R : 

p-j 

(2.22) W°' p' q(Q) = {u c W°'°' q(Q), DJU e W°'°' q y"(Q) si 0 * j * p}. 

D'autre part, d'après la proposition 2.2, pour tout entier k, on a : 

(2.23) 3* (Au) = l ( § A £ - k 3*u , 

£=o 
en désignant par l'opérateur correspondant au symbole <^ a(x,t ,Ç,0-iE) . 

D'après le lemme 2.1, pour tout réel r, on a : 

k £. 
(2.24) A < k " E ) : W°'°' r ( Q ) _ ^ W ° ' ° ' r J T " 

£ y,compvx ' y,loc 

La proposition 2.3 résulte immédiatement de (2.22), (2.23) et (2.24). 

II - 5 - CARACTERE PSEUDO-LOCAL : 

Proposition 2.4 : 

Soit a est un élément de F° , 0(Q). Soient ^ et ij> dans C~(Q), dont 

les supports sont disjoints. Alors l'opérateur : 

u » (fa(x,t,D ,tD ) il) u 
X X 

est régularisant (au sens du & 1-2). 

Démonstration : 

On peut se ramener, en utilisant des partitions de l'unité sur les 
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supports de '̂ et au cas où il existe des compacts et de Q et des 

intervalles Ij et 1^ inclus dans I, tels que : 

supp f (x,t) c Kj x I supp <Kx,t) C K 2 x I 2 

On est alors nécessairement dans l'une des trois situations suivantes : 

a) Kj n K 2 = 0 

b) Ij 0 I 2 = 0 et 0 Ij 

c) Ij 0 I = 0 et 0 £ I 

Désignons par A(x,t,y,s) le noyau distribution de l'opérateur 

u > ^a(x, t,Dx,tDt)i(; u. Il nous suffit, d'après la proposition 1.1, de 

démontrer que, pour tout multi-indice (a,8,Y,6), il existe C > 0 tel que : 

(2.25) | D ^ D V ( S D ) 0 A(x,t,y,S)|2 dy ds « C . 
K ?xl 2

 x E y s 

pour tout (x,t) dans x 1^. 

Le noyau distribution A(x,t,y,s) est défini, pour tout X €: C tel 

que ReA > 0, par l'intégrale oscillante : 

A(x,t,y,s) = I(f) 

en posant : 
r - X 

f(x,t,Ç,6,y,ô) = f ( x , t ) *(y,S) a(x,t,Ç,0+i-iX)' - . 

et en désignant par I(f) l'intégrale oscillante : 

J_ r 

(2.26) I(f) = (St ) 2 e i Ç - ( x ^ ) + i e ( 1 ° ^ t / s ) f(x,t,ç,9,y,s) ¿8 . 

(sur le support de f, on a £t > 0). 

Exprimons maintenant, au fooyen d'intégrales oscillantes analogues, 

les dérivées du noyau A(x,t,y iS)-
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Lemme 2.2: 

Pour tout multi-indice (a,$,Y,ô), il existe un nombre fini de 

fonctions f. telles que l'on ait : 
J 

D V V ( * D ) ô A(x,t,y,S) = l I(f.) . 
x t y s j j 

Il existe, pour tout j, un multi-indice (a.,3·>Y·»6i>e ) et un entier p. 
j j j j j 

tel que l'on ait : 

-p· a. 6. Y. ô. e ' T 

(2.27) f j " t S J q J D x J D t : , ( s D s ) J [ f * a ^ t ^ ' 8 + 2 ) 

De plus, pour tout X tel que ReX ^ 0, on a : 

(2.28) I(f.) = I ( ( V f(x,t,Ç,6 -iÀ,y,S)) . 

J b 

La vérification de ce lemme est immédiate à partir de l'écriture du noyau A. 

On pourra déduire les majorations ( 2-2.5 ) du noyau A à partir de 

majorations des f̂  au moyen du lemme suivnat. 

Lemme 2.3 : 

Soit une fonction g(x,t,Ç,0,y,s) C00 sur a x I x Rn~* x ÏR x Q x I. 

2 n 

On suppose qu'il existe une fonction h £ L (R ) telle que, pour tout (x,t,y,S) 

on ait : 

|g(x,t ,ç,e, y,s)| |h(ç,e)| 

Alors l'intégrale I(f) définie en ( ) vérifie, pour tout (x,t) dans 

x I : 

» f 

(f)| 2 dy dS ̂  { |h(Ç,6)|2 dÇ de . 

J J 

La vérification de ce lemme est immédiate en faisant le changement de varia-

ble s - e S . 
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Nous allons chercher, pour chaque fonction fj de la forme (2.27), 

une fonction gj vérifiant l'hypothèse du lemme 2.3, telle que l'on ait 

I(fj) = I(gj). Les majorations (2.25) s'en déduiront aussitôt, puisque a 

est arbitraire. Le choix de la fonction g. est différent selon les 3 cas 

a), b) et c). 

Cas a) - Si Kj D = 0, il existe Cj > 0 tel que, dans le support 

des fj, on ait : 

|x-y| >, C, 

Posons : 

L = I x - y f 2 ^ ) 

On a, pour tout entier N : 

I( f j) - I(L
N

f j) . 

Si a est dans F°'°(Q), pour toute fonction f. de la forme (2.27), il existe 
P N. J 

un entier tel que la fonction g- = L J f · vérifie : 
j j j 

(2-29) |g j(x,t ,ç ,e, y,s)| .< (i + | ç | + | e | r n , 

c'est à dire l'hypothèse du lemme 2.3. 

Cas b) - Si Ij fl I 2 = 0 et 0 ^ I j , il existe C 2 > 0 tel que, dans 

le support des fj, on ait : 

(2.30 ) |s| >, C 2 |log || > c 2 . 

D'après le lemme 2.2, on a I(fj) = I(f^)9 en posant : 

P · 

*j = (s) J f j ( x , t ' ç ' e ~ i p j ' y ' s ) 

-p. a. 8. y. 6. £. 
(2.31) = S h .(e-iPj)

 J D x

J D t

J ( S D s )
 J [ f*:a(x ft,Ç,8-i P j)] . 

Puisque (2.30) est vérifiée, la fonctions > S est C sur le support de 

fj. Considérons l'opérateur différentiel : 
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Lj = (log t/s)" 1 D 0 . 

On a, pour tout entier N : 

I(f.) = - 1 ( A ) . 
J J I J 

Si a est dans F° , 0(Q), pour toute fonction de la forme (2.31), il existe 

un entier Nj tel que la fonction gj = Li j vérifie (2.29). 

Cas c) - Si Ij n I 2 = 0 et 0 £ I 2, il existe C 3 > 0 tel que dans 

le support des fj on ait : 

|t| > c 3 |iog || >y c 3 . 

On termine comme dans le cas b, sans utiliser cette fois la fonction ̂ j . 
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III - CONSTRUCTION DU PREMIER TERME DE LA PARAMETRIXE 

Le but de ce chapitre est de démontrer la : 

Proposition 3.1 : 

Soit L = L(x,t,Dx,tDt) un opérateur différentiel d'ordre m dans Q, 

de la forme (0.1), vérifiant les hypothèses Hj et du théorème 1.1 (avec 

u > 0). Alors il existe E dans F^ m ,°(Q) tel que l'opérateur R = EL - I soit 

dans OPÎT(Q). 

>· Μ 

Pour cela on établira d'abord : 

1 - Un résultat sur l'inversion du symbole de L. 

2 - Un résultat sur la composition des symboles. 

3 - Un résultat sur les séries. 
III - 1 - INVERSION D'UN SYMBOLE : 

Le but de ce & est de démontrer la proposition suivante : 

Proposition 3.2 : 

Soit L(x,t,ϋχ,tDt) un opérateur différentiel d'ordre m dans Q, vé­

rifiant les hypothèses du théorème 1.1 (avec y > 0). Soit L(x9t,£,Q) le sym­

bole correspondant dans F™ , 0(Q). Alors il existe un symbole e Q(x,t^,0) dans 

F^ m ,°(Q) tel que le symbole : 

(3.1) eQ(x,t,C,0) L(x,t^,0) -1 

soit dans F* 1* 1(Q). 

1ère étape : L'hypothèse du théorème 1.1 équivaut pour le sym­

bole ί(χ,ϋ,ξ,θ) à la propriété suivante : 

(3.2) Ι-(χ,ο,ξ,θ) φ 0 V(x,ô) e Ω x C tel que Im 0 4 ~ . 

D'après la forme (0.1) de l'opérateur, L(x,o,C,0) est indépendant de%. L'ap­

plication 0 *L(x,o,o,0) est un polynôme dont les coefficients dépendent 
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de manière C00 de x et dont le terme de plus haut degré est 8 m. On en déduit 

la propriété suivante : 

Pour tout compact K C ^ , il existe Cj > 0 tel que l'on a : 

(3.3) |L(x,o ,Ç ,0 ) | * c 1 e | ) m 

pour tout (x ,0) dans K xC tel que Im 6 N< | . 

Puisque le symbole L(x,t ,Ç ,0 ) est dans F™ 5°(Q), il existe C 2 > 0 

tel que l'on ait : 

(3.4) |Dt L(x,t , Ç , 0 ) | * j 

* c 2 U r ( i + |t
y ç | + | e | ) m 

pour tout (x,t ,Ç ,0 ) dans K x I x Rn~* x C (il n'y a pas ici de restriction 

sur la partie imaginaire de 0 , puisque le symbole est un polynôme en 0 ) . 

On en déduit l'existence de e > 0 tel que l'on ait : 

1 
C. -

(3.5) |L(x,t ,Ç ,0 ) | >.-ji (l+|t yç|+|8|) m si | t | | ç | y « e . 

Soit d'autre part ^ e C~(R) , nulle hors de Q-e ,e] , égale à 1 dans jj" "§» " f j 

et posons 4> = 1 - f i · 

Le symbole Ej = j (t | Ç | P ) L(x,t , Ç , 0 ) ~ 1 est dans F~ m'°(Q), et le 

symbole R} = Ej(x,t ,Ç,0) L(x,t ,£ ,0 ) - vf} (t | Ç | ̂ )est dans F~ ! , 1(Q). 

On souhaite maintenant trouver un symbole E 2 dans F^
m ,°(Q) tel 

que le symbole R 2 = E 2 L- ^(t | Ç | ̂ ) soit dans F~ ! , 1(Q). Pour cela, on va 

utiliser l'hypothèse H 2 et inverser le symbole principal de L. Cette inver­

sion est facile dans le domaine réel, mais on n'a fait aucune hypothèse sur 

les zéros complexes du symbole principal. C'est pourquoi nous précéderons 

en 2 étapes. 

-102-



IV - 27 

2ëme étape : Inversion du symbole principal pour 8 réel. 

Définition III-l : 

Soient m e & et p ET IN, on désigne par F^ , P(Q) l'espace des fonc­

tions a(x,t,Ç,6) C00 sur Q x I x R11"1 x R, telles que, pour tout compact K 

de pour tout multi-indice (a,g,y,ô)^ il existe C > 0 tel que l'on ait : 

(3.6) | D y D ^ a ( x , t , Ç , 6 ) | < C * S U p ( B ' P ) * m " M ~ Ô t"M 

pour tout (x,t,5,6) dans K x I x R11"1 x R. 

On va démontrer le : 

Lemme 3.1 : 

Si L vérifie l'hypothèse du théorème 1.1, il existe 

e (x,t,Ç,9)e F m , P(Q) tel que le symbole : 

]_ 

(3.7) r 2 = e 2 L(x,t,Ç,9) - ^ ( t | ç | y ) 

soit dans ^ l j l ( Q ) . 

Démonstration : 

L'hypothèse implique l'existence, pour tout compact K c O , de 

deux réels A > 0 et C > 0 tels que l'on ait : 

(3.8) |L(x,t ,ç,e)| >, c (i+|e| + | t y ç | ) m 

pour tout (x,t,£, 6) C K x I x IR11"1 x (R tel que : 

$ = i + |e|+|t y ç| > A . 

Choisissons une fonction X ^u) dans C°°(IR) égale à 1 si it>^ A + 2 et à 0 si 

VJL̂  A + 1, et posons : 

(3.9) S ^ t ^ e ) * * ' » ' " - 1 ' * - ' » " 

f\j 
Le symbole e2(x,t,Ç,6) a les propriétés annoncées dans le lemme 3.1. 

-103-



IV - 28 

3ëme étape : Prolongement analytique approximatif d'un symbole. 

Pour tout a dans F^ , P(Q), désignons par p a sa restriction à 

(x,t,Ç,9) £ lî x I x IRN 1 x 1R. On définit ainsi une application : 

(3.10) p : F™'P(Q)_*^'P(Q) 

Nous allons essayer d'en construire un inverse approximatif. Posons : 

(3.11) F ^ C Q ) - H F^ P(Q) . 
M m c R M 

Lemme 3.2 : 

i) Si a £Fj , P(Q) et p a ̂ F~°° , P(Q), alors on a a e F^°°'P(Q) . 

De plus, il existe un opérateur TT : F^ , P(Q)—> F^ , P(Q) tel que 

(3.12) ii) Va eFj , p(Q) a - frpa g F~°°'P(Q) 

(3.13) iii) Va e $™'P(Q) a - p i r a e F~°°'P(Q) . 

On en déduira facilement que, pour tous a dans ^ , p et b dans II*™
 , P , on a : 

(3.14) TT (a b) - 7T(a)7r(b) Œ F~°° , P + P F 

En effet, on sait que 7r(ab)-ïï(a)7r(b) est dans F^ + M , p + p et d'après iii) 

la restriction de ce symbole à l'axe réel est dans F^°° , p + P . Le point i) 

permet d'affirmer (3.14). 

Démonstration du lemme 3.2 : 

Point i) - Soit a e F M , P tel que P a C F""°°,P

# H n o u s faut montrer 
y y 

que pour tout A £ ~ , N >, 0, et pour tout compact K, il existe C > 0 tel que 

l'on ait : 

(3-15) |a(x,t,Ç,6)| * C $~ N * p 

pour tout (x,t,Ç,0) S. K x I x R11""1 x C tel que : 

A S Ime « ~ 
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On majorera de même les dérivées. Posons 8 = a + ii, avec A ^ T £ y, 

et a réel. Pour tout T, la fonction : 

m+N-1 r A 

k=o 

est dans ï "'^ par hypothèse, donc il existe > 0 tel que : 

|TNI « C n $"
n f p 

pour tout (x,t,Ç,a+i-r) tel que A ^ T <: -j. 
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La différence a -»T vérifie une majoration de la forme : 

|(a-TN)(x,t,Ç,6)| C sup |^ + Na(x,t,Ç,a+ix)| 

4 C *(x,t,ç,e) / 

puisque a est dans F m , P par hypothèse. On a bien montré (3.15). 

Définition de TT : 

Soit x c C£(R) égale à 1 sur un voisinage de 0. On définit l'opéra­

teur TT, pour tout a £1F^ , P, par : 

Tra(x,t,Ç,0) = x ( 6,a) a(x,t,Ç,a) da . \ / e & C 
J —oo 

Rappelons que x ( 0 ) est analytique entière, que sa restriction à toute paral­

lèle à l'axe réel est dans ̂ f(R) et que, pour tout 0 £ C, on a : 

j-OO ,00 

(3.16) X(9-a)dCT = 1 et x ( 6-a) ( 0 - a ) n do = 0 si n >, 1 . 
v oo J —00 

La fonction 9 — > 7ra(x,t,Ç,0) est donc analytique entière. Si a est dans 

F m , p , on a : 
y 

,00 

|Tra(x,t,Ç,0) | S | x ( 0 - a ) | |a(x,t,Ç,o)| da 
J —00 

-oo 

* C |x(6-a)| *(t,è,)P $(t,ç,a) m da 
J 00 

$ c . - * ( t , ç ) p $(t , ç , e ) m | x ( e - a ) | (i+ | e-a|) | m | da . 
J 00 

On a utilisé l'inégalité de Peetre. La dernière intégrale est convergente et 

bornée quand 0 décrit une bande parallèle à l'axe réel. On majore de même les 

dérivées du symbole ira, ce qui permet d'affirmer que ira est dans F m , P . 

y 
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Point ri) : Soit a dans F^ , P. On a d'après (3.16), pour tout en­

tier n : 

R00 

(a-irpa)(x,t,Ç,9) = x(6-o) [a(x, t,Ç,9) - a(x,t,Ç,a) 
* —00 

(6-a) n 1 „n-l / ' . N-i , 
^TJJT- 8o a(x,t,Ç,a)] da . 

La parenthèse est majorée par : 

c |e-a| n sup <Kx,t , ç ,e+A(a -e ) ) m ~ n <Kt,ç) P 

^ s [ o , i ] 

* c $ ( t , ç , e ) m - n (i + | e-a . | ) n + l m - n l *(t,ç) P . 

On a donc, pour tout (x,t,Ç,0), quand (x,t) décrit un compact et 9 une 

bande parallèle à l'axe réel : 

| (a-Trpa) (x,t,Ç,9) | 

.< c $(t , c,9) m - n Ht,0¥ F | x O - a ) | (i + | e - a | ) n + | m - n l da . 

J —00 

L'intégrale est bornée sur toute bande parallèle à l'axe réel. On majore de 

même les dérivées du symbole a-7rpa, et l'on conclut que ce symbole est dans 

F^ 0 0^. On vérifie de même le point iii) . 

Fin de la démonstration de la proposition 3.2 : 

Posons : 

(3.17 ) e2(x,t,£,6) = TT(e2) 

où désigne le symbole dans F^11'0 construit dans le lemme 3.1, et TT l'opé­

rateur de prolongement du lemme 3.2. Le symbole est dans F ^ m , ° . De l'éga­

lité : 

\ L - cf 2 (£ |ç | i ) = î f 2 > où r 2 C P " 1 ' 1 

et de la relation (3.14) on déduit que 
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e 2L-< f 2(t | c | i)€F;; ,» 1 

ce qui démontre la proposition 3.2. 

Ill - 2 - COMPOSITION DES SYMBOLES : 

Proposition 3.3 : 

Soient m, m 1 deux réels, p et y deux réels > 0. Soit a(x,t ,Ç ,9) un 

symbole dans F™ , P(Q), et b(x,t ,Ç ,6) un symbole dans F^ , 0 ( Q ) . On suppose que 

les opérateurs A = a(x,t,D ,tD ) et B = b(x,t,D ,tD ) sont proprement suppor-

X L X L 
tés. ALors il existe un symbole/noté aob, dans F ™

+ m , P(Q) tel que : 

(3.18) a(x,t,Dx,tDt) b(x,t,Dx,tDt) = aob(x,t,Dx,tDt) . 

De plus le symbole r = aob - ab est dans F^ + m ' , P + e ( Q ) 5 

où e = inf (u, 1). 

Puisque les restrictions Au et Bu à Q + ne dépendent que de la res­

triction de u à Q +, il nous suffira de calculer AoBu, quand u est dans C~(Q +). 

On utilise alors la remarque 2.2. Posons, pour tout u<s:C^(Q+) : 

u*(x>y) 8 8 u(x>ey) V(x,y) e tRn 

On a 

(Au)#(x,y) = a(x,e
y,Dx,Dy)u^(x,y) 

Le symbole C - aob est donc défini par : 

(3.19) C(x,e y,D x,D y) = a(x,e
Y,D x,D y) b(x,e

y,D x,D y) 

On a classiquement : 

( 3.20 ) C(x,e y ,Ç,n) = feltp a(x,e y ,Ç f , n f ) b(xf ,e y' ,Ç,n) d x ' d y ' < V . 
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en posant pour abréger : 

"f = -(x-x').(ç-ç*) - (y-y 'Kn-n') . 

Le symbole r = aob-ab est donné par la formule de Taylor. Posons, pour tout 

X dans [o, l] ·. 

(3.21) f Q = D r ) a ( x , e
y , Ç + A ( Ç , - Ç ) , n + X ( n ' - n ) ) D y ,b(x',e

y ' , Ç , n ) 

et pour tout j £ n , posons : 

f. = D £ a ( x , e
y , Ç + A ( Ç , - Ç ) , r ) + X ( n , - T i ) ) Dx« b(x',e

y' ,Ç , n ) 
J j j 

Le symbole r(x,e y , Ç , n ) est une combinaison linéaire de la forme : 

(3.22) r(x,e y,Ç,JI) - ? c. f fe1 ̂  f-dx'dy'<fc'Jn . 

j-o J ^e[o , l J > 3 

Pour toute fonction f(x,y,Ç,n>xf>yT>Ç1>n?) telle que cette intégrale oscil­

lante ait un sens, posons : 

(3.23) I(f) (x,y,Ç,n) = |eivff dx'dy'oWn' . 

Montrons que le symbole r est dans F m + m 1 , P + G ( Q ) . Tout d'abord l'applica­

tion n > I(fj)(x,y,Ç,n)> définie pour n réel, se prolonge en une fonction 

holomorphe dans le demi-plan Imn ̂  y. On a, en n'écrivant pour abréger que 

la variable n, et en la notant n = A+ix : (x^~) . 

(3.24) K f X o+ix) = [ e - i ( x - x , ) - ( Ç - Ç , ) - i ( y ~ y , ) ( 0 " G , ) f ( a + i T , a ' + i T ) dy 

avec dy = dx'dy'ctç'cta' 

Montrons maintenant que le symbole r(x,t,Ç,6) défini par (3.23) 

vérifie les majorations définissant la classe > p (Q). Pour simplifier 

l'écriture, majorons seulement le symbole lui-même. Les majorations des déri-
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vées s'obtiennent de manière analogue. 

Il nous faut donc démontrer que/pour tout compact K C fi et pour 

tout A ̂  ~, il existe C > 0 tel que l'on ait : 

(3.25) |r(x,e y,Ç ,n) | * C * ( x , e y ^ i r ] )
m + m ^ 1 Hv.O^ 

si x e K, y <: 0, Ç £ R11""1, n C C, et A s< Imfy)^ · 

On pose : 

# - 1 + e y y|ç| +|n| 

\_ 

4 = i n f ( l , e y | ç | n ) 

e = inf(p,1) 

P = ( n G C, Imn < ~} 

Examinons maintenant les majorations vérifiées par les fonctions 

fj et leurs dérivées. 

Pour tout compact K C fi et pour tout A 4: j , posons : 

(3.26) E R A - {(x,y,Ç,n), x e K, y s 0, Ç GR 1 1" 1, n G C, A * Imn S ~ ) 

Lemme 3.3 : 

On suppose m' >, 0. Pour tout compact K c fi, pour tout A 4 ~, et 

pour tout multi-indice (a,3), il existe C, Cj et > 0 tels que l'on ait : 

(3.27) | D ^ , D j f f . | * C *(e^,n) m + m ,-Ve y,Ç) P + e . 

r M y ' - y ) ] xc 9 

x |_i+e 1 J ( l+lç'-çl + ln ' -n l ) 2 . 

pour tout (x,y,Ç,n,x',y',V ,n') dans E

K A

 x E

K A · 
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Ce lemme s'obtient à partir de la définition II—1, en utilisant 

les inégalités suivantes : 

$(e y ' , Ç , n ) « <Ke y , Ç , n ) (l+ey'"y) . 

* ( e y \ ç ) $ ^(e y , Ç ) (l+ey'~y) . 

$(e Y,Ç',N') « C *(e Y,Ç,N) N'-N|) . 

<KeY,Ç') « c i>(ey,ty (i + U ' - ç | + | n ' - n | ) . 

La proposition 3.3 se déduit donc immédiatement du lemme 3.3 et 

du lemme suivant. 

Lemme 3.4 : 

n — 1 9 

Soit une fonction f (x,y ,Ç,n,x t ,yf , Ç f , n f ) C°° sur (fi x (R x (R x (R) 

ayant les propriétés suivantes : 

1) f est nulle quand y T >, 0, ou x 1 0 K f (Kf étant un compact de fi) ; 

2) Pour tout (x,y , Ç , n,x T,y f , Ç T ) la fonction n 1 »f(x,y ,Ç,n,x T,y f, 

Ç f , n ! ) est holomorphe dans P. 

3) Pour tout compact K C fi, pour tout A ^ et pour tout multi-

indice (a,3) il existe C, Cj et > 0 tels que l'on ait : 

„ a C (yf-y) C 
(3.28) l Dx' Dy » f l * c 0 + e ) ( l + | Ç f - C | + | n ! - n | ) . 

pour tous (x,y , ç , n ) G E R ^ A et (x
1 ,y1 ,Ç 1 , N

 1 ) £. E ^ A . 

Alors pour tout compact K C fi et pour tout A £ ~, l'intégrale I(f) 

définie par (3.23) est bornée quand (x,y,Ç ,n ) & E R A . 

Démonstration du lemme 3.4 : 

Soit x(u) E l C°°(R) égale à 1 si VJL * 1 et à 0 si u. > 2. Posons 
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X 2 " = 

fj = Xj(y'-y) f(x,y , ç , n,x*,y , , ç , , n * ) (j-1,2) 

La fonction f j vérifie : 

(3.29) |Dj,Dj,f,| S C ( i + | ç ' - ç | + | n ' - n | ) 

On en conclut, au moyen d'un lemme classique sur les intégrales 

oscillantes, que l'intégrale I(fj) est bornée quand (x,y ,£ ,n ) décrit E^. 

Pour majorer I(f 2), on remarque que l'on a, pour tout X e: C tel 

que ReX >, 0 : 

(3.30) i(f 2) = I(^) 

avec 

(3.31) g = e X ( y" y' )f 2(x,y,Ç , n,x ,,y',Ç , , n ,-iA) . 

En effet dans le support de f^, on a y-y1 ^ -1, et une intégration 

dans le plan complexe permet d'obtenir (3.31). Si la fonction f vérifie 

(3.28), la fonction g définie par (3.31) vérifie (3.29) si l'on choisit 

X = Cj. Le lemme classique sur les intégrales oscillantes permet de conclure 

que l'intégrale I(g), ou I(f^)9 est bornée. 

III- 3 - SERIES : 

On veut démontrer la proposition suivante (on pose e = inf(l,y). 

Proposition 3.4 : 

Pour tout j >, 0, soit a., un élément de F~J ,~ 3 G(Q). 

Alors il existe A dans F°'°(Q) tel que l'on ait pour tout n : 

(3.32) A - l A. e F""n>n£(Q) . 
j<n J M 
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Résumé de la démonstration : 

Soit <f ElC^(R), égale à 1 au voisinage de 0. 

Posons pour tout a > 0 : ^ 

On montre tout d'abord, en utilisant l'argument classique de 

Mittag-Leff1er, qu'on peut trouver une suite a. >0 telle que, pour tout 

oo ^ 

n > 0, la série ][ \f a. converge dans F n , n e ( Q ) . (Cet espace de symboles 
n j J ^ 

est muni d'une structure naturelle d'espace de Fréchet). 

On choisit ensuite une fonction x £.C°°(R) égale à 0 si it>< 1 et 

à 1 si it>/ 2, Pour tout r >, 1, on pose : 

On montre ensuite qu'on peut trouver une suite Rj—> 0 0 telle que, 

pour tout n ^ 0, la série : 

00 

I XR.O - V > p a r 
n J J * 

converge dans $ r n , n (Q). Cette classe de symboles a été introduite dans la 

définition 3.1. Bien entendu, la fonction de troncature x R fait perdre le 

caractère holomorphe en ô. On utilise alors l'opérateur TT de prolongement 

approximatif défini dans le lemme 3.2, et l'on pose : 

00 oo 

A - l % a. + H l ) X R > pou) · 
o j J o j J <T 

L'opérateur A vérifie bien (3.32). 
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III - 4 - FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1 : 

On convient de noter par la même lettre symboles et opérateurs. 

En utilisant les propositions 3.2 et 3.3, on construit par récurrence une 

suite d'éléments Ej de F~ m~ J* 3 e(Q), telle que pour tout n, le symbole R n 

défini par : 

R n "
 1 * «V — ^n-P °L 

soit dans F ~ n , n e ( Q ) . Il suffit de poser : 

E = E R n o n 

D'après la proposition 3.4, il existe un symbole E dans F^ m ,°(Q) tel que 

pour tout n on ait : 

E - l E. E F^ m~ n' n e(Q). 
j<n 

On vérifie que le symbole R = EoL - I est dans l'intersection : 

n F- n' n e(Q) . 
n>o p 

La proposition 3.1 se déduit donc du lemme suivant, qui prouvera que R est 

dans OP#é°(Q). 

Lemme 3.5 : 

oo N— 1 ~* 

Soit une fonction a(x,t,Ç,0) C sur ft x I x R ~ x P. On suppose 

que pour tout (x,t,Ç) dans Q x I x R 1 1" 1, la fonction 0 > a(x,t,Ç,9) est 

holomorphe dans P. On suppose que, pour tout compact KC1Î, pour tout A ^ y, 

pour tout multi-indice (a,g,y,6), et pour tous entiers M et N, il existe 

C > 0 tel que l'on ait : 

(3.33) |D^D^a(x,t,Ç,0)| « C Y ( 1+J t yÇ | +1 61 ) " N 

x inf (|t^|,l) M 
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pour tout (x, t, Ç,6) K x I x R n 1 x P tel que : 

A ^ Im 9 s< | . 

Alors l'opérateur A = a(x,t,D , tD ) correspondant à ce symbole est dans 

X L 
OP#°(Q) fdéfini au & 1.4). 

y ^ 

On constate (définition II-1) que si : 

a £ f) F" n' n e(Q) , 
n 

alors le symbole a(x,t,Ç,0) satisfait à l'hypothèse du lemme 3.5. 

On peut prolonger le symbole a(x,t,Ç,0) quand t j£ I de telle sorte 

que les relations (3.33) soient vérifiées pour tout t réel. 

Démonstration : 

Pour tout (x,£) dans Q, x R n \ définissons un opérateur 

A(x,Ç) : C^(R) » C°°(R) en posant : 

(3.34) A(x,Ç)u(t) = Liôlogt/s a ( X ) t ^ Q ) u ( s ) | s 9 

j 

L'intégrale porte sur la demi-droite où s du même signe que t. On a, pour 

tout u dans C^(Q) : 

Au.(x,t) = Je1X-Ç[A(x,Ç)îl(Ç,.)](t) & . 

Montrons que l'application (x,£) » A(x,Ç) est dans$°(Q). Il suffit de mon­

trer que, pour tout multi-indice (a,6) , et pour tous entiers m,p,m',p', l'opé­

rateur A o , ,(x,Ç) défini par : 

mpotpm p 

( 3 ' 3 5 ) V ^ V ^ =
 ( t X } ° ^>lA(*>V ° t m ' ( t D t ) P ' 

2 

est borné dans L (R) , et que, pour tout compact K C Œ , il existe C > 0 tel 

que l'on ait : 
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p-m-m' I 3 I 
( 3 - 3 6 ) M V * m V ( x ' Ç ) | | £ ( L 2 ( R ) ) < C (1 + | Ç | ) * 

pour tout (x ,Ç) EI K x R n Pour cela, on remarque que l'opérateur défini 

par (3.35) correspond au symbole f(x,t ,Ç ,9 ) suivant : 

f(x,t ,Ç ,9) = t m(D t + | ) P t111' a(x,t,Ç,0-im') 6 P ' . 

Si a vérifie les hypothèses du lemme 3.5, alors, pour tous entiers q et r, 

il existe C > 0 tel que l'on ait : 

p-m-m' _ |g| 

| < t D t ) % f(x,t , ç , e 4 ) | * c < i+ |ç | ) ' y (i + | e | ) " r 

pour tout (x,t ,Ç ,9 ) C K x 1R x (Rn 1 x IR. On en déduit, pour l'opérateur cor­

respondant sur R, la majoration de norme (3.35) (au moyen du changement de 

variable t = e ). 
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IV - CONSTRUCTION DU SECOND TERME DE LA PARAMETRIXE 

Le but de ce & est de démontrer la : 

Proposition IV - 1 : 

Soit L = L(x,t,Dx,tDt) un opérateur différentiel dans Q, d'ordre 

m, vérifiant les hypothèses du théorème 1.1 (avec y > 0). Soit A un élément 

d e A l o r s i : L existe B dans $^°(Q) tel que l'opérateur A - BL soit 

régularisant (au sens du & I). 

Ce résultat^joint à la proposition III-1, achèvera la démonstration 

du théorème 1.1. En effet, on sait d'après la proposition III-l qu'il exis­

te E } dans F~
m ,°(Q) et R} dans 0P$?°(Q) tels que : 

Ej L = I + Rj 

Soit alors E 2 dans^(Q) tel que l'opérateur R 2 = E 2L - Rj soit régularisant. 

Alors l'opérateur E = E j + E 2 a t o u t e s l e s propriétés annoncées dans le théo­

rème 1.1. 

Pour démontrer la proposition IV-1, nous allons rappeler quelques 

résultats de régularité pour des opérateurs différentiels ordinaires. 

IV - 1 - REGULARITE POUR DES OPERATEURS DIFFERNTIELS ORDINAIRES : 

Soit A une variété C°°. On considère un opérateur différentiel or­

dinaire de la forme suivante : 

(4.1) L (X,t,tD t) = l a a. (X)t U' AI (tD t)
J . 

|a|+j £m 

y | a) elN 

où les a . sont des fonctions C00 sur A, à valeurs complexes. On fait sur 

cet opérateur les trois hypothèses suivantes, qui sont voisines de celles du 
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théorème 1.1 : 

1) Une hypothèse sur l'équation déterminante de L qui se traduira 

par : 

(4.2) L ( A , 0 , 6 ) + 0 si A G A et Im 9 N< | 

2) Une hypothèse d'ellipticitë : 

(4.3) V A G: A , V(t , e ) g: R 2 - {0 ,0} , L M ( A , t , e ) i o . 

où désigne la partie principale de l'opérateur L. 

3) On suppose qu'il existe A q £1 A tel que : 

(4.4) ker L ( A Q,t,tD t) O f̂(R) = 0 . 

On veut montrer la : 

Proposition 4.2 : 

Sous les trois hypothèses ci-dessus, il existe un voisinage V de 

A _ dans A , et une application À > Q ( X ) , C°° de Vdans <#(IT(R)), tels que 

pour tout A dans V et pour tout a dans P̂(R) , on ait : 

(4.5) Q ( A ) L (A,t,tD t)u = u. 

De plus : 

1) Pour tout A dans V, Q ( A ) est une application linéaire continue 

de ̂ (R) dans ^(R). 

2) Pour tout entier s 0 , l'application A > Q ( A ) se prolonge 

en une application C00 de V dans $ ( w~ S ,°(R) , W~ S + M ,°(R)) . 

On déduit facilement cette proposition des estimations à priori 

démontrées dans [3] . Montrons brièvement qu'on peut retrouver ce résultat à 

partir de l'étude faite dans [s] d'une classe d'opérateurs pseudo-différen­

tiels sur R - { 0 } . 
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On a défini dans [ 5 ] , pour tout mCIN, une classe de symboles, 

notée F ^ M ( R ) , munie d'une structure d'espace de Fréchet, et une classe 

d'opérateurs A = CQ(R)—> C°°(R) , notée aussi F ^ R ) pour simplifier, telles 

que, pour tout s dans £, on ait l'inclusion algébrique et topologique : 

(4.6) F - n ,(R) C o£(W S»°(R), W S + m'°(R)) . 

u y y 

On a montré dans [5] que, sous les hypothèses (4.2) et (4.3), il 

existe une application À — » E X , C°°, deVVdans F~ M(R) , telle que les appli­

cations R^ et R^ suivantes : 

(4.7) R = E .L(À,t,tD ) - I 
à à t 

(4.8) R'x = L(X,t,tD t).E - I 

soient pour tout entier s * 0, C°° de A à valeurs dans $ ( W ~ S , ° ( R ) , if(R)). 

On déduit facilement de (4.7) que pour tout À dans A , on a : 

(4.9) ker L (X,t,tD t) H ^ ^ ( R ) C ^f(R) , 

que ce noyau est de dimension finie (car il est inclus dans celui de I+R , 
à 

et R est compact dans L ( R ) ) , et que l'image de W ^ ^ R ) par l'opérateur 
A y 

2 
L est fermée dans L (R). 

2 
Sous l'hypothèse (4.4), il existe donc une application Q JL (R) 

» W ^ ^ R ) telle que l'on ait : 
y 

(4.10) QoL(Ao,t,tDt)ii = U V u , £ ; W M ' 0 ( R ) , 

et Q est continue de ̂ ( R ) dans lui-même. On déduit de (4.8) et (4.10) que 

la différence Q~E^ est une application continue de W S , ° ( R ) dans ̂ f(R) 
o 

(pour tout s > 0). Quitte à modifier la paramétrixe E^ (on suppose que la 
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classe F^m(R) contient tous les opérateurs ayant la même régularité que R^), 

on peut supposer que = Q et R^ = 0. 
o o 

Soit V un voisinage de A q dans A tel que : 

(4.11) ||RX|| « I 

^(L 2(R)) 

2 

pour tout A dansV. L'opérateur I+R^ est donc inversible dans d£(L (R)) pour 

tout A dansV. Désignons par I+S-̂  son inverse. L'application A — ^ S ^ est C°° 

de V dans c^(L (R)). De l'égalité : 

(4· 12) S = - R, + R^ + R S.R, 
À À A A À À 

on conclut que S a les mêmes propriétés de régularité que R (plus précisé-
A À 

ment, l'application A » S x est C°° de A dans $ (W~S '°(R) , 2f (R) ) (Vs^O) . 

Posons alors : 

(4.13) Q x = (
I +S x) E x 

Cet opérateur a les propriétés annoncées dans la proposition 4.2. C'est un 

inverse à gauche pour L, et c'est la somme de E, , qui a les propriétés de ré-
A 

gularité 1) et 2), et d'un terme ayant une régularité plus forte. 

IV - 2 - DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV - 1 : 

Elle se déduira du lemme suivant : 

Lemme IV -1 : 

Soit L = L(x,t,Dx,tDt) un opérateur différentiel dans Q, d'ordre m, 

vérifiant les hypothèses du théorème 1.1 (avec y>0) . Alors il existe un e > 0 

ayant la propriété suivante. Pour tout r réel, et pour tout A dans 0P$f^(Q) , 

il existe B dans 0P$? r(Q), tel que l'opérateur A-BL soit dans 0P^" e(Q). 

y y 
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La proposition IV-I s'en déduit facilement. Si A est dans OP 

on construit par récurrence une suite d'éléments Bj de OP$^ J e :(Q), tels que 

les opérateurs : 

(4.14) R. = A - (B +. ..+B.) o L 
J o y 

soient dans 0P$~^ + 1^ e(Q). D'après la proposition 1-4, il existe un élément 

B de OPg^(Q) tel que, pour tout j, B-(BQ+...+B.) soit dans O P < ^ ^
 + 1^ e(Q) . 

L'opérateur A-BL est alors dans 0P$;^J8(Q) pour tout j > 0. D'après la pro­

position 1.3, c'est donc un opérateur régularisant. 

Démonstration du lemme 4.1 : 

Si L vérifie les hypothèses du théorème 1.1, désignons pour tout 

(x,Ç) dans Q x R N \ par Q(x,Ç) l'inverse à gauche de l'opérateur 

L

Q ( x > t t D t ) construit dans la proposition 4.2. (Le paramètre A étant le 

couple (x,Ç)). D'après la proposition 4.2, pour tout s > 0, l'application 

(x,Ç) >Q(x ,Ç) est C°° de Q x R11""1-^} dans <£(W~ S , 0(R) , W ~ S + M ' Q ( R ) ) . 

Si x décrit un compact K de Q et Ç décrit la sphère unité de 

n— 1 
R , pour tout multi-indice (a,3), il existe C > 0 tel que l'on ait : 

(4.15) ||DVQ(X,OU|| <C||U|| V U ^ C - ( R ) . 
x £ w s+m,o } s,o } o 

y y 

On en déduit, à cause de la quasi-homogénéité de l'opérateur L q et donc de 

son inverse, l'estimation suivante : 

(4.1« l | A X 6 Q ( * , « u | L s t m > 0 j { « c I M I . . , 0 , e ( H « I ) - | B | 

pour tout U. dans C™(R), pour tout (x,£) dans K x R n '-toî. Les espaces 

sont munis de la norme dépendant du paramètre £ définie au & 1-3. 

r n— 1 
Pour tout A e (^(Q) et pour tout (x,Ç) dans £2 x R ~ -{o}, on définit un 
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opérateur B(x,Ç) = C~(R)_» C°°(R) par : 

(4.17) B(x,Ç) = A(x,Ç) o Q(x,Ç) . 

Par définition, pour tous s,s1 et p >• 0, l'application (x,Ç)—> A(x,Ç) est 

C00 de 52 x R11"*1 dans j£ (W~S' , 0(R) , W^ , P(R)). De plus, pour tout compact 

KCflj pour tout multi-indice (a,6) , il existe C > 0 tel que l'on ait : 

r-|&| 

(4.18) l | D ^ A ( x , O u | | s > p ) Ç . < C | |u | l-3-.o.ç + 

pour tout u dans C~(R) , pour tout (x,Ç) dans K x R n ^ . 

Des relations (4.16), (4.17) et (4.18) on déduit que B(x,Ç) véri­

fie des majorations analogues à (4.18), donc est un élément de^Ç(Q). 

On lui associe, selon (1.15), un opérateur B = C~(Q)—> C°°(Q) , 

défini par : 

Bu(x,t) = fe1X'Ç[B(K,g)u(Ç,.)](t) & . 

L'opérateur B est donc dans 0P$fJ^(Q). On a, pour tout (x,Ç) dans Q x R n 1 : 

B(x,ç)o Lo(x,t,Ç,tDt) = A(x,Ç) . 

D'après la proposition 1.4, il existe e > 0 tel que l'opérateur R = BL - A 

soit dans 0P$^~ e(Q). 
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