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Dans cet article on &tudie 1'hypoellipticité de 1'opérateur

suivant :

P = (3, + at A) (Bt + btkA) + cA

t

. d P . . e
od 3, = I ¢ A est un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert

H, a, b, c sont des nombres complexes et k est un entier impair >1. Plus

précisément on démontre le résultat suivant

THEOREUE : )
51 Rea.Reb < O et st = ¢Z, L'opérateur P est hypoelliptique en
t = 0.
Cette notion d'hypoellipticité est précisée plus loin ; en
particulier lorsque H = Lz(R) et A = -i~§E on retrouve 1'hypoellipticité

classique.

Cette étude vient 3 la suite de plusieurs travaux faits sur
des opérateurs de la forme (3, + at A) (Bt + bt A) + cA (cf. [5], [7],...)
P k k-1
ou plus généralement (at + at A) (at + bt A) + ct A (cf. [4], [j], Dﬂ,

[1],...).

La démonstration du résultat annoncé est faite tout d'abord
dans le cas ou A est un opérateur auto-adjoint, défini positif et 3 inverse
borné par une méthode qui nous a &té inspirée par les techniques utilisées

dans [7] et [3] 5 puis dans le cas général on opére comme dans [I].

Notons que les méthodes de réduction 3 une variable et d'ho-

mothéties dans le cas oi A = -1 , utilisées par exemple dans [2] ne sen-

a
9x
blent pas s'adapter ici.
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I ~ CAS OU A EST DEFINI POSITIF SUR H ET A INVERSE A_] BORNE.

1-1 - NOTATIONS.

On utilise les notations de (cf. aussi . ) que 1l'on
rappelle ici. Dans ce chapitre I, A désigne un opérateur linéaire, non bor-
né dans un espace de Hilbert H de domaine dense dans H, auto—adjoint défini
positif et ayant un inverse borné A—l (par exemple 1'opérateur A peut-étre

8/2
(1 - A)

sur R).

< n . . . .
» ou 8 > 0, sur R ou bien une extension auto-adjointe de |Dxl

On introduit une famille "d'espaces de Sobolev" #® pour s € R
("dans la variable x") définis par A de la fagon suivante : si s > O, n°
est 1'espace des éléments u de H tels que Au € H muni de la norme ||u||s =
IIASU||0 ot llullo désigne la norme de u dans H ; si s < O, H® est le com-
plété de H pour la norme Ilulls = ||A5u||o. Etant donnés s et m dans R, A"
est un isomorphisme (pour les structures d'espaces de Hilbert) de H® sur

8/2

H5™ (par exemple 1'opérateur A &tant l'opérateur (l-AX) » O0 6§ > 0, sur

8" alors 1'espace H® est 1'espace de Sobolev classique dans B d'ordre s6).

On note par H 1'intersection des espaces E® et par H leur
réunion. On munit le premier de la topologie limite projective et le deuxid-
me de la topologie limite inductive. Puisque pour chaque s € R, H® et H°
peuvent &tre regardés comme dual 1'un de 1'autre, H et H peuvent €tre

regardés comme dual 1'un de 1'autre.

Soit J un sous ensemble ouvert de R. On note Cm(J;Hm) 1les~-
pace des fonctioms C dans J & valeurs dans H . C'est l'intersection des
espaces Cw(J;Hk) (des fonctions j fois continuement différentiables dans J
a3 valeurs dans Hk) pour tous j et k entiers > 0. On munit Cw(J;H ) de la to-
pologie C naturelle. Si K est un sous—ensemble compact de J on note C:(K;H )
le sous-espace de C (J3H ) formé des fonctions qui s'annulent identiquement
hors de K. C'est un sous-espace formé de Cw(J;Hm) et on note (C:(J;Hw) la

limite inductive des CO(K;H ) pour tout sous—ensemble compact K de J.

On note par V)i (J;H-m) le dual de C:(J;H ) ; c'est 1'espace des

- 3 . - -0
distributions dans J & valeurs dans H .
Soit 1'opérateur P différentiel sur R défini par :

P = (3, + at A) (at + btkA) + cA

t

oi a, b, c sont des nombres compexes, k est un entier impair »3.
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Définition 1.1. On dit que P est hypoelliptique dans un enserble ouvert J

de R si pour tout sous ensemble J' de J et toute distribution ue JNIH )
tels que Pu e C (J';H ) alors u EICm(J';Hm). On dit que P est hypoelliptique -
au point t = 0 s'il existe un voisinage ouvert J de O tel que P soit hypoel-

liptique dans J.

Le résultat important de ce chapitre I est :

THEOREME 1.1.

L'opérateur P est hypoelliptique en t = 0 dans chacun des eas

sutvants :
(64

7) Rea > 0, Reb < O, a-# 1,2,...
ii) Rea < O, Reb > 0, g £0, -1, -2,...

t71) Rea < O , Reb < O.

I-2 - UNE ESTIMATION SOUS ELLIPTIQUE.

Si J est un intervalle de R, on note V(J) le complété de

C:(J;Hw) pour la norme :
k+1 1 1

2 2 2 2 2
[Hullyggy = (el Tagul12 s T1e 2 aal12 + 1142112 ae)?
et V'(J) le dual de V(J).
On a l'estimation suivante :

.. . 2 = . .
Proposition 2.1. St Rea(lal - 2 Re ca) > 0 alors il existe T > O et C > O

1/2

‘tels que pour tout u tels que A " “u & V(-T,T), on ait :

! |u| IV("T,T) < C l |Pu| !V'('T,T)

Démonstration. Pour u EZCO(J;H ) od J = ]—T,T[ on a :

[J((Btu+btkA), (5,-atA))_ dt =

2 k+l1 2 k
f ([ 17 = abt™ [ Aul i+ B(EALBW a3 unchw) )de
J

-49~



IIT - 4

Or par intégrations par parties on a :

2 Re JJ(atu,tAu)o dt = - JJ(U,AU)O dt

k k-1
2 Re JJ(Btu,t Au)o dt = -k [J(u,t Au)0 dt :

Par conséquent :

= Rea k _ -~ .= Rea
Re { a TﬁZET JJ(atu+bt A, Btu atAu)0 dt = ca Res IJ(Au,u)0 dt }

]

2
- Rea 2 2 Reb Rea | k+i 2 |a Rea
Re 3 Ry [ 10l |2 - al Beb Bea 1) au] 12 ae + Lal0 Rea [ o pu ar

- _Rea k . 5 Rea
+ Re(ab TRea| JJ(t Au,d u) dt) - Re(ca TReal [J(Au,u)o dt)
2 a 2 k+1 2 lalz -y Rea
= [Rea[fJIIBtullodt = *ﬁégr Rea Reb [Jt ||Au||odt + ( 5~ Reca)TﬁggT)[J(Au,u)odt
‘ = Rea k = Rea k
+ Reab TﬁggT Re (JJ(t Au, o u)0 dt) Imab TREET Ime(t Au,Btu)odt
2 a 2 k+1 2
= lReal[JI |3,ul \odt - {—R-L—é-r Rea Reb[_]t HAu] [Sdt
Rea a 2 - Reab (k-1
* |7 TRea ( ~ Reca - k-—2- t ) (Au,u)0 dt.
. Rea 2 - P .. . .
Mais Rea (|a| - 2 Reca) > 0, k > 1 et A est défini positif ; donc il existe

Ti >0et C; >0 tels que si u est nulle pour Itl > T, ona:

1

2 - <
R - Reab k-1 3 9
fJ ']'R‘E“Tz <-~|§' - Reca ~ 5= k £ ) (Au,u) | dt 3 C, JJI |A%ul ]S dt

De plus pour tout € > 0O

| k 2,1 -
|2 Im JJ(t Au,3 u) dt| < e lelatuHo + = JJ k-1 tk+1||Au||§ dt

Comme Rea Reb < O et k+! pair on voit qu'il existe C,>0etT, > 0 tels que

si u est nulle pour |t| 5 T, on a :

2

-50-~
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2
k+1 2 - k
[ReaIJJ||3tu|lidt—~F§£§Tkea Rebet * [|Au||odt—ImabT§§§TIme(t Au, 3 u) dt
: 112 k+1 2
¢, {JJHatuHOdH[Jt 2] |2 at 3

Donc pour T = min (T],Tz) il existe C > O tel que pour tout u E.CZ(J;Hm)

on ait (avec J = ]-T,T[)

Hallyy <l < puu>
1

V'(J) x V() I

Soit maintenant u tel que A2u € V(J). Alors Pue V'(J) ; en effet Pu s'écrit
Pu = aiu + abtk+] + atAatu + bktk_]Au = btkAatu + cAu
et V'(J) s'écrit

k+1 |

V') = H"(J;H) ® gqj—Lz(J;H) ® L2(J;H 2)

ou Hkl(J;H) est 1'espace de Sobolev classique d'ordre -1 sur J i valeurs

/2

dans H ; on vérifie alors que si A] u € V(J) alors chaque terme de Pu

appartient a V'(J).
1

Soit alors une suite (vn) de C:(J;H ) convergeant vers Azu

dans V(J) ; la suite (un) ol u = A_]/2

Vo qui appartient 2 C:(j;H ), con—
verge vers u dans V(J) et < Pun,un > V') x V() converge vers

t .~ -
< Pu,u > V') x V()" D'od le résultat.

Corollaire 2.1. On suppose que Rea(|a]2 - 2 Reca) > O. Il existe T > O et
1/2 1/2

C > 0 tels que si u &€ V(-T,T) et A Pu € V' (-T,T) alors A '“u € V(-T,T).

)
h30

de contractions sur H et qui de plus est holomorphe danms |argh] < 5 De

Démonstration. A est le générateur infinitésimal d'un semi groupe (T

h

fagon générale T, H est inclus dans le domaine de A% pour tout h > 0 et

. S_ _ 8 d . de AS
s % 0 et ThA x = A Thx pour tout x appartenant au domaine de .

=51-
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-1

2
| i Soit u € V(J) (avec J = ]—T,TD ; alors Th(A u) est tel que

—_— -—

A2 Th(A 2u) € V(J) donc par application de la proposition 2.1 on a pour tout

h > 0. i 1 I ) 1

2 2 2
T, (A “u) = A “u T.(A "u) - A “u
h h
I —; oy €€ 117 gl

2Py - A 2pu
b ]
B v (D)

=c ||

1

Comme A" Pu € V'(J) il s'en suit que le deuxiéme membre est borné au voisi-

: . . ]
nage de t = 0 ; donc le premier merbre est borné et par suite A /2u e v(QJ).

On définit 1'espace W(J) par :

W) = {u EO’D'(J;H-(,D); Q%U, tkHAzu, tAatu ; Au e L2(J;H)}

On a le résultat de régularité maximale suivant :

Corollaire 2.2. On suppose que Tg:—:ﬂ—ﬂa[z - 2 Reca) > 0. Alors il existe

T > 0 tel que si u& V(-T,T) et Pu €L2(—T,T ; 4) alors ue W(-T,T).
Tl
Démonstration. | - Azu € V(J) (ot J =]-T,T[) d'aprés le corollaire 2.1 car

1/2

uc V(J) et A "“Pu e V'(J).

k+1

2 - On montre maintenant que t 2 Au € V(QJ)

+1 1 D'aprés le corollaire 2.1, il suffit de vérifier que
S5 2. K} K+l 1
t “ AU E V() et que ATP(t 2 A%u) € V'(J). Or t 2 AZu & V() car

2

A°u & V(J). De plus :
k+1 k+1 k-3 k-1 k+1 3k-1
P(tzu)=t2Pu+0Lt2u+Bt2Btu+Yt2Au+6t2Au

1
. . . 2 a
pour certains coefflcltfr]lts as By y et §. Comme py & L (J:H) et Azue v(J)

——r—

on en déduit que AP(t 2 u) € v'(@(J).

-52-
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3 - On montre enfin que Btu ev@).

D'aprés le corollaire 2.1, il suffit de vérifier que
1 ] l

AZSuEV(J) et que AZP(A %2 W E V().
i I i 3 j 1 I

2 2 2 2 2 -
at(A atu) = A zaiu = A 2Pu - abtk+lA2u - atA Btu - bktk lAzu - cAzu.

l l

Conme Pu &€ L2(J;E) et Azu € V(J) on en déduit que 3 (A 3

k+l 1 1 l_ 1t

De plus t A(A “8 u)\w L (J;4) car A2u & V(J) et A (A 28 u) = Btu
1 1 1

2 .
LZ(J;H) car u € V(J). Donc A Btu € V(J). Enfin AZP(A Btu) = P(Stu)

W e 17sm.

(¥
n

atPu + atkAzu + BA Y + Ytk_zAu pour certains coefficients u, R et vy,
1
Comme Pu & L2(J;H) et A2u € V(J) on en déduit que P(Btu)GE vV'(Q).
k+1 ]

4 - On en déduit alors que 3.u, t 7 Au et A2u € V(J) et par

suite que u&E W(J).

I-3 - LES ESPACES H™'D et W™

Etant donnés un entier n > O, un entier h impair et un in-

tervalle ouvert borné J de R on définit 1'espace Hn’h(J) par (cf. [ ])

heoy = 12w

{Lzé.ﬂ'(J;H—m) s atu, thAu Hn_l’h(J)} pour n 3 1;

Ve

it

Ye))
cet espace étant muni de la norme canonique.
e e o n,h
On définit également 1l'espace W (J) par :

-0 2 +
) ;3 dTu, £k IAzu Au, tABtu e:H“’h(J)}

hu)={ueQ%Jm .

cet espace &tant muni de la norme canonique.

L'opérateur P est linéaire et continu de Wn’h(J) dans
n,h . ., . . PN
(J) et 1l'espace W > (J) est l'espace de régularité maximale associé i

1'espace Hn’h(J) pour 1l'opérateur P, Notons que ° »h (J) = WQ).

-53-
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On définit de fagon habituelle les espaces W?;E(J) et

n,h
Hloc(J)'

Proposition 3.1. Etant donné n > 1, 1'espace Hn’h(J) s'injecte continue-

ment dans Hn-]’h(J).

Démonstration. La propriété est vraie pour n = 1, Soit n > 2 et supposons

le résultat vrai 3 l'ordre n-1. Soit alors n E:Hn’h(J) ie Btu et thAu

€.Hn-]’h(J) s donc Btu et tkAu EZHn—Z’h(J) ie n e:Hn_]’h(J).

Proposition 3.2, Si O ng, les deux propriétés suivantes sont équivalentes

i) we a9

ii) u(—;j)' (J;H-m) avec Si AV e L2(J;H) pour O £ j € n.

Démonstration. Montrons que i) implique ii). Le résultat est immédiat pour

n = l. Soit n > 2 et supposons le résultat vrai jusqu'a 1'ordre n-1. Soit

alors u €ZHn’h(J) ie 3. u et tPAu €.Hn—]’h(J). L'hypothése de récurrence

montre alors que ai An-]—33tu GILZ(J;H) pour 0 € j € n-1 et 3%An—l_J(thAu)

2 . <« ~J.n-j .
€ L"(J;H) pour 0 € j € n~1 ; d'ot agAn Ju €ZL2(J;H) pour O € j € n. Inver-

~
sement montrons que ii) implique i). Le résultat est immédiat pour n = I.

Soit n » 2 et supposons le résultat vrai jusqu'a 1'ordre n-1. Soit alors

=iy ETLZ(J;H) pour O € j & n. D'une part QJ An—l—J
. s inf(h,3y
e L2(J;H) pour O ¢ j ¢ n-1 ; d'autre part ai Al ! J(thAu) = 5

1=0

23
u tel que " A Stu

h(h~1)...(h~-1+1) th_l A" An-J ai-l et chaque terme du deuxiéme membre

appartient a L2(J;H) car A"J aiu €.L2(J;H) pour O ¢ j < n-l. Ainsi

n-1,h

d'aprés 1'hypothése de récurrence 3.u et thAu el (D ie u.E:Hn’h(J)-

Proposition 3.3. 1eg deux propositions suivantes sont équivalentes :
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i) u & Hn’h(J)

ii) u g‘Q'(J;H—w) avec £ 32—1 u e:Lz(J;H) pour 0 £ j £ n

rémonstration. Montrons que i) implique ii). Le résultat est immédiat
' o P S0 h
d'aprés la définition de 4 J3).
Inversement montrons que ii) implique i). Le résultat est
immédiat pour n = ]. Soit n > 2 et supposons le résultat vrai jusqu'3 1‘'or-
. ki ] -1 5
dre n—-1. Soit alors u tel que t 1 Ad 32 T E:LZ(J;H) pour 0 £ j & n. On
. h n—-1,h . ' « ' - ~
doit montrer que Btu et t Augc H (J) ie d'aprés 1'hypothése de récur-
. hj ,j .n-1-j
rence on doit montrer que t 3 Al 32 1 J(atu) €.L2(J;H) pour O £ j £ n-1

n

ce qui est vrai par hypothése et que thJ A 5 —I_J(thAu)G; LZ(J;H) pour

. Ly inf(h,n=1-)) .
0<jgnl. Or e Al 82 ! J(thAU) = ; h...(h-1+1) ghi+h-1
1=0
j+1 ~1=3~ . L. e
Al 32 70 et i1 est facile de vérifier qu'il suffit (en utilisant la

proposition 3.2) de démontrer que le résultat est vrai pour des u a support
compact au voisinage de t = 0 ; mais pour de telles fonctions 1'inégalité

de Hardy montre que :

hj+h-1 ,j+1 .n-1-j-1 h(j 3 -3
[ Al " =Ly ) <t (G+1) Ad+ a? (J+l)u|' )
L7°(J;:) L™(J;H)
) s h(G+1) L i+1  n-(3
pour 0 £ 1 € inf(h,n-1-3). Comme t A at (J+])u e:Lz(J;H) il s'en

suit que t™ ad a‘t"J"(thAu) e 1L2;m).

Remarque 3.1. On peut méme montrer que u & Hn’h(J) si et seulement si

u e:;D'(J;H-m) avec Bzu et thn A" e LZ(J;H .

P ' n,h N
On va caractériser l'espace H *"(3) 3 1'aide de 1'opérateur

h=1 1
2

2
t A" et d'un opérateur Z du type :
Z= at + dthA

oi d est un nombre complexe tel que Red > 0.

_.55_
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Proposition 3.4. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

. n,h
i) ue H (J) b1 ;l_

———

i) ue P (JI:H ) avec t 272 2" e LZ(J;H) pour 0 § j € n.

Démonstration.

lére étape. On démontre que Hn’h(J) coincide avec 1'espace Kn’h(J) dé-

fini par :

[

kB qy LZ(J;H)

h~1 1
{ued'(J3H ) 3 Zu, t 2 A2u€K

Kn’h(J) n—],h

(N} pour

nz=>l.

Tout d'abord si u est & support compact dans J on a par intégration par

parties :

h-1 |
h|'t 2 Azullz2 = -2Re J (Btu,thAu)Odt
L™ (J;H) J
d'ol en décomposant
2
= ~2Re f (Zu,tAu) dt + 2Red| |thAu|| 9
A J ° L*(J;H)
d'ol pour tout & > 0 :
h-1 1
22 42
(2 Red-e) || t"aul |2, s L1l 12, +nlle 2 A%l
L@ L%(J;3H) L (J;1)

De la premiére €galité et de cette derniére inégalité on en
P . . I,h .
déduit que si u est 3 support compact dans J alors u est dans H (J) si
et seulement si u est dans Kl’h(J). D'autre part si le support de u ne
. ‘o - P 1,h
rencontre pas O on a aussi cette propriété. D'ol 1'on déduit que H ’ (J)
1,h . .
et K ’"(J) coincident.
. j,h
Soit alors n > 2 et supposons que les espaces H™’ (J) et

" . h n,h .
KJ’h(J) coicident pour 0 ¢ j g n-1. Montrons que H™' (J) et X * (J) coin-
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h-1 1
. . 2 -
cident. Soit uE& Kn’h(J) ie Zu et t 2 A‘u e K" I,h

que 3Lu et thAu GHn_]’h

(J) et soit 3 montrer

(1 = Kn-l’h(J). Il suffit de montrer que
h-1 1 N

h n—-1,h 2

tPau € % . or t 2 A%(tMaw) = tPace 20 A%u) e w20

) = kb

et Z(t"Aw) = t"azu + e’ Auw € B2 P (0) car zu e K

h-1 1 h-1 1

Au = t 2 Az(t2 Azu)eK

n—I,h(J) _ Hn-—l,h(J)

n-2,h h-1 n-2,h

donc thAZu c H
h-1 1

t 2 AZUEK

(J) et t (J) car

n-]’h(J). Inversement soit uC-;‘_H (J) ie 9 (Y t'Au €HW
I

h-1 1 h

et soit # montrer que Zu et t 2 _"zuE Kn_l’h(J) ie 9 (t Azu) =

h-1 h-1 _, ] h-1 1

Ty -~ ) -— ) -— 1.

t 2 A atu 4 %—l— t 2 A2u€ K_n 2’h(J) et thA(t Azu)e K" 2’n(J).

h-1 1
3

| —

_l —
. « ~ . . 2 2
D'aprés 1'hypothése de récurrence il suffit de montrer que t Au

=2, h(J) c'est 3 dire d'aprés la proposition 3.3 que
h— |

-1

Azu)(-: L2(J;H) pour 0 € j &£ n-2. Or t

%’l" - % i“f(%é’“'z'j) h-3 h-3 hj*%'l“ 1=l j*%.‘
(t A%y) = ) (e 5 -1+ e A

1=0

Ko~ 2, h(J)

hj A an-?.~J

-+

n-2-j-1

%

u et il est facile de voir qu'il suffit de démontrer le résultat

pour des u & support compact au voisinage de O. Mais pour de telles fonc-
tions on peut appliquer 1'inégalité de Hardy ; or 3 uE " I,h
h-1 1

thJAJSE_I—JuGH]’h(J) , par suite t 2 2 thJ 8

(J) donc

n=1-] €L (J;H) et grace
a 1'inégalité de Hardy on en déduit que chaque terme du second membre de

1'égalité précédente appartient i L2(J;H).

2éme étape. On démontre la proposition 3.4.

Montrons que i) implique ii). Ce résultat est immédiat d'aprés la lére
&tape. |

Inversement montrons que ii) implique i). Le résultat est vrai pour n = O

et n =1 d'aprés la lére &tape. Soit alors,n, }

o, et supposons le résultat

=3

%

2
J
. Vs g1 . 2 _n~-j 2

vrai jusqu'ad l'ordre n-1. Soit u tel que t A" 27 'ue L (J;H) pour

N
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. . . -~ -3
0 ¢ 3 gn~l, ce qui est vrai par hypothése et que t ATz T (e © AT
2 g By el
€ L°(J;H) pour 0 ¢ j ¢n-1. Or t © A“Z (t © A%u) = b4
i el U S o
e t A zZ" Ty pour des coefficients complexes cy et

il est facile de voir qu'il suffit de démontrer le résultat pour des u 3
support compact au voisinage de t = 0. Mais pour de telles fonctions la
proposition 4.1 montre que :

m+j+1
2

Bl 21 : 1 B lgen
||t AC zZ sc )|t A

Zn—(m+j+l)u||

L2 (J;H)

et le deuxiéme membre est fini.

| Proposition 3.5. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

. n,h
i) vEeEWw (I he1.

i1) uej)'(J;H—m) avec t A2 Zp_Ju€W(J) pour 0 £ 3 ¢ p € n.

Démonstration. Montrons que 1i) implique i). Soit donc u G;U(J;H—w) tel
h-1 1

que t 2 A2 2Py € W) pour 0 ¢ j < p < n.

h-1.

3 e
Tout d'abord on en déduit que t 2 A2 zP J(Au) QLZ(J;H)

e

pour 0 £ J £ p £ n ie Au €Hn’h(J).

Montrons maintenant que Z)f'__u Hn’h(J). On a la formule sui~

vante
h-1. j h-1§ el ) h-1. . j
¢ 2 VAZZn_JQiu = ai(t 2 27773 4 3 (¢ 27 a2y wpe 27 A%y
inf(h,n-j) h..mﬁl:.]_ ]+—j- n=3-m
ARG
m=1
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. h-1, ..j
inf(h,n-j) inf(h,n-j-m) 2hem=1+j 2+
st A
=1 1=1

Zn—J-mrlu

pour certains coefficients a, B, Yy et § ; certains termes disparaisent

h-l. j helo ) d
2. n~j - 2 2 _n-
pour h = 1. or a2¢t 2 a%2"w e 12w par hypothése ; 3 (t AZ"Ty)
1 - - j— h-1.
5 T Taen nel=(=1) _ .2 —i-2
= at AT (t t A Z u & L7 (J;H) par hypothése et t
J . E‘_]_(j_z) =2 .
a2 g1, o th“3 At 2 A2 zn_z-(J_‘)u GZLZ(J;H) par hypothése pour
I h-l1
7.7 72 a-i 2
j >2 et pour j = 1 le terme s'écrit A" t Z° "ue L7(J;H). De plus
h=1. . j he1. j
hm+——] I+ . h-mt——1 5 .
3, (t 27 A 2 gomitmyy 3, (t 27 A% 27T, or aue B P)
h-1, j h=1. . j
—} = s h-m'f--2——~J ] .
donc t 2 A2 AN nklé:ﬂl’h(J) pour m > | donc at(t A 2 AL BRGT
) ohem-laili 2ed L
L(J;E) pour m = 1,...,inf(h,n-j). Enfin t A AN u

peut étre majoré en norme dans LZ(J;H), du moins pour des u 3 support com-
2h-m—1+]—1-;-—l-j+l( -J-;-% .
pact, par 1'inégalité de Hardy en fonction de t A at

n~j-m-1

Z Au. Or pour K tel que m+l-1 > X > -h-l+m+l ce terme appartient a

L2(J3H) car Aue w® gy,
Ainsi aiu e .

. 2
Montrons maintenant que th+]A u EZHn’h(J). On a la formule

sulvante :

h-1.

i
e 27 2 it 2 0 el 2 7

inf(h+1,n-j) l’—;ij+h+1-m
am t Z

n-j-m
Iy

=1

pour certains coefficients a .

h—lj
Or,,th+]A2t 2

h-1, 3
. ‘ T +h+1—m -'-’-+2 -‘—h .
galité de Hardy t A= 297 peut &tre majoré en norme dans

2 _n-j 2
A° 2" u € 1°(J;1) par hypothése. Par 1'iné-

-50-
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h-1,. ]+2
2 ; 2 (G+1) J2 m-2 _n-j-h
L°(J;H) en fonction de t A 3t VA Au pour m > 2 ; or ce
' h-1, i
2 ' . ~ *h %*2 n-j-1
terme appartient a L (J;H). Enfin pour m = 1, on écrit t A z"7d u
h-1. j : h-1, j
——— i —l_ 2 . h | - _.—
= e 27 A2 2 e 155 car Aaue BRI done £ 27 A% 2097 Ay
eu .
. n,h .
Montrons enfin que t tAu €H (J). On a la formule suivante
h-1." j hglj 3 .
£ 2 A2 Zn-J(tBtAu)= £ A(t A2 Z77dy)
inf(h+1,n-}) E%lj+h—m+l 342 .
ot ’ A AU
A m
m=]
h;]j %+I n-j-1
+ Bt A Bt Z u
h-1. 3 h-1.
gl 2 Sithmmel
Or t3 A(t A" 77 “u) € L"(J;H) par hypothése. Les termes t
%+2 n~j+m h;]j %+l n-j-1
A zZ"7ITMy ont 6té traités précédemment. Le terme t A 3, 237y

t

appartient &galement & L2(J;H) car Au € Hn’h(J) . Ainsi ue:w“’h(J).

Inversement on montre par les mémes procédés que i) impli-

que ii).

I-4 - PROPRIETES DES OPERATEURS X ET Y.

. - h
Soit l'opérateur Z = Bt + dt A ol d est un nombre complexe

et h un entier impair >1. On donne tout d'abord quelques inégalités.

Proposition 4.1. On suppose Red » O. Etant donnés deux entiers q et j > O

il existe une constante C > 0 telle que pour u i support compact dans J,

on ait :

=n
1
(e

. Bl . '
|1e%]] sc i [e 2 a2 (9370 2371
L™ (J;H) 1=0 L™ (J;H)




IIT - 15

Démonstration., Soit un entier p impair >1. On a :

J(Btu+bthAu, tpu)o dt

f (Zu,tpu) dt
J J °

Or par intégration par parties on a :

p-1
2 Re J (atu,tpu)O dt = -p ||t 2 u]lz2
J L7380
De plus htp 1
J (thAu,tpu)o at = ||t 2 A2u||22
J L°(J;H)
Ainsi :
p-l pr1 p-l h+p 1
olle 2 ul|2, =-2Ref (0 2 2u, £ 2w de + 2 Red||e 2 a2u]]?,
L°(J;H) J ° L7 (J;H)

Comme Red > 0, on en déduit qu'il existe une constente C > 0O

telle que :
p! 1, i p-l 1
el , scdle? zuf],  +lle?  Zakl], O
L°(J3H) L°(J:H) L®(J;H)

Soit en posant : q ='%(p-1)

htl 1

.__._o'-q
el , ccde%a] , o+ [[e 2 AR,
J;H) L°(J3H) L™ (J;H)

)

C'est le résultat annoncé pour j = 1. Le cas général se dé-

montre par récurrence sur j.

Proposition 4.2. On suppose Red < 0. Etant donnés deux entiers q et j > O

il existe une constante C > O telle que pour tout u & support compact dans

J on ait :

s
HeSall , o ey,

L7 (3;m L™ (J;8)
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.h-1
q+J—-’-————- o .
e 2 a%l],  sc %,
- LY@J:H) L™ (J;H)
e 3wl ccf]etah]]
(J;H) L™ (J;H)

Démonstration. Comme on 1'a vérifié dans la démonstration précédente on a :

2 +1, h;] d 7 2
2q+1) | e[|, = -2 Re f (¥ zu, ) dt + 2 Red ||t A%l |,
Lo(J:H) J L™ (J31)
D'oli comme Red < O :
2 +
(2q+l)||tqut| 2 < ~2 Re J (tq ]Zu, tqu)o dt
Lo(J;x J
Pour tout € > 0, on a donc :
2 1 +1, 2
2q+1-e) | 1%l |5, s = 1e% za] |7,
L7 (J;H) L7(J;H)
C'est la premiére inégalité pour j = 1. Le cas général se démontre par ré-
currence sur j.
De la premiére &galité ci-dessus on en déduit
h+1 1
—._—_+q —
2 2
ored) e 2 A%l[, o [[el]Z, s [le%)d
L™ (J;H) L7 (J;H) L™ (J3H)

Compte tenu de 1'inégalité précédente on en déduit la deuxiéme inégalité,

pour j = 1 de la proposition 4.2. Le cas général se démontre par récurrence
sur j.

Enfin par intégration par parties on a :

h~1 1

74 7 2
(2q+h)l|t A2u]| 9 = 2 Re J (tqZu, th+un)0 dt
L (J;H) J

+ 2 Redllth+un||22
L7 (J;H)
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Pour tout € > 0 on a donc :

-2 Red-e) [ [e™ Ul |2, ¢ Y[etz] )2
L™ (J;H) L7(J;H)

C'est la troisiéme inégalité de la proposition 4.2. Le cas général se dé-

montre par récurrence sur j.

On rappelle maintenant un résultat de résolubilité locale

relatif a 1'opérateur Z démontré par [ ]:

Définition 4.1. On dit que Z est localement résoluble en t = O s'il existe
un voisinage ouvert J de O tel que pour tout f E:CZ(J;H ) 11 existe

uE D'UE) tel que Pu = f,

Proposition 4.3. L'opérateur Z est localement résoluble (resp. hypoellip-

tique) en t = 0 si et seulement si Red > O (resp > 0).

Démonstration. Cf [ ]. On note maintenant X = 3_ + atA et Y = St + bthA

t

oi k est un entier. On a les formules de concaténation suivantes.

Proposition 4.4. Pour tout entier m > 1, il existe des coefficients com-

plexes e et fp pour 1 5 p & inf(k,n+1) tels que :

n n inf(k,n+1) K= o]
Y (XY+gA) = (XY + (c+na)A)Y  + 2 et P Ay"P
p=! P
inf(k,n+1)
X" (XY+cA) = (XY + (c-na)A)X" + ) £, £R7P pxPTP]
p=1

Démonstration. Un calcul direct montre que :

Y(XY¥+cA) = (XY+(ca)A)Y - bktk~]AY

Puis par récurrence sur n on démontre le résultat général.

On procéde de méme pour X.
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On donne enfin une formule de commutation de X et de Y.

Proposition 4.5. Pour tout entier n 3> 1 il existe des coefficients com-

plexes gp et hp pour 1 < p < inf(k,n) tels que

_ inf(k,n) _ _
Px=x® +paay™ !+ ) g 7P gyP7P
p=1 P
_ inf (k,n) _ 3
XY = v - na A b (1P 4x7P
p=1

Démonstration. Un calcul direct montre que :

YX - XY = aA - bkt A
Puis par récurrence sur n on démontre le résultat général.

Plus généralement :

Proposition 4.6. Pour tous entiers m et n 3 1, il existe des polyndmes

Q(t;x,y) et R(t;x,y) en x et y et & coefficients polyndmes en t et des po-

lynGmes qu(t) et njq(t) pour 0 £ j < net O j+q < m tels que :

Yxt = T op (0) A XTI 4 qeega Ay
0<j<n 1q .
0<j+q<m

XY= ) o (o) AT XY 4 R(e;a,L,MX
0<j<n ! t
0<j+q<m

Démonstration. Soit m >1. La proposition montre que :

inf(k,m) K= .y
hjt T ax™d 4 1y,

-1
YXm = ma AXm +

j=1
Puis par récurrence sur n on démontre la formule générale.

On procéde de méme pour 1'autre formule.

=64



IIT - 19

1-5 - UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE D'HYPOELLIPTICITE LORSQUE

Rea < O ET Reb > O.

Le principal ré@sultat est le suivant

THEOREME 6.1.

On suppose Rea < O et Reb > 0, Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

) 1l existe un entier n, % 0 tel que étant donnés un entier n > n, et un
intervalle ouvert J de B contenant 0, pour toute distribution u(-:ﬂ'(J;H_m)

alors Pu € H?;Z;(J) implique u € ngi(J).

77) —a(’:# -p pour tout entier p % O.

On a ainsi un résultat de régularité maximale dans ces es—

paces avec poids qui permet d'en déduire facilement le théoréme 1.1.

I-5.1 : Démonstration de la condition nécessaire d'hypoellipticité.

On transforme tout d'abord la propriété d'hypoellipticité de

P sous forme d'une estimation.

Proposition 5.1. On suppose que étant donnés un entier m > 0 et un inter-—

valle ouvert J de R contenant O, pour toute distribution ugJ' (J;H—m) alors
k . . . .
Pu € Hrll(’)c(J) implique v € erl(;l;(J). Alors 1l existe T > O et C > O tels que

pour tout u & C:(—T,T;H ) on ait

| Jul] < ¢ ||pul|
Wn’k(-T,T) 1K o1, 1)

Démonstration. Par un procédé classique (cf. [ ] par exemple) on montre

que pour tout compact K de J et tout 6] € C:(J), il existe 626 C:(J) et

une constante C > 0 tels que pour tout u & Wisk

1oc(J)’ on ait :
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0 s ¢ (]]8,Pul] + [ ]u]| )
“ IU|‘wn’k(J) 1 2 Hn’h(J) LZ(J;H)

De 13 on déduit qu'il existe T' > 0 et C' > O tels que pour tout

u ec‘;’(-T',T';Hm) on ait :

sc(lle + | ]ul] )
HUHw“’k(J) « u||H“’k(J

) L2 (3;3m)

Comme de plus :

| ul |
LZ(J‘H)

’

< T'llatUI|L2(3~H) < T'llullwn,k(J)

On en déduit alors le résultat.

On peut alors démomntrer la condition nécessaire d'hypoellip-

ticité pour 1l'opérateur p.

Proposotion 5.2. On suppose qu'il existe un entier n >0, T > 0 et C > 0O

tels que pour tout u Elcz(—T,T;Hw) on ait :

[ ull

s ¢ |[pul]
Wk, 1) 1K -1, 1)

Alors‘g # -q pour tout q entier 3 O,

Démonstration. Supposons qu'il existe q entier > O tel que ¢ + qa = O.

Appliquons 1'hypothése i X% pour u g C:(J;H ) ol J = ]-T,T[ :

F1x3u] | < c ||pxd .
W) ° |Hn’k(J)

Or d'aprés la proposition 4.4 on en déqyjt puisque c+qa = O.

inf(k,q+])

q _ yatl k- -

PX* =X Y - p q-1+1
. | fl t AX

it o~

1

De plus :
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inf(k=1,p-h)

-h, h-1 ~1-j ~h-3
Yp_ (t u) = g. tk 1-] YP h Ty
. j=0 J

pour certains coefficients complexes g, .
J
Utilisant alors les &quivalences de normes données par les

propositions 3-5 et 3-4, on en déduit qu'il existe une constante C > O

telle que pour tOUtlJEZC:(J;Hm) on ait :

-1, b h-1. h
2 2 ,p-h 2 7 _p- 1
I Me? At e ] e a2 PR x Ty
o<h<p<n o<h<p<n L°(J;8)
h-1 . h
. ——h+k-1-3 h . .
. ) N SR

osh¢psn  Iglsinf(k,q+1) ogicinf(k-1,p=h)

1-1
Xq+ uI l 9 {
L7 (J;H)

On va montrer que chaque terme du second membre est de la forme IIQYuII 2

‘ L (J3H)
ol %)est un "opérateur en at et A" ou bien peut étre "absorbé" par un terme
du premier membre & condition que u soit & support assez petit au voisinage

de t = 0.

D'aprés la proposition 4.6 on a :

h-1 . h
——h+k-1-j] ++1 v _
e ? AP Pl L)) s c(]lawl] ,
L°(J;R) L7 (J3H)
h-1 . h
——h+k-1-] 145 e
+ Z e 2 A 2 ya+! 1-s rAull )
ogrsp-h-j L7 (J;H)

ogs+rsq+l-1

En utilisant la proposition 4.2 et 1'inégalité de Hardy, on obtient :

h-1 ,
t—§~h+k-1—1 r+g +1-1-g=-
a B S T E
L™ (J;4)
h~1 . h
—5—h+k-j=1-s+r+n-h 3
sclle? A% Pyl ||

L7 (J;:H)
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Or r & p~h~j donc k-j-l+s-r+n~h 3 k-1 > 2 ; on en d&duit donc que ce terme

peut Etré absorbé par ||Xqu||. h
W)

pour u i support assez petit au voisi-

nage de t = 0.
En conséquence il existe un entier m > 0 et deux constantes

T' > 0 et C> 0 tels que pour tout u & C:(-T',T';Hw) on ait :

i h
X%l s T (ledatyall
WD) j+hsm L% (J;H)

Or d'aprés la proposition 4.2 :

sc |lx%)]

all
L™ (J;H) L7 (J;H)

Ainsi il existerait T' > 0, C' > 0 et un entier m > O tels que pour tout

u €:C:(~T',T';Hw) on ait :

Hull cct (mgﬂyqlz
L7(J;1) j+hsm L°(J;H)

. . - . + =
Or une telle inégalité entralnerait que Y = —(8t - btkA) est localement

résoluble en t = 0 (cf.[ ]) ; ce qui n'est pas d'aprés la proposition 4.3,

1-5.2 : Démonstration de la condition suffisante d'hypoellipticité.

La démonstration de la condition suffisante d'hypoellipti-

cité de P est basée sur le résultat de régularité suivant

Proposition 5.3. On suppose que Rea < O et Reb > 0, qu'il existe un entier

n > | tel que -(|a|2 -2 Re(c+na)5) > 0 et § # 0,...,~(n-1). Alors il

existe T > O tel que pour u vérifiant

h~1 h
h 22
2 2 Yp—h

t A u &€ V(-T,T) pour Oshgpgn

—h 4
2 2 ,p-h 2
t A" YP™ Py € L7(-T,T;H) pour Oshspsn (ie Puc—:H“’h(-T,T))
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alors h-1 h
5 3 p-h n,h
t A" Y Tu& W(-T,T) pour Oshgpgn (ie u&E W * (-T,T)

Démonstration. | - On démontre le résultat pour h = 0 ie YPu € W(J) pour

O<psn ou J =]-T,T[. Cette démonstration est faite par récurrence sur p.

1.1 - On montre tout d'abord que YHUEW(J). Comme
—(|a|2 -2 Re(c+na)5) > 0 il suffit d'aprés le corollaire 2.2 que
Ylhue V({J) et que (XY+(c+na)A)Ynu€ L2 (J3H). Or par hypothése YnuE,V(J) .

Y920 € L2 (U3 et XTPAYYTPYl = 12(;m) pour lspginf(k,n+1) car
h-1 h
7 h 2 .n-h :
t AT Y u & V(J) pour Osh¢n. Tenant compte de la formule de concaté-

nation de la proposition 4.4 on a le résultat recherché.

1.2 -~ On suppose que pour un p donné avec lgpsn-1 on a
Yl € w() pour p+l<q<n. Oun montre alors que Ypu€w(J).
Pour cela on calcule :
YPru - P2y = (¥Px-xvP)vu + (x-1)YP y - cavPy

d'aprés la proposition 4.5 :

- inf(k,p) o -
= (pa+c+g]tk I)AYpu + ] gh tk hAYp h+l+(a—btk l)tAYpHu.
h=2
or YPPu E L2(J;H) par hypothése, tk_h AYp—hHu(‘:-. LZ(J;H) pour 2ghginf(k,p)
h—lh h
car t 2 A2 Yp-hut‘: V(J) pour Oshsp<n par hypothése, Yp+2u€. L2(J;H) car

Yp+]u€ W(J) par hypothése de récurrence et AYpHuE L2 (J;H) car YpHu

€ W(J) par hypothése de récurrence. De 13 on en déduit que si patc # O
il existe T éventuellement plus petit que le précédent tel que AYpuEZ.L2

(J3;H) avec J =]-T,T[.

Par suite pour tout nombre complexe ), compte tenu de 1'hy-

pothése YPPu& L% (J5H) on a YP(xv- A)u€ LA(3;m). or X PavP I h e 1205,
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pour 1¢hginf(k,p+1). Donc d'aprés la formule de concaténation de la pro-
' 2
position 4.4 on a (XY+.(>\+pa)A)Yp_u€ L7 (J;H) avec Ypu€ V({J) ; le corol-

2 -
laire 2.2 montre alors que Ypué: W(J) dés que -(|a]” - 2 Re(A+pa)a) > 0.

1.3 = On montre enfin que u & W(J).
Pour cela on calcule :

Pu - qu = (a-btk-l) tAYu + cAu.

Or Pu& LZ(J;H), qu Ty LZ(J;H) car Yu & V(J) par hypothése et
. ,
(a-bt\ I) tAYu€L2(J;H) car Yu& W(J) d'aprés 1.2. De 13 on en déduit que

si ¢ # 0 alors Aug LZ(J;H). On termine comme en 1.2.

2 - Soit maintenant h tel que lghgn~1 et supposons que

k-1, 1 k-1, h
271 7 -1 o3
t A" Y© Tu& W(J) pour Osls<psn avec lgh-1. Montrons que t A
p-h
Y" "u& W(J) pour hgpsn.
k|
~——h
2.1 - On montre d'abord par récurrence sur p que At

§=2

k-1 h
2 _p-h 2 . 5o 7 2
AT Y ue L"(J;d). Pour p = h on doit montrer que At ATue L7(J;:H).

Pour cela on calcule :

h k-l k- k-~ ~
2., 70 7 5 A s Fha-
AT X(t Yu) - A"t Pu = - ct A" u - ATt Yu
Or :
hogoly 1 kol b=l gy kol
2 2 2 2 - (h—~
Az'at(t Yu) = A3t (t t A 2 Yh (h I)u)é L2(J;H) d'aprés

1'hypothése de récurrence (en h).
h k-l K1 3 gl o hel
7 ~g (=D
At

A 2 Yh-~(h-—])

5 51 )

A° t At Yu = t uE LZ(J;H) d'aprés

1'hypothése de récurrence (en h).
k k-1
3 7h
Done A™ ¥(t
k k1 k-3 1 k-1
2 ol 7 3 D)

. 2 _ 2 h~(h-
Enfin A” ¢ Yu = A%t Y ( ])u€ LZ(J;H). Par suite si

| o

k-1
2 S 2
Yu) &€ L (J;H). Me plus A" t Pu & L"(J;H) par hypothdse.

N
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III - 25

k-1
h )
c # 0 alors A t ATu€E L7 (J;H).

N o

, oo
Soit alors p tel que h+l p n et supposons que A t A

Yq u €L (J;H) pour h¢q¢p-1 et montrons le pour q = p. Pour cela on forme :

ho k-l h k-1 k=1, h
2 2 ~h+1 2 Ty 4L ——h 5
AZ(xe & YPTRLyy Ca% 2 yPThpy o e-(p-hyarg, £ e Z AT PNy
. -1 h -1 h k-l
inf(k,p~h) k—hk——— —+1 k=l ook=hh
) —h- : -
_ ; g ¢ W2 ypmh-1+1 7" 2, 2 yPh+
1=2
Or _
h k] kol k-l gy ol
A2 h+1 2 2 7YY T p-(h-
9 (t yP u) = A3 (t t 2 A 2 YP (h ])u) e L2(J;H) d'aprées

l'hypothése de récurrence (en h),.

h - k+! 3 k- h-1

h
A—ZtAtT prhtl, 7,7 2 el A 2 yp=(h=1)

u e L2 (J;H) d'aprés 1'hy-

pothése de récurrence (en h).

k-l h k-l

2 -h+ 2.2 -
Donc : A" X t 2 yP h ]u€L2(J;H). De plus A2 t 2 yP hPuELz(J;H)
par hypothése :

k-1 h k1 h
h-1+—-h ++1 ==h
2 2 ~h+1- - - -

t A YP 1 k 2A(t Z A2 Y(p 1+1) hu) ELZ(J;H) d'aprés

1'hypothé&se de récurrence (pour q = p~1+1 avec 25l<p-h).

h lif_]_h_l k-3 1 k_'_.]._(h_]) h-1
Enfin A2 t 2 bl 2,22 a2 P D 2 12050) drapres

1'hypothése de récurrence (en h).

Ainsi si c+(p~h): # O, il existe T &ventuellement plus petit

- k2 %1 -h 2
que le précédent tel que A t u& L°(J;H) avec J = ]—T,T[.
St
2.2 - On montre maintenant que t A° Yy e W) pour
hepgn. De 2.1 on déduit que pour tout nombre complexe J compte tenu de
T 3 k7 3 o :
1'hypothése t A2 Yp Py e 12(33H) on a t A YPTH XY+ u € L7 ()
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2 7 k-1 AYpfh-2+l

Or t A" t u € LZ(J;H) pour lglginf(k,p-h+1) d'aprés 2.1.

Denc d'aprés la formule de concaténation de la proposition 4.4 on a :

lfll .E kflh E
2 - - , 2
t? A (XY+(A+(p~h) aA) YP b e LZ(J;H). Or t 2 g2 P bl e L (J:H)
k-1 h
7l 5 oh 2 s
comme on 1'a déji vu et X(t A YP u) & L°(J;H) comme on le vérifie

par des méthodes analogues aux précédentes. Par suite (XY + (A+(p-h)a)A)

k—]h h -k-:lh' h
- v
(t 2 A_Z yP hu)€ LZ(J;H) pour tout A et t 2 A% yPhy €L2(J;H)- Le
k*lh h
. 2 2 _p-h
corollaire 2.2 montre alors que t A" Y Tue w(@).
k-1 n

. kL, 1
. 2
3 - On démontre enfin que t 2 ATu E W(Q).

Le calcul fait en 2.1 pour p = h vaut pour p = h = n d'ol
k-1 n

-1 —

1'on déduit que At Aug LZ(J;H). Puis on termine comme précédemment.
La proposition 5.3 est ainsi démontrée.

On peut alors démontrer la condition suffisante d'hypoellip-
ticité. Soit n, tel que —(Ia]2 -2 Re(c+noa)§) > 0. Soient un entier n 3 n,s
J un intervalle de R et u une distribution de 9" (J;H_m) tel que Pug& HT(’):(J).
En dehors de t = 0, P est elliptique ; par suite le résultat de régularité
est vrai en dehors de t = O et il suffit de démontrer cette régularité sur

un voisinage J = ]—T,T[ de 0. Tout d'abord comme t = O n'est pas caractéris-
h-1 h

tique pour P, il existe s €R tel que t 2 A2 Yp-hAsuE V(J) pour Oshgpsgn.
Comme on peut supposer s ¢ O, 1'hypothése Pu € Hn’h(J) implique que

s h < s 2 - Al
P(A%w) € B (J). Donc d'aprés la proposition précédente 5.3 on en déduit

k-1 h 1
N 7P T p-h, %3
en particulier que t A" Y" "(A “u) € V(J) pour O<h<p<n. De proche en
k-1, h
-_Th 2 p-h n,h
proche on arrive ainsi 3 t A Yp‘ u & V(J) pour Ochspsn et u€ W * (J)

d'aprés la proposition 5.3.
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Remarque 5.1. Lorsque Re a < O et Re b > 0 1'opérateur X est hypoellipti-
que en t = 0 alors que Y n'est pas hypoelliptique en t = O, d'aprés la pro-
position 4.3. La régularité de 1'opérateur P = XY + cA donnée précédemment
est donnée dans des espaces construits i partir de 1'opérateur Y qui n'est

pas hypoelliptique.

1-5 - UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE D'HYPOELLIPTICITE LORSQUE

Re a > O ET Re b < 0.

Le principal résultat est le suivant :

THEOREME 6. 1.

On suppose Rea > O et Reb < 0. Les deux propositions suivantes
sont équivalentes : E

1) 11 existe un entier n, 2 0 tel que étant domnds un entier n 3 n, et un
intervalle ouvert J de R contenant 0, pour toute distribution Lte;,Z)(J;H—m)

n,1 . . i
alors Pu& Hy7 () implique u € W72 (d)

) g #Z p pour tout entier p > 1.

On a ainsi un résultat de régularité maximale dans ces espa-

ces avec poids qui permet d'en déduire facilement le théordéme 1.1.

Les démonstrations sont analogues au cas précédent (ol

Rea < 0) ; en fait elles se simplifient notablement puisque les espaces

n,l n,l

H et W ne font plus intervenir de poids, lorsqu'on les définit a par-

1/2

tir des opérateurs A et X. La démonstration de la condition nécessaire

utilise 1'inégalité.

[ ul] s c [[pu]]
wn,l(J)

Hn,l

)

que 1l'on applique a Yq_lu (et non 3 Yqu, car il y a une commutation de X
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et de Y a effectuer) si 1l'on suppose que -c+qga = O pour un q entier >1.
. L. e e, . +
On arrive ainsi @ une inégalité qui montrerait que X = —(at—atA) est lo~

calement résoluble en t = 0 ; ce qui n'est pas.

Remarque 6.1. Lorsque Rea < O et Reb > O 1'opédrateur X n'est pas hypoel-

liptique en t = 0 alors que Y est hypeolliptique en t = O d'aprés la pro-
position 4.3. La régularité de 1'opérateur P = XY + cA donnée précédemment
est donnée dans des espaces construits a partir de 1'opérateur X qui n'est

pas hypoelliptique.

I-7 - HYPOELLIPTICITE LORSQUE Rea < O ET Reb > O.

Le principal résultat est le suivant (cf théoréme 1.1).

THEOREME 7.1. .. . cge e
T —— 51 Rea < 0 ¢t Reb < 0, l'opérateur P est hypoelliptique en

Démonstration. Pour tout u & support compact dans un intervalle J on a,

en reprenant la démonstration de la proposition 4.2 et pour tout e > 0.

1
(- 2 Re a - e)z-lltAull s =7 ||xul]
2wy /2 12 (;m)

d'ot : 1
2 ! lel
(=2 Rea- ©“|]|tYAu]] 2 < é]/z IIPUIILZ(J;H) + EI/ZIIAHII

LZ(J;H)

5
Or toujours d'apréskla démonstration de la proposition 4.2 pour tout

> :
n 0 .

2 |
(1-n)“| | Aul | < ——5| | eavul |
L2y /2 12 (3;1)
donc : 1 ‘

5 _y1/2
((-2 Rea-g)? - .I_;:_/LE_(_IJ%.?T)HtYAuH 5 s —l-ﬁ—z-llPuH
. E n L (J;H € L™(@3;m)
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¢ étant fixé >0 tel que (- 2 Rea-e) > 0, on choisit n assez prés de 1

pour que :
1/2
_ a2 el a-w
(- 2 Rea-¢) E]/z n]/z > 0.

Ainsi il existe une constante C > O pour que pour tout u & support com-

pact dans J on ait :

leaval| , <o llmll
L7(J;H) LE(J;H)

et donc toujours d'aprds la proposition 4.2.

g ¢ [|p]] ,

|aull ,
L™(J;1) L7(J;H)

A partir de cette estimation il est facile d'en déduire que P est hypoel-

liptique en t = O,

11 ~ CAS GENERAL.

IT-1 — NOTATIONS.

Soit (EA) la résolution spectrale de A (cf [ ]). On

—0< ) <+
utilise les notations de [ ] que l'on rappelle ici.

Pour € > 0, on considére les trois projections orthogonales

de H définies par les opérateurs E_, E, -~ E—e et I - Ec et les sous-

espaces correspondants H_ = E_H, H = (EE*E_Q)H et H = (I—ES)H. Ces es-

paces-sont orthogonaux deux 2 deux et déterminent H par H = H_ & HO & H+.

Soit A_ la restriction de A aux éléments de son domaine qui sont dans H_ 3
dans H_ 1'opérateur A_ est auto-adjoint défini négatif et 3 inverse borné.
Soit A0 la restriction de A aux éléments dé Ho ; dans HO 1'opérateur A0

est auto-adjoint et borné. Enfin soit A, la restriction de A aux éléments
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de son domaine qui appartiennent 3 H 3 dans H_ 1'opérateur A+ est auto-
adjoint, défini positif et i inverse borné. Ces trois opérateurs détermi-

nent 1'opérateur A par A = A_ + A+ AL

Puisque -A_ eét un opérateur auto-adjoint, défini positif
d inverse borné dans H_, on peut définir comme en I la famille d'espaces
de Sobolev Hf pour s € R. De méme puisque A, est un opérateur auto-adjoint,
défini positif et 3 inverse borné dans H_, on peut définir la famille
d'espaces de Sobolev Hi pour s € R. On pose alors g = HE @ HO - Hf et on
définit comme en I les espaces Cw(J;Hw) et P(J;H ) od J est un inter-

valle ouvert de R.

Définition 1.1. On dit que P est hypoelliptique dans un ensemble ouvert J

de R si pour tout sous-ensemble ouvert J, de J et toute distribution

uge Pr (J;H—m) tels que Pu g€ Cm(J;Hoo) alors u £ Cm(.]' ;Hm) .

On dit que P est hypoelliptique au point t = O s'il existe

un voisinage ouvert J de O tel que P soit hypoelliptique dans J.

II-2 - CONDITION SUFFISANTE D'HYPOELLIPTICITE QUAND Rea Reb < O.

L'opérateur P est le méme qu'en I.

Le principal résultat est le suivant :

THEOREME 2.1.

ST Rea Reb < 0 et si g-n'est pas un entier de Z alors P est

hypoelliptique en t = O.

Démonstration. Supposons par exemple Rea > 0 et Reb < 0.

. C . P -~ -
Si 3 # p pour tout entier p > 1 le théoréme 1.1 de I montre que 1'opéra-
teur :

k
P+ = (Bt + at A+) (Bt + bt A+) + cA+
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est hypoelliptique en t = O relativement 3 1l'espace H,_.

Si § # -p pour tout entier p > O la théoréme 1.l de I montre que 1l'opéra-

teur :

-]
]
~
Q>
+

(-a)t(-A_)) (3, +(-DIL (A1) + (=c)(-A.)

0 relativement 3 l'espace H_.

est hypoelliptique en t

Enfin 1'opérateur :

_ k
P = (3, + at AO) (8t + bt AO) + c Ao

est hypoelliptique en t = O relativement 3 1'espace H puisque A est un

opérateur borné dans Ho'

Comme P est égal 3 P_ + P+ P onen déduit que P est

hypoelliptique en t = 0 dés que § # p pour tout entier p de Z.
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