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HYPOELLIPTICITE POUR UNE EQUATION D'EVOLUTION ABSTRAITE 

DU SECOND ORDRE 

P. BOLLEY J. CAMUS 

Institut de Mathématiques & Informatique UER Mathématiques & Informatique 

Université de Nantes Université de Rennes 

44 OOO - NANTES 35 000 - RENNES 

Dans cet article on étudie 11hypoellipticité de l'opérateur 

suivant : 

P = (3 + at A) (3 + bt kA) + cA 

où 3^ = -̂ ç , A est un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert 

H, a, b, c sont des nombres complexes et k est un entier impair >1. Plus 

précisément on démontre le résultat suivant : 

THEOREME : 

Si Rea.Reb < 0 et si l'opérateur P est hypoelliptique en. 

t = 0. 

Cette notion d'hypoellipticité est précisée plus loin ; en 
2 3 

particulier lorsque H = L ((R) et A = -i — on retrouve l'hypoellipticité 
a t 

classique. 

Cette étude vient à la suite de plusieurs travaux faits sur 

des opérateurs de la forme (3 + at A) (3 + bt A) + cA (cf. [ 5 ] , [ 7 ] , . . . ) 

ou plus généralement (3 + at A) (3 + bt kA) + c t ^ A (cf. [ 4 ] , [ 3 ] , [ô] , 

La démonstration du résultat annoncé est faite tout d'abord 

dans le cas où A est un opérateur auto-adjoint, défini positif et à inverse 

borné par une méthode qui nous a été inspirée par les techniques utilisées 

dans [7] et [3] ; puis dans le cas général on opère comme dans [l] . 

Notons que les méthodes de réduction à une variable et d'ho-

mothéties dans le cas où A = -i ~ , utilisées par exemple dans [l\ ne sem­

blent pas s'adapter ici. 
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I - CAS OU A EST DEFINI POSITIF SUR H ET A INVERSE A~* 3ORNE. 

1-1 - NOTATIONS. 

On utilise les notations de (cf. aussi t ) que lfon 

rappelle ici. Dans ce chapitre I, A désigne un opérateur linéaire, non bor­

né dans un espace de Hilbert H de domaine dense dans H, auto-adjoint défini 

positif et ayant un inverse borné A ^ (par exemple l'opérateur A peut-être 

(1 - A où 6 > 0, sur ïtn ou bien une extension auto-adjointe de |D I 
•X x 

sur fR) . 

On introduit une famille "d'espaces de Sobolev" H pour s £ fR 

("dans la variable x") définis par A de la façon suivante : si s >/ 0, H S 

est l'espace des éléments u de H tels que A Su G. H muni de la norme | |u| | = 

||A Su|| Q où ||u|| désigne la norme de u dans H ; si s < 0, H S est le com­

p l è t e de H pour la norme ||u|| = | | A S U | | q . Etant donnés s et m dans (R, A
m 

• s 
est un isomorphisme (pour les structures d'espaces de Kilbert) de H sur 

P (par exemple l'opérateur A étant l'opérateur 0"-A ) , où 8 > 0, sur 

R n alors l'espace H S est l'espace de Sobolev classique dans IRn d'ordre s9). 
oo g —00 

On note par H l'intersection des espaces H et par H leur 
réunion. On munit le premier de la topologie limite projective et le deuxiè-

s — s 
me de la topologie limite inductive. Puisque pour chaque s £ R, H 1 et H 

^ 00 —oo ^ 

peuvent être regardés comme dual l'un de l'autre, H et H peuvent être 

regardés comme dual l'un de l'autre. 
oo oo 

Soit J un sous ensemble ouvert de [R. On note C (J;H ) l'es-
oo oo 

pace des fonctions C dans J à valeurs dans H . C'est l'intersection des 
oo k 

espaces C (J;Ii ) (des fonctions j fois continuement différentiables dans J 
k 0 0 

à valeurs dans H ) pour tous j et k entiers > 0. On munit C (J;H ) de la to-
oo oo 

pologie C naturelle. Si K est un sous-ensemble compact de J on note C (K;H ) 
oo 

le sous-espace de C (J;H ) formé des fonctions qui s'annulent identiquement 
oo oo oo 00 

hors de K. C'est un sous-espace formé de C (J;H ) et on note (C (J;H ) la 
00 00 

limite inductive des C (X;H ) pour tout sous-ensemble compact K de J. 
On note parofl1 (J;H ) le dual de C (J;H ) ; c'est l'espace des 

—00 

distributions dans J à valeurs dans H 

Soit l'opérateur P différentiel sur 1R défini par : 

P = ( 3 + at A) ( 3 + bt kA) + cA 

où a, b, c sont des nombres compexes, k est un entier impair > 3 . 
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Definition 1.1. On dit que P est hypoelliptique dans un ensemble ouvert J 

de DR si pour tout sous ensemble J f de J et toute distribution u6j^(J;H"°°) 

tels que Pu G. C°°(J' ;H°°) alors u è C°°(J1 ;H°°) . On dit que P est hypoelliptique 

au point t = 0 s'il existe un voisinage ouvert J de 0 tel que P soit hypoel­

liptique dans J. 

Le résultat important de ce chapitre I est : 

THEOREME 1.1. 

L'opérateur P est hypoelliptique en t = 0 dans chacun des cas 

suivants : 

i) Rea > 0 3 Reb < 03 ~ï 1323... 

ii) Rea < 0 3 Reb > 0, ~ ̂  0, -13 -2y... 

iii) Rea < 0 3 Reb < 0. 

1-2 - UNE ESTIMATION SOUS ELLIPTIQUE. 

Si J est un intervalle de R, on note V(J) le complète de 
oo oo 

CQ(J;H ) pour la norme : 

k+1 i i 
IM I v(J) "

 f I { N ^ M o +
 M t 2 A < + ||A2u||2) d t } 2 

et V 1(J) le dual de V(J). 

On a l'estimation suivante : 

Proposition 2.1. Si Rea(|a| - 2 Re ca) > 0 alors il existe T > 0 et C > 0 
^ 2 

tels que pour tout u tels que A u £ V(-T,T), on ait : 

I M I V(-T,T)
 4 C ' ' P U ' ' V ' ( - T , T ) 

Démonstration. Pour u ec C~(J;H ) où J = ]-T,T[ on a : 

f k 
( O u+bt A ) , (3 t-atA)) o dt = 

r ( j l a u|| 2 - abt k + I j |Au|\2

Q + b(t
kAu,9 tu) o - a(3 tu,tAu) o)dt 

h t ° 
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Or par integrations par parties on a : 
r 

2 Re , 0 u,tAu) dt = - T(u,Au) dt 
J J L O J J u 

I Xc ( k-1 2 Re jO tu,t A u ) o dt = -k j(u,t A u ) Q dt 

Par consequent : 

Re { 5 , R e a , T(3.u+btkA, 9.u-atAu)n dt = câ r
R e a . T(Au,u) n dt } IReaI J J t c ° IRea| J J ° 

„ - Rea f I u I 12 i 12 Reb Rea f k+11 i A i12 - , I a I Rea f , A \ 

= R e a i R ^ r J j | | a t u i | o - | a | iRiirJj l | A u | | o d t + 2 i R i T T J j ( u ' A u ) o d t 

+ R e ( a b iHfr jj ( t k A u' at u> dt> - R e< c i -pHr | j ( a u ' u ) o d t ) 

2 2 r 
= iRealjj^ull^dt - j l ^ - R e a R e b {jt^'llAull^dt + (i|L - RecD-jIfff)Jj(Au,u)0dt 

'+ Reâb Re ( J(t kAu,8 tu) 0 dt) - Imib Ira j(t kAu,3 tu) Qdt 

= iRealjj l j3tu| | 2 d t --[lî -Rea R e b | j t
k + 1 | | Au| | 2

Qdt 

t f Rea , lal „ - , Reab Jc-k N , 

Mais j j ^ j (|a|̂  - 2 Reca) > 0, k > 1 et A est défini positif ; donc il existe 

Tj > 0 et Cj > 0 tels que si u est nulle pour |t| >, Tj on a : 

. j l ë î T ^ - R e c ~ a - k t k _ , ) ( A u ' u ) o d t » c . jj" | a 2 u | >° d t 

De plus pour tout g > 0 

|2 Im L ^ A u . a ^ ^ t l « z f j l | 9 t

u l l o + 7 f j t k + 1 ! |A U| 1 ^ d t 

J J J 

Comme Rea Reb < 0 et k+1 pair on voit qu'il existe > 0 e t ^ > ° t e * s ^ u e 

si u est nulle pour |t| ̂  on a : 

-50-
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! 2 

l R e a l j j l K u l l o d t " " | l i iT R e a
 Reb[jt k + 1| |Au| |Jdt-Imib|^|pIiii|J(t

kAu,3tu)0dt 

* s { j j M v i i o d t + j j t k + 1 i i A u i i o d t > 

v 00 00 

Donc pour T = min (Tj,T2) il existe C > 0 tel que pour tout u £ C Q(J;H ) 

on ait (avec J = ]~T,T[) 

l|u||J(J) ic\ < PU,U V ( J ) x V ( J ) I 

2 
2 

Soit maintenant u tel que A u €i V(J). Alors Pu £1 V 1 (J) ; en effet Pu s'écrit : 

2 k+1 k—1 k 
Pu = ôt\x + abt + atABtu + bkt Au = bt A8 t u + cAu 

et V f(J) s1écrit : 

k+1 2. 

V f(J) = if ̂ J;!!) <£> t"^L 2(J;H) $ L2(J;H 2 ) 

où H ^(J;H) est l'espace de Sobolev classique d'ordre -1 sur J à valeurs 

. 1 / 2 

dans H ; on vérifie alors que si A u e V(J) alors chaque terme de Pu 

appartient à V 1(J). 

Soit alors une suite ( v

n) de C Q(J;H ) convergeant vers A u 

-1/2 . oo / . 
dans V(J) ; la suite (u ) où u = A v , qui appartient à C (j;H ) , con-

n n n o 

verge vers u dans V(J) et < P u

n » u n > x v(J) c o n v e r ê e vers 

< Pu,u > y»(j) x v(J)' D f ° u ^ e résultat. 

2 __ 
Corollaire 2.1. On suppose que Rea(|a| - 2 Reca) > 0. Il existe T > 0 et 

1/9 1 /? 
C > 0 tels que si u 6 V ( - T , T ) et A Pu£V'(-T,T) alors A u e V(-T,T). 

Démonstration. A est le générateur infinitésimal d'un semi groupe (T.) 

M h > ° 
de contractions sur H et qui de plus est holomorphe dans |argh| < ~. De 

façon générale H est inclus dans le domaine de A s pour tout h > 0 et 

s s « s 
s >, 0 et T^A x = A T^x pour tout x appartenant au domaine de A . 
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-1 

-52-

j j Soit u G V(J) (avec J = ]~T,T[) ; alors T^(A u) est tel que 

A T h(A u) e V(J) done par application de la proposition 2.1 on a pour tout 

h * °' .1 .1 -I ' .1 
T h(A

 2u) - A 2u T h(A
 2u) - A 2 u } 

II h l ' v ( j ) * c II p ( -s l l v » ( j ) 

T, (A 2Pu) - A 2Pu 

» c 11 h 11 
1 1 h 1'v f(J) 

1 

1 
Comme A Pu €1 V'(J) il s'en suit que le deuxième membre est borné au voisi-

nage de t = 0 ; donc le premier membre est borné et par suite A u V(J). 
On définit l'espace W(J) par : 

w(J) = {ueJ)'(J;if?); a 2u, t K + 1 A 2 u , tA3fcu ; A U Ê L 2 ( J ; H ) } 

On a le résultat de régularité maximale suivant : 

Rea i 12 ~ 

' Corollaire 2,2. On suppose que j ( | a| - 2 Reca) > 0. Alors il existe 

T > 0 tel que si u e V(-T,T) et Pu £L 2(-T,T ; H) alors u<£ W(-T,T). 

J[ 
2 

Démonstration. 1 - A u G V(J) (où J = 3-T,T£) d'après le corollaire 2.1 c a r 

1 /? 
u V(J) et A Pu e V'(J). 

k+1 
2 

2 - On montre maintenant que t Au ̂  V(J) 

, , 1 D'après le corollaire 2.1, il suffit de vérifier que 

T 7 i/2 H±\ ^| 
t A u e V(J) et que A P(t 1 Azu) e: V (J) . Or t 2 A z u V(J) car 

A 2u a V(J) . De plus : 

k+1 k+1 k-3 k-1 k+1 3k-1 
2 2 2 2 2 2 

P(t u) = t Pu + a t u + 6 t 3fcu + Y t Au + 6 t Au 
J[ 

pour certains coefficients a , g , y et 5 . Comme p u £ L 2 ( J ; H ) et A
2

U e V(J) 
2 

on en déduit que AP(t u) E: V (J) . 
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3 - On montre enfin que 3fcu ̂  V(J). 

D'après le corollaire 2.1, il suffit de vérifier que 

1 1 1 
A 2 9 t u e V(J) et que A

2P(A ^ u ) e V ! (J) . or 

1 1 1 1 1 1 1 
? 9 9 9 k+1 2 2 k-1 2 2 

9t(A "3 tu) = A 3̂ u = A Pu - abt A u - atA 3 tu - bkt* A u - cA u, 

± I 

2 2 2 2 
Comme Pu £ L (J;K) et A u € V(J) on en déduit que 3 (A 8 u) €1 L (J;H) , 

k+1 • 1 1 1 1 
De plus t 2 A(A 23 u) £~ L2(J;H) car A 2u € V(J) et A 2(A 23 u) = 3 u 

1 1 1 
£ L2(J;H) car u £ V(J) . Donc A 2 3 t u 6 V(J) . Enfin A

2P(A 23 tu) = P(3tu) 

k 2 k-2 
= <^Pu + at A u + 3A u + yt Au pour certains coefficients a, 6 et y. 

J[ 

Comme P u e L2(J;H) et A 2u €L V(J) on en déduit que P(3tu)(E. V
f(J). 

k+1 1 
2 2 

4 - On en déduit alors que 3 tu, t Au et A u £ V(J) et par 

suite que u £ W(J). 

I"3 ~ LES ESPACES H n ' h et W n , h . 

Etant donnés un entier n 0, un entier h impair et un in­

tervalle ouvert borné J de IR on définit l'espace H n ,^(J) par (cf. £ ]) 

H° , h(J) = L2(J;H) 

H n' h(J) = (uc J)'(J;H"œ) ; 3 tu, t
hAu H n" , , h(J)} pour n > 1; 

cet espace étant muni de la norme canonique. 

On définit également l'espace W (J) par : 

W n' h(J) = (u£ ^'(J;H""°°) ; 3 2

u , t
k + 1 A 2 u , Au, tA3 f c U £ H

n' h(J)} 

cet espace étant muni de la norme canonique. 

n h 
L'opérateur P est linéaire et continu de W ' (J) dans 

n h n ̂i 
H ' (J) et l'espace W '1 (J) est l'espace de régularité maximale associé à 

n h o h 
l'espace H ' (J) pour l'opérateur P. Notons que W ' (J) = W(J). 

-53-
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n li 
On définit de façon habituelle les espaces w ^ Q C ( J ) E T 

H?' h(J). 
loc 

n h J 

Proposition 3.1. Etant donné n ^ 1, l'espace H ' (J) s'injecte continue­

ront dans H n ~ 1 , h ( J ) , 

Démonstration. La propriété est vraie pour n = 1. Soit n ^ 2 et supposons 

le résultat vrai à l'ordre n-1. Soit alors n £ H n , h ( J ) ie 3 tu et t
hAu 

e R n - l , h ( J ) ; d Q n c e t t k A u e H n - 2 , h ( J ) . e n ^ H n - l , h ( J ) > 

Proposition 3.2. Si 0 jt J, les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) ueH n' h(J) 

ii) u £ ^'(J;^ 0 0) avec 3j A n " J u £ L2(J;H) pour 0 ^ j ^ n. 

Démonstration. Montrons que i) implique ii). Le résultat est immédiat pour 

n = 1. Soit n >y 2 et supposons le résultat vrai jusqu'à l'ordre n-1. Soit 

alors u e H n , h(J) ie 3 tu et t
hAu e H n ~ 1 , h ( J ) . L'hypothèse de récurrence 

montre alors que 3^ A n~ ̂  3fcu e L 2 (J;H) pour 0 N< j ^ n-1 et 3~U n~ 1"^ (thAu) 

2 * * 2 

G L (J;H) pour 0 ^ j ^ n-1 ; d'où 3^An"Ju S L (J;H) pour 0 S j £ n. Inver­

sement montrons que ii) implique i). Le résultat est immédiat pour n = l. 

Soit n > 2 et supposons le résultat vrai jusqu'à l'ordre n-1. Soit alors 

u tel que 3j kn~\i 6L 2(J;H) pour 0 £ j £ n. D'une part 3j A n~ 1 ~j 

2 i n-l-i h inf(h,j) 
£l/(J;II) pour 0 ^ j ̂  n-1 ; d'autre part ^ A n J(t nAu) = £ 

l=o 
h 1 n * n " *"~1 

h(h-l)...(h-1+1) t A n J A n J 3 ^ et chaque terme du deuxième membre 

2 n * * 2 

appartient à L (J;H) car A n J a^u £ L (J;ÎI) pour 0 ^ j ^ n-1. Ainsi 

d'après l'hypothèse de récurrence a(.u et t\u e H*1"1 , h(J) ie u £ H n , h ( J ) . 

Proposition 3.3. L 6 S deux propositions suivantes sont équivalentes : 

-54-
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i) u £ H n , h ( J ) 

ii) u £ 3)'(J;H~°°) avec t h j A j 3*""j u e L2(J;H) pour 0 £ j $ n 

démonstration. Montrons que i) implique ii). Le résultat est immédiat 

n h 

d'après la définition de H * (J). 

Inversement montrons que ii) implique i). Le résultat est 

immédiat pour n = 1. Soit n >y 2 et supposons le résultat vrai jusqu'à l'or­

dre n-1. Soit alors u tel que t k j A J 3""Ju £ L2(J;R) pour 0 £ j £ n. On 

doit montrer que 3̂ u et t^Au G: H n ^'^(j) ie d'après l'hypothèse de récur­

rence on doit montrer que t h j A J 3^ 3 u) £. L^(J;H) pour 0 ^ j £ n-1 

ce qui est vrai par hypothèse et que t^J_ A J 3^~' ^(thAu)Gl L2(J;Iï) pour 

w i · u inf(h,n-l-i) , · , , 
0 C j < n-1. Or t h j A J 3 ^ ̂  (thAu) = [ * h...(h-l+l) t ^ ' 1 

AJ+1 3n
 1 J e

u e t e s t f a cii e de vérifier qu'il suffit (en utilisant la 

proposition 3.2) de démontrer que le résultat est vrai pour des u à support 

compact au voisinage de t = 0 ; mais pour de telles fonctions l'inégalité 

de Hardy montre que : 

,,thj+h-l Aj +1 3 n - l - j - l u | | ^ c ,|th(j+|) a J + 1 3n-(j +l) ,, 

L t " L 2 ( J ; H ) 

pour 0 * 1 * ïnf(h,n-l-j). Comme t

h < J + , ) A J + 1 3j~ (J + l> u e L

2 ( j ; H ) il s'en 

suit que t h j A j 3 ^ ~ 1 ( thAu) £L 2(J;H). 

Remarque 3.1. On peut même montrer que u e Hn'h(j) s i e t s e u l e r a e n t si 

u (J;H~°°) avec 3 n

U et t
h n A " U £ L 2 ( J ; H ) . 

On va caractériser l'espace H n' h(j) à l l a i d e d e i « o p ê r a t e u r 

h-1 

2 2 

t A et d'un opérateur Z du type : 

Z = 3 + dt hA 

où d est un nombre complexe tel que Red > 0. 

-55-
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Proposition 3.4. Les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

i ) » e « " ' l U ) 

ii) U Ê | ' ( J : H " W ) avec t 2 A 2 Zn"~Ju £1 L 2(J;H) pour 'o * j £ n. 

Démon s t r a t i on. 

n ti n h 

1ère étape. On démontre que H ' (J) coïncide avec lfespace K * (J) dé­

fini par : 

K°'h(J) - L2(J;H) h_j j 

K n , h(j) = {ue«2),(J;H"") ; Zu, t 2 A 2 U c K"" 1 , h(J)} pour 

n >, 1. 

Tout d'abord si u est à support compact dans J on a par intégration par 

parties : 
h-1 l 

h | | t 2 A 2u|| 2 = -2Re ( 3 u,t hAu)dt 

IT(J;H) JJ C 

d'où en décomposant : 

h h 2 
= -2Re (Zu,t Au) dt + 2Red||t Au|| 9 

Jj ° L Z(J;H) 

d ?où pour tout c > 0 : 

(2 Red-e)||thAu||2 ,<I||Zu||2 + h | | t 2 A 2u|| 2

2 

L2(J;H) e L2(J;H) LZ(J;H) 

De la première égalité et de cette dernière inégalité on en 

déduit que si u est à support compact dans J alors u est dans H* * (J) si 

et seulement si u est dans K 1 , h ( J ) . D'autre part si le support de u ne 

rencontre pas 0 on a aussi cette propriété, D'où l'on déduit que H ' ^ J ) 

et K l , h(J) coïncident. 

Soit alors n >y 2 et supposons que les espaces H ' (J) et 

K^ , h(J) coïcident pour 0 ̂  j $ n-1. Montrons que H n , h(J) et K n , h(J) coin-

-56-
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h-1 1 

cident. Soit u £ Kn'^(J) ie Zu et t 2 A u G K n ''^(J) et soit à montrer 

que 3.u et thAu G H n _ 1»?<J) - K n _ 1 ' h ( J ) . Il suffit de montrer que 
L hil 1 iïlL 1 

t h A u e K n " , , h ( J ) . Or t 2 A 2(t hAu) = thA(t 2 A 2u) £ H n" 2' h(J) - K n~ 2» h(J) 

et Z(thAu) = thAZu + ht h _ ,Au€:H n" 2' h(J) car Zu © K n~ 1 * h(J) = H n" , , h(J) 

h-1 j_ h-j_ ]_ 
donc C hAZu£H n" 2' h(J) et t h _ 1Au = t 2 A 2(t 2 A 2u) £ K n " 2 , h ( J ) car 
h-1 2 
t 2 A 2u GL K n - 1 ' h ( J ) . Inversement soit u £ H n , h(J) ie 3 u et t hAu £ H n " ' , h ( J ) 

h-1 1 h-1 1 
2 2 n— 1 ti 2 2 

et soit à montrer que Zu et t Â u £ K ~ ' (J) ie 3 (t A u) = 

h - 1 J_ h~± ± h H J_ 
^ 2 A2rv , h - 1 ^ 2 2 n~2,h / Tv ^ h. , 2 A 2 \ — T.n~2,h/Tv t A 9 u 5 -y- t A u 6 K (J) et t A(t A u) G K (J). 

h - 1 , i 
2 2 

D'après l'hypothèse de récurrence il suffit de montrer que t A u 

K n 2 ,*\j) = H n 2 ,^(J) c'est à dire d'après la proposition 3 . 3 que 
h - 1 _j J[ 

thJ AJ 3 n - 2 - j ( t 2 " A 2 u ) c L 2 ( J ; R ) p Q u r Q x < . v < n - 2 > Q r thj AJ 8n - 2-j 

- -5 1 j m f (-y-,n-2-j) hj+-^ 1 - 1 j-hr-
(t 2 A 2

U ) -
 2£ (l!-3). . . ( ^ -i + I ) t

 2 A 2 

l=o 

2 j 1 ^ e t ^ facile de voir qu'il suffit de démontrer le résultat 

pour des u à support compact au voisinage de 0 . Mais pour de telles fonc-

n— 1 h 
tions on peut appliquer l'inégalité de Hardy ; or 8 u £ H * (J) donc 

h - 1 J_ 
t ^ A ^ a ^ ' ^ u C H 1 , 1 1 ^ , par suite t 2 A 2 t h j ^"'"^u £ L2(J;H) et grâce 

à l'inégalité de Hardy on en déduit que chaque terme du second membre de 

2 

l'égalité précédente appartient à L (J;H). 

2ëme étape. On démontre la proposition 3 . 4 . 

Montrons que i) implique ii). Ce résultat est immédiat d'après la 1 è r e 

étape. 

Inversement montrons que ii) implique i). Le résultat est vrai pour n = 0 

et n = 1 d'après la 1 è r e étape. Soit alors, n.> 2 et supposons le résultat 

vrai jusqu'à l'ordre n - 1 . Soit u tel que t 2 A 2 Z n J u £ L2(J;H) pour 
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h-1 • l_ h-1 1 

0 ^ j ^ n-1, ce qui est vrai par hypothèse et que t A Z n J(t A u ) 
h-1. j h-1 1 . r,h-l , 

2 -y~J 4 , . "5" inf (-y~,n-l-j) 
G IT(J;H) pour 0 <, j < n-1. Or t Z A Z n J(t A u ) = £ 

h^Lj + JUL -! i l l 1 = 0 

. 2 2 a 2 2

 7n-l-j-l , · „ " i c^ t A Z u pour des coefficients complexes c^ et 

il est facile de voir qu'il suffit de démontrer le résultat pour des u à 

support compact au voisinage de t = 0. Mais pour de telles fonctions la 

proposition 4.1 montre que : 

||t 2 A z^-i-Kw < c £ ||t 2 A 2 

L (J;H) m=o 

z n - ( n r f j + l ) u | | 

LZ(J;H) 

et le deuxième membre est fini. 

P rop o si t i on 3.5. Les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

i) u€TW n , h(J) 

—oo 2 2 D— 1 

ii) u€T^)f(J;H ) avec t A Z Ju€lW(J) pour 0 £ j S p S n. 

—oo 

Démonstration. Montrons que ii) implique i). Soit donc ue^(J;H ) tel 
h-1 2 

que t 2 A 2 Z P J u (ET W(J) pour 0 ^ j £ p ^ n. 

Tout d'abord on en déduit que t 2 A 2 Z P~ J(Au) £ L (J;H) 

n h 
pour 0 .< j ^ p ^ n ie Au £ H ' (J) . 

Montrons maintenant que 3 2u ^ ' ^ ( J ) . On a la formule sui­

vante : 

t 2 A 2Z n"J9 2u = 9

2 ( t 2 A V ^ U ) + a ^(t
 2 A 2Z n^u) + B t

 2 A 2Z n"*u 

m=l 
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inf(h.n-j) inf(h.n-j-m) 2h-m-l+~!j 2-4 · 1 

J I < 5 n l t A Z u 

m=l 1=1 

pour certains coefficients a, 6, Y et <5 ; certains termes disparaisent 

pour h = I. Or 32(t 2 A 2 Z N ~ M €L L2(J;H) par hypothèse ; a (t 2 A 2Z n~Ju) 

1 hzl h-'(j ,) j-» h-K 2 

- 3 A 2(t 2 t 2 A 2 Zn~]~^~l)u € L2(J;H) par hypothèse et t 2 

1 . -̂ -(j-2) Ĵ 2-
A 2 Z n~J U = t

h" 3 At 2 A 2 Z n _ 2 ~ ( j " 2 ) u <=. L2(J;H) par hypothèse pour 
1 h - 1 _ 2 

j 2 et pour j = 1 le terme s'écrit A 2 t 2 Z n 'u£ L 2(J;H). De plus 

h-m-t—=—i 1 + ^ . h-m+ 0 J ~- · „ , 
a t(t

 2 A 2 Z n" J" mu) = 3t(t
 2 A 2 Z n " J _ m A u ) . Or Au £ H n (J) 

- ^ j 4 · r. h - m ^ j l 4 · 

donc t 2 A 2 Z n~ J _ mu<£ H !' h(J) pour m >„ 1 donc 3fc(t A 1 Z° J m

U ) 

2h-m-l+^ij 2+î n_-_ra_1 

L (J;H) pour m = 1,...,inf(h,n-j). Enfin t A Z n J m u 

2 
peut être majoré en norme dans L (J;K), du moins pour des u à support com-

2 h - r a - l ^ j + K 

pact, par l'inégalité de Hardy en fonction de t A 3 

Z n J m *Au. Or pour K tel que m+1-1 i K >, -h-l+m+1 ce terme appartient à 

L2(J;H) car A u £ H n ' h ( J ) . 

Ainsi 3 2u e H n' h(J). 

Montrons maintenant que t**+*A2u G. H n , h ( J ) . On a la formule 

suivante : 

h-1. 1 h-±. i 
t 2 A 2 Z n-J(t h + ,A 2u) - t h + 1 A 2 t 2 J A 2 Z n " j u + 

inf(h+l,n-j) ~-j+h+l-m 
y a t 2 Z^J^u 

ia=l 

pour certains coefficients a, · 
h 

h - 1 . 2 
h"t* 1 2 2* *̂  2 n * 2 

0 r - t A t A Z n _ J u £ L (J;H) par hypothèse. Par l'iné-
j+h+l-m -¿+2 . 

galité de Hardy t A" Z n~ J u peut être majoré en norme dans 
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iïii(j+i) Ml 
2 . - 2 . 2 _m-2 „n-j-h. 

L (J;H) en fonction de t A 3fc Z Au pour m >, 2 ; or ce 

2 - ^-j+h |+2 n_. 
terme appartient à L (J;H). Enfin pour m = 1, on écrit t A Z J u 

= thA(t 2 A 2 Z ^ ^ ' A U ) £ L2(J;H) car A u £ H n , h ( J ) donc t 2 A 2 Z n _ j _ 1 Au 

G H 1 , h ( J ) . 

n h 

Montrons enfin que t fcAu (S H * (J). On a la formule suivante 

h-lj j Jt±j î 

t 2 A 2

 Z

n~ j(t9 tAu)= t3fcA(t
 2 A 2 Z n" Ju) 

inf(h+l,n-j) ^-j+h-m+1 h-2 
) a t A Z J u 

+ Bt 2 A 2 3 t Z ^ - ' u 

JÇij 4 _. ^ j + h - m + l 
Or t9 tA(t A Z n Ju) £ L (J;H) par hypothèse. Les termes t 
j h-1. i . 
2" ̂  * 2 1 2 ' n " 1 

A Z n J + m u ont été traités précédemment. Le terme t A 3fc Z
n J u 

appartient également à L2(J;Ii) car A u C H n , \ j ) . Ainsi u & W n , ^ ( J ) . 

Inversement on montre par les mêmes procédés que i) impli­

que ii) . 

1-4 - PROPRIETES DES OPERATEURS X ET Y. 

Soit l'opérateur Z = 3 + dt A où d est un nombre complexe 

et h un entier impair £1. On donne tout d'abord quelques inégalités. 

Proposition 4.1. On suppose Red > 0. Etant donnés deux entiers q et j ^ 0 

il existe une constante C > 0 telle que pour u à support compact dans J, 

on ait : 

||tqu|| a l l i t 2 A 2 t q + J _ 1 z ^ u l l , 
L (J;H) l=o L (J;H) 
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Démonstration. Soit un entier p impair >1. On a : 

1(3 u+bthAu,tPu) dt = I (Zu,tPu) dt 
JJ h ° 

Or par intégration par parties on a : 

, 2=1 
2 Re 0.u,t Pu) dt - -p | |t 2 u| | 2 

JJ LZ(J;H) 

0 6 P 1 U S : h+p 1 
( t h A U > t P u ) o dt = ||t 2 A 2u|| 2. 

JJ LZ(J;H) 

Ainsi : 
p-1 p+1 p-1 h+p J_ 

p|11 2 uI I 2 = - 2 Re (t 2 Zu, t 2 u) dt + 2 Red||t 2 A 2u|| 2. 
L (J;H) JJ ° L (J;H) 

Comme Red > 0, on en déduit qu'il existe une constente C > 0 

telle que : 
P-1 P-1 + 1 h+1 + p-1 1 

l i t 2 u|| v< c (||t 2 zu|| H i t 2 2 A 2 U | | ) 

L (J;H) L (J;H) IT(J;H) 

Soit en posant : q = -j(p-l) 
h+l + 

||t«u|| 2 .< c(||t q + ,zu|| + ||t 2 Q A 2 U | | ) 
IT(J;H) L (J;H) L (J;H) 

C'est le résultat annoncé pour j = 1. Le cas général se dé­

montre par récurrence sur j. 

Proposition 4.2. On suppose Red < 0. Etant donnés deux entiers q et j > 0 

il existe une constante C > 0 telle que pour tout u à support compact dans 

J on ait : 

l | T ' U | l 2 5 C | | t ^ V U | | ^ 
l/(J;H) L (J;H) 
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.h-1 j 

||T A 2 U | | x< c ||tVu|| 
L (J;H) IT(J;H) 

| | t q + j h A ju|| N< c ||tVu|| 
L (J;H) IT(J;H) 

Démonstration. Comme on l'a vérifié dans la démonstration précédente on a : 

h+1 J_ 

(2q+l)||tqu||2 = -2 Re (t q + 1Zu, t qu) dt + 2 Red ||t 2 A 2u|| 2 

IT(J;H) JJ ° L2(J;il) 

D'où comme Red < 0 : 

(2q+l)||tqu||2_ ^ -2 Re ! (t q + ,Zu, t q

U) dt 
l/(J;K) Jj ° 

Pour tout e > 0, on a donc : 

(2q +i- e)||t
qu|| 2

2 .<i||t q + ,zu|| 2

2 

L (J;H) L (J;H) 

C'est la première inégalité pour j = 1. Le cas général se démontre par ré­

currence sur j. 

De la première égalité ci-dessus on en déduit : 

h+1 ± 

(-2Red)||t2 q A 2u|| 2„ < ||t q + 1Zu|| 2

 +||t
qu|| 2„ 

L (J;H) L (J;H) LZ(J;H) 

Compte tenu de l'inégalité précédente on en déduit la deuxième inégalité, 

pour j = I de la proposition 4.2. Le cas général se démontre par récurrence 

sur j. 

Enfin par intégration par parties on a : 

(2q+h)||t 2 A 2u|| 2

2 = 2 Re f (tqZu, t h + qAu) dt 

L (J;H) Jj ° 

+ 2 Red||t h + qAu|| 2„ 
L (J;H) 
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Pour tout e > 0 on a done : 

(-2 Red-e)||t h^Au|| 2

2 *l!|t qZu|| 2 

L (J;H) LZ(J;H) 

C'est la troisième inégalité de la proposition 4.2. Le cas général se dé­

montre par récurrence sur j. 

On rappelle maintenant un résultat de rësolubilité locale 

relatif à l'opérateur Z démontré par £ ]] : 

Définition 4.1. On dit que Z est localement résoluble en t = 0 s'il existe 

un voisinage ouvert J de 0 tel que pour tout f GlCo(J;H ) il existe 

u£2) f(J;H ) tel que Pu = f. 

Proposition 4.3. L'opérateur Z est localement résoluble (resp. hypoellip-

tique) en t = 0 si et seulement si Red > 0 (resp > 0). 

Démonstration. Cf [" ] . On note maintenant X = 3fc + atA et Y = 3 + bt^A 

où k est un entier. On a les formules de concaténation suivantes. 

Proposition 4.4. Pour tout entier n £ 1, il existe des coefficients com­

plexes e^ et f pour U p ̂  inf(k,n+l) tels que : 

inf(k,n+l) 
Yn(XY+£A) = (XY + (c+na)A)Yn + £ e t k~ p A Y n " P + 1 

p-1 P 

inf(k,n+l) , 

Xn(XY+cA) - (XY + (c-na)A)Xn + J f t h~ P A X n ~ P + 1 

1 P 
P=l 

Démonstration. Un calcul direct montre que : 

Y(XY+cA) = (XY+(ca)A)Y - bkt k HAY 

Puis par récurrence sur n on démontre le résultat général. 

On procède de même pour X. 
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On donne enfin une formule de commutation de X et de Y. 

Proposition 4.5. Pour tout entier n > 1 il existe des coefficients com­

plexes gp et h p pour 1 < p ^ inf(k,n) tels que : 

, inf(k,n) u 

Y PX = XY P + pa AY n + l g t h" P A Y n _ P 

p=l P 

, inf(k.n) u 

X°Y - YX n - na A X n _ 1 + 7 h t h _ P A X n _ P 

p£l p 

Démonstration. Un calcul direct montre que : 

YX - XY = aA - b k t ^ A 

Puis par récurrence sur n on démontre le résultat général. 

Plus généralement : 

Proposition 4.6. Pour tous entiers m et n £ 1, il existe des polynômes 

Q(t;x,y) et R(t;x,y) en x et y et à coefficients polynômes en t et des po­

lynômes Pjq^) e t p o u r 0 ^ J < n et 0 < j+q ^ m tels que : 

Y n X m - X P- (t) A j x T " + Q(t; 8 »A)Y 
0<j<n J q c 

0<j+q<m 

X n Y m - l r. (t) A j Xm"q"*j + R(t;3 ,A)X 
0<j<n J q t 

0<j+q<m 

Démonstration. Soit m £ l . La proposition montre que : 

, inf(k,m) , . 
YX1" = ma AX"1"' + I h. t k~ J AX1""-1 + jft. 

j-1 3 

Puis par récurrence sur n on démontre la formule générale. 

On procède de même pour l'autre formule. 
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1-5 - UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DTHYPOELLIPTICITE LORSQUE 

Rea < Q ET Reb > 0. 

Le principal résultat est le suivant : 

THEOREME 6.1. 

On suppose Rea < 0 et Reb > 0. Les deux propositions suivantes 

sont équivalentes : 

i) il existe un entier* n^ > 0 tel que étant donnés un entier n >, nQ et un 

intervalle ouvert J de & contenant 03 pour toute distribution ueQ)
f(J;H ) 

alors Pu G ^l^J^^ implique u £ 
ii) ~ ? -p pour tout entier p ^ 0. 

On a ainsi un résultat de régularité maximale dans ces es­

paces avec poids qui permet d'en déduire facilement le théorème 1.1. 

1-5.1 : Démonstration de la condition nécessaire dfhypoellipticité. 

On transforme tout d'abord la propriété d'hypoellipticité de 

P sous forme d'une estimation. 

Proposition 5.1. On suppose que étant donnés un entier n ^ 0 et un inter-

valle ouvert J de (R contenant 0, pour toute distribution uerj£)'(J;H ) alors 

Pu e H ^ ( J ) implique u £ W ^ ( J ) - Alors il existe T > 0 et C > 0 tels que 

CO 

pour tout u £ C Q(-T,T;H ) on ait : 

M u l l n k * c i i p u i i n k 

W n' R(-T,T) H (-T,T) 

Démonstration. Par un procédé classique (cf. £ ] par exemple) on montre 

que pour tout compact K de J et tout £ C*(J), il existe e2 £ C~(J) et 

une constante C > 0 tels que pour tout u £ W n > k ( j \ o n a £ t . 

loc * 
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I I V i l n k « C <l I 9 2 P U ' 1 n,h, , + l i u 1 1 2, ) 

1 w n , k ( J ) / H n , n(J) IT(J;H) 

De là on déduit qu'il existe T* > 0 et C > 0 tels que pour tout 

u G (T(-T',T';H°°) on ait : 

||u|| <: C'(||PU|| . + ||u|| 2 ) 

W n' k(J) H n' k(J) l/(J;H) 

Comme de plus : 

I l«l I o s< T'||3 u|| 2 . < T'||u|| 
L2(J;H) 1 l/(J;H) W n' k(J) 

On en déduit alors le résultat. 

On peut alors démontrer la condition nécessaire d'hypoellip-

ticité pour l'opérateur p. 

Proposotion 5.2. On suppose qu'il existe un entier n > 0, T > 0 et C > 0 

00 oo 

tels que pour tout u (£. C Q(-T,T;H ) on ait : 

I W I n k $ c | | P U | | 

W n' k(-T,T) H (-T,T) 

C » 
Alors — ^ -q pour tout q entier >, 0. 

a 

Démonstration. Supposons qu'il existe q entier >, 0 tel que c + qa = 0. 

Appliquons l'hypothèse à X qu pour u £ cT(J;H ) où J = ]-T,T[ : 

l|x qu|| n k * c | | p x i u | | . 

W n' k(J) H n' k(J) 

Or d'après la proposition 4.4 on en déduit puisque c+qa = 0. 
inf(k,q+n 

PX<* = X Q + 1 Y - { f tk-p ^ q - U l 

1=1 1 

De plus : 
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, , inf(k-l.p-h) , i · , . 
Y»-h(th-lu) = I g. t k- 1 _J Y P~ h- Ju 

J=o J 

pour certains coefficients complexes gj. 

Utilisant alors les équivalences de normes données par les 

propositions 3-5 et 3-4, on en déduit qu'il existe une constante C > 0 

telle que pour tout u €1 Cq(J;H°°) on ait : 

— h - h-l h h 

J | | t 2 A 2 Y p - V u | l t c 1 | | t 2 A 2

 Y P " h x« + ,Yu|| 2 

o<h<p<n W ( J ; o<h<p<n IT(J;H) 

^i+k-l-j £h . . 

+ j i i | | t 2 A 2 Y p " h - J 

o^h^p^n 1£l$inf(k,q+1) o£j^inf(k-1,p-h) 

X u) j 

LZ(J;H) 
On va montrer que chaque terme du second membre est de la forme | |QYu| | « 

l/(J;Il) 

où Y est un "opérateur en et A 1 1 ou bien peut être "absorbé" par un terme 

du premier membre à condition que u soit à support assez petit au voisinage 

de t = 0. 

D'après la proposition 4.6 on a : 

•^-h+k-l-j 5+1 t . - ^ 1 1 
||t 2 A 2 Y p~ h-J X ^ u M 9 < c d l Q Y u M ? 

LZ(J;H) LZ(J;H) 

h-1. . - · h 

o$r«p-h-j L (J;H) 
o^s+rSq+l-l 

En utilisant la proposition 4.2 et l'inégalité de Hardy, on obtient : 

-~h+k-l-j r + J 
M' A xq

+l~l-s-r A u ( | 

L2(J;H) 

h-1, . . . - h 
—^—h+k-j -1 -s+r+n-h ·=· , 

4 c ||t 2 A V - V A U I i . 
IT(J;H) 
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Or r ̂  p-h-j done k-j-l+s-r+n-h ^ k-1 >, 2 ; on en déduit donc que ce terme 

peut être absorbé par ||x^u|| , pour u à support assez petit au voisi-
W n , h(J) 

nage de t - 0. 

En conséquence il existe un entier m > 0 et deux constantes 

00 oo 

T 1 > 0 et C > 0 tels que pour tout u £L C Q(-T' ,T
1 ;H ) on ait : 

M x q u | l n k v<c l | | a J A h Y u | | 2 

W , K(J) j+h^m 11 IT(J;H) 

Or d'après la proposition 4.2 : 

Mull 2 .< c | |x qu|| 
L (J;H) L (J;H) 

Ainsi il existerait T ? > 0, C 1 > 0 et un entier m >, 0 tels que pour tout 

u e: C~(-Tf ,Tf ;H°°) on ait : 

Mull 2 s C l | | 3 J A h YuM 2 
L (J;H) j+h<:m L (J;H) 

Or une telle inégalité entraînerait que Y = ~Ot ~ bt A) est localement 

résoluble en t = 0 (cf.[ *J) ; ce qui nfest pas d'après la proposition 4.3. 

1-5.2 : Démonstration de la condition suffisante d'hypoellipticité. 

La démonstration de la condition suffisante d'hypoellipti­

cité de P est basée sur le résultat de régularité suivant : 

Proposition 5.3. On suppose que Rea < 0 et Reb > 0, qu'il existe un entier 

2 _ 
n >, 1 tel que -(|a| - 2 Re(c+na)a) > 0 et - f 0,. .. ,-(n-l ) . Alors il 

a 
existe T > 0 tel que pour u vérifiant : 

h-L h 
~T" "2 n-h 

t A Y u<£V(-T,T) pour O^h^p^n 

h - l h h 

t 2 A 2 Y p _ h Pu £L 2(-T,T;H) pour 0$h*p<n (ie Pu£H
n , h(-T,I)) 
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alors h-l^ h 

t 2 A 2 Y P " h u £ W(-T,T) pour O ^ h ^ n (ie u e w N , H ( - T , T ) 

Démonstration. 1 - On démontre le résultat pour h = 0 ie Y P u £ W ( J ) pour 

0£p£n où J = ̂ J-T,T[\ Cette démonstration est faite par récurrence sur p. 

1.1 - On montre tout d'abord que Y n u £ W ( J ) . Comme 

-(|a| - 2 Re(c+na)a) > 0 il suffit d'après le corollaire 2.2 que 

Y n u £ V ( J ) et que (XY+(c+na)A)Ynu EL L 2 (J;H) . Or par hypothèse Y n u £ V ( J ) , 

Y nPu £ L2(J;H) et t k " V " P + 1 u £ L2(J;H) pour Up^inf (k,n+l) car 
h-L h 
2" 2 n—h 

t A Y u£.V(J) pour O^h^n. Tenant compte de la formule de concaté­

nation de la proposition 4.4 on a le résultat recherché. 

1.2 - On suppose que pour un p donné avec l^p^n-1 on a 

Y ^ U Ê T W ( J ) pour p+l^q^n. On montre alors que Y P u C W ( J ) , 

Pour cela on calcule : 

Y PPu - Y P + 2 u = (YPX-XYP)Yu + (X-Y)Y P + 1u - cAYPu 

d'après la proposition 4.5 : 

i i inf(k.p) , t ' -i · * * 
i ^ ̂  > l W v p A r k~hAVp-h+l , , k - W A V p + l = (pa+c+g t )AY u + ) g t AY +(a-bt )tAY u. 

h=2 n 

Or Y PPu £ L2(J;H) par hypothèse, t k~ h
 A Y P ~ " h + 1

u e : L2(J;H) pour 2^inf(k,p) 

— h -

car t 2 A 2 Y p " h u e V ( J ) pour 0*h£p<n par hypothèse, Y P + 2 u £. L2(J;H) car 

Y p +*u€T W(J) par hypothèse de récurrence et AY P +'u £. L 2 (J;H) car Y p +'u 

£W(J) par hypothèse de récurrence. De là on en déduit que si pa+c ^ 0 

il existe T éventuellement plus petit que le précédent tel que AY Pu £1L 

(J;H) avec J = ]-T,T[. 

Par suite pour tout nombre complexe A» compte tenu de l'hy­

pothèse Y pPu€T L2(J;H) on a Y P(XY- XA)u£ L 2(J;H). Or t k" hAY P + 1 " h

u £ L
2(J;H) 
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pour 1Sh^inf(k,p+l). Donc d'après la formule de concaténation de la pro­

position 4.4 on a (XY+(X+pa)A)YPu £ L2(J;H) avec Y P u £ V ( J ) ; le corol-

laire 2.2 montre alors que Y Pu£; W(J) dès que ~(|a| - 2 Re(A+pa)a) > 0. 

1.3 - On montre enfin que uGlW(J). 

Pour cela on calcule : 

9 k-1 
Pu - Y u = (a-bt ) tAYu + cAu. 

Or P u £ L 2 ( J ; H ) , Y 2 U £ L 2 ( J ; H ) car Yu <£ V(J) par hypothèse et 

(a-bt\ ) tAYu C L (J;H) car YuÊlW(J) d'après 1.2. De là on en déduit que 

2 
si c / 0 alors Au £ L (J;H). On termine comme en 1.2. 

2 - Soit maintenant h tel que l^h^n-1 et supposons que 
H 1 k " l h h 
2 2 n—1 2 2 

t A Y u C W ( J ) pour 0̂ 1*p<:n avec lx<h-l. Montrons que t A 

Y P" huG:w(J) pour h ^ n . 

-y-h 
2 . 1 - On montre d'abord par récurrence sur p que At 

A Y p u e L (J;H). Pour p = h on doit montrer que At A u L (J;II) . 

Pour cela on calcule : 

h k - 1
 h k ~ 1

h

 k~K Ki k~K h k " l u , 

2 ~2~ 2~2~ ~2~h T ^ 1 ~ T ~ h 7 — ô ~ h - 1 
A^ X(t Yu) - A t Pu = - et A Z u - Z A t Yu 

Or ; 

h
 1fcçLh 1 lîlL(h-l) ^ 1 

A t ( t 2 Yu) = A 23 f c (t
 2 t 2 A 2 Y h" ( h _ , )u)e: L2(J;II) d'après 

l'hypothèse de récurrence (en h), 

Il k - l h k + 1 3 JsiL(h-l) kl 

A 2 t At 2 Yu = t 2 A 2 t 2 A 2
 Y h " ( h " ° u e L2(J;H) d'après 

l'hypothèse de récurrence (en h). 

k k j H h k - 1 , 

9 2 2 2 ~ T ~ 2 
Donc A" X(t Yu)£ L (J;H). le plus A t Pu £ L (J;H) par hypothèse. 

k J S L l h - i JeI 1 k - i / v n 

Enfin A 2 t 2 Yu = t 2

 A * t 2 V " ^ 1 >u £ L 2 ( J ; H) . Par suite si 
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k-K h 
"T" h

 2 2 
c ^ 0 alors A t A u £ L (J;H). 

Soit alors p tel que h+1 p n et supposons que A t A 

h 2 

Y** u C L (J;H) pour luq^p-1 et montrons le pour q = p. Pour cela on forme : 

h k-1 h k-1, k"l, h 
2 v P - h + 1 x A 2 t 2 vp-h D , , k - K 2 n . 2 vp-h A (Xt Y u) - A t Y K Pu = (-c-(p-h)a+gjt )t A Y1 u 

inf(k.p-h) k - 1 - ^ 4+1 . 1 A 1 ^ ^ h - l 
g . t 2 A 2

 Y P - h - l + l u _ 2 A 2 t 2 Y p - h + l u 

1 = 2 

Or : 

A 28 t(t
 2 Y P _ h + 1 u ) = A 23 t(t"

2 t" 2 " A 2 Y p _ ( h _ , ) u ) g L2(J;H) d'après 

l'hypothèse de récurrence (en h). 

h k-l h k + 1 3 k H . ( h _ j . h-1 

A^tAt" 2" Y p _ h + , u = t ^ A 2 t 2 " ÂT Y P " ( h - ° u £ L2(J;H) d'après l'hy-

pothèse de récurrence (en h). 

IL
 k - 1 h i k-i h 

Donc : A 2 X t 2 Y P " h + , u £ L 2(J;H). De plus A 2 t 2 Y P _ h P u G. L2(J;H) 

par hypothèse : 

h i + k~ 1 y, il+i k-1, h 
n i 2 n p-h+1-1 ..k - 2 . . 2 n . 2 v(p-l+l)-h * , - T 2 , T ,, . 
t A Y u = t A(t A Y ' u) & L (J;H) d après 

l'hypothèse de récurrence (pour q = p-1+1 avec 2$l£p-h). 

h k - J k j ^ J _ kjj_,, n b-j_ 

Enfin A 2 T 2 Y P " h + 1 = t 2 A 2 t 2 A 2 Y ^ " 1 W L2(J;H) d'après 

l'hypothèse de récurrence (en h). 

Ainsi si c+(p-h):\ ï 0 , il existe T éventuellement plus petit 
k-l h h 

que le précédent tel que A t 2 A 2 Y P " h u £ L2(J;H) avec J =]-T,T[. 

k-K h 

2 . 2 - On montre maintenant que t A Y p u £ W ( J ) pour 

hip^n. De 2.1 on déduit que pour tout nombre complexe J compte tenu de 

l'hypothèse t 2 A 2 Y r h P u £ L2(J;il) on a t 2 A 2 YP~h(XY+XA)u <£ L2(J;I1) 
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k.-lh h 

Or t 2 A 2 t k - 1 A Y p _ h ~ 2 + 1 u €1 L2(J;H) pour U U i n f (k,p-h+l) d'après 2.1. 

Donc d'après la formule de concaténation de la proposition 4.4 on a : 

icL h - î l-h -
t 2 A 2(XY+(X+(p-h)aA)Y P" hue L 2(J;H). Or t 2 A 2 Y P _ h + î'u £L 2(J;H) 

k-1, . h 
2 2 h 2 

comme on l'a déjà vu et X(t A Y p u) £ L (J;H) comme on le vérifie 

par des méthodes analogues aux précédentes. Par suite (XY + (À+(p~h)a)A) 

(t 2 A 7 Y p ~ h u ) £ L2(J;H) pour tout X et t 2 A 2 Y P~ hu £L 2(J;H). Le 
k-1. h 
~2"~ "2 -h 

corollaire 2.2 montre alors que t A Y p u & W(J) . 

k-1 n 
~ n 2 

3 - On démontre enfin que t A u £ W(J). 

Le calcul fait en 2.1 pour p = h vaut pour p = h = n d'où 
k-1 n 

l'on déduit que At A u £ L (J;H). Puis on termine comme précédemment. 

La proposition 5.3 est ainsi démontrée. 

On peut alors démontrer la condition suffisante d'hypoellip-

2 — 
ticité. Soit n Q tel que -(|a| - 2 Re(c+nQa)a) > 0. Soient un entier n £ n Q > 

J un intervalle de R et u une distribution de $' (J;H~°°) tel que P u £ H i o c ^ * 

En dehors de t = 0, P est elliptique ; par suite le résultat de régularité 

est vrai en dehors de t « 0 et il suffit de démontrer cette régularité sur 

un voisinage J - J-T,T[ de 0. Tout d'abord comme t » 0 n'est pas caractérisa 
h-1 h 

tique pour P, il existe s £IR tel que t A Y P~ A Su £ V(J) pour O^h^p^n. 

n h 

Comme on peut supposer s £ 0, l'hypothèse Pu £ H * (J) implique que 

s n h 
P(A u) e H ' (J). Donc d'après la proposition précédente 5.3 on en déduit 

k-1 ' h 1 
~1T~ 2 D-h

 S^2 
en particulier que t A Y p (A u) £ V(J) pour 0<h<p<n. De proche en 

k-L h 
n — , 

proche on arrive ainsi à t A ï p u £ ï ( J ) pour 0£h$p<n et u 6 T W n > (J) 

d'après la proposition 5.3. 
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Remarque 5.1« Lorsque Re a < 0 et Re b > 0 l'opérateur X est hypoellipti-

que en t = 0 alors que Y n'est pas hypoelliptique en t = 0, d'après la pro­

position 4.3. La régularité de l'opérateur P = XY + cA donnée précédemment 

est donnée dans des espaces construits à partir de l'opérateur Y qui n'est 

pas hypoelliptique. 

1-5 - UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE D'HYPOELLIPTICITE LORSQUE 

Re a > 0 ET Re b < 0. 

Le principal résultat est le suivant : 

_ — f a suppose Rea > 0 et Reb < 0. Les deux propos%t%ons sutvantes 

sont équivalentes : < 

i) il existe un entier n > 0 tel que étant donnés un entier n > n et un 
o ' w o 

intervalle ouvert J de R contenant 03 pour toute distribution u ^ 

alors Pu G. ̂ Q^J) implique u S ^ Q Q ^ ^ 

ii) ~ ^ p pour tout entier p > 1. 

On a ainsi un résultat de régularité maximale dans ces espa­

ces avec poids qui permet d'en déduire facilement le théorème 1.1. 

Les démonstrations sont analogues au cas précédent (où 

Rea < 0) ; en fait elles se simplifient notablement puisque les espaces 

n i n i 
H ' et W ' ne font plus intervenir de poids, lorsqu'on les définit à par-

1/2 

tir des opérateurs A et X. La démonstration de la condition nécessaire 

utilise 1'inégalité. 

Ilull n , < c ||Pu|| n , 

^ ' ' ( J ) H N ' ' ( J ) 

que l'on applique à 'u (et non à Y^u, car il y a une commutation de X 
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et de Y à effectuer) si l'on suppose que -c+qa = 0 pour un q entier > 1 . 

On arrive ainsi à une inégalité qui montrerait que X + = -O t~atA) est lo­

calement résoluble en t = 0 ; ce qui n'est pas. 

Remarque 6.1. Lorsque Rea < 0 et Reb > 0 l'opérateur X n'est pas hypoel-

liptique en t = 0 alors que Y est hypeolliptique en t = 0 d'après la pro­

position 4.3. La régularité de l'opérateur P = XY + cA donnée précédemment 

est donnée dans des espaces construits à partir de l'opérateur X qui n'est 

pas hypoelliptique. 

1-7 - HYPOELLIPTICITE LORSQUE Rea < 0 ET Reb > 0. 

Le principal résultat est le^suivant (cf théorème 1.1)» 

THEOREME 7 1 
„ Si Rea < 0 et Reb < 03 l'opérateur P est hypoelliptique en 

t = 0. 

Démonstration. Pour tout u à support compact dans un intervalle J on a, 

en reprenant la démonstration de la proposition 4.2 et pour tout e > 0. 

1 1 

(- 2 Re a - e)"* | |tAu| | 9 « -¡72 I M I 2 

L2(J;H) J 1 2 L2(J;H) 

d'où : j 

. (-2 R e a - ^ | | t Y A u | | N< i _ ||p u|| + | Au| | 

L2(J;H) z U l/(J;H) e" L2(J;H) 

Or toujours d'après la démonstration de la proposition 4.2 pour tout 

n > 0 : ] 

(l-n)2||Au|| %< J_||tAYu|| 2 

L (J;H) n ' L (J;H) 

donc : l 

((-2 R e a - e ) 2 - l £ J - I Î Z à ) )||tYAu|| , - L ^ l |Pu| | 

e U n 1 / 2 l/(J;H) e , / 2

 L

2(J; H) 

-74-



III - 29 

G étant fixé >0 tel que (- 2 Rea-e) > 0, on choisit n assez près de 1 

pour que : 

G n 

Ainsi il existe une constante C > 0 pour que pour tout u à support com­

pact dans J on ait : 

||tAYu|| < c | | P U | | 2 

LZ(J;H) L (J;H) 

et donc toujours d'après la proposition 4.2. 

||Au|| 2 ^ c | | P U | | ? 

L (J;H) LZ(J;H) 

A partir de cette estimation il est facile d'en déduire que P est hypoel-

liptique en t = 0. 

II - CAS GENERAL. 

II-1 - NOTATIONS. 

Soit (E^) la résolution spectrale de A (cf £ ]] ) . On 
- o o < < \ < + o o 

utilise les notations de £ ] que l'on rappelle ici. 

Pour c > 0, on considère les trois projections orthogonales 

de H définies par les opérateurs E , E, - E et I - E et les sous-

~ G - r £ "G G 

espaces correspondants H = E H, H « (E -E )H et H = (I-E )H. Ces es-
r f - G O G -G + e 

paces sont orthogonaux deux à deux et déterminent H par H = H S H $ H . 
- o + 

Soit A_ la restriction de A aux éléments de son domaine qui sont dans H_ ; 

dans H_ l'opérateur A_ est auto-adjoint défini négatif et à inverse borné. 

Soit A la restriction de A aux éléments de H ; dans H l'opérateur A 
o o o r o 

est auto-adjoint et borné. Enfin soit A + la restriction de A aux éléments 
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de son domaine qui appartiennent à H + ; dans H + l'opérateur À + est auto­

adjoint, défini positif et à inverse borné. Ces trois opérateurs détermi­

nent l'opérateur A par A = A_ + A +.A+. 

Puisque -A_ est un opérateur auto-adjoint, défini positif 

à inverse borné dans H_, on peut définir comme en I la famille d'espaces 

s · * 
de Sobolev H_ pour s £ R. De même puisque A + est un opérateur auto-adjoint, 

défini positif et à inverse borné dans H +, on peut définir la famille 

d'espaces de Sobolev pour s £ (R. On pose alors H S = & H q # et on 

définit comme en I les espaces C (J;H ) et Jr (J;H ) où J est un inter­

valle ouvert de tR. 

Définition 1 . 1 « On dit que P est hypoelliptique dans un ensemble ouvert J 

de (R si pour tout sous-ensemble ouvert J, de J et toute distribution 

(7\. , — oo oo oo oo _ . oo v 

uSJ) (J;H ) tels que Pu e C (J;H ) alors u £ C (J! ;H ) . 

On dit que P est hypoelliptique au point t = 0 s'il, existe 

un voisinage ouvert J de 0 tel que P soit hypoelliptique dans J. 

II-2 - CONDITION SUFFISANTE D'HYPOELLIPTICITE QUAND Rea Reb < 0. 

L'opérateur P est le même qu'en I. 

Le principal résultat est le suivant : 

THEOP.EME 2.1.^ R e a R e b < 0 et si ~ n'est vas un entier de l alors P est 
a 

hypoelliptique en t - 0. 

Démons t rat i on. Supposons par exemple Rea > 0 et Reb < 0. 

Si — ^ p pour tout entier p > 1 le théorème 1.1 de I montre que l'opéra-

teur : 

P + = (3 + at A.) O r + bt k A.) + cA 
+ t + t + + 
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est hypoelliptique en t = 0 relativement à l'espace H +. 

Si ~ ^ -p pour tout entier p >, 0 la théorème 1. 1 de I montre que l'opéra-
a 

teur : 

P_ = (3 t + (-a)t(-Aj)O t+(-b)t
k(-Aj) + (-c)(-Aj 

est hypoelliptique en t = 0 relativement à l'espace H_. 

Enfin l'opérateur : 

P = (3. + at A ) (3„ + bt k A j + c A^ 
o v t o v t o o 

est hypoelliptique en t = 0 relativement à l'espace H Q puisque A q est un 

opérateur borné dans H Q . 

Comme P est égal à P_ + P Q + P + on en déduit que P est 

c · 
hypoelliptique en t = 0 dès que — ^ p pour tout entier p de Z. 

a 
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