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CONTRIBUTION A L'ETUDE DE L'OBJET DES ENTIERS NATURELS 

D'UN TOPOS ELEMENTAIRE 

par 

Marie-Françoise COSTE 

Michel COSTE 

Louis MAHE 



Ce travail aborde quelques aspects de l'étude des objets des entiers 

naturels dans les topos élémentaires. 

Il y a essentiellement deux démarches : 

- la première que l'on peut appeler "logique11, repose sur le fait que la 

théorie intuitionniste des types (arithmétique d?ordre supérieur), est un 

système formel correct et complet pour la réalisation du langage de 

l'arithmétique donnée par les objets des entiers naturels (OEN) des topos 

élémentaires. Ceci permet de transposer des résultats connus de la théo­

rie des types aux topos avec OEN; 

- la deuxième, que l'on peut appeler "catégorique11, utilise les procédés 

de fabrication des topos élémentaires pour exhiber des exemples concrets 

d'OEN, et permettre ainsi une étude précise de la façon dont les OEN se 

comportent en quelque sorte 'Vus de l'extérieur". 

Ces deux démarches se retrouvent dans la question qui est au coeur de 

ce travail : "Que peut-on dire des flèches de N dans N ? Dans quelle 

mesure les choses se passent-elles comme dans les ensembles" ? 

D'un côté, on étudie les flèches que l'on sait définir dans tout 

topos : les flèches recursives partielles. On démontre que le traitement 

de ces fonctions est absolument semblable au traitement ordinaire, mais 

que la différence entre les résultats des contructions est très sensible : 

c'est tout simplement lvécart entre ce qui est vrai (dans les ensembles) 

et démontrable (dans la théorie intuitionniste des types). La deuxième 

partie n'est qu'un cetnmentaire de cette idée élémentaire. 

D'un autre coté, on étudie la façon dont la connaissance de la 

valeur d'une flèche pour certains points3 permet de connaître cette flèche. 

Ceci amène à distinguer et à classer un certain nombre de propriétés, et 

montre la diversité de situations que l'on peut rencontrer, et à laquelle 

on ne s'attendait pas a priori, il n'y a jamais plus d'un OEN dans un 

topos, et dans les topos de Grothendieck par exemple, tout OEN est somme 

directe de 1 ÎN fois. 

Ces deux démarches s'appuient mutuellement. La démarche "logique" 

permet de savoir ce qui est vrai ou pas uniformément dans tous les topos 

et est utile quand on veut faire de l'arithmétique. La démarche "catégo­

rique" permet une interprétation de la théorie des types très riche, bien 

plus que ce qui existait déjà (sémantique de Kripke, modèles topologiques) 

bien concrète et très maniable. Un premier (petit) pas dans cette voie est 



la démonstration d'indépendance du principe de Markov (qui repose syn-

taxiquement sur 1Télimination des coupures). 

La rédaction en 3 parties correspond à la part de chacun dans le 

travail commun : la première partie est due à M. COSTE, la deuxième à 

M.F. COSTE et la troisième à L. MAHE. 

Naturellement de nombreuses discussions collectives, dans lesquelles 

M. MASSERON et J.P. ESCOFIER ont joué un grand rôle* ont amené chacun à 

se poser de nouvelles questions et à reconsidérer son travail. 

L'élaboration et la rédaction de cet article aurait été impossible 

sans l'aide et les encouragements constants de J é BENABOU et l'eâprit 

d'équipe qui s'est crée dans son séminaire de théorie des catégories. 

La troisième partie doit beaucoup aux conseils critiques et cons-

tructifs quasi-quotidiens de J. HOUDEBINE ainsi qu'à des conversations 

avec les membres du séminaire de logique qu'il dirige à Rennes, spéciale­

ment R. ROLLAND, et la deuxième partie au cours de théorie de la démons­

tration fait par J.Y. GIRARD à Paris VII. 



PREMIERE PARTIE 

THEORIE INTUITIONNISTE DES TYPES ET 

OBJETS DES ENTIERS NATURELS 
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*) LA ÎEECRI2 iyrUITIONNISTS DZ3 TYPSS A7SC EXTEKSIO^ALITE 

a ) tes tyres sont formés suivant les règles que voici : 

— 0 est un type '(type des entiers) • 

- Si '^•••#'Ça est une suite finie (éventuellement vide) de 

types t [l^9.. + 9T^] est un type (type des parties du produit 

1 n 

b) Le lar^a^e comprend la constante 0 de type© f le symbole fonctionnel 

unaire S qui va du type O dans le type <D , et des symboles 

relationnels binaires pour lfégalité de chaque type Z (on 

écrira « au lieu de * ) # 

0 

Les formules atomiques sont les suivantes : 

- J_ (l'absurde). 

— s t pour s et t termes de type T . 
-, Tt *..t pour T terme de type fefM^l e * termes 

i n *- 1 n J • Il 

de types V.$...9Z (ici T est nécessairement une variable) # 
î r n 

Les formules du langage se construisent à partir des formules 

atomiques en utilisant les connecteurs propositionnels À, — ^ 

et les quantificateurs V et 3 portant sur des variables de 

n*i.m porte quel type • *yk sera une abréviation de A — * Â ^ * B 

de (A B ) A ( B A) • 

c) Les axicr.es et les règles » 

On les écrit dans un système de séquents ayant une suite finie de 

formules à gauche et une formule à droite • 

\) Axiomes et règles logiques : 

A h* A _L f— À ' 

P H™ A 
— 7 — — — r - quand P ' contient toutes les formules da P. 
p* |— A 

P H A P . A V- B 
P f B 

Introductions : Eliminations : 

P H* A T K 5 P. A t- C P. B t- C 

P r A A B P, AAB - C P, AAB h C 

P :~ A P t— B P, A h C P . B C 

P i - A Y B P H A v B T , A v B K C 

P. A f* B P*- A n. B K C 
P I - A —> 5 f, A - > B h C 

P»- A , • T. Ait) H B ( 2 ) 

http://axicr.es
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( 1 ) : x variable de n'importe quel type qui n*est libre ni dans I 1 

ni dans B • 

(2) 1 x variable de nfimporte quel type , t terme du. même type • 

2) Axiomes de légalité : 

h t « r t t U tt « ^ t ta^tt f U a ^ V H t « rV 

A(t) , t h* A(u) . 

t f u f v termes de type Z $ A formule atomique # 

3) Compréhension : 

h- HxY**"* x (xx ;..x^«~>A) 
1 n I n 

I variable de type [t̂  f • • • 9C^] 9 x^ variable de type , A formule 

quelconque • 

4) Extensionnalité : 
Y V . . V x (Xx 1...x n^Tx 1...x ) h X = r ï 

1 n i n * \ n L 

X et T variables de type T « f^ t • • • t t invariable de type 2^ * 
5) Axio ses propres de l'arithmétique * 

S t a S u H t « U St a 0 t " - L 

t , u termes de type (D • 

Induction : XO , Vx(Xx —5> XSx) |~ V xXx 

X variable de type (D , x variable de type (D * 

dotation : V (pour vrai) désignera 0 « 0 

d) Variantes dams la formulation • 

T) Formulation sans égalité pour les types différents de Q 1 

Le lan^a^e ne comprend plus que l'égalité pour le type (D • On' 

convient alors que X -r-i^ abrège Vx, (Xx4 #..x ér> Tx. • ••ati 

[C tf ••tTJ t n i a 1 H 

les axiomes de l'égalité ne portent plus que sur « (pour le type<D)* 

L'extensionnalité (e4) est supprimée comme schéma d'axiome 9 maia 

on a E-aintenant le schéma suivant (que l'on a l'habitude d'appeler 
encore extensionnalité) 1 

X variable de type fc«t*#»fr 1 t t. et terme* de type Z. • 

2) Formulation avecjies termes d'abstraction : 

Quand on construit le langage f on définit en même temps les termes 

et les formules en ajoutant la clause ; 

- Si A est une formule et x t , ^ r x a des variables de type ^••••f£ n 

\x * A est un terme de tvr>e \Z^*mmmZ~\ (appelé terme d'abstract 
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les termes de type différent de <D ne sont donc plus nécessairement 

des variables • Le schéma d f axiome de .compréhension (cî) est 

remplacé, par le schéma : 

h A)t M.t ^ A ( t . M M t t ) 
i n 1 ZI I II 

où A(x f + ,x ) est une formule quelconque et t un terme de 
• n i 

même type que * 

3) Formulation avec des ternes d'abstraction et convention pour la 

substitution d*un terme ̂ d'abstraction à une variable : 

On se place déjà dans le cadre de la variante t ci-dessus » 

On construit les termes et les formules comme dans la variante 2 » 

ciais on écarte les formules où apparaît une expression du genre 

(Àxj . .EX^AHj•••t * Four les substitions f il faut alors procéder 

ainsi t Si B(x) est une formule f X une variable de type D^t*****^] 

B ( A X J . . » X ^ A ) désignera la formule obtenue en substituant mécani­

quement \x^.»0x^A à X dans B f puis en remplaçant toutes les sous-

formules atomiques illicites du genre (Ax«.»*x A)t par 

1 n 1 n 

Comme dans les règles -de v-élinination et de 3-introduction 

P, A(T) K B - Pl~ A(T) 

Ï T peut êtra un terme d f abstraction , on n'a plus besoin du schéma 

dfaxiome do substitution qui devient démontrable par application 

de la 3** introduction z 

~ " ~ l r Jxrx^E.Tx^CXx^^.x^^ ^ A(xxp*..$xJ) 

Sosis~sysïèmes de la théorie des types 

1) Arithmétique intuitionniste t 

On ne considère plus que le type © » Les axiomes et les règles 

logiques sont les mêmes (à ceci près que les quantificateurs ne 

portent que sur des variables de type Q) . Il n'y a plus besoin 

de compréhension ni d'extensionnalité • Lfaxiome d'induction est 

remplacé par le schéma i 

A(0) 9 Vx(A(x)«-3>A(Sx)) h V^xA(x) 

A formule quelconque du premier ordre • 

2) Analyse intuitionniste imprédicative * 

les types considérés sont 0 et les/û,•••fOj pour toute'suite finie 

de 0 • EL n'y a rien à changer pour les axiomes et les règles * 
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t) Nomenclature et ouelcues références . 

BA^ désignera la théorie intuitionniste des types avec extensionnalité • 

HA^ 1'arithmétique intuitionniste • 

HA lfanalyse intuitionniste imurédicative • 
2 * 

PA^, F PÀ^ T PA^ désigneront les précédents systèmes munis en 
supplément du tiers-exclus : H A v n A f A formule, quelconque 

du langage considéré . 

Si ÇA est un de ces systèmes t P A voudra dire quê  P H A 

est un théorème de QA • 

On peut comparer au système HA^. donné ici un certain nombre de 

systèmes introduits en théorie de la démonstration ou dans lfétude 

de la logique des topos élémentaires grace au tableau suivant t 

•Référence j Appelation Formulation Observations 

Takeuti 
i 
Simple type theory 
vith extensionality 

du genre d1 * d3 Pas d'égalité pour 
le type 0 
Pas d1arithmétique (c5) 
Système classique (avec 
tiers-exclus 

Takahashi Intuitionistic 
type theory with 
extensionality 

(ITE) 

du genre di + d2 Pas dfégalité pour 
3e type 0 
Pas d•ari thmétique 

Girard Théorie des ordres 
avec extensionnalité 

(EA a >+ Ext) 

du genre d1 + d3 Système exactement 
équivalent à celui 
donné ici 

Fourman Higher order logic nettement différente 
des autres (avec un 
prédicat d'existence 
pour tenir coppte 
des types éventuel-é­
lément vides) 

Pas d'arithmétique 

Coate du genre d3 avec 
utilisation de 
fcéquents wà niveaux*1 

pour tenir compte 
des types éventuel­
lement vides 

Pas dfarithmétique 

Boileau j Théorie des types 
idem 

* 

Pas d'arithmétique 
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g) Addition de symboles pour les fonctions et les prédicats primitifs 

récursifs 

On pourra ajouter au langage des symboles désignant certaines fonctions 

ou certains prédicats primitifs récursifs • On se limitera toujours à 

un nombre fini de tels symboles • 

Une fonction primitive récursive est obtenue à partir des fonction 

de base qui sont la constante 0 t la fonction successeur et les projections 

par composition et récursion • Quand on ajoute au langage un symbole pour 

dénoter une fonction primitive récursive , on ajoute en.même temps des 

symboles qui dénotent les fonctions qui ont servi à la construire , ainsi 

que les axiomes de définition de toutes ces fonctions •> Ces axiomes de 

définition sont : 

H k(x 1 f... fx n) « gCf/x^.•• fx a) r.. i ff B i(x l M. Mx i i)) 

dans le cas où h est obtenue par composition de g et f 4 >*. # tf 

H h ( S y f x î f f » x n ) s g(h(y fx l f•.•,x a) fy fx 1,•#^tX a) 

dans le cas oîi h est obtenue par récursion à partir de f et g • 

Un prédicat P est primitif récursif quand sa fonction caractéristique 

qui vaut 0 pour les arguments pour lesquels on a ? et 1 ailleurs est 

primitive récursive • L'axiome de définition de P à partir de Kp est 

bien sur : H Hx%9...9xn) ^K^Çx^^.^xJ ^ 0 

Itfintroduction de symboles pour les fonctions et les prédicats 

primitifs récursifs ne constitue qu'une extension par définition de HA^ 

(resp. HA^ r PA M.* PA 2 ) puisque pour toute fonction primitive récursive 

n-aire h que l'on .introduit 9 on a ?, 

tjĵ  " H existe un unique X du type des relations n+1 -aires qui est 

fonctionnel et partout défini en se3 n premiers arguments et qui 

vérifie les axiomes de définition de h 

Il est donc indifférent de savoir si dans HA^, (resp« HA 2 p PA^, PAg) 

le langage comprend des noms pour les fonctions et prédicats primitifs 

récursifs • 

Il faut être un peu plus soigneur pour le premier ordre • HA désignera 

le système EA^ auquel on rajoute les symboles + f x f < et les axiomes : 

t~ x+0 m x H x+Sy - S(x+y) 

x>sO = 0 H - x x S y « (x*y)« 

h n (x<D) ^ x<Sy ^ ( x ^ y v x « y) 

Les axiomes de défini.tion de <c ne sont pas exactement ceux que 

donneraient le procédé décrit précédemment mais ils sont équivalents • 
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k k 
v f kX ±—=>x i 

L f02N de S est 9 s'il existe f unique à isomorphisme unique près » 

*) L«0£ff cosse modèle de HAall # 

Une réalisation du langage de dans un topos élémentaire est 

la donnée d fun objet \<Q\ qui interprète le type© et de flèches 

1—^1—>f©î et \ < D \ — q u i interprètent les symboles 0 et S . 

^•interpretation des types se définit par induction : Si'Tj *• • « » 7 ^ 

ont été interprété par les objets \v^\ (C^ ( 9le type [^••••f^"j 

est interprété par. ffi x v Z n (£0 est interprété par il) . 

Un terne t de type Z (resp. une formule A ) dont les variables libres 

sont parmi x j f••• tx^ (de types 2^ F #. # T z ^ ) est interprété relativement 

à la suite (x 1 # &.. tx n} par une flèche [^[x ... x\Cj l^ V » " » 3 ^ ! > \ z \ 

(resp. ' txrJ^...KlC ai—*
A ? X1 ;***»XJ > | ^ j ) # C e t t e interprétation se 

construit ainsi : 

1) Pour les terges : 

- Si t-est ane variable x± figurant parmi X j f . , x a * I xi ; x1 ••••*X

J 

• est la projection canonique lr4U«..x[TT( >YZÀ • 

V * n* . 1 V 

- Si t est 0 f (Oix^...,!^ est fcjl « |Sn| > 1 

- Si t ost Su , it;x t >... fx n| est F ^ v ? x | g J l t t | * 1 V % \ ( 0 | J^LjjOt 

Ce choix est celui de jjbioenfieldj et se justifie par le fait qu'il 

permet de représenter toutes les fonctions récursives partielles dans 

le langage • 

II) OPJST SES ENTIERS HATDHEIS DMS Uïï TOPOS • ELEKENTAIHB 

a) Rappel de la définition • 

Un objet des entiers naturels (CSN) d'un topos élémentaire B est un 
O S 

objet S muni de flèches 1 et N——*N. tel que pour, tout objet X 
a f k 

de 2 nuni de 1 — ~ > X et X — - * X f il existe une unique floche N — ^ X 

faisant commuter le diagramme : 

1, 0 >K — £ — , N 
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2) Pour le3 formules : 

- Si A est t = r u t |A;x ,...,x | est 

1^1 x ... x {rj ! J aL_l 1 mlJL^ (xi Al c{ ji 

où est la flèche caractéristique de la diagonale . 

- Si A est Tt.j,..^ t t j , . . . , ^ de types Tj,...,^ , JA,x,»...»x Ĵ est 

fc^.^^rj * P';x1,...,xn(> jt tîx 1,... tx i J , . . . , i t p;x } >...,x n|)^ 

où £ est la flèche d*adjonction • 

-Si A est X , |A;x1...xn| est {£ T\*«*«*|R N| 3> 1 >SL 

où f est la flèche "faux" . 

- Si A est B A C (resp. B v C . B —>C) , [A-.x,,... r x n | est 

I SU...<irj ,(LB;x 1 >:..,x nUÎC;x 1,... >X Tj) A ( r e s p > y ^ > ; v i 2 

- Si A est 3^3 (resp. &B) , r ne figurant pas dans la suite x 4 f # # # t x 
1 n 

|A;x f Ä # # f x i est la flèche obtenue à partir de 
1 n 

l^l^l^l i i^l* #** , Xn] ̂ JTL par quantification existen­

tielle (resp. universelle) le long de la projection 

3) Si l'on adopte la formulation avec dos termes d f abstraction $ 

les choses se passent ainsi : Si la formule A a été interprétée 

relativement à x , f . f x •y < f... fy par la flèche 
1 n 1 p 

\-r i » <*- \ i i i l fAjx 4 f« Ä« tx fY+fi + tY^l ^ 

[oj*...x\z^K \r^\<.*.*\r I — : U ! — B_> Si 

le terme Xx ...x A sera interprété relativement à y 4 f##«ty par la 
1 n 1 p 

flèche l^U ...x\e\ n ^ l ' — ' r J ^ 

obtenue par adjonction cartésienne • 
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Un sequent Vf- A dont les variables libres sont x«.*..fx sera 
i n 

satisfait par la réalisation si VX\p |B;x1f •••xj^ (AJXJ F •••** N^ . 

la réalisation sera un modèle de EA^ si elle satisfaitr.les axiomes 

St « Su h t u St « 0 H | 

XO , Vx(Xx ^ XSx) J- VxXx 

En effet les autres axiomes cent satisfaits et les règles sont 

valides dans toute réalisation dans tout topos élémentaire ( jfrourmanj f 

[CosteJ f [ÎBoileauj ; il faut signaler que puisque l'interprétation 

de tout type Z possède un point 1 — — > \ L \ 9 on n'a pas à.tenir compte 

des modifications destinées à englober le cas des types "vides11) • 

Un OEN induit une réalisation du langage de H A W : © est interprété 

par N 9 les symboles 0 et S par les flèches de même nom * On exprimera 

le fait que P H A est satisfait par l'OEN d'un topos élémentaire J3 

par la notation Pj=~* A » 

Proposition : Une réalisation du langage de HA*, est un modèle de H A ^ 

si et seulement si c'est un OEN » 

le paragraphe 5«4* de pVeydJ contient tout ce qui est nécessaire à 

la démonstration • 

c) Théorème de coapletude * 

Théorème : Un sequent P h- A est un théorème de H A ^ si et 

seulement si il est satisfait par l'CEK de tout topos 

élémentaire qui en possède un • 

Une partie de ce théorème n'est que la reformulation de la proposition 

précédente • L'autre résulte des propriétés de la construction 

suivante • cette construction est un cas particulier de constructions 

effectuées pour n'importe quelle thécrie formulée dans le calcul des 

prédicats intuitionniste dfordre supérieur dans jPourman] , {coste Ĵ > 
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(jBoileàu]] • Elle figure pour l'essentiel dans [Volger] • 

On suppose énumérées les variables de chaque type C : 

^^9%2t•-•9
x

nft
 c e c * pour éviter les collisions de variables • 

On pourra a volonté oublier les types en exposant f remplacer x 

par y ou z et une suite finie Xj,..« fx n par la notation x" • 

Soit ^(HA U) la catégorie dont 

- les objets s o n t l e s CA» ̂  f^tî^) où t^9...9V est une suite finie 

de types et A une formule dont les variables librea sont parmi 

x1 t # # # , x n * 

~ les flèches (A;^ 9 • #. f C^) — » (B;^ > #.. t<r ) sont les 

classes d'équivalence de formules I dont les variables libres 

sont parmi x ̂ 1

> #..,x
 r n , y 5 * * t ^ p et telles que : 

l n n+i n+p 

I ^ , y n + 1 1 ' • • * t7n+pVi * I ^ y n + p + 1 '• • • , yn+2p fe^ yn+ryn+p+1 A.• • • Ay n +p=y n + 2p 

(l est prouvablement une relation fonctionelle de domaine A et 

d'image incluse dans B) modulo l'équivalence I I 1 • 

H A W 

L'identité de (A; t f # . # f V ) est représentée par 
• n 

A(x_f...,x ) a *«=T- A • • • A x =vx_ et la composée des 
I n 1 "zi 

flèches représentées par ifs^y^. »-»*»yjl+p)
 e * P a r 

J(y 1t«..y p»z p + 1,...,2 j ) + j i) est représentée par 

3 J W T * • J 7 N W 1 ( * , 3 W I • * • " , W P ) A • • • • ' W V I • ' ' Z n + I 

Proposition : Ç(EA^) est un topos avec OEN f et pour tout 

sequent. P h À f on a ^ g ^ j A c i e t 

seulement si P A • 
x i A ^ 
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Le théorème résulte immédiatement de cette proposition 9 

qui n'est que la formulation dans un cas particulier de 

résultats que l'on peut trouver avec les démonstrations 

dans JFourmanJ f " [poste] 9 [BoileauJ • 

d) ftçpgrque? «, 

1) Pour tout topos élémentaire S, possédant un OEN $ il 

existe un unique (à isomorphisme prés) foncteur logique 

^(2A W) > E, • Ce foncteur fait correspondre 

- à l'objet (AîT 1 f •••rt^) "le" sous objet de (Ê lx • • • * j c J 

de.flèche caractéristique JA;x^f• # . , x ^ J (dans JE) • 

- k la flèche de (Ajl^ t|^) dans (B;^*### f*^) 

représentée par I la flèche de E dont le graphe » en tant 

que sous objet de [EjU•••<\t>J<\*ji K a pour flèche 

caractéristique JljXj t.••*
x

û»y 1 »• ̂ ' ^ p ! • 

^(HAtg) est donc le topos avec OEN 2-initial • 

2) Des résultats classiques sur H A ^ [Girard] se 

traduisent immédiatement dans ^(HA^J : 

- La propriété de la disjonction : Si j^Jl yB où 

A et B sont des formules closes , alors brA A ou b . B • 

Traduction s Si U et V sont des sous objets de 1 tels que 

U V V est isomorphe à î f alors seit U t soit V est isomorphe 

à 1 • 

- La propriété de la définissabilité^explicite : Si 

fer. 3xA(x) où 3xA(x) est une formule close t x de type Q , 

il existe un entier n tel que fcr. A(n) où n est le terme 

Traduction : Si A est uns partie de N de support 1 , A 

possède un point standard (de la forme S 1 1 0) • Ceci entraine 

que K n'a que des points standards » 
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—Lgr règle de Markov (cas clos) : Si AV-jA et 

-i -| ifxA où x de type O est la seule variable libre de A , 

alors fc-A 3xA • Traduction : Si A est un sous objet de K 

qui admet un complémentaire , et dont le support est dense 

pour la topologie de la double négation , son support est 1 » 

) Fonctions primitives récursives • 

Proposition : Soit N un. OEN • Pour toute fonction primitive 

récursive f n-aire , il existe une unique 

flèche de 13? dans K qui vérifie les 

axiomes de définition de f • (On notera 

encore cette flèche f •) 

Ceci est clair puisque l'addition de symboles pour 

dénoter des fonctions primitives récursives et de leurs 

axiomes de définition ne constitue qu'une extension par 

définition de E A W (voir I fg) 

Pour savoir comment construire ces flèches f il suffit 

de considérer le cas d'une fonction h définie par récursion 

puisqu'il n'y a aucun problème pour les fonctions de base et 

la composition • Les axiomes de définition de h sont ; 

h(09xA$...9x• ) *• f(x,f...,x ) 
• Z I « X L 

h(Sy,x l #...,x n) m e{h(yfx,,...,xn)ty,xt,...,xa) . 

(Jalonnait déjà K n — i — > N et H* + 1 £ >N . 

Soit 1 Î> K la flèche obtenue par adjonction 

cartésienne à partir de f . Soit ev : 

flèche d'évaluation f 1? : H < ^ul:la projection 
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canonique . La flèche N^cK 1 1 ( e v » t r ) — £. 

donne par adjonction î» ?X 

Soit fi l'unique flèche qui fait comauter le diagramme : 

« 0 -> H ? — > K 

• 1 

Alors h. : lîxK31 *S est la flèche obtenue par adjonction 

cartésienne à partir de R . (Pour la construction de fléchées 

primitives récurs.ives voir aussi JFreyd] ou [BénabouJ •) 

II faut signaler que la manière usuelle de construire < 

et E < e s t la suivante ({sénabouf) : <• est la flèche caracté-

ristique du mono NxN—i—Qiï^—~> IkE où Tî  est la première 

projection • Cette flèche N*H — — — f a c t o r i s e par 

(?) 
1 X 1 V A / •• > SL puisque ^ x < y v «r * < y • est 

alors la flèche : > 1 u1 rrr-r s H • 



DEUXIEME PARTIE 

FONCTIONS RECURSIVES PARTIELLES ET 

RECURSIVES DANS LES TOPOS 
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Ddefinitiohs 

E désignera toujours un topos avec OEN. 

L'OEN de E sera noté N,1«0EN de Ens iN . 

Une fonction partielle de R p dans N est un sous-objet 

f 5 ^ N P*N vérifiant 

V y V y (x,y)ef a )€f -3 y=y» 

(la notation x désigne un p-uplet x ^ , , . , , X p de variables 

d'.entier et sera constamment utilisé par la suite) 

Une fonction récursive partielle du topos E est un élément 

du plus petit sous-ensemble (F des fonctions partielles 

des N p dans N 

Dcontenant les graphes de 0,S,+fx»Ey et des projections 

2)clos par composition: 

si g > — ^ N ^ N , ^ — N f ^ > —frN^xN sont dans P' 

h ^ ^ . . . . ^ . y ) / 37, . . . 3 Ï K | ( x . ^ V f £ A ( y 4 . . . . . y x . * H « J « t danatP 

3)clos par-opération: 

si f J » N P + 1 X N est dans<F 

g^(x\y)|(^,y,0)efAVz<y 3t. (x\y,St)6-f ^ 

ent dans(p 

Les fonctions récursives partielles sont donc obtenues 

nde la même manière" dans tous les topos:par un nombre 

fini de compositions et de ̂ -opérations à partir des fonctions 

récursives partielles de base. 

Plus précisément on va définir un ensemble / t de formules 

de HA. 



l)y=0 ,y=Sx 1 .y-Xj+x^ .y-x^xxj.Cx;.<x Ay-oM-iXjtxhy*l),fà X.=X-X;«y 

sont dans/ç 

A^(x^, y),...,A(K(^v,y),B(y1 , . . . , y^ ,y ) sont dans 

3 8 1»..»^,^A 4*(x ; t8 c>B(^ f...,^ K,y) est danaJT 

5)»l a(^, l y i ^ y ) est dans A 

À(x J |,...x v fy,0)Atf*^y3t A(x^ x v , 2,St) est dans 

4) est le plus petit sous-ensemble des formules de HA vérifiant l),2),3), 

Une fonction récursive partielle du topos E est donc 

l'interprétation dans E d'une formule d e ^ T . 

Il est clair que deux formules différentes de ̂ "peuvent 

s'interpréter par des fonctions partielles égales dans certains 

topos et différentes dans certains autres(on en verra d'ailleu» 

des exemples). 

Quand on dira "soit f une fonction récursive partielle" 

on supposera que l*on connait"l'algorithme de définition" 

de f,c'est-à-dire l a formule,que l'on notera A f,dont f est 

l'interprétation dans tous les topos. 

D'après le théorème de représentabilité des fonctions 

ré cursive s (voir par exemple [shoenf ield])on a dans Ens 

Ot) Va 1 . . .Va n V*b ( a l t . . . ^ a n,b ) £ f ^ A f ( i^, . . . , I a , 5 ) 

(si n est un entier on note le terme .S...SQ 5,et la flèche 
v"n*ïolTs 

«S; « .S0„ de tout topos E n ) 
n T o i s "* 

D'après (#) on a donc: 

Si une fonction récursive partielle f est définie en a 

et vaut b dans Ens,elle est définie en » et vaut b d*»-ns tout 

topos E. 

Une fonction E-récursive est une fonction récursive part-**™ 

f partout définie dans le topos Estelle que ^ x * 3 y (*\y)éf. 

Une fonction Ens-récursivQ est donc une fonction récursive. 

L'ensemble des fonctions E-récursives varie avec le topos E. 



Fropositions 

A(y.O),jf2<y 3t A(z,t) l^yVy UOr'.OWf *<y« 3t» k(ztSV) ) 

démonstration:par Induction sur y. 

Corollaire It 

A*lA ,3y A ( y ) H ^ 3 ! y V(A ( y«^z< y 7A(z)) 

(HA W) 

démonstration:onapplique la proposition à 

(A(y)At«0 )^(lA(y )At*l) 

Corollaire 2 (existence du opérateur dane un topos) 

soit f une fonction E-récursive" telle que 

«=((^.y) |(2,y,0)efAV2<y 5 t f (^,y,St)efy est E-récursive et vérifie 

g=((x* ,y ) | (^y ,0 ) f fA^z<y 

On peut donc également définir les fonctions E-récursives 

de la façon suivante (en identifiant les fonctions et leurs 

graphes): 

une fonction E- recursive est un élément du plus petit sous-

ensemble (F des flèches des N p dans N 

1)contenant 0,S, +,K,K < et les projections 

2)clos par composition 

3)clos parj* -opération: 

si f : N P + 1 — * JT est une flèche de <f ' telle que JfV*?3y f(x\y)*0 

g ï K ? — } R définie par- ̂ i^x¥y[g(#)*y4r->f(3?.y)!S0AV2<y f(3 ,s)^o| 

est une flèche de # ' • 

Proposition 

Les fonctions primitives récursives sont JS-récuraivea dans tous les 

topos E. 

démonstration:se baser sur l'exercice 1 de £shoenfield̂ j/chapitre à> 
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II)THEOREME PS FORME NORMALE DANS UN\TOPOS 

Cette généralisation aux topos du théorème de forme 

normale de Kleene(voir par exemple [Shcenfield"} )nous 

permettra de caractériser les' fonctions récursives partielle 

B-récursives pour tout topos E. 

Il nous faut pour cela introduire quelques notions de 

numérotation de GoMel-

Soit H une des théories.HA,HA^ ... 

On définit des fonctions primitives récursives 

^ , y . № I N — ) Q et ( ) x «V ~ ) telles que 

(( )()f(-)^) e*^"» ^soient inverses l'une dè Vautre. 

On associe à chaque symbole fonctionnel et à chaque 

variable un entier,appelé son numéro,puis on numérote les 

termes. (Par exemple. rS?= ^rs\ V)) .. • • 

De la même façon en associant un entier à chaque symbole 

relationnel et logique on numérote.les.formules.(Par exemple 

W » < V , W 

On numérote également les séquents puis les démonstrations 

On prend seulement garde à ce que la façon de numéroterpe* 

mette de reconstituer sans ambigûté le terme.lsf démonatratico 

l a formule à partir'de son numéro» 

On définit ensuite 

-les fonctions primitives récursives 

- V telle que v(0)=r0n et V ^ x ) * ^ * 1 , V ( x ) ^ 

(pour tout entier n on a doncy(n)»; n"*) 

-Sub telle que Sut( rA*\ rx"\ V ) » fA(t),où A est une formule 

x une variable et t un terme 

-le prédicat pri-citif récursif Dcntg tel que Demg'fn, V ) si et 

seulement si n est le numéro d'une démonstration de la formule 

A dans H» 
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Prouv f î(x) est la formule3 y Dem H(y,x) où Dem H est la formula 

de HA représentant le prédicat primitif Démêles fonctions 

primitives récursives sont récursives,donc représentabies 

Lshoenfield)). 

Coh(H) est la formule Vy7Dem H(y,
 TJJ )• 

Si a,,...,a„ sont des entiers et A(x,.••.,x„) une formule 
x n i n 

de H,Prouv H{ A(5^,««.,a^)
1) est un formule close de HA» 

On va donner un sens à l'expression Prouv H( A(icit..•.,xa) ), 

qui sera une formule de EA avec x ^ , * - * * , * ^ comme variables 

libres telle qu'en substituant à^,.....fan à x^,..»,*^ on 

obtienne Prouvfij(
rÀ(iilt •... t ^ ) " * ) • 

Soit 3^(^,,..,^).0n définit la fonction primitive recursive 

pars 

S^a,bt,...,bv)=Sub(... (Sub(Sub(af^,v(bt ) ) f x ^ V ) )... fx^,V(bJ ). 

On a donc: 

S^( » • • • t*jp1», # • • • j=rAfl^ , . . . »Sy\ 

• ProuvH( *A(i^,... jx^f ) est alors par. définition 

3* PROUVGUFOSGCR / tC^ ,...,^) 1,x ( (,...,xJ«8 

Théorème de forme normale dans les topos 

Il existe une fonction primitive recursive TT et des prédicats 

primitifs récursifs î tels que pour toute fonction recursive 

partielle fJ b N11*1- il existe un entier e,appelé indice de 

f.tel que dans tout topos E 

(l)f^(x\y)J3 7 . U(«)-yA35 l(eA«)*V«K«
,ï3^'(« fà?,»

,)J 

démonstration: 

Jans Ens (a,b)€f HAt*Af (Ilf-.^..>ân,B) 

D o n c Es*''* ( ^ y ) ^ < ^ 0 U V M ( r A f ( ^ y ) 7 ) » c , e s t * * à * " d i r e 

igs*™* (x\ytefcs3yf B e m j ^ C y ' ^ ^ y C ^ ,x,y)) ou encore 

^ V x t / y ( x , u ) e f ^ 3 z *yADem H((z) 0 , S ^ y (
r A f t ? , ^ ^ ) 
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d'où le résultat en définissant 

U(z)=(z) 1 

ï n(u,x Tz)=Dem H A ( ( 2) 0,S^ > y(u,x, (z)±)) 

e- A f' 

Dans le cas d'un topos E quelconque il suffit donc de montrer; 

^Vt)fy (x,y)€rf < — b P r o u v ^ ^ l 

^f(x',ir)-r^ Prouvée rA f, 

du théorème de représentabilité des fonctions récursives 

partielles se formalise dans HA .Pour s'en convaincre examiner 

en détails la démonstration dans |shoenfieidj « 

DJautre part HA^-Vxîfy Prouv H A(
lÂ f.(x,y)"

1 ) — -> A f(x,y)r 

le fait qu'un théorème prouvable est vrai se formalise 

dans KAg.la démonstrationVse trouve dans {^àkeutij pour 

PAg se généralise sans difficulté au cas HAg. 

ïout OEN étant modèle de HA^ on a (2),donc également (1) 

dans tout topos E. 

Corollaire 

Soit e l'indice d'une fonction récursive partielle f. 

f est E-récursive si et seulement J|rVx3z T n(e,x\z) 

démonstration:immédiate à partir de (1) . 

On peut donc définir à l'aide des prédicats T n les 

fonctions E-ré cursives parmi les fonctions récursives partielles. 

Définition 

Une fonction récursive partielle est PA^-récursive-prouvable 

ssi PAj-^x'3z T n(e,x,z) (oix e est l'indice de la fonction 

récursive partielle considérée). 

Proposition 

Une fonction récursive partielle est E-ré cursive dans tout 

topos E si et seulement elle est PA^-récursive-prouvable. 

{2)\%VtVy (x,y)fcf <—*> Prouvée rA f(xôr) ).. 

Or HAfVx tfy A~(xvy)-r-£ Prouv W î(
 rA.(x ty)"

1 ):la démonstration 
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démonstration: 

B faprès le théorème de complétude et le corollaire 

du théorème de forme normale une fonction recursive partielle 

est partout définie dans tout topos si et seulement si elle 

est HA^-récursive-prouvable,cfest-à-dire d faprès la règle 

de Markov (£&irar<fj ) si et seulement si elle est P/^-ré cursive 

prouvable• 

Les fonctions récursives étant plus nombreuses que les 

PA^-récursive-prouvables,il existe des fonctions récursives 

non E-récursives dans certains topos + 

III) BECUR3IVITE ET E-RECURSIVITE 

On va maintenant s intéresser à la situation inverse: 

des fonctions définies-partout dans certains topos et non 

dans Ens. 

Proposition: 

Il existe une fonction primitive récursive f nulle dans 

les ensembles et non nulle dans un topos E (telle que 

|r3x f (x)j^O soit valide dans E) • 

démonstration: 

CohCEA^p est vraie dans Ens . 

CobCHA^j) est vraie si et feulement si la fonction primitive 

récursive f tfonction caractéristique de D ^ j ^ (xt

 rLt-7) est 

toujotirs nulle (dans Ens)« 

Coh(RA w) (théorème d fincomplétude de Godel)f 

Dans le topos^f (HA^J la valeur d e ^ x f(x)^0 n fest pas nulle 

sinon Vx f(x)=0 serait valide,donc Coh(HA^) démontrable. 

En localisant ^ ( H A ^ par la valeur de 3 x f(x)jo on obtient 

un topos E dans lequel 3 * f (x)fo est valide. 
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Proposition: 

Il existe une fonction recursive partielle g jamais définie 

dans Ens et E-récursive (E désigne le même topos que dans la 

proposition précédente)* 

démonstration: 

Soit g=^(x,y)| Vemm(yf

rVJAVz<y I D e m ^ (z f

 r D 

g est vide dans Ens et partout définie dans E* 

Remarque: 

On note h:l «-•• > K la valeur constante de la fonction g dans 

E # h e s t plus grand que tous les entiers standards(il vérifie 

^ h>n.pour tout n de / T s j ) * 

En effet ^ D e m H A (Sf^JL1) (théorème de représentabilité) 
/ u> 

Donc f| D e i n E A É 1 1* 1"^) ,-donc j| h=fn. 
— ' ~ 

Par ailleurs H A ^ V x(x)n<—5> A \ x^i) 

Donc /g h^n pour tout n de/Pv. 

Cette remarque se généralise de la manière suivante 

Proposition: 

Soit A une formule décidable de HA telle que x A(x) 

etVxA(x) vraie dans Ens*Il existe un topos E et un point h* 

1 - —h N fplus grand que tous les entiers standards,tel que 

) | r 7 A ( h ) « D e
 plus dans tout topos E f tout point h f:l*—àH^ 

vérifiant f^flA(h' ) est plus grand que tous les standards* 

Dans le cas d fune fonction recursive ,f f A^ n*est pas en 

général décidable mais du fait du théorème de représentabilité 

on a la 

Proposition: 

Soit f une fonction recursive telle qu fil existe a dansA\Jn 

tels que J^tf y f (E\y)fû*Soit 

Soit g=((x\y){ f(x,y)=0 Af z<y 3t f(x,z)?St ^ 

S'il existe un topos E et un point h : l ~ - ^ N tel que 

tp(a fh)êg fh est plus grand que tous les standards* 
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EV ENSEMBLES S-RECURSIVS.;SNT-E?TUMERABLES  

Définition 

Un sous-objet A de est E-réeursivement-énumérable 

(jS-r,e.) si et seulement si il existe une fonction E-récur-

sive g telle que 

|(x>,yVA/^3y g(2,y)=0 

Le rapport entre les ensembles (E^r.e. et les fonctions 

récursives partielles et (jÊ  ̂récursives est la même que 

dans les ensembles. 

Proposition 

l)Soit AHH nxN une fonction partielle du topos E« 

A est E-r.e. si et seulement si A est récursive partielle 

2)Soit f une flèche de N11 dans N. 

f est E-récursive si et seulement si 

{(â?.y) / f(2)frr ̂ sont E-r.e. 

démonstration: 

l)Supposons A E-r.e..Il existe une fonction E-récursive g telle 

que jj*? (x},y)éA(-j']t g(x\y,t)*0 

i.e. )* (x,y^At-â2[(z)0=yAg(x
),(2)0,(z)1)»Ô| 

A est une fonction partielle donc 

{f[lt g(x;,y.t)=0A3t' g(x
l,y,f)=<3^y=y' 

donc/|(i\y)tA(-j-3z[(3)0=y«g(x1(z)0.(Z)1)=0^ZVz g(x,(a')0.(8
,)1*0j 

A est donc bien le graphe d'une fonction récursive partielle. 

Réciproquement d'après le théorème de forme normale 

on peut trouver un entier standard e tel que 

l|(x\y)*A W 3 z fuCzî^yAT^e.^z^^zVz-ÏTje.x.z')^ 
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2)Supposons$ f JS-récursive. 

Soient E et D les fonctions priaitives récursives définies 

par E(z,z ,)-0^->x=x,,^,i')=0 *-5xJ=x» 

D(x,x.)-0<s*xfx' , DU.xO-O'^x-x» . 

On a j» f(z)»y^3t E(f(x),y)=0 

£f(i)fyC-.)2t D(f(x*)fy)sO 

Réciproquement 

| f A = y « j t Ê(l,y,t)=0 , |:f(x)fyt^f g'(x,y,f)=0 

On a donc fell gCx^y.t^O tr3f g,(x\y,t,)-0 

i.e. £3 t [g(x\y,t)*g» (5\y,f)=o"] 

d'où"| f(x%y** g(x\y,|tt [g(x,y(t)x.g'(x\y,t)=o])=0 

f est bien recursive . 
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V RECURSIVITE ^-RELATIVE 

4 tout entier standard e on associe une fonction recursive 

partielle f définie par: 

(x.y)€f<rt3s U(s)«y*T (e$È9z)K)fz<<z lT (e.2,2*) 
n n 

ce qu'on abrégera en f(x) 2r U(jcz Tn(efx,z)) • 

Quelles fonctions partielles obtient-on si on part 

d'entiers non-standards du topos E? 

Définition 

Une fonction recursive partielle E-relative est un élément 

du plus petit sous-ensemble des fonctions partielles des 

K P dans N 

l)contenant les graphes de + fx tK < ides projections et de 

toutes les fonctions constantes(même celles qui corres­

pondent à un entier non-standard) 

2)clos par composition 

3)clos par Jc-opération 

Une fonction recursive E-relative #st une fonction 

recursive partielle jS-relative f telle que 

E ^ x i y (xty)éf 

Proposition 

Une fonction recursive partielle E-relative est obtenue ea 

substituant un nombre fini d1entiers non-standards aux 

variables dfune fonction recursive partielle, 

démonstration:par induction .,sur la complexité de la défini*» 

tion de la fonction recursive partielle E-relative. 

Proposition 

A tine fonction recursive partielle E-relative f>—»1^ N 

on peut associer un entier non-standard e appelé son indice 

tel que f ( rHu(f*z Tje,?,*)) 
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démonstration: 

JD*après la proposition ci-dessus on peut trouver une 

fonction g recursive partielle et un p-uple 

d'entiers non-standards de E tels que 

ĵr (5?,y)éf (^a l M.. fa p fy)*g 

.D'après la démonstration du théorème de forme normale 

/ | (x x....,x n + p,y)f g ^ r o u v ^ r A f C x 1 . . . , , x n + p t j ? ) 

Donc en substituant (a,,...,a ) à(z ) 

1 p n+l n+p 
/^^.....x^y^g ^ P r o u v ^ f A f(x 1 >.., fx n >a ; i f ...fapty) ) 

d foù le résultat en posant 

e«Sub(...(Sub( 1 ^ t f x n + J ^ ( a 1 ) ) . . . , r x | i + p f v(ap))fvu la 

définition de T et U. 
n 

Proposition 

A un entier non-standard e on peut associer une fonction 

recursive partielle E-relative f 

démonstration:prendre ttàiVij» T (e,x,z)). 

Les fonctions récursives . partielles E-relatives et les. 

fonctions d'indice non-standard coincident donc 

Proposition 

Une fonction recursive partielle E-relative f , 

dindice e»est une fonction recursive E-relative ssi 



TROISIEME PARTIE 

UNE ETUDE DE L'OBJET DES ENTIERS NATURELS 

D'UN TOPOS ELEMENTAIRE D'UN POINT DE VUE EXTERNE 



I. DEFINITIONS 

On notera de maniere genérale N l'O.E.N. d'un topos E_. 

A 

. Un point de N ou un Entier de E (avec un E majuscule) est simplement une 

flèche 1 — > N. On sait que les objets d'un topos peuvent ne pas avoir de 

points et être non nuls ; l'O.E.N. d'un topos par contre en a toujours une 

infinité au moins dénombrable, à savoir ceux qui sont de la forme 
n 

ssTTTs (0)^ 

. Pour n € N (O.E.N* de Ens) et qu'on appellera Entiers standards, ét qu'on 

pourra noter encore n. 

. On dira qu'un Entier x est non-standard, s'il est plus grand que tous les 

Entiers standards du topos (il ne suffit donc pas de dire.qu'il n'est pas 

standard)» 

. On appellera borné un Entier 1 —-—> N tel qu'il existe un entier n véri­

fiant x <̂  n* 

» Les sous-objets de l'objet final seront appelés comme d'habitude ouverts, 

et un point local est alors une fleche Ü N où U est un ouvert. Les 

points locaux peuvent être bornés, standards» non-standards* 
B 

• Un mono X' >-T-H> X sera dit complementé si X 1 V 1 X f • X, et 

• l'objet X sera dit booléen, si toutes ses parties sont compléaentées, 

i.e. que (X.Í2) est une algèbre de Boole. 

. On utilisera aussi la notion habituelle d'objet flasque X : pour tout ou­

vert U >—> 1 , (1,X) > (UfX) est surjective* 

C 

. Parmi les propriétés - des O.E.N. qui décrivent une partie des 

rapports existant entre eux-mêmes d'une part, et ff d'autre partf on va con­

sidérer les suivantes : 
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. X est standard : La famille des points standards est ëpimorphique (le 

vocabulaire est emprunté à [FREYD]). On verra plus loin qu'on peut en donner 

d'autres définitions équivalentesf mais on peut voir immédiatement que ça 

signifie que la flèche 

(N.X) > N (1,X) 

t — > <ftrtB4ll 

est injective pour tout l'objet X. 

• >v est faiblement standard : C'est la notion obtenue en remplaçant X par N 

lui-même dans la définition ci-dessus. Lorsqu'on s'intéresse aux fonctions 

rëcursives, on n'utilise que des endomorphismes (ou des flèches —-> N^) f 

et c'est cette notion qui a donc une incidence. 

• M est bien pointe si la famille de tous ses points est ëpimorphique. 

faiblement bien pointé si cette famille sépare les endomorphismes de K. 

Le principe de Markov est l'assertion suivante : 

(A V 1A) A 113 x Ax > 3 x Ax. 

Ce principe est indépendant de HA^. on en donnera une nouvelle démons­

tration plus loin. Il divise donc les topos en deux classes : ceux qui le 

vérifient, ceux qui ne le vérifient pas. 

Mais il n'est pas très commode de traduire dans un topos la validité 

de cette formule du second ordre, et il est par contre beaucoup'plus facile 

de parler de la validité pour toute partie A C N complémentëe. de la formule 

close 

IT 3 x Ax > 3 x Ax f 

validité qui s'exprime simplement en diant que le support des parties corn* 

plémentëes de N sont 11 -fermées » 

. On appellera mëta-markovien un topos où ces formules closes sont valides. 

Cette notion apparaît naturellement lorsqu'on exprime dans ^(HA^) : dire 

que S(HA^) est méta-markôvient revient 3 dire que la règle de Markov (cas 



clos) est valide dans HA « 

* e s t bien ordonne si évidemment la formule du second ordre 

3 x A(x) > 3y (A(y)A V z < y 1A(z)) 

est valide dans E. On verra plus loin que ceci se traduit par la boclé^nité 

de E ; on considérera la f,mêta-notion11 correspondante : 

• N est nëta-bien ordonné si pour toute partie A C N (ou de N p) la formule 

close 

1 x Ax > 3 y (A(y) A V z < y lA(x» 

est valide dans E. 

2. QUELQUES LEMMES ET THEOREEtES 

Nous allons énoncer quelques propositions qui vont nous permettre de 

^tere ?. leurs places respectives les propriétés que nous ̂ vons énoncées au 1 

Pour cela» nous aurons tout dfabord besoin d'un petit lemme technique, 

tout â fait fondamental pour la suite• 

lerae 1 : Si A C N (ou S?) est une partie complimentée^ la flèche A —*> S 

où S >—> 1 est le support de k3 est scindée. 

Preuve : Supposons que A C N soit complêmentêe et de support A — » S ; dans 

E/ s A » AxS — » S est ccpplémentëe et de support 1 , i.e. igj 3 x A(x). 

D'après le chapitre II, proposition 1 , corollaire 1» 

•«gj 3! y (A(y) A V z < y lA(z)) f 

et l'existence unique implique l'existence d'un point y : S — > A. 

Un deuxième lerame montre l'équivalence de définitions pour les notions 

de standard, faiblement standard, bien pointé, faiblement bien pointe : 
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L E M E 2 : les propositions suivantes sont équivalentes : 

i) N est standard (resp. faiblement standard). 

ii) Toute partie (resp. partie complimentée) de ̂ .contenant les points 

. standards est N. 

Ainsi que les suivantes : 

i T) N est bien pointé (resp. faiblement). 

ii f) Toute partie (resp. complimentée) de N contenant les points est N. 

Ceci permet de dire, en corollaire, que N est standard ssi 11 vérifie 

* a u ai-règle" qui est la suivante : si pour tout n c N on a A(n) f alors on 

a Vx A(x) ; alors que faiblement standard correspond à la u>-règle pour les 

prédicats complémentés. 

Preuve : Traitons le cas i) < — > ii), le cas i') < •> il 1) se faisant en 

replaçant "point standard11 par "point". 

i) — > ii) (resp.) 

Soit A C N complémentée ; sa fonction caractéristique N 1 > ft f ac-

(h *A 

torise par 1JL 1 — • > Q. qu'on peut identifier aussi au sous-objet 

{0,1} >—-> N. A est donc le noyau du couple de flèches 
N ° > {0,1} >—> N. 

Si A contient les points standards, on a XA(*0 " 1 P°
u* tout point standard 

n. Si N est faiblement standard, on a x A • 1
 ct donc A » N. 

ii) ~ > i) (resp.) 

Soient N f > N deux flèches telles que pour tout n é K , on ait 

R 
f(n) - g(n). Notons A - Ker(ffg) ; A s'écrit comme le produit fibre : 
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A > > N 
V 

P.F. A 

M >—iltSL» NxN 

Or, on sait que N - ^ > NxN est complëmentëe puisque tg- (x«y) V (x>y) V(x<y) 

Il en est donc de-même de A • »• N. De plus A contient les points standards 

et donc A » N, f * g. 

Pour les cas standard et bien pointét le résultat est évident. 

Remarque : Les notions "standard" et "bien pointe" sont stables par locali­

sation : si £' 
NxS = > X 

sont égales en tout point (resp. standard)f par adjonction cartésienne 

f* S 
-> X sont égales en tout point (resp. standard) f et si N est bien 

8 _ _ 
pointe (resp. standard), en en déduit f »'g et donc f » g. 

La propriété "faiblement standard" peut être développée à l'aide des 

deux propositions suivantes : 

Proposition 1 : Si N n'a pas de point local non-standard^ N eet faiblement 

standard. 

Preuve : En effet, si N n'est pas faiblement standard, on peut trouver une 

partie complêmentëe A > > N qui contient tous les points standards. 7A a 

donc un support non nul S, et d'après le letmne 1, il y a une section 

g : S > A >—> N. 

On montre que g est un point local non-standard : 

soit n : S >—-»NxS un point local standard. Puisque n factorise par 

AxS, on a b g tt (sinon S * 0). 
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n-1 
Cn en déduit que ^ g>u puisque tg£ Vx <x>n <—> A\ %H). et que N 

S i*o 
est un modèle de HA. 

Proposition 2 : Si N a un point local non~standard3 il existe une partie 

striate. 11 -fermée de II qui contient tous les points standards* 

Preuve : Soit S N un point local non-standard, la partie [o,gQ C NxS 

contient les points standards de NxS. Notons U » S V 1$, on définit une 

partie stricte A G NxU, 11-fermëe et «.contenant les points standards de NxU 

en.posant : 

A « J0,g] V (N x S). 

Or U >—> 1 estlT-dense, 11 en est donc de même de lfinelusion №cll >~—> N. 

Notons A f la fermeture dans N de A >-—> NxU >——-> N ; A v contient les points 
standards de N : en effet A' * îî A et d* conserve les points standards. 

<* 

A* est une partie stricte, car son complémentaire contient II lA qui n'est 
a 

pas nul puisque If A » [g+l»*°°£ qui n'est pas nul. 

Remarque : La propriété suivante pour N : "toute ptertie contenant les points 

standards est H-dense" correspond S une forme faible de la ta-règle : si 

pour tout n A(n) alors'n Vx A(x). Si l'on note 11-standard, cette propriété 

a donc la place suivante : 

standard —> nstandard — > pas de points locaux non-standards — » faible­

ment standard > les points globaux sont standards. 

Proposition 3 : Si N est flasque, il est faiblement bien pointé. 

Preuve : Soit A C N une partie complimentée ; d'après le letnme 1, la flèche 

TA — » S où S est le support de TA* est scindée. Puisque N est flasque, 

cette section s : S > TA >—> N se prolonge à une section globale 

7:1 — > N. Si A contient tous les points, 7 factorise par A : 
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T A > > N 

s factorise donc par A et 1 A à la fois : on en déduit S«0, TA » 0 et A»N 

puisque A est complëmentée. 

Le théorème suivant donne une caractérlsation agréable des O.E.N. meta-

bien ordonnes. 

Théorème 1 : N est méta-bien ordonné si et seulement si l'objet final 1 est 

choleen. 

Preuve : Il est bien connu que : 

*rr— 3x P(x) > ly(P(y)A V z <; y 1 P < 2 » 
2 

peur P variable de prédicat de type [•}• Ceci signifie que si l'on a la ré­

currence du second ordre et le principe du tiers exclus, on sait démontrer 

le bon ordre. 

En utilisant la 11 -traduction décrite par exemple dans [TROELSTRA], 

en en déduit : 

f — 11 3x 11P(x) > TI 3y CnP(y) A V 2 < y IP(z). 

Soit alors A C N une partie quelconque de N dans le topos E. 

On a 
*|r "H3x !7A(x) > Tï 3y (llA(y) A\V 2 < y lA(z)). 

On en déduit 

| 3x A(x) > 11 3y (YlA(y) A V 2 < y 1 A ( 2 » 

et donc, comme 1 est booléen 

Ç 3x A(x) —-> 3y (T7A(y) A V 2 < y 1 A ( 2 ) ) . 
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Ceci veut dire que si U > > _1 est le support de A, il existe une flèche 

U — 2 — > H A qui vérifie 

tg> 3x A(x) > HA(y) A V 2 < y lk(z). 

Considérons le produit fibre 

!A A > > T 

y 

s > — — > ti 

S est 11-dense dans U, donc S — > U. Ainsi y factorise par A, ce qui montre 

I 3x A(x) — > 3 y A(y) A V z < y 1 A(z). 

Réciproquement, si 1 nfest pas booléen, il possède une partie stricte S 

telle que IS * 0, et la partie A >—> N définie par S+l — k > N a un élé-

nent (on a | 3 x Ax), mais n'en a pas de plus petit. En effet, soit 

y : 1 — > A un tel plus petit élément : pour toyt ouvert T >~» 1, la res­

triction yxT : T — > AxT est le plus petit élément de AxT. En particulier 

pour T*S, on remarque que le plus petit élément de AxS est 0 : l'Entier y 

coïncide donc avec 0 en restriction à S ; comme N est 71-separé (puisque sa 

diagonale est complëmentëe et donc T7-f ermée), on en déduit y • 0 : ce qui 

est impossible car 0 : 1 —-> N n'est pas dans A. 

Ce théorème nous fait remarquer que le méta-bon ordre n'est pas stable 

par localisation et n'est pas une propriété "logique". Il a pour corollaire 

le théorêne suivant qui a aussi été démontré parjjîOLs]: 

Théorème 1' : N est bien ordonné si et seulement si JE est booléen. 

Il est évident que si E est booléen, N est bien ordonné puisque les 

topos booléens avec O.E.N. sont des modèles de l'arithmétique classique 

dTordre supérieur. 
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Réciproquement, le bon ordre est une formule de HA et sa validité est 

stable par foncteurs logiques et en particulier par localisation / si N est 

bien ordonné dans E9 Nx£î est bien ordonné dans E/ et donc mëta-bien ordon-

né : d'après le théorème 1, ft est booléen et donc aussi le topos JE. 

Proposition 4 : On a les assertions suivantes : 

i) Si N est mêta-bien ordonnés il est flasque. 

il) Si N est flasque, il est méta-markovien. 

Lii) Si N est booléen, il est bien pointé. 

Preuve : 

i) Si N est mêta-bien ordonné* 1 est booléen d'après le théorème 1 : 

s 

toute flèche S » •> N où S est un ouvert se prolonge donc- en un point glo-

bal à l'aide par exemple de 1S — -1 » N. 

il) Soit A >—-> N une partie complémentêe de support S* D'après le ler,n<e 

1, la flèche A — » S est scindée par un point local s : S — » A >—-> N ; si 

M est flasque, s se prolonge en T : 11 S ~ > N. 

Considérons le-diagramme commutatif : 

- la flèche t est Tl-dense puisqu'elle contient j qui l'est 

- t est 17-fermée comme image réciproque de i. 

t est donc un isomorphlsme et s factorise donc par A : ce qui implique que 

IIS est aussi le support de A et donc S * 11 S. Comme on l'a vu au début du 

chapitre, ceci signifie que N est méta-markovien. 
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ill) Si N est booléen, 1 est booléen et d'après i), N est flasque et 

finalement faiblement bien pointé en appliquant la proposition 3/; mais si 

N est booléen, les notions de faiblement bien pointé et de bien pointé coïn­

cident. 

Classification : On a vu plus haut que dans le cas le plus général N est 

11-séparé ; le classement illustré par le diagramme ci-dessous tiendra compte 

aussi de la notion de 11-faisceau, ce qui est plus fort que le fait d'être 

flasque* 

N faiblement standard 

y X 
/ 3 2 1 

N~|l — > N standard — > N bien pointé — > N faiblement —-> Cas général 
^"•-^ yf bien pointé n-séparé 

S A A 

8 7 6 ~* *- ̂  
N booléen — > N meta b.o. > N flasque > N mëta-markovien 

1 booléen j, 

11 

10 

£ booléen -> N 11-faisceau 

Les flèches pleines du diagramme correpondent à des Implications dont 

on va prouver par un contre-exemple que la réciproque est fausse. 

Les flèches pointillées correspondent à des implications fausses, et 

les exemples qui servent à le montrer sont en quelque sorte maximaux : 5 

vaut pour 5^, 52% $y et exprime en outre qu'aucune des propriétés de la 

première ligne ne peut entraîner une des propriétés des lignes 2 et 3. 

L'exemple 12 sert bien sur de contre-exemple pour 9 et 10, mais comme 

on n fa pas réussi à trouver un exemple n'utilisant pas de formes trop fortes 

d'axiome du choix, on donne quand même des contre-exemples spécifiques plus 

sitrrples pour 9 et 10. 
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Pour construire bon nombre de ces exemples, on est amené â utiliser 

fréquemment la notion de topos de fractions dont je vais préciser /quelques 

points particuliers. 

Soit 3* une "base de filtre" de sous-objets de 1, c'est-à-dire une 

famille (au sens externe) d'ouverts stables par intersections deux à deux 

et ne contenant pas 0. On définit un calcul de fractions! dans J2 en con­

sidérant les flèches X — — > Y telles qu'il existe U dans & tel que oxU 

soit un isomorphisme. On démontre aisément que la catégorie de fractions 

Ej£"*J est encore un topos qu'on notera aussi J E • Si l'on note 

£ 4—> je[3*• ] le foncteur canonique, ce foncteur est logique, et on a 

le iemme suivant ; 

Lemme 3 : 

a) Si N est HO.E.N. de E, ^ (N) est l'O.E+N. de E ^ " 1 ] - . 

b) Si N est un Tl"faisceau, Çj>(N) aussi. 

c) Si N est flasque> Ej(N) aussi. 

Preuve : 

a) Il suffit de voir que tout endomorphisme X — > X de E ^ ^ J s e relève 
en un endomorphisme de la forme XxU — > XxU de E. La suite est évidente; 

[De manière plus générale, on sait que l'O.E.N. se conserve par foncteurs 

logiques]• 

b) Une flèche Tl-dense X' — > X de E[^~ 1] se relève en une flèche 

dense X'xU — > XxU de E/^ (et donc de E) ; en effet, le complémentaire ds 

X f> > x dans J^ -" 1] est fait de la façon suivante : 

c'est la classe des sous-objets l(X'xV) > > XxV pour la relation d'équi-

x / 
v . 
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valence déduite de & • Le complémentaire de X* >—> X sera nul dans 

E[3 J" 1] si et seulement si un des objets l(X*xV) est nul dans E/y. 

c) La propriété constatée en b) démontre aussi c). 

Proposition 5 : Etant donné un topos jï, on construit m morphisme logique 

E — - — > jî* où JEJ a son objet final booléen, universel pour les morphismes 

logiques JE > F où %^ est booléen. 

Dcnonstration : Soient 3* le filtre des ouverts 1 1 -denses de JE et JE' le 

topos E[3* du lemme ci-dessus ; on prend évidemment f » ̂  • 

* L'objet final de E' est booléen : soit S >—> 1 un ouvert de Ef

f et 

représentons le encore par S> » 1 dans JE. L'ouvert U » S V 7S est 11-dense 

et donc m \9 c'est-à-dire que ̂ (S) V P̂ C S) « 1. ; 

• Soit j£ & > J? un morphisme logique où F a son objet final booléen : 

si S >—» l est 11-dense dans E, g(S) >—H> 1 est 11-dense (g conserve la 

négation) et donc un isomorphisme. Soit t : X — » y une flèche du calcul de 

fractions associé à on peut trouver U£ïf* tel que XxU » t x U •» YxU soit 

un isomorphisme et donc aussi f(txU) » f(t) x f(U). Comme f(U) * 1, oh en 

déduit que f(t) est un isomorphisme : d'après la propriété universelle des 

catégories de fractions, f factorise par JE'. 

Nous avons maintenant en main tous les outils pour entamer la construc­

tion des exemples annoncés. 

3 T X S Ç I P T E S 

La numérotation des exemples est celle du diagramme de classification. 

Le topos J^ 

On considère la catégorie !f(K) des parties de Si et de leurs inclusions ; 

on note (K) la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur ^(N). et l'on 
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M U N I T D E L A T O P O L O G I E D E G R O T H E H D I E C K A S S O C I É E A U X P A R T I T I O N S F I N I E S 

D E N . P R É C I S É M E N T , O N P R E N D C O M M E C R I B L E S C O U V R A N T S D E B A S E D E L ' O B J E T F I -

N 

N A L , L E S F O N C T E U R S R >^> 1 D É F I N I S P A R R » - I L FCU O Ù K 1 T E S T L E F O N C T E U R 

I « L U I H L 

R E P R É S E N T É P A R L A P A R T I E D E N , E T O Ù 

(U I)" A B L E S T U N E P A R T I T I O N F I N I E D E W . O N É T E N D L A D É F I N I T I O N Â D E L A 

M A N I È R E H A B I T U E L L E P O U R E N F A I R E U N E T O P O L O G I E . 

S I L ' O N N O T E *Cf(N) L E T O P O S D E S F A I S C E A U X P O U R C E T T E T O P O L O G I E E T N 

5 

S O N O . E . N . , N E S T ^ 1 C O M M E D A N S T O U S L E S T O P O S D E G R O T H E N D L E C K . C H E R C H O N S 

A S A V O I R C E Q U ' E S T U N P O I N T D E N , X : 1 — ~ > N . P A R D É F I N I T I O N , C ' E S T L A 
— A 

D O N N É E D ' U N E F L È C H E R — ~ > N D A N S 0 ( N ) O Ù R > - — > 1 E S T U N C R I B L E D E N S E , 

c ' E S T - à - D I R E C O R R E S P O N D A N T À U N E P A R T I T I O N F I N I E D E N ^UI^I.»x* ^ f e s t d o n c 

L A D O N N É E D E N E N T I E R S X ^ , C H A C U N D É F I N I A U - D E S S U S D E E T L A M A N I È R E L A 

P L U S S I M P L E D E L E V O I R , E S T D O N C D E L E C O N S I D É R E R C O M M E U N E F O N C T I O N B O R N É E 

D E Sî D A N S IN : 

Considérons alors la base de filtre de Frëchet sur N constituée par%les 

parties ( ( n t * * ° [ ) n c Notons JÊ  & le topos des fractions pour cette base de 

filtre. N. l'O.E.N» de EL n fa que des points bornés puiqu'il en est de 

neme de N, et que tout point de N^^ se relève en un point de N. 

On va construire une flèche 0* : N^ a —-> N^ a qui prendra la valeur 0 

sur tous les entiers de . et sera cependant différente de 0. Pour ce faire, 

on coinrnence par la construire dans tT(S), où il suffit de la définir sur les 

Entiers standards (puisque N >* & 1). 

On pose : 
0f(n) - (l,if...1,0,0...). 

i ......., ..i 
n 
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Si x : 1 — > N est un Entier quelconque de N, il est défini par un nombre 

fini d'entiers (n^)^^, et on a donc : 

0f(x) » 0 si q 21 sup ^njl 
^ i«l...p .* 

O'(x) est donc nul dans N T f et ceci pour tout x : 1 — * N. V 
!• » a x * a 

Par contre 0' est non nulle s si cela était, on pourrait trouver un 

entier n tel queO'/r r 

°v[-[ 
0 dans Îf<K)/ Or, pour tout n : 

(n+1) (lf0... ) 
n n+1 • • « 

et n'est donc pas nulle* 

N. n'est donc pas faiblement bien pointé, et la partie complëmentée 
î > a 

À >—> KL telle que A ** Ker(0f0
f) est agréablement représentée par la par-

i ,a 

tie de 41 x K "au-dessous de la diagonale'1 : 

A et l'on imagine bien qu'une fonc­

tion* bornée finit par être toute 

entière en-dessous de A à partir 

d'un certain rang. 

Le topos E 
l ib 

On s'assure de ce que le fait de n'être pas bien pointé n'est pas lié 

à celui que les points soient bornés ou non en donnant un second exemple ou 

les points ne sont pas bornés. 

On considere dans £P(IJ x N) la topologie de Grothendieck qui admet 

pour base l'ensemble des cribles 
pn p 

R c« JL IL hU! où (U.)* est une partition finie de {n} x IN. 
n e IN i«i 

La représentation géométrique des points de l'O.E.N. N de í?(tí x K) 

(faisceaux pour la topologie indiquée) est alors la suivante ; 
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Ce sont des surfaces gauches telles que toute coupe suivant un plan vertical 

x-n soit le grd.j>fce d'uîîe fonction bw*** cfe (N <fâLHs &i # 

On considère dans NxN la base de filtre des parties saturées vers le 

haut pour l'ordre déduit du second facteur : 

N / ' s / 
/ / / 

'////////; 
JL-JL 

Si l'on note b le topos des fractions pour cette base de filtre et 

\ b d e JÊi la-partie A > Nĵ  fe située "en-dessous du plan 

bissecteur y»z, contient les points de sans être : puisque les coupes 

sont bornées dans la direction Oy, elles se retrouvent au dessous du plan 

bissecteur pour une certaine ordonnée ; A n'est pas puisque la fibre en 

tçut point en est différente ; le complémentaire de A est ce qui se trouve 

au-dessus du plan y*s. On peut sans difficulté construire, comme pour N^^, 

une flèche N lb 
[pfl] telle que A « Ker(t.Q). en posant, au niveau 

x H) : 
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t(n) » (n ) M M avec < p,q NxN 1 

n « 1 si q < n 

n » 0 si q > n 

Enfin cet O.E.N. n fa pas que des points bornés : 11 suffit de considérer 

celui qui est défini par n • p. 
P»H 

Le topos E 2 « Ĵ 2» 

Soit Ens le topos des foncteurs covariants sur l'ensemble ordonné N. 

Dans ce topos les sous-objets de 1 sont, ou bien 0, ou bien une partie t*.tu~ 

vkt pcwr l'or<<r>e c'est-à-dire un Serment [n,+«£ • 

Les ouverts [n,+»|[ sont Tl-denses puisque leur complémentaire ensembliste ne 

contient pas de parties saturées pour l'ordre* 

Si l'on quotiente ce topos par le filtre des ouverts 17-denses, l'objet 

final devient booléen (prop. 5) ; mieux, il n'a plus d'ouverts non triviaux. 

Etant donnés les Implications 7 et Sjt on en déduit que cet O.E.N. N 2 est 

faiblement bien pointé. 

On peut aussi remarquer que tous les points de N 2 > même locaux, sont 

standards, ce qui nous permet d'affirmer (prop. 1) que N 2 est faiblement 

standard. 

Pour montrer qu'il n'est pas bien pointé (et donc non standard), 11 % 

suffit d'exhiber une partie stricte Â >—>-Hj contenant tous les points. 

Encore une fois on prend la partie située "au-dessous de la diagonale9', 

c'est-â-dlre l'objet défini au niveau Ens N par A(p) • £o,p3, les morphismes 
de transition étant bien sur les inclusions évidentes ; A contient tous les 

points de N 2 : ils sont tous standards et se retrouvent donc "au-dessous de 

la diagonale" à partir d'un certain rang 
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¿ 
/ \ А 

n 

précisément */[ n f 4 - i [ ' «
 A /[n*»[ 

Il est clair que pour cet exemple,.A n'est pas complémenté : aucun 

point local ne peut rester au-dessus .de la diagonale et donc 1A » 0* 

Le topos E 3 * E^t 

Prenons un topos booléen.E avec O.E.N. N (e.g. Ens) et quotientons 

Zfy par la base de Fréchet : ([n,+»[)n B J. Le topos quotient est booléen 

puisque le passage aux̂  fractions conserve cette propriété. L'O.E.N. de 

ce topos Ej est donc bien pointé (prop. 4), et il n'est pas faiblement stan­

dard, car l'Entier générique N — N x N est plus grand que n en restriction 

5 [n,+<»[ • ̂ j ( A ) est donc plus grand que tout entier standard. Q > » A J > — > 

est donc une partie stricte complémentée contenant les points standards. 

Le topos E^ 

Exprimer qu'un O.E.N. est standard, (bien pointé), sé fait en disant 

qu'un certain morphisme fonctoriel T (T') est injectif : 

T : (N,.) > ( 1 , . ) K T' : (N,.) > ( 1 , . ) ( 1 > N ) 

f - ~ > (£(n)) f — (f(x)> n X 

les notions de faiblement standard (f. bien pointé) se remenant alors à 

l'injectivitë de ^(TjJ). 

Trouver des contre-exemples à ces situations procède donc de la même 

technique globable : on prend un honnête topos de Grothendieck que l'on 

cuotiente par un filtre de manière â grossir les ensembles de flèches tout 

en conservant le nombre de points, ce qui conserve la surjectivitê de T(T') 

sans conserver son injectivité. 
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Or, la situation que l'on cherche à obtenir, est celle où î est un 

fronomorphisme sans être êpimorphique : il ne faut donc pas s'étonner si la 

technique de construction est autre. 

Prenons pour E^ la sous-catégorie de Ens/^ constituée des suites sta-

tionnaires d'ensembles et de flèches : les objets sont les suites (X ) 
J v n n c iH 
n > n — X » X \; les 

(F ) - G N V 

flèches (X ) 2—> (Y ) sont telles qu'il existe p vérifiant 
n n n n o 

P il P 0

 aa-M"> f p * ̂ p "^(
ce qui entraîne p Q j>

 n

Q ) • 

Cette catégorie est un topos : toutes les constructions finies exis­

tant dans Ens/vr peuvent se faire dans JE,. D'autre part, les suites cons-
• < s > <°n> 

tantes (N ) — > (N ) et (1 ) —« =—> (K ) sont dans E,, et la 
n n n n —4 

propriété universelle de l'O.E.N. s'exprime par des diagrammes finis. 

E^ a donc un O.E.N. N^ (qui est aussi celui de Ens/^ puisque l'inclusion 

£4 '—> Ens/^ est logique). 

Celui-ci est évidemment standard puisqu'il en est ainsi dans Ens/^ et 

que les flèches N —> X de E^ sont aussi dans Ens/^. 
n 

Par contre E^ n'a pas de somme directe dênombrable ; soit (1 > N^) 

la suite d'Entiers de N^ définie par x^ « Inf(n,p) ; cette suite induit une 

flèche N — — > N de Ens/^ qui se calcule de la manière suivante : 

*n S Mn '—> ̂ n e s t ^ * i n i e P a r * ^ n ^ ^ n » P 5 t 

et cette suite de flèches (f̂ ) n'est pas stationnaire, et ne définit donc 
pas une flèche N^——> N^. 

Roniarque : Le résultat reste valable si l'on part d'un topos où N est iL 1. 

Le topos E^ 

On prendra pour E^ le topos des faisceaux sur 3*((N) pour la topologie 

ces partitions finies, que l'on a eu l'occasion de considérer pour la cens-
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truction de JE. • E- est un topos de Grothendieck et l'O.E.N. est donc 

somé denombrable de 1. Montrons qu'il n'est pas méta-markovien. 

Pour cela, 11 nous suffit d'exhiber une partie complimentée de N ^ , 

dont le support n'est pas Tl-fermé ; considérons le complémentaire de la 

partie A >—«> Introduite en ]L^&9 c'est-à-dire le sous-faisceau B de 

dont la fibre en nest [n+l,+«£ : géométriquement, la partie de iN x tN 

au-dessus de la bissectrice. 

B n'a de sections qu'au-dessus des par­

ties finies de N, puisqu'une section 

bornée n'est au-dessus de la bissectrice 

que sur une partie finie de iN. 

a b 

Autrement dit, le support de B est le crible D des parties finies de N dé­

fini par 

D(X) « 
f 1 si X c fPf(N) 

[ 9 sinon 

(c'est le faisceau associé au crible "discret" 

( I si X est un singleton 
D(X) « < 

[ 9 sinon. ) 

Or D > 1 est Tl-dense puisque si X C (N est non vide et tel que 

13(X) j£ $ et si n c X, on a TD(n) « 1 et D(n) » 1, ce qui est Impossible. 

Cet exemple nous permet de donner une démonstration sémantique du 

théorème suivant : 

Théorème 2 : Le principe de Markov est indépendant de HA^. 

En effet, n'est pas méta-markovlen, et ne peut donc vérifier le 
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principe de Markov et donc HA^t-/— P.M. (et on sait aussi que 

HA^ t/~1P #M. en calculant dans Ens). 

Le topos Eg 

Il est "facile" pour un O.E.N. dfêtre méta-markovien sans être flasque : 

prenons le topos E^ des faisceaux sur l'espace topologique habituel R ; 

donnons-nous une partie A >-> N,, A se décompose en A « JL A où les A 
6 n e M n n 

sont des ouverts. Pour que A soit complémentêe, il faut et il suffit que 

tous les A^ le soient, c'est-à-dire soient ̂  ou R (0 ou 1). Si A est com­

plimentée, son support est 0 ou 1, et donc Tl-fermê. 

Chacun sait d'autre part que N n'est pas flasque : une section non 

constante d'un ouvert non connexe n'induit pas une section globale. 

Le topos JEy 

Pour cette situation (flasque et non méta-bien ordonné), on peut 

choisir le topos des faisceaux sur la catégorie des parties . 3 P 0 R ) pour la 

topologle des partitions dénombrables. Les cribles couvrants de base 

S >—> 1 seront ceux qui peuvent s'écrire S » JL h^ où (X.). „ est 

une partition au plus dënombrable de R. 

• L'O.E.N. N 7 de ce topos est flasque : toute fonction f : R — > M 

définit une partition dënombrable de R, et à ce titre, une section globale 

1 — > N 7 ; à un point local S — > N 7 correspond une fonction partielle 

S — > N (le domaine étant {x/S(íxl) » i))qui peut elle-même se prolonger en 

une fonction globale définissant un point global. 

• 1 n'est pas booléen : puisque R n'est pas réunion dënombrable d'en-

sombles dénombrables (utilisation d'un "petit" axiome du choix), le crible 

discret D » IL h{x} qui est aussi le crible des parties dénombrables de 
x £ R 

R, est évidemment TI-dense, et ne peut être égal à R. 
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Le topos Eg 

Il peut se faire que l'objet final d'un topos soit booléen sans que 

l'O.E.N. le soit. La preuve en est donnée par l'exemple 2 : l'objet final 

est booléen, et comme N2 n'est pas bien pointé, il ne peut être booléen* 

Le topos Eg 

Si N est un 11-faisceau, toute flèche X' —*> N où X* >—> X estTl-

dense se prolonge à X de manière unique. 

Dire que N est flasque, c'est dire que l'on a cette propriété lorsque 

X est un ouvert : si N est flasque, X' — > N se prolonge â 1 — » N, donc à 

X par restriction, l'unicité provenant de ce que N est Tl-sëparé. Rêcipro-

x 

quenent, soit X ""11 > N un point local, notons U • S VIS et définissons 

x t . y — > N p â r x t m Q 8 g V1 S ~~> N : U — > 1 est Tl-dense, et par 

hypo.thèise, x' se prolonge à 1 —> N. 

Il n'y a donc pas de raison pour que ces notions coïncident si le 

tonos n'est pas engendré par les ouverts. L'exemple suivant les distingue. 

Associons à Eg le topos Eg de la proposition 5 et prenons E^ * 

1 est booléen par construction et est donc flasque. 

Pour montrer que ce n'est pas un Tl-faisceau, on va construire un soué-

objet ll-dense R' ~ > G * P^ (JL1) ("faisceau constant" R ) , et une flèche 

R* — > N g n'admettant pas de prolongement â C R : foncteur canonique 

Comme d'habitude, on va définir R' au niveau des faisceaux sur R en 

posant, si U est un ouvert de R : 

R'(U) * {s : U — > Cg / V x 6 D s(x) + x}. 

L'interprétation géométrique est la suivante : 
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U R 

s est une fonction localement constante U — » R ne coupant pas la diagonale 

A : R v est donc en quelque sorte "le complémentaire de la diagonale". 

La flèche f : R f — > N est définie de la façon suivante : on a 

Rf « Ji~ 1 - {x} où 1 - {x} est le foncteur représenté par lfouvert dense 
X € R 

complémentaire du point x. Pour définir f» il suffit donc de le faire sur 

chaque facteur 1 - {x}, et comme 1 - {x} * h j ^ ̂ ^Jlhj^ , on posera 
0 sur HN r 

1 sur H-t 

Plaçons-nous maintenant dans E^ ; f ne se prolonge pas à C R : si cela 

était, d'après la construction de E^, on pourrait trouver un ouvert dense U 

et une flèche .f : JL 1 —•> N de Eg tels que f x 0 prolonge f x U. Soit ja,b£ 

un intervalle ouvert de U, f x 3 a»^C Prolonge f x Ja,b[ : pour tout x de JR, 

F X

 : : h]a tb["""* N P R O L O N S E àonà tx : ̂ ^ [ - { x } N # 0 r f 8 i * e 3 * > B K 

f n'est pas constant sur ]IA,b£~ {x} alors que f est constant sur 3a,b£ 

puisque Ja,b£est connexe. 

Le topos 

On va construire un topos non booléen dans lequel l'O.E.N. est booléen. 

Pour cela, on munit R de la topologie pour laquelle les fermés sont les par­

ties au plus denombrables de R. Bans cette topologie, les ouverts non vides 

sont denses puisqu'un ouvert est soit vide, soit non dénombrable. De plus, 
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toute intersection déncmbrable d'ouverts denses est un ouvert dense. 

Si l'on note E le topos des faisceaux pour cette topologie, le topos associe 

E f » (prop. 5) est solution du problème ; 

• N^ 0 est booléen ; soit A >—> une partie de N^^ ; danâ E, A 

s'écrit A « JLL A . où les A sont des ouverts. Pour tout n f A V 1 À est 
n € IN a n 

un ouvert dense et donc aussi S » C\ A V 1k d'après ce que l'on a vu 
n c l n n 

plus haut. * s 

On a donc : 

(A V 1 A ) X S « ( JL A V JL T A )xS - X (A- V 1 A )xS » l S « S x S 

ci n « n
 m n N K 

puisque pour tout n f S C A Q V ^^n" 

A en restriction à S est donc complimente : complémentë dans N ^ . 

. E^Q nfest pas booléen : notons 1 » R - (x), la flèche induite dans 

E 1 A par f : . il 1 JL 1 estTÎ-dense puisque £ est Tî~densef et que le 

passage aux fractions conserve la T{-densité. Si ce# objets étaient isomorphes 

dans E 1 A f on pourrait trouver un ouvert dense S CR tel que JL 1 X SajL S. 

ce qui signifie S x 1 » S pour tout x, et donc que S C 1 pour tout x, ce 
X X 

qui veut dire : V x x ^ 3. 

On ne peut donc trouver un tel S» et la partie construite est stricte. 

Exemple 11 : N peut être un Tï -faisceau sans que le topos soit booléen î pàt 

exemple dans le topos j^,* 

Le topos jî 2 

Remarquons dvabord que ne résout pas le problème 12» car est 

un Tl-faisceau. En effet9 dans JÎ» tous les points locaux sont standards 

(tous les ouverts sont connexes) et admettent donc des prolongements évidents. 

Ccrrae E eit engendré par ses ouverts, on en déduit que N est un IVfaisceaù 

et donc aussi (Lemme 3). 
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Les constructions qu'on a faites jusque là ont pu être faites à l'aide 

d'une forme dënombrable d'axiome du choix (un produit dënombrable d'ensembles 

non vides est non vide), de façon â pouvoir affirmer qu'une réunion dënom­

brable d'ensembles dénombrables est dënombrable. 

Nous n'avons pu trouver de topos simples où i'O.E.N. est booléen sans 

être un 11-faisceau ; on se donne pour cela un axiome du choix qui nous as­

sure de l'existence d'ultraflitre non trivial sur N. 

Donnons-nous donc un ultrafiltre non trivial D sur âî, et notons Rj 

1'ultrapuissance R N^ D. On sait JKEISLER] que R^ est un modèle w*-saturë de 

la théorie des ensembles densémment ordonnés, c'est-à-dire que tout ensemble 

dënombrable de formules qui y est finltement satisfaisable, y est satisfai­

sable. 

Considérons R^ muni de la topologie engendrée par les intervalles ou­

verts Ja,b[ ; nous allons montrer qu'une intersection dënombrable d'ouverts 

denses est un ouvert dense. 

Soit (B ) A T une suite d'ouverts denses* x n n e *N 

a) D B est dense 
n efN n 

Soient y Q e tR̂  et I un intervalle ouvert contenant ŷ » nous allons 

construire par récurrence une suite décroissante d'intervalles : 

( 1 * ,b f) _ -f contenus dans I, tels que pour tout n, la ,b f r f\ * i : 
J n n r n C c N ^ - - * n n u % - * Xcxi 

. Puisque B^ est un ouvert dense, I A B^ contient un intervalle J^t&jÊ* 

• Supposons construit ]a n,b n[ C O B^, ̂ a n >b n[ A B^ + l contient un iti-
i<n 

tervalle]a n + 1,b a + 1[. 

Or l'intersection d'une suite décroissante d'intervalle contient un Inter-* 

valle. Considérons en effet l'ensemble dënombrable de formules : 
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{an < x < y < b n } n £ H 

il est finitement satisfaisable donc satisfaisable : il existe a, b tels 

que ]a,b[ C Q ] V b J C A B n et ( A B ^ M *. 

b) C\ B est ouvert 
n c IN n 

Soit v c n B ; puisque 11 est ouvert et contient v , on peut 
o |̂  n n o 

trouver la .b f C contenant y % 
•» n n*- n "O 

L'ensemble de formules : 

{ a n < x < y o < y < b n } n € J N 

étant finitement satisfaisable» est satisfaisable» et on peut trouver a et 

b tels que : 

y Qc li,b[cA] Vb B[.cni B. 

Notons jï le topos des faisceaux sur et EJ^ * J|f # 

Conme pour l'exemple 10, N^ 2 devient booléen puisque l'intersection dénota-

brable d'ouverts denses est un ouvert dense, mais N ^ ti'est pas un Tî-faisceau 

(bien qu'il soit flasque). 

En effet, notons 1 » ̂  - {x} pour x € comme pour N 1 Q 

iL l x) >—> tfii^'D est IVdense, et la flèche f : ̂ ( F Y » 1 2 

x £ ̂ i ^ *̂ 
définie dans E par { 0 sur ]~»»x[ 

1 sur }X,-H»[ 

ne se prolonge pas en une flèche ? : C R — > N 1 2 pour les mêmes raisons que 

pour Ng. 



APPENDICE (Janvier 78) par L. MAHE : application du théorème I, 3e partie. 

Proposition : Si l'objet final du topos E est booléen» tous les ensembles 

finis du topos sont booléens. 

Preuve : Par "ensemble fini11 on entend un objet du topos isomorphe à un 

segpent [û,x] de N où x : ! — > N est un point de N (éventuellement non-

standard) . 

Pour x entier standard, cette proposition est triviale puisqu'elle 

se démontre par une récurrence externe. Par contre, pour x quelconque, 

elle ne peut se démontrer par récurrence interne puisqu'elle n'exprime pas 

la validité d'une formule interne. 

Soit alors A c N et x : 1 — > N, il faut montrer que A O [p,x] a un 

vrai complémentaire dans (p,xj. c'est-à-dire s 

V i (i<x > A(i) V TA(i)). 

Notons B l'interprétation de la formule (i<x > A(i) V TA(i)) 

et B celle de V z (z>n — ^ B(z)). Si 1 est booléen, N est meta bian 

ordonné (théorème I, 3e partie). Or on a B(x+1) car ^ Z > x — > B(z). 

* v . ^ 

B a donc un plus petit élément y Q : 1 — > B, et on a 

3 ° ^ y o s sP(y Q) (
s = successeur, p « prédécesseur tronqué à 0). 

Soit U le sous-objet de 1 interprétant y Q = 0 : 

Dans E/U on a y Q = 0 et donc V n B(n) 3 c'est-à-dire B x U - N x U. 

Soit V * 1U, dans E/V on a y Q » sp(yo). 

Comme on a A V 1 A C B C N et que A V "1 A est T)-dense dans N, il 

en est de même de B. Soit alors T — — > N un point local, dans le carré 

cartésien : l 



B > > N 

u f P.F. 

T' > > T > > 1 

T f >—> T est "Il-dense et donc un isomorphisme puisque 1 est booléen : 

tout point local de N se retrouve dans B et en particulier p(yQ) C BxV. 

liais alors, comme y Q € BxV on en déduit que p(yQ) ^ èxV, ce qui contre-

dit le fait que y soit minimal dans BxV : on a donc V a 0 et B a N, 

La formule V n V z (z^n — > (z£x > A(z) V 7A(z))) est 

donc valide dans E_, et en prenant n^O, on en déduit la validité de 

V i (i < x — > A(i) V 1 A(i)), qui est le résultat cherché. 
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