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CONTRIBUTION A L'ETUDE DE L'OBJET DES ENTIERS NATURELS

D'UN TOPOS ELEMENTAIRE

par
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Michel COSTE

Louls MAHE



Ce travail aborde quelques aspacts de 1'étude des objets des entiers

naturels dans les topos élémentaires.
I1 y a essentiellement deux démarches :

- la premiére que l'on peut appeler "logique", repose sur le fait que la
théorie intuitionniste des types (arithmétique d’ordre supérieur), est un
systéme formel correct et complet pour la réalisation du lengage de
1'arithmétique donnée par les objets des entiers naturels (OEN) des topos
€lémentairec. Cecl permet de ‘transposer des ré&sultats coanus de la théo-
rie des types aux topos avec OEN;

- la deuxiéme, que 1l'on peut appeler "catégorique', utilise les procé&dés
de fabrication des topos é€lémentaires pour exhiber des exemples concrets

d'OEN, et permettre ainsi une étude précise de la fagon dont les OEN se

comportent en quelque sorte "vus de 1l'extérieur”.

Ces deuz dimarches se ratrouvent dans la cucstion qui est au coeur de
ce travail : "Que peut-on dire des fléches de N dans N ? Dans quelle

mesure les choses se passent-elles comme dans les ens~mblec" ?

D'un cOté, on &tudie les fléches que 1'on sait définir dans tout
topos : les flaches ricursives partielles. On démontre que le traitement
de ces fonctions est absolument semblable au traitement ordinaire, mais
que la différence entre les résultats des contructions est tr3s censible :
c'est tout simplement l'écart entre ce qui est vrai (dans les encembles)
et déaontrable (dans la théorie intuitiorniste des types). La deuxiéme

partie n'est qu'un cormentaire de cette idée élZmentaire.

D'un autre cdté, on &tudie la fagon dont la connaissance de la
valeur d'une fléche pour certains points, permet de connaltre cette fléche.
Ceci zméne a4 distinguer et 3 classer un certain ncmbre de propriétés, et
montre la diversité de situations que 1'on peut rencontrer, et a laquelle
on ne s'attendait pas a priori, il n'y a jamais plus d'un OEN dans un
topos, et dans les topos de Grothendieck par exemple, tout OEN est somme

directe de 1 N fois.

Ces deux démarches s'appuient nutuellement. La démarche "logique"
permet de savoir ce qui est vral ou pas uniformément dans tous les topos
et est utile quand on veut faire de l'arithmétique. La démarche "catZgo-
rique" permet une interprétation de la théorie des types trés riche, bien

plus que ce qui existait déja (sémantique de Kripke, modéles topologiques)

bien cencréte et trds maniable. Un premier (petit) pas dans cette voie est



la démonstration d'indépendance du principe de Markov (qui repose syn-

taxiquement sur l'élimination des coupures).

La rédaction en 3 parties correspond 3 la part de chacun dans le
travail commun : la premi&re partie est due 3 M, COSTIE, la deuxiéme &

M.F. COSTE et la troisiéme & L. MAHE.

Naturellement de nombreuses discussions collectives, dans lesquelles
M, MASSERON et J.P. ESCOFIER ont joué un grand rdle, ont amené chacun a

-

se poser de nouvelles questions et 3 reconsidérer son travail.

L'élaboration et la rédaction de cet article aurait &té impossible
sans 1'aide et les encouragements constants de J. BENABOU et 1l'egprit

d'équipe qui s'est crée dans son séminaire de théorie des catégories.

La troisiéme partie doit beaucoup aux conseils critiques et cons-
tructifs quasi-quotidiens de J. HOUDEBINE ainsi qu'a des conversations
avec les membres du séminaire de logique qu'il dirige & Rennes, spéciale-~
ment R. ROLLAND, et la deuxidme partie au cours de théorie de la démons-

tration fait par J.Y. GIRARD 3 Paris VIT.



PREMIERE PARTIE

THEORIE INTUITIONNISTE DES TYPES ET

OBJETS DES ENTIERS NATURELS



I) LA THECRIE INTUITIONNISTE DES TYPES AVEC EXTENSIONNALITE

a) les tvres scnt formés suivant les régles que voici :
"~ @ est un type (type des entiers).

- Si'z’i;...,tn est une suite finie (éventueilerent vide) de
tyres , fz,‘t..'..,tn] est un type (type des parties du produit

Z'}x.. .xZI'l).'

b) le lsnceze comprend la constente O de type @ , le symbole fonctionnel
unsire S qui va du type © dans ie type @ , et dés symloles
relationnels birnaires =r pour 1'$galité de chaque type Z (on
écrira = au lieu de ==©).

les forrules atomiques sont les suivantes :
-'__L (i'absurde)‘.
-8 =‘(:t pour s et t termes de type T.

-, Tt1...‘tn pour T terme de type Etl""'rn] et ti.""'tn .temes
de types I ,eus,T (ici T est nécessairement une variable) .
Les {ggg}gg du langage 'se construicent & partir des formules
etoxiques en utilisant les conmecteurs propositionnels A, vV, —>
et ],evs quantificateurs Vet3 portant sur des variables de
n'inporte quel type . =A sera une abréviation de A—>_l , A<&B

de (A — BJA(B ~—>4) .

¢) les sxiczes et les rizles .

On les écrit dans un systime de séquents ayant une suite finie de
forzules & gzuche et une formule & droite .

1) Axionmes et régles lozicues

At A L = a
‘:-;PH-— quard I'* contient toutes les formules da ['.
L F, £ B
® - B
Introductions Eliminations :
T A M= B P,a b= ¢ B = C
M = AAR [, AsB - C [y, &4aB b
e P~ 3 C,Aa bk c r,s re ¢
[t~ AvB " ¥ AvE F, AvB — ¢
N, AF 5 | f,3 = ¢
P A>3 ', A=>B I ¢
P 2 . M, a(t) = =
-2 (2
P = Vxa(x) () P, vVxa(z) ~ B (2)


http://axicr.es

= a(y) M, s - B
f= 3u(x) 2 P gea) 3 )

(1) : x verisble de n'importe quel type qui n*est libre ni dans I}
ni dans B .
(2) : x variable de n'izporte quel type , t termc du méme tyre .
2) Axie:ses de 1'8z21ité ‘

Fot=pt t=_ut u=_t teiu,u=_ vk t=vy
B(t) y t =ru = alu) -
t, u, v termes de type T, A formule atomique ,
3) Comprérension :
=~ 3x¥:1... xn(Xx1.‘._.xn<-'9A)

X variable de type [E,,...,Cn] » X variable ae type -'C.i , & formule

~ quelcengue .

4) Extensionnalité :

V11...VIn(Ktl...Iné?Yxt...xn) !- X =tr
X et Y variatles de type T= [51""’.511] ’ xivariable de type Ci .

§) Axiozes propres de l'arithmétique g

St=Su f~ t=u st=0 t~ L
t , u termes de type © . '
Induction : X0, Yx(xx —>xsx) | Vxx.x

-, -

X variable de type © , x variable de type © .

FBotation : V (pour vrai) désignera 0 = 0

TR S

d} Varizntes dars la formulation .

Le langage ne comprend plus que 1'égalité pour le type O . On
3 : Y g ( con . oo »
convient alors que X = [E1 "”"EIJY abrege \'fx‘...\’xn\Xx1 xne-a Ixt 3

Les sxiomes de 1'égalité ne vortent plus que sur = (pour le type ©).
L'eztensionn=1ité (e4) est supprimée cozme schéma d'axiozme , 2aie
0n a rainterant le schéma suivant (que 1'on a 1'habitude d'appeler
encore extensiorrnalité) :
' Xt soe = see = esasld
geeety s iy eeens Yl B Xageen,

X wariable de type [Ci’""?n] » ti et v, ternea de. type Zi .

2) For-ulaiion avec des termes d'absiraction @

Quand oz construit le lanzrage , on définit en méme temps les termes
et les formnules en ajoutant la clause @
~ Si A est urne formule et XiyeeerX, des variables de type ?:,....,Cn

A _..x 1 eat un terme de tvre I—'Z,”‘.;...I_.-} (appelé térme drabstrsct.
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les termes de fype différent de O ne sont donc plus nécessairement
des verisbles . le schéma d'axiome de compréhension (c3) est.
remplacé. par le cchéma s |

r ()txr..xn.é.)t‘...’tnaa(t‘....,tn)
ol1 A(x‘,...,xn) est uze formule quelconque et t. un terme de
réme iype que T .
3) Formulation avec ces terrmes d'abstraction et convention pour la

Substituticn 4'un t2rre d'abstraction 2 une variadble

On se place déja dans le cadre de la variante 1 ci-dessus .
On construit les termes et les fornules comme dané la variante 2 ,
ma2is on écarte léa formules ol apperait une expression du genre
(*xi...an)tl...tn « Four les suﬂstitions , i1 faut alors procéder
ainsi : Si B(X) est une formule , X une variable de type [Ct’""rn] .
B()xt...an) désignera la formule obienue en substituant mécani-
quenment )\xt.nan 3 X dans B , puis en remplagant toutes les sous-
- formules atomiques illicites du genre (Ax‘...xn.&)tt;..i:n par
'A(t‘....ﬂtm) . |
Comze dans les régles .de V-élimination et de J-introduction

Py a(t) =3 - M a(7)
Vo VZA(Z) i~ B = 3za1)
T peut &tr> un terme d'abstraction , on n'a plus besoin du schéma

d'asxioze do substitution qui devient démontfﬁble par application
de la J- introduction ¢
U A ;
- inc.‘uxn(A(xt,...,xn) &> .A(x1,...,xg))
i;«.r» BXVxﬁ...Yxn(Xxl....xn é’_ A(zlgooo.xn))

L4
e) Scus-svsidmes de 1: théorie des tyres

1) Arithnétique intuitionriste s

On re considire plus que le type @ ., Les axiomes et les rdgles
loziques sont les méres (& ceci pres que les quentificateurs ne
porient que sur des variables de type ®) .N1n'ya pl'us‘besoin
de compréhénsion ni d'extensionnalité . L'axiome d'induction est
:emplacé par le schéma 3

400}, Ve(a(x) e 4(sz)) & Vaa(x)
A formvle juelconque du precier ordre .

2} Anaiyse intuitionniste imprédicative

Les types considérés sornt O et 1esl’:b,...,OJ pour toute ‘suite finie

'de O . I1 n'y & rien & changer pour les axiomes et les régles .
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f) Fomenclsture et ocuelzues références .

BA ,désigrera la théorie intuitionniste des types avec extensionnzlité .

HA1 l'arithsétique intuitionniste .

HAZ 1'analyse intuitibnniste imprédicative .

Ph,» PA*', Plz désignefont les précédents sysiémes munis ea

suppl€zent éu tiers-exclus

du lengage considéré .

}_‘ Ave A

s A formule guelcongue

Si QA est un de ces systimes , r'FbA A voudra dire que M a
est un théordce de QU o

On peut cozparer au systéxze HA,dcané ici un certain noabre de

systémes introduits en théorie de la démonstration ou dans 1'étude

de Ja logigue des topos élémentaires grace au tablesu suivant @

-Référence Appelation Forzulation Observations
Takeuti !Simple type thecry |¢éu genre di + 43 Pas d'égalité pour
wvith extensionality le type O
Pas d'arithrétique (c5)
Systtme classique {avec
tiers-exclus
Takakashi | Intuiitionistic du genre di + d2 Pas d'égalité pour
type theory with ' le type ©
extensionality " Pas d'arithmétique
(11E)
Girard Théorie des ordres |du genre di + 43 Systéme exactement
' avec extensionnalité équivalent & celui
(BA,+ Ext) | donné ici |
" Fourzan | Higher order logic |nettement différente|Pas d'arithmétique
des autres (avec un '
prédicat d'existence
pour tenir corpte
des types éveutuels
lenent vides) ' ‘
Cosie du genre d3 avec Pas d'arithmétique
utilisation de
séquents "a piveaux™
i pour tenir conpte
des types éventuel-
lement vides .
Boileau . Théorie dzs types idex

Pas d'arithmétique
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g) Addition de symboles pour les fonctions et les prédicats priritifs

récursifs

On pourra ajcuter au langage des symboles désignant certaines fonétions
ou certairs prédicats prizmitifs récursifs . On se limitera fodjoursAh
un neabre fini de tels symboles .

Une fonctipn primitive récursive est obtenue i pa-tir des fonctiors
de base qui sort la constante-d , la fonction successeur et les projections
Par composition et récursion . Quand on ajoute au langage un symbole pour
déroter une forction primitive récursive , on ajoute en méme temps des
Synbblcs qui dénotent les fonctions qui ont servi & la construire , ainsi
que les axiomes de définition de toutes ces fonctions . Ces axiomes de
définition sont : : _

- h(xi""’xn) = g(f,(x,,...,xn),;..,fm(xi,....xn))

dans le cas ob h est obtenue par composition de g et fl""’fh

h(O,xi,...,xn) = f(xl,...,!n)
F h(sy,xy,e000x ) = g(hlyix,seen,x)) 70X s 0000x)

dans le cas ol h est obtenue par récursion & partir de f et g .

Un prédicat P est prizitif récursif quend sa fonction caractéristique
Kf qui vaut O pour les a-gu“ents pour lesquels on a > et 1 ailleurs est
priznitive récursive . L'axiome de définition de P h partir de K? est
bien sur & b P(xi,...,x )@KPG‘,...,: )=0

L'introduction de symboles pour les fcnctionz et les predlcats
‘prinitifs récursifs ne constitue qu'une extension par définition de HA,
(resp. HAé v

N-gire h que l'on 2ivodwic , enoeg @

PAQ’, PAZ ) puissue pour toute fonction primitive récursive

ﬁia "]l existe un unigque X du type de; relations n+i-aires qui est
foncticnnel et partout défini em ses n preamiers arguments et qui
vérifis les axiomes de définition de h .

I1 est donc indifférent de savoir si dans HA  (resp. EA, é PA,,, PAz)
le langage coxprend Jes noms pour les tonctions et prédicats primitifs
récuréifs .

Il faut &ire un peu pius soigneur ponr le premier ordre . HA désignera

le systéza EA, auquel on rajoute les symboles + ,x, < et les axiomes :

1

- x40 =x b x+5y = S(x+y) |
= xx0=0 : . . x %Sy = {xxy)x
F - (x<0) ’ b x<Sy ¢ (r<yvx =)

‘Les axiozes de définition de <« ne sout pas exactement ceux que

donneraient le procédé décrit précédercent peis ils sont équivalents .
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Ce choix est celui de [Shoen.‘..‘ieldJ et se justifie par le fait qu'il
percet de représenter toutes les fonctions récursives partielles dans

le langzage .

II) ORJET DIS EZKTIZRS NATURELS DANS UK TCPOS' ELEMENTAIRE

&) Rappel de 1a ddfinition .

Un objet des entiers naturals (CEZN) d'un topos élémentaire E_ est un
objet N nuni de fléches l-——-o—->127 et N—'S——i\N. tel que pour tout objet X
d_e Z nuni de 1—85X et x-—f-azx s il existe une ﬁnique fldche N-——Eax

faisant coznmuter le diagracme s

1—92 .y 5 _ .x
\f, kL
v
x—2* ox

L'0ZX de E est , s8'il existe , unique & isomorphisme unique prés .

b) L'OZN comze woddle de HA,, .

Une réalisation du la'ngagé de KA, dans un topos élémentaire E est
la domnnfe d'un objet |0©] qui interprite le type © et de flidches
1—-—-‘-°—l->f:D£ et [CQ] ——!—S‘—-}[d qui interprétent les symboles O et S ..

) L'interprétation des types se définit par induction : Si '!’.'1,....‘5;1

ont &té interprété par les odjets Ic’l,..l.,w;( .le tyre [_Zf‘....',a-,
est interprété par..fﬁ X eeoxTp ((=] est interprété paril) .

Un terce t de type T (resp. une formule A) dont les variables libres
sont parai X geeerXy (de types Z'z,...,t,;‘) est interprété relativement

a 1z suite (11,6..,xn) par une fléche {U,[x....an( ‘t;x'l""’xn‘ >ltl
[A5x,5...,x )

5|T]) . Cette interprétation se

(resp. Glx .o xlr i
construit ainsi :

1) Pour les terzes :

-~ Sit-¢est ane variable xi figurant parmi 11,..'.,xn N ‘xﬁx,,...,xnl'

- .est la projection cancnigue lt}[&...x[ty _____)‘l;i{ . ol
-SitestO, ‘0;:1,...',121! est lt,{&...xltnl > 1 "{(D\ .

N H ose S‘
- Si 4 ost Su, I.t;xi,...,xnl est ‘tt‘*'r:*lfnl iX,, 'xn‘.;\O\ | ‘9‘0‘ .




2) Pour lea forzules :
- Si Aest t =ru R !A;x1,...,xn{ est

\Cilxuoxltnl (k:x,.-...xn[,.iu;ﬁ,...,‘an)“‘ S , N

ol XA est la fléche caractéristigue de la disgonale .

- Si A est Tt1...tp R t1,...,tp de types T‘,...,Zi , 1"*’:‘."""’{11' est
- ‘, - i L]
) r‘jlx‘ﬁ’&lt \ (iTgI1'...,xn{,‘t1.11,...,xn},...,ltp,x!,...,xn{)\
1 n ; o

ls‘ LI ‘ . ~, . .
Kol 1‘( K.G'P‘A [‘;ﬂ Xe- .xk.p[ £ > ‘Q
ol & est la fleche d'adjoncticn .
. - f
-Si A est 1, }A;xi...xn‘ est {Z"\J(...xl(,nl 5 1 - 0

ou T est la fléecke "faux" .,

-~

-~ Si A est BAC (res?. ByC, B—C) , lA;;,,...,xn! est

fz;‘\x"_‘l‘gn" (13;:1....,xnl.i?;xi....,va) > (L0 A(resp. \/,.—--),‘,)J,z

\

- Si A est JxB (resp. VAB) , = ne figurant pas dans la suite xi.""’xn

{A;xr....xn' est la fliche obienue & partir de

IC;[& cen ltn{x 1T ‘B;xi""’xnl >f1 par quaptification existen-

tielle (resp. universelle) le long de la projection

T 7" Tl -~ee [ 3

b1lx.--xlun\xff,l —_— [‘Clt_x xl?inl

3) Si 1ton adorte la formulation avec des termes d' abstraction ,

les choses se rpassent 2insi : Si la formnle A a été interprétée

i
1Tf<eeenlT) bl enexle)

relative.ent & x ""’xn'YI""'yp per la fléche

!A;XI,...,X 9y1’0'°0y

!
Py ()

le terxe )\x1...an sera interprétd relativement & y‘,...,yp par la

fléche 16.11R °"x16p\ ‘>z1...:nA;Y1.-...}'p ‘l_?ﬂ-w](“" )(((:n;

4

obttenue par adjonction certésierne .
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Un séquent "'~ A dont les variables libres sont x‘....,xn sera
satisfait par la réalis:tion.si-/§>p{3;x1,...xn}£;lA;x1,...,xn\ .
la réalisation sera un moddle de HA, si ellé satisfait’les axiomes

St=Su } t=u St=0 = _|
X0 , Yx(Xx ~» x5x) b VYxxx

En effet les zutres arxiozes sont satisfeits et les régles sont
valides dans toute réalisation dans tout topos élémentaire ( ﬁ"ourmmﬂ )
ECoste] N !_?Boileau] ; 11 faut signaler que puisque l'intc'e;pré-tation
de tout type T possdéde un point 1—>|T|, oun n'a pas & terir compte
des modifications destinées & englober le cas des types "vides") .

Un OEN induit une réalisation du langage de HA,, : @ est interpréi
par N , les symboles O et S par les fliches de ;néme' nom , On expricera

le fait que 'k A est satisfait par 1'OEN d'un topos élémentaire E

par la notation M= a4 .

mgg_s.ﬁigg ¢ Ure réalisation du langage de HA(,_, est un modéle de HA,,
si et seulement si c'est un QEN ,
Le paragraphe 5.4. de [Frede contient tout ce qui est nécessaire 2

la déronstration .

c) Théorexze de completude .

Théordme : Un séquent M A est un théorime de EA, 21 et

seuleﬁent si il est satisfait par 1'CEN de tout topos
élézentaire qui en posséde un ,
Une partie de ce théortme n'est que la reformulation de la propesition
précédente . L'autre résulie des propriétés de la construction
suivante . cetie construction est un cas particulier de ccnstructioas
effectudes pour n'importe quelle thécrie formulée cdans le calcul des.

prédicats intuitionniste d'ordre surérieur dans G‘ouman] ’ @oste] s
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‘[Béilea‘.u] . Elle figure pcur l'essentiel dans [’v‘olger_] .

On suppose énuzérées les variables de chaque type T :

f,xg,.f.,x;",... » ceci pour éviter les collisions de variables .

On pourra & volonié oublier les tyres en exposant , rezplacer x
par y ou z et une suite finie x1,...,xn par la notation Y.
Soit €(HA.) 1a catégorie dont

=~ lesgdjetas sont les (};;U,,...,En) ol cl..‘..,tn est une suite finie

de tyres et A une forwuie dont les variables libres sont parmi

[ T
!1 1....,111 n »

-~ les fidches (4A;T Tivoeesl, )———-—-————-——9(3;6‘1,...,0‘:")‘ sont les
classec d'équivalence de formules I dont les variables libres

sont parmi x f tn,y

peecesX

L 6p ..
+1 "*"yn-c»p et telles que ¢

6" S 5-1
P
I(x, n-H ,...,y ) -(x,y pp+1 7?42 ) Y1V nsptt Ao A¥ny n+p yn-t-Zx:
P P n+p

n+1

--jy pI(Y’Y 1,.-..? p) ""_‘ A(?)
mw

(x,y) & L 9

(I est prouvablement une relation fonctionelle de domairne 4 et

d'image incluse dens B) modulo l'équivalence I ""__‘ I .
HA

L'identité de (A3T.,eee, t;:) est représentée par

.L(x reeesX ) A %= z, X 41 ANaee A X =rTon et lu composée des

-

fldches représentées par I(fy pireeee Yy p) et par

J(yl,...yp,zﬁ1,...,zp+q) est représentée par
ayn-ﬁ-qﬂ"'3ynfq+1>u(§>’yn+q+1""'yn+q+p’A Iy +q+1""’yn+q+p Zh1°* %04

Proposition : ©(Ei ) est un topos avec OEN , et pour tout
séquent. I'}~ 4 , ona P‘&‘—":: A oiet

seuiecent si B Iy

Ha, 2 -



- ]0 -—
Le théoréxze résulte immédiatement de cette proposition ,

qui n'est gue la formulation dans un cas particulier de

résultats que 1'on peut trouver avec les démonstratioms

dans [Foumazg ,'Elcste] s E’éoiieatﬂ .
d) Remarques .

1) Pour tout topos élémentaire I possédant uc OEN , 41
existe ur unique (& isomorphisme prés) foncteur -l.ogi'Que
%(?flw)————>§ . Ce foncteur fait correspondre

- & 1l'objet .(A.;Z',",...,cn) wien 3ous objet d.e V[q;.‘..x!"cn‘
de. fl¥che caractéristique [A;x,,...,xn( (dans E) .

- & la fl¥che de (A:fi,...,tn) dans (B:s‘,,....‘l‘))
représentée par I la fléche de E doat le graphe , en tant

que sous objet de {Z;la{...xlcnlglci]x'...:icﬂ a pour fliche

caractéristique {I:x1 ses .,xn.y? o ;.,yp‘

€ (BA,,) est donc le topos avec OEN 2-initial .

2)' Des résultats classiques sur HA,, [Gira‘rq.] se
traduisent izmédiatement dans €(HA.) :

- l&a propriété de la disjonction : Si |=, AyB ol

. ‘ Ha,
N s B .
A et B sont des formules closes , alors hn-AwA ou FH!

Traduction : Si U et V sont des scus objets de 1 tels que

Uy¥V est isomorphe & 1 , alors scit U , scit V est isomorphe

a1.

- la propriété de lz définissabilité explicite : Si
l'1‘1"‘.“32A(x) o Jxa(x) est une forzule close , x de type O ,
i1 existe un entier n tel que }ﬁ-A.UA(Z) ol 0 est le terme Snd .
Traduction ¢ Si A est une partie de N de support 1 , A

Posséde un point stardard {de la forme st 0) . Ceci entraire

que X n'a que des points stardards .
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HA
fﬂw < = 3xA ol x de type @ est la seule variable libre de 4 ,

-La régle de Markov {cas clos) : Si kr, Avaq A et
. w .

alors 3xaA . Treductioz : Si A est un sous objet de K

i,
qui advet un complépentaire , et dont le support esi denmse

pour la topologie de la double négation , son support est 1 .

) Foaetisns opriritives récursives .

Preposition ¢ Soit N un OEN . Pour toute fonction primitive
récursive f n-aire , il existe une unique
flache de X° dans K qui vérifie les
axiones de définition de £ . (On'notera
encore cette fléche_f o)

Ceci est clair puiéque 1'addition de symboles pour
déﬁoter des fonctions primitives récursives et de leurs
axiozxes de»définition ne constitue qu'une extension par
définition de HA, (voir I,g) .

Pour savoir cozment construire ces fléches » 11 suffit
de consiiérer le cas d'une fonction h définie par recursion
Puisqu’il n'y a aucun probléme pour les fonctions de‘base et
la cozposition . les ;xiomes de définition de h sont :

h(O,x‘....,xh) = f(xt,....xn)
_h(Sy.xi....,xn) = g(h(y,x!,...,x#),y,xl.....zn) .
Onsconnait déja N0 L spery®™i___ € on,
TN \ N
Soit 1 ————3 N 1la fléche obtenue par adjonctior
cartésierne & partir de £ . Soit ev ¢ NNi 3K 1a

fitche d'évaluation , T Hnnz m ——-—eNn.’:xa projection
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canonique . La fliche N‘“‘in" (ev,T) yoR €& .y

¢ K

donne par adjonction N sN° o

Soit A 1'unique fldche qui fait ccmouter le diagramme :

1 0 > K S

v

W n{ f

N
S N S

Alors h : NxN"——3 est la fliche obtenue par adjonction
cartésierne & partir de R . (Pour la construction de fliches
primitives récursives voir aussi [Freyd] ou @énaboxﬂ -.)

11 faut signaler que la ﬁaniére usuelle de construire £
et E_est la suivante ([Bénabou]) : < est la fliche caracté-

~Tristique du mono Nx)l—ﬂ-o—'f)——-; NF ol Tl'o est la premiére

<

projection . Tetie fléche NxN

(1‘:
111 -—-———f-)—-—».n. puisque bk, X<y v XY . K-est

HA,,

alors la fl‘éche ¢ B o—m 1t jt —————— N

N -

° 0

—.{l. factorise par



DEUXIEME PARTIE

FONCTIONS RECURSIVES PARTIELLES ET

RECURSIVES DANS LES TOPOS



" I)DEFINITIONS

E désignera toujours un topos avec OEN.
L'OEN de E sera noté N,1'0EN de Eas IN .

Une fonction partielle de NP dans N est un sous-objet

f Y~ NN vérifiant
E¥E ¥y ¥y Byes n @rt)er ) vy

S A
(lg notation x désigne un p-uplet XyseserXy de variables
d'entier et sera constamment utilisé par la suite)

Une fonction récursive partielle du tovos E est un élément

du vlus petit sous-ensemble F des fonctions partielles

des NP dans N
1l)centenant les graphes de 0,S‘,+,X,K( et des projections

2)clos par composition:

si g S NN f?—) "X Nyeesfy »—3 K™x N sont dans -
hs{( x ....,?,n.y)l 3y .- Ey“m(x VI L AT, 0 0eesT 02)68 SQst dana (P

3)clos- par[‘edpération:
si f)—> NP+IXN est dans®
g-{(x,y)lﬁ? y,O)ef/\V z<y 3% (?.y.St)ef 5
est dans(
Les fonctions Arécursives partielles sont done obtéxmes
"de la méme manidére" dans tous les topos:par un nombre
fini de compositions et de p-opérations 4 pertir des fonctious
récursives partielies de base.
Plas précicément on va définir un ensemble & ae formules

de HAQ'
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1)y=0 ,y=Sx, ,y=x,+xy ,yaxﬂxxa,(x‘<xtny=0)v(1x'(x‘:\y-1),g\d;‘sx‘; %=y

sont dansfz" ‘.ﬁ
2)si A_'(x: ’ y)....,Aﬁ(i.y),B(; seeesY,s¥) sont daus 1L
3 s‘...zmz\:i‘-(x‘:.,z;)«B(a‘,.;.,z",y) est dans At
3)sd A(:;,,,...,xh,xn’;,y) est dans Sl
i(xyyeex 5,0V ey 3t Alx,,...,x,,2,5t) est dans b
4) es’t.le plus petit sous-ensemble des forzules de HA vérifiant '1),2) ,3).

Une fonetion récursive partielle du topos E est done
ltinterprétation dans _E_ d'une formule de .

Il est clair que deux formules différentes de ;ﬁ'peuvent
s'iﬁterpréter par des :fonctions partielles égales dans certains
tOpos et différentes dans certains autres(on en verra d‘'ailleuss
des exemples).

Quand on dira "spit f une fonction récursive partielle”
on supposera que l'on ‘:éonnait"l'algorithme de définition"
de f,é"esff-é—dire la formule,que l'on notera Ag,dont f est
1'interprétation dans tous les topos. |

Dtaprds le théordme de représentabilité des fonctions
récursives(voir par exeaple [Shoenfield])on a dans Ens
(3¢) Val...'lan’}b (8ys0eeqa ,DlEL (= lﬁs“f(al" «e98,,5)

(éi n est un entier on note le terme éﬁ'ﬁ?s:%s n,et 1la £1iche

'_zsi;‘c;f{s)f de tout topos ‘§ n )

D'aprds () on a donc:

Si une foncticn récursive partielle £ est définie en a
et vaut b dens Ens,elle ect définie en a et vaut b dans to»ut
topos E.

Une fonciion E-récursive est une fonction récursive parti-"m

f partout définie dans le topos E:telle que %‘V?By (i’,y)éf.

Une fonction Ens-récursive est donc une fonction »cursive.

L'ensemble des fonctions E-récursives varie avec ie topos E.
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Frevosition:

A(y.d).VKy 1t A(z,t) Hycy (Aly*, 0 2¢y* 3¢ ale,S¢0) )

»

(“Aw)
dérmonstration:par induction sur y.

Corolleire 1l

Avia,3y A(y)m’rgfy" (A(y* WY z¢y 1A(2))
(HAW)

démonstration:onapplique la proposition &
(A(y)at=0 I (Ia(y)at=1)

Corollaire 2 (existence du fs—-qpéréteur dans un topos)

soit £ une fonction E-récursivé telle que lEEV; dy (i)‘y){‘-f
g-—-{(i'?,y) \(;c),y,o)ef)sz(y 3¢, (?,y,S‘t)éf& est E_—récﬁrsive el vérifie
g=((>?,y') ](ﬁ,y.O)ffAVzar (i’,z,o)ﬁf) |

On peut donc également définir les fonctions E-récursives
de la fagon suivente (en identifiant les fonctions et leurs
graphes): '
une -fonction E~- récursive est un é1ément du plus petit sous-
ensemble ¢ ‘des fliches des NP @ans N
1)contenant 0,S, +,X,K, et les projections
2)clos par composition
3)clos parjt ~opération: |
si £:KP*1——> N est une fliche def’tene_ que ¥¥¥ 3y £(2,y)=0
g:N? —3 X aéfinie par- p¥ ¥y E(?)%@—)f(:‘?,;hm\‘z(y f(:'?,z)%\”]
est une fltche. ae&!., |

Proposition
Les fonctions primitives récursives sont E-récursives dans tous les:

topos E.

dézonatration:se baser sur l'exercice 1 de [Shoenfield]{chapitre 6).
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II)THEOREME DE FORME NORMALE DANS UN'TOPOS

Cette généralisation aux topos du théorémeb de forme
normale de Kleene(voir par exemple [Shcenfield]’ Jnous
permettra de caractériser les fonctions récursives partielle
E—récurs:.ves pour tout topos E.

| I1 nous faut pour cela introduzre quelques notions de.
numérotation de Gddel..

Soit H une des tﬁéories,}m,mw

On définit des fenctions ﬁpz-imitives récursives
Ly HieV -—5)!V,( )6 et ( )y N = I telles que
(( ).b.(» );) et {, D soient inverses l'une de l'autre,

On associe & chaque .symbole' fonctionnel et & chaque
varisble un entler ,appelé son numéro ,puis on numérote les
termes, (Par exemple - {Ts) &)) ..

De la méme fagon en associant un entier a chaque symbole
relationnel et logique on numérote.les;_formles.(?a: exemple
B =W, LR YY)

On numérote également les séguents puis les démonstration:

On prend seulement gurde & ce que la‘.‘ fagon de numéroter pex
mette de reconsiituer sans amb'igﬁté' le terme,ls démonatration
la formule 2 partir.‘ de son numéro. |

On définit ernsuite
-les fonctions primitives récursives.

-y telle que v(0)="0" et ¥(sx)={'s", v(zx))
(pour tout entier n on a doncy(n)="T ")

-Sub telle que Sut(’a 2. fx7, 47)= A(c),oﬁ A est une :t‘o*(mﬂe
x. unre variaeble et ¢+ un terme
~le pfédicat nrizitif rééursif D‘cmH tel que Demﬂln,rA.') si et
seulement si n est le numéro d'une démonstration de la formule

A dans H.
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Prouvy(x) est la forzule 3y Dem (y,x) ol Demy est la formule

de HA représentant le prédicat prlmltlf DemH(les fonctions
primitives récursives sont récursives,donc représent_ableé
[_Shoenfield] Yo

Coh(H) est la formule Vy?DemH(y,' F..-!.-.:‘ )R

Si 8yy...,8 sont des entiers et K/(xl,,.._.,xn) une formule
de H,ProuvH;( rA('a'.l,...,En)1) est un fofmul_e close de. ﬁA.

'On va donner un sens & 1l'expression P;fouvﬂ( rA(il,....,in)“),
qui serz une formule de EA avec xl,...,x comme vdria'bies

n
libres telle qu'en substituant ial,.....,an -3 Xyyecey¥y ON

n
g Fog= = 17
obtienne ProuvB{ A(al, .o ,a.n) ).

Soit ‘x‘?-(xa,...,gh).On définit la fonction primitive récursive Sy
par:
S.i{a,bt,...,b%)=8ub(...€Sub(5ub(a:x:,v(b1)),xl,\'(b DI AU R
On a done:

| o 3 \ I, e -
Sx( A(x.‘ ,ooo.xs) .a‘»‘ ,....am)= 1(84 ,...,8\) .

Prouvn( 'A(i;,...,'x")') est alors par définition

=¥ Prouvn(z);\s.x»(rj.(x‘ ,...,x‘)‘,x‘,...,xu)az
Théorene de forme normzale dans les tovos

I1 existe une fonction primitive récursive U et des prédicaly
primitifs récursifs T tels que pour toute fonction récursive
partielle f>—> Nn+1 il existe un entier e,eppeld indice de
f.tel que dans tout topos E
(1)f={ (?,y)l?ﬁ z U(z)=yATh(e,?:,,z)avz"(zﬂ;,{(e,i’,z' )}
déponstrztion:

Dans Ens (a,b)ef &= )HA}'Af(e.l,....., »B)
-3
Done ;:V xVy (x,y)ef(—.:\,ProuvBA( Af(i,'y').,) ctest-a-dire

LF"V xwy (X,y)iff’gj Dem, (¥ 59 - ('Af ,x,y)) ou encore
__,ngy Goplered z () =yademy((2), ,5p, 5 “ag 1 Bta);)
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d'ol le résultat en définissant

0(z)=(z),

> . 3
i‘n(u,x,z)znemm((z)o,S-}g,y(u,x,(2)1))
= ,

Dans le cas d'un topos E quelconque il suffit donc de montrer

(2)1?39‘3’('713' (Z,7)ef ¢—> ProuvHA(rAf(gﬁ).' ).

or R Yy ! f(g',y)-f—é Prouvm( 'Af %,3?)1 ):la démoncstration
du théoréme de.représentabilité des fonctions récursives
vartielles se formalise dans HA .Pour s'ern ccnvaincre examiner
en ditails la démonstration dans[éhoenfiel% .

D!avtre part HAJ‘V;:’Vy ProuvaS‘.Af(:JE),'if')ﬂ) — Kf(;ta,Y):
le fzit gqu'un théoréme progvable est vrai se formalise

ui
dans HA,.lLa déxonstration¥Yse trouve dans &akqut{] pour

PA,  se généralise sans difficulté au cas HA,. )
rout CEN étant modéle de HA jon a (2),6donc également (1)
dans tout topos E.

Corollaire

Soit e 1l'indice d'une fonction récursive partielle f.
f est E-récursive si et seulement E\?’i”az Tn(e,i’,z)
démorstration:immédiate & pertir d; (1).

On peut donc définir & 1l'aide des prédicats T, les
fonctions E-récursives parmi les fonctions récursives partielles.

DPéfinition

Une fecnction récursive partielle est PA )'-récursive-prouvable
. < S N - 4 o
ssi PAJ-anz T (e,x,2) (ol e est 1'indice de la fonction
récursive partielle considérée).

Proposition

Une foxiction récursive partielle est E-récursive dans tout

topes E si et seulement elle est PA w—récursive-prouvable.



dénmonstration:

B'apréé le théoréme de complétude et le corollaire
du théoréme de forme normale une fonction récursive partielle
est partout définie dans tout topos si et seulement si elle
est HAurrécursive—prouvable,c'est;é—dire_d'aprés la régle
de Markov ([Girard] ) si et seulement si elle est P4 -récursive
ptouvable.

Les fonctions récursives étant plus nombreuses oue les

PA,-récursive-prouvables,il existe des fonctions récursives

non E-récursives dans certains topos .

III) RECURSIVITE ET g—RECURSIVITE

On va maintenant s 'intéresser & la situation inverse:
des fonctions définies- partout dans certains topos et non
dans Ens.

Proposition:

Il existe une fonection primitive récursive f nulle dans
les ensembles et non nulle dans un topos E (telle que
fax f(x)fo soit valide dans E).
;émonstration: A »
Coh(HAu)‘ est vraie dans Ens, |
Coh(Hiy) est vreaie si et seulement si la fonction primitive
récursive f,fonction caractéristique de Demy, (x, 57) cst
toujours nulle (dans Ens). |
éCoh(Hﬂw) (théordme d'incomplétude de Gddel),

Da.ns le +opos‘f(HA~) la valeur de Ix f(x)40 n est pes nulle
sinon Yx f(x)=0 serzit valide,donc Coh(HAh; démontrable.

Pn loczlisant f(ﬁ.’i:.‘) par la valeur: de Ix f(x)}o on obtient

utn topos E dens lequel 3x f(x)f-o' est valide,



Provosition:

11 existe une fonctlon récursive particlle g jamais def:mle
dans Enc et E-*ecu; sive(E désigne le méme topos que dans la
propositicn précédente).
démonstration:

Soit g= < (x,y)] Demm,l(y, 11 )AVz<y 1DemHA (z, 1Y)

g est vide daas Ens et partout définie da.ns E.
Remarque:

On note h:l——» N la valeur constante de¢ la fonction g dans
E.h ést plus grand que tous les entiers standards(il vérifie
".E‘ h> n.pour tout n delN).

B En effet I&I Dem{A (n, TR ) (théortme de représentabilité)

Done [- DemhA (n, v1°) ,donc }‘ hin.

Par ailleurs :IAH# x(x}n(—-—) ::2 ’tfl)

Donc }g h%n peur tout n defN

Cette remarque se généralise de la manidre suivante

Provosition:

Soit A une formule décidable de HA telle que‘éi x A(x)
et¥x A(x) vraie dans Ens Il existe un topos E et un point h:
1 —3N,plus grand gue tous les entieré standards,tel que
}E"]A(h) De plus dans tout topos E' tout point h': 11— N
vérifiant f”-"].&(h ) est plus grand que tous les standards.

Dans le cas d'une foncition recursz’wg,.‘L‘,Af n'‘est pas en
géx_zéral décidable mais du feit du théortme de représentabilité
~on a la |

PI‘OpuSlthD’

Soit f une forcticn récursive telle qu 'il existe a. da.nan
tels que %:;,gy f(a,y)i:O.Son;

Soit g——-—g:::’,y)! £{x,7)=0a¥z<¢y 3t £(x,2)3$St B,

S5'il existe un tovos E et un pbint h:l-a3 N tel que

l}(’a’,h)&»g,h est plus grand que tous les standards.



gv NHSEiELBS E-RECURSIVE.ENT-ENUMESGABLES

Définition

Un sous-objet 4 de N° est E-récursivement-énunérable
(_g-r.e.) si et seulement si il existe une fonc"tion E-récur-
sive g telle que
E(2y)esemy g(2,5)=0

Le rapport entre les ensembles (Esr.e. et les fonctions
récursives partieiles et (E-)récursives est ls méme que
dans les ensecbles.
Proposition
1)Soit A)N"xN une fonction partielle du topos E.
A est E-r.e. si et seulement si A est récursive fartielle
2)Soit f une fldche de N° dans N.
f est _E_-fécursive si et seulement si{(?,y)lf(?):y; et
{(?,y)l f(?)fyys_ont E-r.e.
démonstration:
1)Supposons & E-r.e..Il existe une fonction E-récursive g telle
quelg (£2y)enr 5Tt g(?,y.t)‘—‘o ,
iee. Jg (Rvercds (o) vae( (2)g, (), )=0]
A est une fonc;ién partielle done

.’ﬁ:' {'—1 t g(¥y,t)=0a3t" g(%,y,t" J=<3 <) y=y'

i, 7~ . Wi .
donc@(f,y)cAkJ'Z z[(z)0=ygg(x,(z)o.(z)l)=Oan‘(z g(x,(z')o.(z')l#o:}
A est donc lien le graphe d'une fonction récursive partielle..

Réciproguerent d'apris le tréoréme de forme normale

on peut trouver un ertier starndard e tel que

%(?,y)éa ~7z [U(z):yn‘l‘n(e.l’,z)nyz '<z’|Tn(e,x,z' )]
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2)Supposons £ E-récursive.
Sbiegt.E et D les fonctions primitives récursives aéfinies
par E(z,z')=0¢-) x=x',Ex,x')=0 > xfx’
D(x,x’)fOfox' , D{x,x')=0&x=x' .
On a IE £(#)=y >3t E(£(2),¥)=0
F @yt p(£(D),y)=0

Réciprroquement
kt@)yed ey.t10 , ErDirai g'(Z,5,£')=0
;n a donc !|;=3t gD y.t)=0vIt* g'(2,y,t')=0 | |
i.e. ta t [g(?,y,t):g' (?,y,t')=0] | |
arou k £()=y6> (Z,y,pt [g(?,y,t)&g'(?,y,t):O])-:O

f est bien récursive .
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V RECURSIVITE E-RELATIVE

A t§u€ entier standard e on associe une fonction récuréi!g
partielle f définie par:
(iﬁy)éfbé]z U(z):ynTn(e,ihz)AVz'(z 1Tn(e,?.z')
ce qu'on abrégera en  f(x) &’U(rz Tn(e,fnz)) .

Quelles fonctions partielles obtient-on ;i on part
d'entiers non-standards du topos E?

" Définition

Une_fonction récursive partielle E-relative est un élézent

du plus petit sous-ensemble des fonctions partielles des
NP dans ¥ |
1l)contenant les graphes de +,%,K ,des projections et de
toutes les fonctions constantes(méme celles qui corres--
pondent & un entier non—standard)A

2)clos par composition

3)clos par j=opération

Une fonction récursive E-relative €st une fonction

récursive partielle E-relative f telle que
gFV?iy (X,7)ef
_IZQEOSiiion-

Uné fonction récursive partielle E-relative est obtenue en
substituant un nomdbre fini d'entiers non-étandards aux
Variaﬁles d'une fonction ;écursive parfielle.
démonstraticn:par induction ..sur lg complexité de la définia-
tion de la fonction récursive partielle E-relative. |
Proposition

A une fonction récursive partielle E_Qrelative £3>—INX N
or. peut associer un entier non-standard e appeié son indice

tel que £() 2 Uz Tn(e.i",z))
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dénmonstration:
D'aprés la proposition ci-dessus on peut trouver une
fonction g récursive partielle et un p-uple (alooo-o&p)

d'entiers non-standards de E tels que
E(?.y)éf (%, 2y reeeny y)ég

D'aprés la demonstratlon du théoréme de forme normale
l‘é(x TLTYE SN ,y)ég(» rouvm\ Fa (x ,....x .y) )

Donec en substltuant (al,...,a ) h(x l""’xn+p)
};‘. ’-'-:x vY)fg C")Prouv ( A (xlo-"'x ralv'-'vapoy) )
d'o

u1.le résultat en posant

] o,
N ‘? r 9
e-Sub(...(Sub( xn l'v(al))..., xn+p' v(ap)),vu la

définition de Tn et u.
Proposition

A un éntier non-standard e on peut associer une fonction
récursive partielle E-relative f
dénonstration:prendre f(¥) :U(fa Tn(e.?,z)).

Les fonctions récursives . partielles E-relatives et'les.
fonctions d'indice non-standard coincident done.

Proposition
Une fonctiop récursive partielle E-relative f ,

dindice e,est une fonction récursive E-relative ssi

%Vx')ﬂ z Tn(e,?,z).



TROISIEME PARTIE

UNE ETUDE DE L'OBJET DES ENTIERS NATURELS

D'UN TOPOS ELEMENTAIRE D'UN POINT DE VUE EXTERNE



1. DEFINITIONS

On notera de manidre générale N 1'0.E.N. d'un topos E.
A
- Un point de N ou un Entier de E (avec un E majuscule) est simplement une
f£l3che 1 ~X» N. On sait.que les objets d'un topos peuvent ne pas avoir de
points et &tre non nuls ; 1'0.E.N. d'un topos par contre en a toujours une

infinité au moinsg dénombrable, 3 savoir ceux qui sont de la forme
n

ss...s(o),

. Pour n € N (0.E.N. de E'ns) et qu'on appellera Entiers standards, ét qu'on

pourra noter encore n.

. On dira qu'un Entier x est non-standard, s'il est plus grand que tous les

Entiers standards du topos (il né suffit donc pas de dire.qu'il n'est pes
standard). '

. On appellera E’ﬁ‘.@ un Entier 1 —’;—> N tel qu';.l existe un entier n véri-
fiant x. < t.!. |

. Les sous-objets de 1'objet final seront 'appelés. éomme kd'habitu_de ouverts,
et un point local est alors une flé&che U X5 N ol U est un ouvert. Les
points locaux. peuvent &tre bornés, standards, non-standatds...

B

« Un mono X' >—> X sera dit complémentd si X'V X' = X, et

. 1'objet X sera dit bodlé;an. si toutes ses parties sont complémentées,
f.e. que (X,2) est une algdbre de Boole.

. On utilisera aussi{ la notion habituelle d'objet flasque X @ poﬁr tout ou-
vert U >—== 1, (1,X) > (U,X) est surjective.

C

. Parmi les propriétés . des 0.E.N. qui décrivent une partie des

rapports existant entre eux-mémes d'une part, et N d'autre part, on va con-

s{dérer les suivantes @



. N est standard : La famille des points standards est épimorphique (le
vocabulaire est emprunté & [FREYD]). On verra plus loin qu'on peut en domner
d'autres définitions &quivalentes, mals on peut voir fmmédiatement que ¢a

signifie que la fliche

(NDX) — {[\I (I,X)
£ - (f,“)nem

est injective pour tout 1l'objet X.

- ¥ est faiblement standard : C'est la notion obtenue en remplagant X par N

lui-méme dans la définition ci-dessus. Lorsqu'on s'intéresse aux fonctions
récursives, on n'utilise que des endomorphismes (ou des fl&ches NP e 8%y,
et c'est cette notion qui a donc une incidence.

« X est bien pointé sf{ la famille de tous ses points est &pimorphique,

A

faiblerent bien pointé si cette famille sépare les endomorphismesde N.

Le principe de Markov est 1'assertion suivante :
AV TA)A 7713 x Ax —— I x Ax.

Ce principe est indépendant de HAm, on en donnera une nouvelle dé&mons-
tration plus loin. I1 divise dbnc les topos en deux classes : ceux qui le
vérifient, ceux qui ne le vérifient paé;

Mais i1 n'est pas trés commode de traduire dans un topos la validité
de cette formule du second ordre, et il est par contre beaucoup plus facile
de parler de la validité pour tbﬁte partie A C N complémentée, de la formule

close .
773 x Ax —> I xax,

validité qui s'exprime simplement en diant que le support des parties com-

plémentées de N sont 11 -~ferméss.,

. On appellera méta-markovien un topos ol ces formules closes sont valides.
Cette notion apparalt naturellement lorsqu'on exprime dans ‘@(HAN) s dire

Gue fZ(HAw) est méta-markovien, revient 3 dire que la régle de Markov (cas



clos) est valide dans HAm.

e

. 2 est bien ordonné si éﬁidemment la formule dulsecond ordre

3 x Alx) —> Jy (AWA ¥z <y 1A(2))
est valide dans E. On verra plus loin que ceci se traduit par la booléanité

"=

de E ; on considdrera la "méta-notion" correspondante :.

. N _est méta-bien ordonné si pour toute partie A C N (ou de ¥*) 1a formule

close . .
AxAx —> Jy (A(y) AVz <y TA(2))

est 'valide dans E.

2. QUELQUES LEMMES ET THEOREMES

'Nous allons &noncer quelques propositions qui vont nous petmettre de
mettre & leurs places respectives les propriétés;que nous gwons énoncées au 1.
Pour cela, nous aurons tout d'abord besoin d'un petit lemme technique,

tout 3 fait fondamental pour la suite.

Lerme 1 : ST A C N (ou NP) est une partie oomplémentée, la fléche A —> S

ci S >=> 1 est le support de A, est scindée.

Preuve : Supposons que A € N soit complémentée et de support A —>> S ; dans

E/lg A=AxS—>>S est complémentée et de support 1, i.e. !E'/- 3x A(x).
‘ ~'S

D'aprés le chapitre 1I, ptoﬁosition 1, corollaire 1,
w7 Ny@mAvzcy TA(2)),
='s
et 1'existence unique implique l'existence d'un point y : § —> A.

Un deuxilme lemme montre 1'équivalence de définitions pour les notions

de standard, faiblement standard, bien pointé, faiblement bien pointé :



Lerme 2 : les propositions sutvantes sont équivalentes :

i) N est standard (resp. faiblement 3tmd&rd);
11) Toute partie (resp. partie complémentée) de N contenant lee points
. 8tandards est N.
Airsi que les sutvantes :
1') N est bien pointé (resp. faiblement). ‘

i1') Toute partie (resp. complémentée) de N contenant les points est N.

Ceci permet de dire, en corollaire, que N est standard ssi 11 vérifie
la " w-régle™ qui est la suivante : si pour tout n € N on a A(n), ‘alors on
w-regle ’ :
a ¥x A(x) ; alors que faiblement standard correspond 2 la w-régle pour les

prédicats complémentés.

Prauve : Traitons le cas 1) <=== ii), le cas _1.') === 1§') se faisant en

remplagant "point standard" par "point".

i) === 11) (resp.)
Soit A C N complémentée ; sa fonction caractéristique N ——x———-> Q fac~
v A
torise par 1.4 1 —--(-f—)-—--> 1, qu'on peut identifier aussi au sous-objet

{0,1} >> N. A est donc le noyau du couple de fl&ches
N S S, {0,1} >~ N.
my A >
&

Si A contient les points s;andards, on a xA(n) = 1 pour tout point standard

n. S1 N est faiblement standard, on a X, = 1 et donc A = N.

i1) === {) (resp.)

Soient N > N deux fléches telles que pour tout n € N, on ait

>

e
£(a) = g(n). Notons A = Ker(f,g) ; A s'écrit comme le produit £ibré :



P.F. A
A v
N >..££¢Sl_¢ NxN

Cr, on sait que N ___é_, NxN est complémentée puisque %— (x=y) v (>y) v (x<y).

I1 en est donc de méme de A >——> N, De plus A contient les points standards
et donc A= N, £ = g,

.Pour les cas standard et bien pointé&, le résultat est &vident.

Remarque : Les notions "standard” et "bien point&" sont stables par locali-

sation : si

Nk§ ——t— X
g .
5

sont &gales en tout point (resp. standard), par adjonction cartésienne
T ' '
v

&t

2 Xs sont &gales en tout point (resp. standard), et si N est bien

g : » _ .
pointé (resp. standard), en en déduit £ = g et donc £ = g.
la propriété "faiblement standard" peut &tre développée 3 1'aide des

deux propositions suivantes :

Proposition 1 ¢ 5S¢ N n’a pas de point local non-standard, N est faiblement

standard.

Preuve : En effet, si N n‘e#t pas faiblement standard, on peut trouver une
bartie complémentée A >—> N qui contient tous les points standards. ~7A a
done un support non nul S, et d'aprés le lemme 1, i1 y a une section
g:S8=—> A>—> N

On montre que g est un point local non-standard :

soit o ¢ S >—>NxS un point local standard. Puisque n factorise par

xS, ona B g #n (sinon S = 0),
7



n-1 ,
Cn en déduit que %= g>n puisque = V¥x (xn <—> A\ x#1i), et que ¥
' E/ s - i=0 ’

est un modéle de HA.

Proposition 2 : Si N a un point local non-standard, il existe une partie

-stricte 11~fermée de N qui contient tous les points standards.

Preuve : Soit § —~£ > N un point local non-standard, la partie [O,g] < NxS
-contient les points standards de NxS. Notons U = S V 71 S,'on définit une
partie stricte A C NxU, Ti-fermée et .contenant les points standards de NxU

en, posant ¢
‘A= [0,] vV x S).

Or U >—> 1 est T7l-dense, 11 en est donc de méme de 1l'inclusion NxU >ds N.
‘Notons A' la fermeture dans N de A > NxU >=——> N ; A’ contient les points
standards de N : en effet A' = T A et d* conserve les points standards.

a .

A' est une partie stricte, car son complémentaire contient I 7TA qui n'est
. L G 0

pas nul puisque JA = [g+1,+w[ qui n'est pas nul.

Remarque : La propriétéi suivante pour N : "toute partie contenant les points
standards est 11-dense" correspond 3 une forme faible de la w-rigle : si

pour tout n A(n) alors 71 Vx'A(x)._ Si 1'on note 1}-standard, cette propriété
‘a donc la place suivante @

- standard —>  77standard — pas de points locaux non-standards —> faible-

ment standard —> leg points globaux sont standards.

Proposition 3 : St N est flasque, il est faiblement bien pointé.

Prcuve ¢ Soit A C N une partie complémentée ; d'aprés le lemme 1, la flache
JA —~>> S ol S est le support de 1A, est scindée. Puisque N est flasque,

cette section 8 ¢ § ——> “TA >—> N se prolonge 3 une section globale

s :1-——> N. St A contient tous les points, s factorise par A @



1A > > N
N ///74«
s A s
s LA
N
V N
S > 1

s factorise donc par A et ;IA'§ la fois : on en déduit S=0, TA = 0 et A=N

puisque A est complémentée.

Le théoréme sui#gnt donne une caractérisation agréablé des O.E.N. méta~

hien ordonnés.

Ihfor3me 1 : N est méta~bien ordomné ei et seulement 8i l'objet final 1 est

roclden.

Preuve : Il est bien connu que :

o Jx P(x) —> Ty AV z<y TP((2))
2

pour P variable de prédicat de type f0]. Ceci signifie que si l'on a la xé-
currence du second ordre et le principe du tiers exclus, on sait dérontrer

le bon ordre.

En utilisant la T1-traduction décrite par exemple dans [TROELSTRA] ,
on en déduit :

B 113x 1P(x) — T 3y IP(y) AV z <y T1P(2).
A, )
Soit alors A CN une partie quelconque de N dans le topos E.

On a
: k= 173x 77A(x) —> T1 3y (TTA(y) AV 2z <y 1A(2)).

On en déduit

I Ix A(x) —> 7T 3y (MTA(Y) AV 2z <y TA(2))

et donc, comme 1 est booléen

= 3x A(x) — 3y (TA(y) AV 2z < y TA(2)).



Ccei veut dire que si U >

> 1 est le support de A, il existe une fléche

t —L— T34 qui ﬁérifie

g Ax A(x) — TTA(Y) AV z <y TA(2)S

Considérons le'proddit fibré
A >ee——> TIA
b
S >3 U
S est Tl-dense dans U, donc S 25> U. Ainst y factorise par A, ce qui rontre

B 3x A(x) —> Iy Aly) AV z <y TA(2).

Récipfoquement, si 1 n'est pas booléen, {1 posséde une partie stricte S

©
> N a un &lé~

telle que 18 = 0, et la partie A >—> N définie par S+l
ment (on a PE 3 x Ax), mais n'en A pas de plus }p‘etit. En éffet, soit
yile— A—Qn tel plus petit &lément : pour tout ouvert T >~—> 1, la res-
triction yxT : T —> AxT est le plus petit &lément de AxT. En particulier
pour T=S5, on remarque que le.pLus petit &€l&ment de AxS est O : 1'Entier y
colncide donc avec O en restriction 3 S }hcomme N est TJ1-séparé {(puisque sa
diagonale eét_complémentée et donc 17-fermée), on en déduit y = 0 : ée qui

est impossible car 0 : 1 —> N n'est pas dans A.

‘Ce théordme nous fait remarquer que le méta-bon ordre n'est pas stable
par localisation et n'est pas une propriété "logique". Il a pour corollaire

le théorme suivant qui a aussi été démontré par[ﬁOLs]:

(49

‘orime 1': N est bien ordommé ei et seulement 8i E est booléen.

IR

|

Il est &vident que si E est booléen, N est bien ordonné puisque les
topos booléens avec 0.BE.N. sont des modiles de 1'arithmétique classique

d'ordre supérieur.



Réciproquement, le bon ordre est une formule de HA et sa validité est
stable par foncteurs logiques et en particulier par localisation ;’ si N est
bien ordonné dans E, NxQ est bien ordonné dans_gyg'et donc méta-bien ordon-

né : d'aprds le théordme 1, 0 est booléen et donc aussi le topos E.

Proposition & : On a les assertions sutvantes :
1)  Si N est méta-bien ordonné, il est flasque.
i1) Si N est flasque, il est méta-markovien.

111) S N est booléen, -il est bien pointé.

Prauve @

1) Si N est méta-bien ordomné, 1 est booléen d'apr3s le théorlme 1 :

toute fli3che § —2-> N ol S est un ouvert se prolonge donc¢' en un point glo-

bal & 1'aide par exemple de -IS -2, N.

ii) So;t A >—> N une pércie complémentée de supj:ort S. D'aprds le leme
1, la fléche A —> S est scindée par un point local s ¢ S —> A >—> N ; si
N est flasque, 8 se prolonge en s : 1S ~;> N.
Considérons le-diagramme coﬁmutatif :
A —d sy

/4 P.F. )

AXTIS >——TNS
Sr/j/

- 1a fl3che t est Tl-dense puisqu'elle contient j qui 1l'est

~ t est 7+fermée comme image réciproque de {.

t est donc un isomorphisme et s factorise donc par A : ce qui implique que
71S est aussi le support de A et donc S = 71S. Comme on 1'a vu au début du

chapitre, cect signifie que N est méta-markovien,
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i1i) Si N est boolden, 1 est booléen et d'aprés 1), N est Flasque et
finalement faiblement bien pointé en appliquant la proposition 3,; mais si
N est booléen, les notions de faiblement bien pointé et de bién pointé coln-

cident.

Classification : On a vu plus haut que dans le cas le plus général N est

1i~séparé ; le classement 1llustré par le diagramme ci-dessous tiendra‘compte
aussi de la notion de T1-faisceau, ce qui est plus fort que le fait d'étre

flasque.

N faiblement standard

2N

“-Al —ﬁa N standard =3, N bien pointé —Z> N faiblerment -lo Cas général
bien pointé °  1l-s@paré

A
. T = - S

--‘~‘~- ‘ 52 ) 51

- .
- -
- -
oy
t

-~
-

N booléen L, N méta b.o. '-—7—) N flasque AN N meta-markovien

‘--‘~-'1booléen A
10 “§\‘ 9
12 .
Cal 11 ' =~
E booléen ~—> N T1-faisceau

Les flé&ches pleines du diagramme correpondent 3 des implications dont
on va prouver par un contre-exemple que la réciproque est fausse.

Les fléches pointiilées correspondent 3 des implications fausses, et
les exemples qui servent 3 le montrer sont en quelque sorte maximaux ¢ 5
vaut pour 51, 52, 53, et exprime en outre qu'aucune des propriétes de 1a
premidre ligne ne peut entralner une des propriétés des lignes 2 et 3.

L'exemple 12 sert bien sur de contre-exemple pour 9 et 10, mals comme
on n'a pas réussi 5Vcrouver un exemple n'utilisant pas de formes trop fortes
d'axiome du choix, on donne quand méme des contre-exemples spécifiques plus

simples pour 9 et 10.
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Pour construire bon nombre de ces exemples, on est amené 3 utiliser
fréquerment la notion de topos de fractions dont je vais préciserfquelques
points particulieré.

Soit % une "base de filtre" de sous-objets de 1, c'est-3-dire une
famille (au sens externe) d'ouverts stables par intersecﬁions deux 3 deux
et ne contenant pas 0. On définit un calcul de fractions I dans E en con-

g

sidérant les fléches X > Y telles qu"11 existe U dans F tel que oxU

soit un isomorphisme. On démontre aisément que la catégorie de fractionms
- . ) L] 4-1 * .
i J est encore un topos qu'on notera aussi _l"':f_ ]. Si 1%on note
E —_— 2[3571] le foncteur canonique, ce foncteur est lkogique, et on a

le lerme suivant :

Lerme 3 ¢
a) 5i N eot 10.E.N. de E, By () est L'0.E.N. de E[F ].
b) Si N est un Ti1~-faisceau, ljﬁ(N) aussi.

c) Si N est flasque, E’/ﬁ(N) ausst,

Preuve

a) 11 suffit de voir que tout endomorphisme X —> X de g._[ﬁ'lj se reléve
ea un endororphisme de la forme XxU —> XxU de E. La suite est évidente;
EDe maniére plus générale, on sait que 1'0.E.N, se conserve par foncteurs
logiqueé].

b) Une fliche Tl-dense X' —> X de _Fz[ﬂrlj se reldve en une fliche
dense X'xU —> XxU de E/, (et donc de E) ; en effet. le compiémentaite de
X'>——> X dans‘§[§:~1] est fait de la fagon suivante :

c'est la classe des sous-objets TWX'xV) >—> XxV pour la relation d'dqui-

N

v -
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valence déduite de ¥ . Le complémentaire de X_' >—> X sera nul dans

E?'?—l] si et seulement si un des objets (X'xV) est nul dans E/i.

-—

c) La propriété constatée en b) démontre aussi c).

Proposition 5 : Etant donné un topos E, on construit wt morphisme logique
.

E

> E' ot E'. a son objet finai booléen, wniversel pour les morphismes

logiques E ——> F o3 est booléen.

Démonstration : Solent T le filtre des ouverts T1~denses de Eet E' le
topos _1;:_[:!5"1] du lemme ci-&essus ; on prend évidemment f = Bz .

. L'objet final de E' est booléen : soit § >—> 1 un ouvert de E', et
représentons le encore par S>> 1 dans E. L'ouvert U = S V1S esi 11-dense

et donc 13‘(!1) -1, ¢ est—a—dire que Rj(s) v P/( S) =1.

. Soit E -—&-> F un morphisme logique o3 F a son objet final bcoleen :
si § >~> 1 est Tl-dense dans E, g(S) >—> 1 est Tl-dense (g conserve la
négation) et donc un isomorphisme. Soit t : X —> Y une fléche du calcul de
fractions associé 2 f » On peut trouver Uef tel que XxU LR YxU soit
‘un isomorphisme et donc aussi £(txU) = £(t) x £(U). Corme £(U) = 1, on en

déduit que £(t) est un isomorphisme : d'aprés la fropriété universelle des

catégories de fractions, £ factorise par _E_'.

Nous avons maintenant en main tous les outils pour entamer la comstruc-

tion des exemples annoncés.

3 EXEMPLES

La numérotation des exemples est ceile du diagramme de classigication.

Le topos E—l,g

On considére la catégorie T () des parties de N et de leurs inclusions ;

i A
on note 9 (N) la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur @), et 1'on
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Py ) .
munit <P(N) de la topologie de Grothendieck associde aux partitions finies
de N. Précisément, on prend comme cribles couvrants de base de l'objet fi-

: . n : :
nal, les foncteurs R >—> 1 définis par R = AL hU_~oa}l est le foncteur
| 1«1 93 ¥ o
représenté par la partie Ui de N, et ol -
n

(Ui)isl est une particion finie de N, On &tend la définition 2 ET(Q) de la

maniére habituelle pour en faire une topologie.

Si 1'on note fT(&) le topos des faisceaux pour cette topologie et N
son O.E.N., N est %'1 comme dans tou; les topos de Gro;hendieck. Cherchons
i savolr ce qu'est un poihﬁ de N, x ¢+ 1 —> N, Par définition, c'esf la
donnée d'une fldche R —> N daﬁs S(N) ot R >—> 1 est un crible dease,
¢'’est-3-dire correspondant 3 une partition finie de N'(Ui)zul. C'est donc
la donnée de n entiers xi, chacun défini au-dessus de Ui; et la nmanidre la

€

plus simple de le volr, est donc de le considérer comme une fonction bornée

de N dans N :

x la borne &tant p = sup §n
N ‘ ] i-looon{ i}

‘N

Considérons alors la base de filtre de Fréchet sur N.constituée par, les

parties ([§,+w[)n e N° Notons E. a le topos des fractions pour cette base de
1] - . .

N 1

filtre. Nl 1'0.E.N. de g&
22 —la8

rnéme de N, et que tout point de Nla se reléve en un point de N.

n'a que des points bornés puiqu'il en est de

On va construire une flache 0' : Nl,a — N1a qui prendra la valeur O
sur toué les entiers de Nla et sera cependant différente de‘O. Pour ce fairg,
on commence par la construire dans ffﬁﬁ); od 11 suffit de la définir sur les
Frntiers standards (puisqué N = lle 1)v.

On pose 3 .
O'(n) - (1,1,0.01,0,0...)!
) [ —

n
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Si x: 1 —> N est un Entier quelconque de N, 11 est défini par un nombre
fini d'entiers (“1)§-1’ et on a donc @

0'(x) =0 si q> sup 13
q i=1...p

0'(x) est donc nul dans N, _» et cecl pour tout x : 1 —> N at
2 b}
Par contre 0' est non nulle : si cela &tait, on pourrait trouver un

entier n tel'que"O'/En s = 0 dans :?(ﬁ)/[b*,[ . Or, pour tout n
?

Pl O i)

et n'est donc pas nulle.

ﬁl,a n'est donc pas faiblement bien pointé, et la partie complémentée

A >—> Nl,a telle que A = Ker(OfO') est agréablement représentée par la par-
tie de N x N "au-dessous de la diagogale" :

. A et l'on imagine bien qu'une forc-
tion bornée finit par Etre toute
entidre en-dessous de A 8 partir

d'un certain rang.

Le toPOS,ELib

On s'assure de ce que le fait de n'@tre pas bien pointé n'est pas'lié
a celui'que les points soient bornés bu non en donnaut un se;ond exémple ol
les points ne sont. pas bornés.

On considdre dans g>(m x N) la topologie de Grothendieck qui admet

‘pour base 1'ensemble des_cribles.

Pn
e lL hUi ol (U ) est une partition finie de {n} x IN.
nelN i=1

N
La représentation géométrique des points de 1'O.E.N. N de T xR

(£aisceaux pour la topologie indiquée) est alors la suivante :
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N

A
“
~
~
A Y
A Y
N
S -~ er e ma
~
LY
A
~
~
~

Y

Ce sont des surfaces gauches telles que toute coupe suivant un plan vertical

x=n soit 1e¢ gra_;:he d’u ne foagt£°‘ bornée de N dﬂ.hs N '
On considére dans NxN la base de'filtre des parties saturées vers le

haut pour 1'ordre déduit du second facteur :

Si 1'on note Eh p le topos des fractions pour cette base de filtre et
1

\ t ' — 2o N
b 1'0.E.N. de Eﬁ,b’ ?a.partie A >—> Nl,b située "en-dessous du plan

bissecteur y=z, contient les points de Nlb sans €tre Nlb ¢ puisque les coupes

scat bornées dans la direction Oy, elles se retrouvent au dessous du plan

bissecteur'pour une certaine ordonnée ; A n'est pas Nlb puisdue la fibre en

tout point en est différente ; le complémentaire de A est ce qui se trouve

au-dessus du plan y=z, On peut sans difficulté construire, comme pour Nla’

une fléche Nlb N [p,l] telle que A = Ker(t,0), en posant, au niveau

~ .
TExN) :
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n =1 81 q<n

) = () avec { Psq

n =0 si >n
Psq az

Enfin cet 0.E.N. n'a pas que des points bornés : il suffit de considérer

celui qui est défini par n = p.
Psq

Le topos E, = E,,

Soit EEEF le topos des foncteurs covariants sur l'ensemble ordomné N.
Dans ce topos les gous-objets de 1 soﬁt. ou bien 0, ou bien une partic satu-
rie pour lordve c'est-3-dire un ccgmeut [n;+°'[ .
ies ouverts [§,+w[ sdnt Ti~denses puisque leur ccmplémentéire ensembliste ne
contient pas de parties saturées poufll'Ordre.

31 1'on'§uotiente ce topos par le filtre des ouverts}‘]—déuses, 1l'objet
final devient booléen (}rop. 5) ; mfeux, il n'a plus d'ouverts non triviaux.
Etant donnés les 1§p11cations 7 et 52. on en dééuit que cet 0.E.N. 'Nz est
£aiblement bien pointd. |

On peut aussi remarquer que tous les points de NZ’ mém? locgux, sont
standards, ce qui nous permet d'affirmer (prop. 1) que Nz est faiblement
standard.

Pour montrer qu'il n'est pas bien pointé (et donc non standard), il .
suffit d'exhiber une partie stricte A >—>.N, contenant tous les points.
Zncore une fois on prend la partie situde "au-dessous de la diagonale",
c'est~2~dire 1'objet défini au niveau Egg? par A(p) = [p.ﬁ]. les morphismes
de transit;on étant b;en sur ies inclusions &videntes ; A contient toﬁs les
points Qe N, @ ils sont tous standards et se retrouvent donc "gu-dessous de

la diagonale" 3 partir d'un certain rang
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AN

précisément n/[n;”[ '3 A/[nw'[

b -

Il est clair que pour cet exemple, A n'est pas complémenté : aucun

point local ne peut rester au-dessus:de la diagonale et donc TA = O.

Le topos E, = E,,

3 3

’

Prenons un topos booléen. E avec 0.E.N. N (e.g. Ens) et quotientons
-EIN par la base de Fréchet : ([p,+w[)n e Le topos quotient'est booléen

puisque le passage'aux‘fractions‘conserve cette propriété. L'0.E.N. N, de

3
ce topos §3_est donc bien pointé (prop. 4), et il n'est pas faiblement stan-
dard, car 1l'Entier générique N —fé—o.NxN est plus grand que n en restriction
5 [n,m[ . Bj(A) est donc plus grand que tout entier standard. [O,A] >~> N3

est donc une partie stricte complémentée contenant les points standards.

Le topos E&

Exprimer qu'un 0.E.N. est standard, (bien pointé), se fait en disant
qu'un certain morphisme fonctoriel T (T') est injectif :

T, —s (1,00 () — (1,00

£~ (£ £ o (£(X))

ies notions de faiblement standard (f. bien poiﬁté) se remenant élots'a
1'injectivité de T, (T)). |

Trouver des contre-exemples i ces situations procdde donc de la méme
‘technique globable : on prend un honnéte topos de Grothendieck que 1'on
cuotiente par un filtre de maniére 3 grossir les ensembles de fliches tout

én conservant le nombre de points, ce qui conserve la surjectivité de T(T')

sans conserver son injectivité.
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Or, la situation que 1'on cherche 3 obtenir, est celle ol T est un
hddomd;phisme sans étre Epimorphique : il ne faut donc pas s'étonner si 15
‘technfque de construction est autre.

Prenons pour E, la sous-catégorie de EEEAN constitude des suites sta-

tionnaires d'enéémbles et de fléches : les objets sont les suites (Xn)

neiN
d'ensembles telles qu '{1 existe n, verifiant[ﬁ > n s X - Xn ); les
(f
flécheS'(X ) —— (Y ) sont telles qu'il existe P, vérifiant

[ > S— fp - f X(ce qui entrafne P20 ).

Cette catégorie est un topos : toutes les constructions finies exis-

tant dans Ens/ peuvent se faire dans §4. D'autre part, les suites cons-
(s_) (0)

. n . n : ,
-antgs (Nn) > Ghn) et (ln) ———— (Nn) sont dans §4’ et la

ropriété universelle de 1'0.E.N. s'exprime par des diagrammes finis.
E, a donc un O.E.N. N4 (qui est aussi celui de,Ens/iN puisque 1'inclusion
E, Ens/iN est lcgique). |
Celui-ci est &videmment standard puisqu'il en est ainsi dans Ens/, et
que les fl&ches N —> X de §4 sont aussi dans Ens4N.
n

Par contre 24 n'a pas de somme directe dénombrable ; soit (1 S Y Na)

la suite d'Entiers de N4 définie par xz = Inf(n,p) ; cette suite induit une

fl3che N £ N de EnsGN qui se calcule de la manidre suivante :

fn : Nn — Nn est définie par fn(p) = Inf(n,p),
et cette suite de fl&ches (fn) n'est pas stationnaire, et ne définit donc

pas une fléche N4~——a “4‘

Renarque Le résultat reste valable si 1'on part d'un topos ol N est.% 1.

Le topos E

" On preandra pour §5 le topos des faisceaux suf G (N) pour la topologie

ces partitions finies, que l'on a eu l'occasion de considérer pour la cons-



truction de E) .. E; est un topos de Grothendieck et 1'0.E.N. est donc
sorme dénombrable de 1. Montrons qu'il n'est pas méta-markovien.
ﬁqur‘cela,.il nous suffit d'exhiber une partie complémentie de Ns;
dont le support n'est pas Tl-fermé ; considérons le cémpléﬁentaire de la
partie A >—> N, introduite en gﬁa,'c'est-é—dire le sous-faisceau B de Ng
dont la fibre en n est [n-l-l,-hn[ : géométriquement, la partie de W x N '

au-dessus de la bissectrice.

B n'a de sections qu'au~dessus des par-
1A=B ties finies de N, puisqu'une section
bornée n'est au-dessus de la bissectrice

A | que sur une partie finie de NN,

- —— -

b - -

a b

Autrement dit, le support de B est le crible D des parties finies de N dé~

| {1 si X e g’f(ﬁ)
D(X) =

@ sinon

fini par

(c'est le faisceau associé au crible "discret"
1 si X est un singleton
D(X) =

@ sinon. )

Or D >——> 1 est l-dense puisque si X C (N est non vide et tel que
(X)) ¢ et sineX, ona ID(n) =1 et D(n) =1, ce qui est impossible.
Cet exemple nous permet de donner une démonstration sémantique du

thioréme sufvant :

Thiordne 2 : Le principe de Markov est indépendant de HA .

En effet, Eg n'est pas méta-markovien, et ne peut donc vérifier le
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principe de Markov et donc HAw'ﬁL“ P.M. (et on sait aussi que

BA 47— TP.M. en calculant dans Ens).

Le topos Eg
11 éét "facile" pour un O.E.N. d'&tre méta-markovien sans &tre flasque :

prenons le topos 56 des faisceaux sur 1l'espace topoiogiqué habituel € ;

donnons-nous une partie A >-> N6’ A se décompose en A = ..ﬂ_m A ol les An

sont des ouverts. Pour que A soit comp}émentée, il faut 2£511 suffit que

tous les Al le soient, c'est-3a~dire soient g ou R (0 ou'l). Si A est com-

plémentfe, son support est O ou 1, et donc 17l-fermé.

Chacun sait d'autre part que N n'est pas flasque : une section non

constante d'un ouvert non connexe n'induit pas une section globale.

Le topos Eh
Pour cette situation (flasque et non méta-bien ordonné), on peut
choisir le topos des faisceaux sur la catégorile des parties “P@R) pour la

topologie des partitions dénombrables. Les cribles couvrants de base
—— L B -
s >— 1 seront ceux qui peuvent s'écrire § = _L hXi ol (X} o o5t

felN
une partition au plus dénombrable de R.

. L'0.E.N, N, de ce topos est flasque : toute fonction £ : R —> N
définit une partition dénombrable de R, et 2 ce titre, une section globale
1 N7 ; 3 un point local § —> N7 correspond une fonction partielle
ﬁ > N (le domaine &tant {x/S({x}) - 1})qui peut elle-méme se prolonger en
urie fonction globale définissant un point global.

« 1 n'est pas booléen :‘puisque R n'est pas réunion dénombrable d'en~
sembles dénombrables (utilisation d'un "petit" axiome du choix), le crible
discret D = L h{x} qui est aussi le crible des parties dénombrabkles de

x e R :
R, est évidemment Tl-dense, et ne peut &tre égal 3 R.
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Le Fopos Eﬁ

————

I1 peut se faire que l'objet final d'un topos soit Booléen sans que
1'0.E.N. le soit. La preuve en est donnfe par 1l'exemple 2 : 1'objet final

est booléen, et comme N, n'est pas bien pointé, 11 ne peut &tre booléen.

Le topos gg

81 N est un 11-faisceau, toute fldche X' —> N ol X' >—> X est Tl1=
dense se prolonge & X de maniére uniqu;.

‘Dire que N est flasque,-c'est dire que l'on-a cette propriét? lorsque
X est un ouvert : si N est flasque, X' —> N se prolonge 3 i —~> N, donc &
X par restriction, 1l'unicité provenant de ce que N est Tl-séparé. Récipro~-
quenment, soit X -—5-; N un point local, notons U = S V1S et définissons
x' : U—> N par x' = (23 :8V1S —> N: U-—>1 est Tl-dense, et par
hypoth&se, x' se prolonge 8 1 —> N.

Il n'y a donc pas de faison‘pour que ces notions colncident si le
toﬁos n'est pas engendré par les ouverts. L'exemple suivant les distingue.
“Associons 3 Eg le topos gé de la proposition 5 et prenons ge's gg.

1 est booléen par construction et N9 est donc flasque.

Pour montrer que ce n'est pas un Ti-fatsceau, on va construire un soué-‘
dbjec 11-dense R' —> qkba %? (%%]J ("faisceau constant" R), et une fl&che
RY ——> N9 niadmettant pasbde prolongement 3 CR [Eﬁ : foncteur qanonique
;-6_‘9 Eé].»

Corme d'habitude, on va définir R' au niveau des faisceaux sur R en
posant, si U est un ouvert de R :

R'(U) = {3 ¢: U —> qR /I ¥x el s(x) # x}.

.L'interprétation géométrique est la suilvante :



-
-
(= -.‘.]

R

s est une fonction localement constante U —> R ne coupant pas la diagonale -

A R! est donc en quelque sorte "le complémentaire de la diagonale".

La fliche £ : R' —> N.est définie de la fagon suivante : on a
R' = Q1 1 - {x}odl = {x} est le foncteur représenté par 1'ouve;.'t dense’
cc:zpl’é‘m:nﬂtzaire du point x. Pour définir £, 11 suffit donc de le faire sur
chaque fgcteur 1- {x}.'et’ comme 1 - {x} = h]-m,x[lh]x,w[ » on posera

{0 sur h
f & { =, x{
x ’1 sur h]x,-m[

Plagons-nous maintenant dans _1_-3_9 ; £ ne se prolonge pas 3 CR : 81 cela
était, d'aprés la construction de g_g. on éourrait trouver un ouvert.densg U
et une fléche.f :.;lti 1 ~> N de -E-6 tels que fxu prblqnge £ i U. Soit ]a.,bi
un intérvalle ouvert de U, :‘.- x ]a,b—[ prdlonge £ x-]a,i)[ : pour tout x de SR,‘
‘f; : 'Ja,b[-_—) N prolonge donc f, : h]a'b[_{'x}b-—b N. Or, .si x ;]a,h[, "
fx n'est pas constant sur }a,b[— {x} alors que -f-x est con.s‘tant'sur ]a,b[

puisque ]a,b[ est connexe.

Le topos -E-lo

On va construire un topos non booléen dans lequel 1'0.E.N. est booléen.
Pour cela, on munit R de la topologie pour laquelle les fermés sont les par-~
ties au plus dénombrables de R. Dans cette topologle, les ouverts non vidgs

sont denses puisqu'un ouvert est soit vide, soit non dénombrable. De plus,
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toute intersection dénombrable d'ouverts denses est un ouvert dense.
Si 1'on note E le topos des faisceaux pour cette topologie, le topos associé

E' = Eo (prop. 5) est solution du probléme ;

. Nlo est booléen ; soit A >——> Nlo une partie de “10 ; dans E, A

stéerit A = 1L A, ol les A sont des ouverts. Pour tout n, A V 1 A, est

n€N .
un ouvert dense et donc aussi § = () An v ‘!An d'aprés ce que 1'on a vu
n €N :
plus haut. * s
On a donc @

AV TAxS = (LA V 1 TA)IxS = A V1A xé-J_Sths
( xS = (kALY L TAES = (A T IAS = s
puisque pour tout n, ScAnV ‘IAn.

A en restriction 2 S est donc complément@ : complémenté dans-Nlo.

.. E].O n'est pas booléen : notons 1x = R - {x}, 1; fléché induite dans -
Eld par £ ¢ .x_Ue_ .lR 1x>>—->% 1 est Tl-dense puisque £ est Tl-dense, et que le
passage aux fractions conserve la 11 ~densit&. Si ces objets étaient 1§omorphes
dans -E-IO;. on pourrait trouver un cuvert densg S CR tel que % 1x'x .S y% S,
ce quf signifi:e S x lx = S pour tout x, et donc que S & 1.x pour tout x, ce

qui veut dire : ¥ x x ¢ S.

On ne peut donc trouver un tel S, et la partie construite est stricte.

Exémgle 11.: N peut &tre un Ti-faisceau sans que le topos soit bool&en : par

exemple dans le topos _E_z.

Le topos -"312

Remarquons d'abord que gm ne r‘:éso»ut pas le probldme 12, car Nm evst“v
un Tl-féisceau. En effet; dans E, tous ieavpoints locaux sont st#hdards
(tous les ouve?ts soht connexes) et admettent doné des prolongements .évider_lts'.
Comme E edt engendré par ses ouverts, on en déduit que N est un T1-faisceau

et donc aussi Nlo (Lemme 3).



Les constructions qu'on a faites jusque 13 ont pu &@tre faites 3 1'aide
d'une forme dénombrable d'axiome du choix (un produit dénombrable d'ensembles
non vides est non vide), de fagon 3 pouvoir affirmer qu’uné réuhion dénom«

brable d'ensembles dénombrables est dénombrable.

Nous n'avons pu trouver de topos simples ol 1'0.E.N. est booléen sans
étre un 11-faisceau ; on se donne pour cela un axiome du choix qui nous as-

sure de l'existence d'ulcrafiltge non trivial sur N.

Donnons-nous donc un ultrafiltre non trivial D sur N, -,et nptons “‘1 .- '
1'ultrapuissance RN/D. On sait [KELSLER] que‘a1 est un modile o -saturé de
la théorie des ensembles densémment ordonnés, c'est—a-dife qué tout ensemble
dééombrable de formules qui y est finitement satisfaisable, y est satisfai-
sable.

Considérons Rl mﬁni de la topologie engendrée par les intervalles ou-

vérts ]a,b{ ; nous allons montrer qu'une intersection dénombrable d'ouverts

denses est un ouvert dense.

- Soit (Bn) une suite d'ouverts denses.

ne N

a) N B_ est dense
n N - -

Soient ¥, € lRl et T un intervalle ouvert contenant y,+ nous ‘allons
construire par récurrence une suite décroissante d'intervalles

(]an,bn[)n o N contenus dans I, tels que pour tout n, ]an’bn[ c 1(2:1 B:l.’ s

» Pulsque B1 est un ouvert dense, 1N Bl’contient un intervalle ]‘l’yl['
. Supposons construit ]an.bn[ C 1121 By ]an,bn[ﬂ B, contient un ir-
. 1 ) ——— N
tervalle‘Jan+1,bn+1[.
Or 1'intersection d'une suite décroissante d'intervalle contient un inter«

valle. Cansidérons en effet 1'ensemble dénombrable de formules :
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{an<x<y<bn}nem

il est finitement satisfaisable donc satisfaisable : il existe a, b tels |

q_.ue ]}a',b[ c Q']an’bn[CQ B, et ({'} Bn) NIés.

'b) N Bn est ouvert
né€N

Soit Yo € ;:.‘ Bn 3 puisque Bn est ouvert et cor;tient Yo» OO0 peut

trouver Ja n’bn[ C B_ contenant y .

L'ensemble de formules :

{an<'x<y°v<y<bn}n€m( |
étant finitement satisfaisable; est satisfaisable, et on peut trouver a et

b tels que :
v, Jab[c nn lasb [c n s,

. o . | . ‘ v
Notons E le topos des faisceaux sur ‘Rl et-E,, = E'.
Corme pour 1l'exemple 10, le devient booléen puisque 1'intersection dénom-~
brable d'ouverts denses est un ouvert dense, mais N,, n'est pas un J1-faisceav
(bien‘qu'il soit flasque).

En effet, notons 1 =R, - {x} pour x € R,, ‘comme pourva
g_;(x_lél. 1x) P> gﬁ(ﬁll. 1) est Tl-dense, et la fléche f -:‘%!'(é‘i 1*) — 'lei

définie = dans E par

. 0 sur ]-ﬁ,‘x[
£, -

1 sur ]x,jw[

ne se prolonge pas en une fldche £ : C, —> N

2 L2 Pour les mémes raisons que
Ry .

pour Ng.



APPENDICE (Janvier 78) par L. MAHE : application du théoréme I, 3e partie.

Proposition : 57 l'objet final du topos E est booléen, tous les ensembles

finis du topos sont booléens.

Preuve : Par "ensemble fini'" on entend un objet du topos isomorphe 3 un
seguent [Q,x] de Noli x : 1| —> N est un point de N (&ventuellement non-
standard).

Pour x entier standard, cette proposition est triviale puisqu’elle
se démontre par une récurrence externe. Par contre, pour X quelconque,
elle ne peut se démontrer par récurrence interne puisqu'elle n'exprime pas

la validité d'une formule interne.

Soit alors Ac Net x : 1| — N, il faut montrer que A f}[b,x] a un

vral complémentaire dans [b,xﬂ, c'est-d~dire :

Vi (i<x — A(1) V TA().

Notons B 1l'interprétation de la formule (i<x ——> A(i) V TA(1))
et g celle de V z (z>n ——> B(2z)). Si 1 est booléen, N est mét; $ian
ordonné (théoréme I, 3e partie). Or on a g(x+l) car €= Z>x —> B(z).
¥ a donc un plus petit élément Yo ¢ ] — %, et on a -

{= Yo = O'V'y0 = Sp(yo) (s = successeur, p = prédécesseur tronqué & O).
g;it U le sous-objet de 1 interprétant Yo = 0 :
Dans E/U on a v, = 0 et donc ¥ n ﬁ(n), c'est-i-dire B x U = N x U.
Soit V = U, dans E/V on a Yo = sp(yo).
Comme on a AV TACB CN et que A V 1A est 7T-dense dans N, il

u . .
> N un point local, dans le carre

en est de méme de B. Soit alors T

cartésien : 1



T' > T est Tl-dense et donc un isomorphisme puisque 1 est boolé&en :
. . . o
tout point local de N se retrouve dans B et en particulier p(yo) € Bx V.
. " . ys .
Mais alors, comme Yo &€ BxV on en déduit que p(yo) € ng, ce qui contre-

A\, N
dit le fait que Yo soit minimal dans BXV : on a donc V= 0 et B = N,

La formule VnV z (z>n —> (z<x —> A(z) V TA(z))) est
donc valide dans E, et en prenmant n=0, on en déduit la validité de

Vi@ < x— A@) V TA(1)), qui est le résultat cherché.
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