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INTEGRABILITE UNIFORME ET DANS L* DES MARTINGALES EXPONENTIELLES

par D.Lépingle et J.Mémin

La question de la continuit& absolue de deux mesures de probabilité& associées
d des processus aléatoires, qui se raméne 3 celle de 1'intégrabilité uniforme
des martingales exponentielles positives, est un probléme important en théorie
du filtrage stochastique, et la recherche de conditions suffisantes a domnné
lieu 3 de nombreux travaux; citons [1,2,3,4,5,7,8] pour ne parler que des plus
récents.

Dans la premiére partie de cette étude, nous donnons des conditions obtenues
en [4] une version un peu plus générale permettant en particulier d'améliorer
un résultat de Kazamaki [2]. La deuxiéme partie est consacrée & 1'étude de con-
ditions assurant la Lr—intégrabilité des martingales exponentielles $(M). Yen
dans [8] donne deux résultats dans cette direction; utilisant [4] et nous inspi-

rant de [8] nous généralisons certains de ces résultats et en donnons de nouveaux.

On se donne comme & 1'accoutum@e un espace probabilisé filtré (Q’q’(g;)t$0’P)’
la filtration &tant continue 3 droite et 4% contenant tous les ensembles négli-
geables de % . Les martingales et processus croissants seront adaptés a cette
filtration et auront leurs trajectoires continues i dfoite et pourvues de limites

d gauche. Les notations utilisées sont celles de l'article [4].



I. Critéres d'intégrabilité uniforme.

Si M est une martingale locale nulle en zéro i sauts AM3z-1, si T=inf{t>O:AMt=—l},
si y désigne la mesure al&atoire 3 valeurs entiéres associe 3 ses sauts et Si Vv
désigne son systéme de Lévy, c'est-d-dire la projection prévisible duale de y,

il a été démontré dans [4] que sous 1'une ou l'autre des conditions suivantes

(1) Elexp{3an®, M +(Log+0)-Z) )] <=, T=w

(2) E[exp{%<Mc,Mc>T+((1+X)L0g(1+X)"X)-\’T_}] <e

alors E[E(M)m]=l, en rappelant que &M) est la martingale locale positive définie

par
EM) = exp{M—;—<MC MO+ (Log (14%) —x) .1}

Cela &tendalt le résultat de Novikov [6] portant sur les martingales continues

oli la condition était

(3) Efexp -12-<M,M>m] <w .

De son coté, Kazamaki [2] a amélioré le résultat de Novikov en obtenant la condition

moins restrictive
1
(4) E[exp EMw] < w

ol M est supposée uniformément intégrable et continue.

Pour obtenir (4), Kazamaki part de (3) et applique 1'inégalité de Schwarz 3
une décomposition multiplicative bien choisie. De méme, on peut,en modifiant légé-
rement les méthodes qui permettaient de conclure dans les cas (1) et (2), obteqir

deux familles de conditions qui généralisent 1l'ume (1) et (4), l'autre (2) et (4).

I.1. Théoréme. Soit ¥ la famille des temps d'arrét bornés. Si pour un ae[O,l[

l'une des deux conditions suivantes est réalisée

(5-a¢) : T== et lorsque S varie dans §, la famille des variables aléatoires

2
1 c ,C
exp{aMS+(§*Q)<M .M >S+(Log(l+x)—x+(l—a)f§;)-u

g}



est uniformément intégrable ;

(6-a) : lorsque S varie dans €, la famille des variables aléatoires

1{S<T}exp{aMS+(%—a)<MC,MC>S+a(Log(1+x)—x).us+(l—a)((1+x)Log(l+x)—x).vs}

est uniformément intégrable,

alors E[E(M)w] =1.

Preuve. a) Montrons d'abord le résultat pour la condition (5-a). Rappelons que

si 1'on pose comme en [4]

2

X
TioH

N c ,.c
(7) M=M MTLMT> - o

alors pour O<A<l, des inégalités

(8) ALog(l+x) < Log(l+ix) < Log(l+x) + (x—n)f§§

valables pour x>-1, on déduit

® (50" < EOM < 81 expO-DY .
Si 1'on pose ici

10y A - Logean - (-0

la condition (5-a) exprime exactement que T=> et que la famille (exp Aéa),SGf)

est uniformément intégrable. On déduit de (8) et de (9) que

1

(an  gom < (gan) AU G- (e A @

(12) EOM) < exp(r-a)M exp a@)

Pour asA<l, la condition (5-a) et 1'inégalité (11) montrent que la martingale
locale positive (M) est uniformément intégrable, car si CéFet S€f, on obtient
en appliquant 1'inégalité de Holder avec p"—'(l--OL)(A—m)-l

=1

Posons pour k21

. n
Tk = inf {t>0: Mt‘ k} .



D'aprés (9) et (12), pour agigl ,

(a)
g(AM)Tk < l{Tk=w}8(M)Tkexp(]—A)k + l{Tk<w}exp(a—A)k exp ATk
(a)
€ B(M), exp k + 1 ©1EXP AT ,
Tx {Ty<=} K

et cette somme est intégrable et indépendante de XA ; cela prouve 1'intégrabilité
uniforme de la famille (X(AM)T ;0€A€1); comme de plus, en utilisant (9) sur

k
{Tk=°} et (11) sur {Tk<w}, on vérifie aisément que E(AM)T tend p.s. vers t(M)T

k k
~ ' . 1
lorsque XA tend vers 1 , cette convergence a également lieu dans L et

E[g(M)T ] = lim E[g(AM)T] =1
k A1 Kk
Mais d'aprés (10),

()
E[E(M)Tk l{Tk<w}] < exp-(1-a)k E[exp ATk I{Tk<m}]

(o)
s ]

g exp—(l-a)k sup E[exp A
Set

ce qui tend vers z&ro lorsque k tend vers l'infini, et ainsi

E[8an ] =1 .

b) La démonstration pour la condition (6-a) est tout & fait semblable; elle est
basée sur la double inégalité démontrée en [4,(3.6)], beaucoup plus difficile &

démontrer que (9)
(gt < 2} < 8 epr-DE, 0l
ol ZA est une martingale locale positive et ol
B=M- <MC,MC> + (Log(1+x)—x).u — ((1+x)Log(l1+x)-x).v 3
par conséquent,
2 ¢ (o) PO oy (1emy 5@

avec

(Y - 1ogg) - -0 . O

On peut remarquer que la condition (5-0) n'est autre que (1), et la condition
(6-0) n'est autre que (2). De plus les conditions (5-a) et (6-a) sont de moins en

moins restrictives lorsque o croit.



I1.2. Proposition. Pour O<a<B<l, la condition (5-a) entraine la condition (5-B)

et la condition (6-a) entralne la condition (6-B).

Preuve. Lorsque CeFet Se€,

(B)]

E[l exp AS

c E[1, 800 exp-(1-8)H]

(]

o\l _ oyl
E(1, (gang) B U™ (gany y OB U™ orp1-pyii ]

&[1, exp A(a)])(n—e><1—a>‘ .

A

Méme chose pour la condition (6-a) . a

Les conditions (5-a) et (6-a) pour a>0 ne sont pas faciles d manier puisqu'elles
portent sur 1'intégrabilité uniforme d'une famille de variables aléatoires. Il est
évidemment plgs pratique d'avoir & vérifier 1'intégrabilité d'une seule variable
aléatoire. Dans cette direction nous avons quelques résultats partiels qui permet-

tent notamment de généraliser celui de Kazamaki [2].

I.3. Proposition. Si M est uniformément intégrable jusqu'a 1'instant T et si 1'une

des conditions suivantes est satisfaite :

T = ©

2
(i) E[exp{—M +(Log (14x) x+2(1+x))l{x<o}.u }] < ®

(ii) E[exp{—;-MTi-;((]+X)L0g(l+X)"X) -VT_}] < = >

alors E[E(M)m] =1 .
2

Preuve. Comme (Log(1+x)--x+2(1+x

)1 .U est un processus croissant, la condition
)’ 1 {x<0}" P

(i) montre que le processus
s x2
eXP{§M+(L08(1+X)*X+£?TI;S)1{x<0}-u}

(1/2)

est une sous-martingale uniformément intégrable; elle domine le processus exp A

(1/2),

par conséquent la famille (exp AS ;S€ef) est uniformément intégrable et la condi-
tion (5-1/2) du théoréme est vérifiée. On a la méme démonstration pour (ii) aprés

avoir remarqué que (Log(l+x)-x).u est négatif. [

- Nous nous intéresserons maintenant essentiellement 3 la condition (5-a).



(@)

I.4. Lemme. Le processus exp A est une sous— martingale locale de décomposition

multiplicative

:

(13) exp A(a) = E(aM) exp{%(l-a)2<Mc,Mc>+(Log !

::-(l—a)—ﬁ-)-u} s

1+ 1+x

ol le deuxiéme facteur du membre de gauche est un processus croissant optionnel.

e e e + X
Preuve. On vérifie sans peine la formule (13), et la positivité de Logr%az-(l—a)Tig,

déja vue en (8).

(@) @

On pourra remarquer que les définitions de A et de B permettent aussi

d'écrire les formules

@ - (20)® exp(1-a)a(®

il

exp A

exp B(a) (eM))® exp(l—a)B(O)

I.5. Lemme. La condition(5-a) est &quivalente 3 l'assertion suivante

(l4-a) T = = , B(aM) est uniformément intégrable et E[exp Aia)] < o

Preuve. I1 est clair que (5-a) implique (l14-a). Réciproquement, (14-o) et la décom—

(o)

position (13) montrent que exp A est une sous-martingale uniformément intégrable.

I.6. Proposition. Si AM>-1+§ pour un >0 et 851, si M est uniformément intégrable,

la condition
1
E[expme] < ©

assure 1'intégrabilité uniforme de B(M).

Preuve. On vérifie que si B=rgg , On a

2

xR -2 1.1
Log (1+x) x+81+x 0 et 2 1+s € 0

A

Lz sous-martingale uniformément intégrable efo%BM domine donc le processus

((+6) "

exp A » qui est ainsi uniformément intégrable comme il est exigé en

G-(1+8) 7.
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1.7. Proposition. Si M est uniformément intégrable et si 1'on a pour un ae[0,1]

(]5-—(1) T = R E[expz—a:le] < ﬁ E[exp Aia)J < o

alors £(M) est uniformément intégrable.

Preuve. Le cas o=0 est clair, A(O) tant un processus croissant. Le cas a=] aussi,
c'est le théoréme I.8 de [4]. Pour O<a<l, on applique la proposition I.6 3 é=I-o
de sorte que la condition E[expigaMm]<w assure 1'intégrabilité uniforme de §(aM),

on termine grace au lemme I.5. 0O

I.8. La proposition I.6 généralise le résultat de Kazamaki; en effet, si M est
continue ou si M n'admet que des sauts positifs, on peut prendre §=1 et on retrouve

la condition (4); la méme implication est obtenue & partir de la proposition TI.3.

I.9. La'proposition I.7 permet d'obtenir un peu mieux. Supposons en effet M conti-
v 12 o - o]

nue et prenons a dans l'intervalle ]5’5[; la condition (4) entralne E[expi-:aMm]<eo

puisque i%a<% , et elle entraTne aussi (5-1/2) (proposition I.3), donc aussi (5-a)

(proposition I.2), donc finalement E[exp Aia)]<w. Les conditions (15-o) sont bien

dans ce cas plus générales que (4).

I.10. La décomposition (13) permet de déduire le résultat du théoréme correspondant
a a>0 du résultat correspondant 3 o=0. Nous partons pour cela de la condition équiva-

lente 3 (5-a) donnée dans le lemme I.5, c'est—a-dire (l4-a). On calcule que

e = gaM) ECw)

< o .
ou M est le processus donné par

2
X

l+ax”

Q.

M= (1-a)M - (1-a)<M®,M%> - o(1-a)

M

Puisque par hypothése &(aM) est uniformément intégrable, il existe une probabilité
notée Pa égale 3 E(aM)w.P , et on vérifie facilement [5] que %M est une Pa—martingale
locale. La condition (5-0) appliquée i E(QM) nous assure que E(aM) est uniformément

Pa_ intégrable si

A
1l a.c a.c
Ea[exp{§< ME, %M >w+ZS(Log(1+AaMS) 2 S)}] <w,



maie eleat nricisément
- 1 2 0.0 4 +x x e oo
B Le.vn%; (1= < o>, +(Los TR -('\—m)-;'--;; )'ng < ©9,

i (o) R ; \
fe oul g'éerit ®W I_ewsm A, ]<ao dtanrds  (43),0r,dire rue E(*M) e~t une
B -mertinsale uniformément intéerable sienifin justement ocue E(M) est une

Pemartingale uniformément intégrable,

TI. Critéres de L -intéerabilité.

Dans [8] Yen démontre les théor3mes a) ot b) suivants:

m [exn gtm,p]w_] < wo

alors E(M) est L'-intéerable avec

k .
-é -_‘2:7‘ vour '] Lk ek

2k
2 e t—— A .
P nour k A

Théorgme b). 31 AlM20,si M est ouasi-contirie 4 gauche et s'il existe une

—

constante k telle oue & Lexp 1-,:.,-'<M,M >m]<oo szlors E(n) est Lr—intéérrzit_)}:g

avec 1» méme valeur de r aue pour le théordme a).

Notons ocue le nombre r obtenu est compris entre 1 et 2 ,Nous nous nro-
posons de comnléter ces résultats dans trois directions:lorsque les sauts de
M ne sont vas nécessairement d'amnlitude nositive,lorscue r =2 et lorsaue
M n'est pas ouasi-continue & gauche.Ces résultats contiennent le théoréme b)
mais non le théoréme a),

Nous nous sommes intéressés surtout ici aux questions du type suivant:
auelles hyvothéses sur [ﬁ,M] s <M,M> et les sauts de M assurent oue E(M)

: S .
est L -intégrable vour un r donné?



Nous commengons par donner une série de critéres portant sur [M,M] o

II." . Théoréme
a) S'il existe 3 >0 tel oue AM2-1+$ et si [M,M] est_borné , E(M) est

L -intégrable avec r = (1= %)_1.

b) Si AM>0 et si [M,M] est borné , E(M) est L'-intégrable pour tout r.

Preuve , a) La majoration (4) avec x=0 et 0< i< donne

E(am) < (E(mf‘ ex.n('l-)\)A(O) .

A(O)

Comme AM> —4+¢ ,il existe ¢ >0 tel ocue z C LM,M] sPar conséguent on 2

1z majoration
E () 5(?(&:)))‘ exp(1-Nec [M,H ] ,

- ( IS . .
d'on E()‘M)f_ ¢ (&) d'aprés 1l'hypothése.Si 1'on choisit un A tel nue
‘l—§</\<4 et si 1'on pose N = )\-qM son vérifie que I_\.I*I,z---’husi avec O<Si<'\
, =1
et en anpliguant 1'inéenlits trouvée & ¥ on obtient E(M)ec (E(N r.'z))k

d'alh vour t £ oe
:h ‘g(r.f):://\] PR [‘E('Fﬁrx);\ cc.

b) Lorsoue AM >0, on peut prendre pour A\ tout nombre de lt'intervalle -]0, '\L

donc 4/MN arbitrairement grand.

Remarque. On ne peut guére se nasser de restrictions sur les sauts de M ovour
obtenir des conditions d'intdgrabilité uniforme a nartir de [M,M] ;s en effet
il est facile de trouver une martingale locale ¥(M) non uniformément intégr--
ble telle oue LM,M] soit borné., Voici un exemple donné par P.A,Meyer:soit T
. . ~
un temns d'arr8t totalement inaccessible , A =1 vx“- et A son compensa-
fr,
» 3 - . - N - et 3
teur nrévisible jon considére M = A -~ A , on a alors LM,IM =421 mais

EM) =0 p.s.
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T.e résultat suivant}é ranprocher vour la nartie a) de !ﬁ] théoréme T-8
comnldte le théoréme ») de Yen,
II.2. Théoréme,

est une martingale uniformément intégrable

a) Soit ANz -1 et r243si M

et si exo rh, est intéerable,alors B(M) est _L'—intéerable.

5 - . r
b) Boit AM20 et rza3si B fexn 2r” LM,M.]”]«» ;alors E(M) est I =

intégrable.

Preuve ., a) ivec les hypothdses ,le processus exd rM est une sous-martin-
. . <4z . X T s .

e2le nniformément intéerable ~ui domine ('E(MH sA%0™ 1= résultat.

b) On Gerit: exn rM = exo§rM -k [,M]3 exo X (M,M] . Soit o >4

on  1tindealité:

_ 4 _ 1
e v, ] ¢ (7 fexn {orvg -k ] 3] V7 (8 [ rov] () P

4 2.2 R . . 1 2
=0T (ctest A Adire si k = 5 or 3, le nrocessus

I'T.r‘,i 5 8 i Y)k -

2.9 ; . - . X
exn { T - % n'r [M,W]; eat une surmartinsale »ositive demle 3 41 »our t
. . . . . s 2
Foal A 0 ,du f=2it de 1a néeativité de - Lr);g'(4 +X) 4% - '-15 X lorscue %20,
2
Ainsi an = i [evn N ]<°° dés oue exo b r2 [_M b’j est intigra-
% 4 Moo 3 -1 m) 3 D,

2 2
L. nor . .
hle,lorsnue p»1 le minimum de -?-'r;—-;n est obhtenu nour o» = 2:dton le ré-

sultat comnte tenu de a) et du fait aue 1'hyvothése donnde imnlioue 1l'intée

gradilité de [M,M_\m sydonc 1'uniforme intépgrahilité de ¥ ,
Voici maintenant divers critéres nortant sur <M,¥V> .

II-3, Théoréme,

a) 8'il existe k> 2 tel oue Efexo I-;-«;M,M 5ol <o 4 alors “S(M)| est L =intssrable

aver T = b

—_— T 2+k°

b) 5i AM 20 et s'il existe ke]4,4[ tel nue Efexn 1-;-<IVI,III><,‘,_-]<oo,.,:l];o.r;s_ E(w)
oL, ¥k

est L -intégrable avec 1 = s

18]
c) Si <M,My, est horns , (M) est L —intéerable;si de nlus AN est borné,

alors E(M) est L —intsprable pour tout r<oe .,
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Preuve. a) La proposition II.] de [4] nous permet d'écrire
(80)° = B2+ ,M]) = § Qi M>) = EA) B, 05)

ol N=2M+[M,M]—<M,M> et ﬁ=/; ! dN . La martingale locale t(ﬁ) est positive

1+A<M ,M>

et vaut | en t=0. Nous en déduisons 1l'inégalité
2 N

(16) (8(M))" < B(N) exp <M,M> ,

puis pour lI<r<2

IE(M)Ir € (S(N))r/Z exp §<M,M>

L'inégalité de Holder avec p=2/r nous conduit pour tout tge &

r/2 1-r/2
Np

AIHON " < E[Ed D (E [expy— <M,M>

d'oli, puisque E[E(ﬁ)ajsl ,

e[| 800, "] < E[exp 1§‘<M,M>m])“r/2

. 2k s - P .
si r=f:E » Ce qui était le résultat désiré. Notons que nous n'avons fait aucune

hypoth&se sur les sauts et en particulier il n'est pas supposé que &(M) soit
P P

positive.

b) Lorsque AM>-1, d'aprés la proposition II.3 de [4], pour tout A>1 tel que
le processus WA=((1+X)A‘1-XX)-U soit localement intégrable, il existe une

martingale locale NA telle qu'ait lieu la décomposition
(17) (8e)* = 30 EGA G- 1Y
ol Vx est le compensateur prévisible de WA. Lorsque AM30, utilisant 1'inégaliteé
A 1 2
(1+x)" < 1 + Ax + EA(A—I)X pour lgig2 et x30 ,
. Al 2 Al 2 . .
on obtient W gzA(A-1)x" .y et V sék(k-l)x .V, par conséquent on tire de (17)
A A 1
(EM)" < EW") exp za(A-1)<M,M>
et pour r<)

/A

00" < (SN exp J(-1yran >
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Cette derniére inégalité permet d'obtenir un résultat meilleur que celui de a)

lorsque 1l'on recherche la Lr—intégrabilité de E(M) avec des valeurs de r proches
de 1 ( notons que c'est exactement le principe de démonstration que Yen utilise
pour obtenir le résultat analogue avec [M,M] i partir de 1'inégalité correspon-
dante (E(M))AsS(AM)exp%X(k—l)[M,M]). Pour finir, on applique 1'inégalité de Hol-
der avec p=A/r et on en d&duit que (E(M))r est intégrable dés que explgjrié}[M,Mj
1l'est. Pour r fix&, on obtient le minimum de A-;—lrx—i-;-lorsque X=min(r+/;2:;,2);

on en déduit la relation entre k et r} si k34, on retrouve le résultat de a),

. . __k
si k<4, on obtient LW S

. cqs 2 2
c) Notons d'abord que de 1'indgalité (16) découle l'intégrabilité de (E(M))
lorsque <M,M> est borné. Considérons maintenant un entier pair n supérieur
k k .
Cnx Ho. S1

3 2 et le processus W' défini en b) &gal 3 ((l+x)n-~l—nx).u=2k>2

AM est borné par B, on obtient

n 1+3)" 2

V < g—gzl X .V
et ainsi grice 3 (17)

n
+

(E(M))n < E(Nn) exp{%n(n—l)<Mc,Mc>+£L§§L xz.v} .

Puisque <M,M> est borné, on en déduit que pour tout tgw

E[(ga) )"] < c E[g™ ] < c .

IT.4. Remarque. En reprenant une majoration de Wn, on peut obtenir aussi

un critére de Lr—intégrabilité (2¢r<n) lorsque <M,M> n'est pas borné mais
que 1'on a. |AM|<B avec une condition du type E[expk<M,M>aJ<m. Par exemple,
pour obtenir la Lz—intégrabilité de E(M) lorsque [AMlsl, il suffit d'avoir’

3

E[exp8<M,M>mJ<w. En effet, puisque (l+x)3—l-3x=3x2+x est borné par 4x2 quand

|x|s1, nous avons ici |V3|<4x2.v et

€)% < (5a°) 3 expizan® u I v

et en appliquant 1'inégalité de Holder avec p=3/2 on obtient que (g(M))2 est

intégrable dés que exp{6<Mc,Mc>m+8x2.vw} 1'est.
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11.5. Remarque. La restriction donnée en b) et c) sur 1'amplitude des sauts
ne peut etre levée comme le montre 1'exemple suivant.
Soit M le processus défini par Mt=0 si t<l, Mt=X si tz1 , ol X est une varia-

ble aléatoire 3 valeurs dans [—1,+m[ de fonction de répartition F telle que

4-c0 +m2 +uo2+
J{} x F(dx) = 0 , /{; X" F(dx) < = , 1 % & F(dx) = = pour tout >0

( on peut prendre par exemple F avec une densité f ol

f(x) k (x—l)2 sur [—],+2]

k' (x3(Log x)‘)~] sur J+2,+m[

avec k et k' adéquats). Alors M est une martingale de systéme de Lévy

v(dt,dx)=F(dx)dt et l'on calcule que

2 /f+“ 2
- = (
<M,M>t xT.vy (L, x F(dx)) ]{tzl}

est non aléatoire et est borné. Ainsi (M) est de carré intégrable mais on a

+o
E(M)I=I+X et comme JZ: (1+x)2+€ F(dx)== , on vérifie que

E[(gan )°"C] = =
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