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THEOREMES DES GRANDS ECARTS

SUR LES GROUPES NILPOTENTS SIMPLEMENT CONNEXES

Emile LE PAGE

Résumeé

Si (Xn) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi &
valeurs dans R , et si 1'on pose S, = Xj +...+ X, , la loi (faible) des grands nombres
dit que : pour tout € > 0, P(]EE.— EXll > e) tend vers 0 ; si 1'on fait des hypothéses
supplémentaires sur le comportement de P(Xl;g X) pour x > ® , on peut obtenir des ré-

sultats (dits de grands écarts & la loi des grands nombres) sur la vitesse de conver-

S
gence de P(L~% - EX]l > €) quand n > « . (cf. autre article dans ce méme volume).

Supposons maintenant que les (Xn) soient des v.a. indépendantes et de méme

loi 3 valeurs dans un groupe localement compact G . En notant Sn = X1 ..... Xn les pro-

duits partiels de v.a., on peut se demander si les résultats ci-dessus ont une extension.
En particulier Y. Guivarc'h, dans{l., a résolu la question de la loi des grands nombres.

D'autres théorémes limites divers ont aussi &té (de maniére plus ou moins compléte) éten-
dus a8 ce cadre. Il est donc naturel de se demander si 1'on peut obtenir des lois des

grands écarts sur les groupes.

L'article qui suit est un pas dans cette direction ; il traite du cas parti-
culier important des groupes nilpotents : on se limite 3 1'ohtention d'inégalités pour

des v.a. bornées.

D'autres rédactions dans des contextes plus larges (v.a. vérifiant certaines

conditions de moments, groupes de type rigide) sont en cours.

I.- Introduction

Nous commengons par rappeler quelques notions définies dans  1;.
Soit G un groupe localement compact & génération compacte. Une applica-

tion borélienne § de G dans R, est appelée jauge si elle vérifie
ol ¢ est une constante positive.

Une jauge § &est dite principale s'il existe un voisinage com-
pact V de e engendrant G tel que Bn = {x | §(x) < n}le= A On
sait qu'il existe des jauges principales et, si 6y est 1'une d'elile,

pour toute autre jauge 8 nous avons :
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4 < +
Vg € G §(g) < ¢ 64(e) cy
ol ¢, et «c, sont des constantes positives.
Dans la suite G = N sera un groupe nilpotent simplement

. . . ~ -~ . iy
connexe. Nous pouvons identifier ce groupe & son algébre de Lie .,

muni du produit O défini par la formule de Campbell Hausdorff

xoy = x + y * z[x,y]4... xy e fP

Nous supposons désormais cette identification réalisée.

soit N =nN= N2 = [N,N']a e N = [N,N

-] :3Nr =

i—l]

=‘NI'"'I _ i.,e}

la suite centrale descendante de N .

Soit p une probabilité sur N & support compact ; soit

~ . 2 - : .
m un supplémentaire de N = [N,N] dans N . Si1i pour u « N on

désigne par u la composante de u sur m , on note
X = IN u p(du)

X est un é€lément de m .

Nous désignons par (Xi) une suite de variables aléa-

i<i
toires indépendantes 3 valeurs dans N , définies sir un espace pro-
babilisé (2,%,P), et de méme loi p . Nous noterons

Nous nous proposons d'établir les deux théorémes suivants.

Théoréme 1

Si p est une probabilité 3 support compact sur un groupe nilpo-

tent simplement connexe N . Avec les notations précédentes pour
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jauge principale & sur N
-1
§(s_o(x )™
1) La suite de variables aléatoires (- 5 )n>1 converge
presque surement vers O
2) I1 existe des constantes M(S,p), A(p,8), B(p,8) strictement
positives telles que pour tout 1 > & > 0 , on ait pour
-1.n
§(s_o(X ) )
n > Np,9) p(—0 > e )
- T n
€
2t
- $
by A(p,(S) e B(p’ ) noe

Si p est une probabilité & support compact sur un groupe
nilpotent simplement connexe N . Avec les notations précédentes pour

toute jauge principale & sur N

§(S )
1) La suite de variables aléatoires (~—;P—--~)n>l converge p.S vers
——n -
. 8
Yy = lim S
n

2) Il existe des constantes A'(p,8) , B'(p,8) strictement positi-
ves telles que pour tout 1 > ¢ > 0 on ait pour n supérieur & une

constante M'(p,8,¢)

§(s_) ' 2r
- é
P(I—=2 - v| > ©) < A'(p,8) o P (P20ImE
II.- Dans ce paragraphe, nous allons établir le théoréme 1. Pour cela

introduisons quelques notations.

Munissons 1l'espace vectoriel N d'une base (ei) adaptée

1<i<p
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3 la suite centrale descendante, c'est-d-dire telle que pour tout

P en forment une base.

s ¢ r les vecteurs (ei) " appartenant & N

Désignons par vﬁf 1'algébre des fonctions polynbémes sur

l'espace vectoriel N et par (x.)] le systéme de fonctions

i i

i~

P

i~

coordonnées associé 3 la base (e.)

i’1¢i

i~
[ZaN

p

On définit une notion de degré sur cette algébre en attri-
buant un dégré a chaque générateur X, - Le degré de X note
d(xi) est par définition &gal au plus grand entier s tel que e

s

appartienne 4 N . Il est facile de voir que cette notion est indé-

_pendante du choix de la base adaptée.

Le produit o sur N défini par la formule de Campbell

Hausdorff est polynomial. Plus précisément, nous avons

xk(uov) = xk(u) + xk(v) + Pk(u,v) ke {1,2,...,p} oi P est

une fonction polyname sur N x N (v RP x Rp) telle que

1) Pk(u,v) ne dépend que des Pa(x. )-1 premi&res coordonnées de

u et de v ol p; = dim(N i+i)
N
2) 1le degré de P, est inférieur ou égal 32 d(xk)
3) 1le degré partiel de Pk par rapport 3 la premid&re (resp. la
. . P
deuxiéme) variable note deg k/u (resp des Pk/ ) est infé-
v

rieur ou égal 3 d(xk)—l

4) la valuation partielle de Pk par rapport 3 la premiére (resp

la 2éme) variable notée wval Pk/u (resp val Pk/ ) est supé-
v

rieure ou est égale i 1.

Pour tout i ¢.{1,2,...,r} désignons par o' un supplémen-

. i+ i r i
taire de N dans N . Nous avons N = 6 ml , 81 u € N ; notons

. . i=1
(i) i i
u sa composante sur m . Supposons les sous-espaces m  , i

ie{l,2,...,r} de N normés par | || ; » on définit une fonction ¢
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sur N par

®(u) = sup llu(i)l|!/l u € N
1<i< T L
On sait [2] que quitte & remplacer les normes || lli données

par des normes homoth&tiques & est une jauge principal- sur N
Comme il suffit d'établir le théoréme | par une jauge principale
particuliére (ici nous utiliserons &) nous voyons que le théoréme

1 résultera immédiatement de 1la

Proposition 1.

B Sous les hypothéses du théoréme 1, pour tout x €.7 de

valuation > |

X(Sno(X—])n)

1) 1la suite de variables aléatoires converge presque
nde_gx

sirement vers O.

2) 11 existe des constantes M(x,p) > 0 A(x,p) > 0 B(p,x) > 0

telles que pour tout € > 0 n ait pour n > %
-l,n
x(Sno(X ) ) . -n B 82r-
P(| I > e) <A e
degx

L n

Avant de prouver la proposition 1 établissons deux lemmes

. N .

Notant p; = dim 'N1+l on a le

lemme 1

Pour toute fonction polynome x de Lﬂ' de valuation n > 1

il existe une fonction polynome P sur N x N telle que

deg P < deg x , P(u,v) ne dépende que des premiéres coor-

Pa(x)-1
données d&¢ u et v , deg P/u < deg x-1 deg P/V < deg x-1,

valAP/u >1  wval P/V > 1 et telle que

_Vu,v €e N x(uov) = x(u) + x(v) + P(u,v).
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Preuve du lemme 1

Soit Gb le sous - ensemble des polynSmes de J? de valua-

tion > 1 qui satisfont au lemme 1.

1) contient les polynomes (xi)lsisp

2) 11 est immédiat que Gb est un sous-espace vectoriel de J%
3) Sb est stable pour le produit, en effet soient x et y deux
éléments de 55

x(u) + x(v) + p(u,v) u,v € N

x(uov)

y(uov) y(u) + y(v) + 2(u,v) u,v € N

odi P,Q sont des polyndmes sur NxN satisfaisant aux conditions
de 1'énoncé du lemme 1.
On a alors

(xy) (uwov) = x(uov) y(uov) = (x(u) + x(v) + P(u,v)(y(u)+y(v) + Q(u,v))

soit (xy)(uov) = (xy)(u) + (xy)(v) + R(u,v)
oi R(u,v) = x(u) y(v) + x(v) y(u) + [x(u) + x(v)] Q(u,v) +

(y(u) + y(v)) P(u,v) + P(uyv) Q(u,v)

R est un polynome de degré inférieur ou égal 3
deg x + deg y = dy(xy) de plus wval R/u > 1 et .val R/V > 1 et R

ne dépend que des Pd(x)vd(y) < Pd(x)+d(y)—1 premiéres coordomnées.

Autrement dit Gb est une sous-algébre de J& contenant les

polynomes (x.)

il 1<i<p et par conséquent Cr contient tous les poly-

nomes de 0% de valuation > 1

lemme 2

Sous les hypothéses du théoréme 1 pour tout x e j% de

valuation > I il existe une constante cy 0 telle que
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1) Vo e VneN
x(s_(w) |

d
qde8 x

*
2) Vn € N

1X(§—l)n- < e ot | x "

hdeg X

|
o]
j=]
o
o
o]
X
1
»

Preuve du lemme 2

Vérifions tout d'abord la premié&re propriété en raisonnant

par récurrence sur le degré de x

a) si x eut est de degré 1 on a

n
x(Sn) = 'z X (xl)
1=1
Notons S le support de p ; si A_ = sup |x(u)| il est
P X ues
clair que
|x(s_) |
B _ . A
n - X

b) Supposons le résultat &tabli pour les polynomes de
degré inférieur ou égal 3 q > 1 et soit x un polynome de degré

q + 1
D'aprés le lemme 1 on a

x(uov) = x(u) + x(v) + P(u,v)
avec deg P < deg x wval P/ > 1 wal P/ > 1, P(u,v) ne dépendant

u v
que des pq premiéres coordonnées de u et v

Pour établir le résultat cherché, il nous suffit de considérer le cas
ot P(u,v) = y(u) z(v) 1le cas général s'en déduisant a3 1'aide de

1'inégalité triangulaire, puisque P est alors une somme finie de
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tels monomes. Les propriétés de P entrainent = que
val y > 1 val z > 1 degy < deg x - 1 deg z < deg x - 1
On a
n—1 n-1
x(s ) = ) x(X )+ I y(s) z(X )
n k=0 k+1 k=1 k k+1
d'oli d'aprés 1'hypothé&se de récurrence et en notant AZ = sup |z(u)]|
ues
on a

n-1 deg y
lx(Sn)] S nA_ ¢+ (kZI k ) C, A,

I1 en résulte que

|x(s )| Ay I

< +
ndeg X - ndeg x=-1 ndeg X

k€8 Yy ¢ A

(
1 y =

k

I ~39

et le second membre de cette inégalité est borné car deg x > 1

1 E deg y -ndeg y+! - deg x 1
—_— k N <
ndeg X

et car <
k=1 deg y+1 deg y+1

Nous avons ainsi établi la premiére propriété du lemme 2.

La seconde propriété se démontre de fagon analogue.

Remarquons maintenant que la proposition 1 résulte de la

proposition 1'.

Proposition 1'

Sous les hypothéses du théoréme ! pour tout x exﬂ de valua-

tion > 1
1) La suite de variables aldatoires

x(s_) - x(X)"

ndeg X

converge presque surement vers 0 .
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A' (x,p) >0

2) I1 existe des comnstantes M' (x,p) >0
B' (p,x) >0 telles que pour tout €>0 on ait pour
Ml
X > [} 2
= _— -nB'e
’ x(8_) - x(% l J
P yo__-n_ > € < A e
] deg x l
< n )
En effet, soit x €. de valuation >1. On a d'aprés le
lemme 1 P,
x(uov) = x(u) + x(v) + i y (u) z (v) u, v< N
p=1 p P
ot val yp >l val zp2 1 deg yp + deg zp < deg x
Par conséquent on a - n pg .
- - n = — n
- t
x(Sno(X Yy ) X(Sn) + x(X + - yp(Sn) zp (X ) e
po
1 1 1
< == = = - ! = - N
o=x(XN) "o (X~ K" = x(XN)" + x(X T H + ! y (D7 2z (X )
-p P P
P
d'ol par différence
1 Pu 1
S o(X )™ = - XD X7 H® s )-y (H)°
x(5 o(X )7 (s ) - x(X) pZI 2 ¢ Ty (8 )y (0T
. == 'n
Du fait que ]zp(X ) (lemme 2) et que
] =S
deg 2 |%
n p
deg =z + deg yp <deg x que p e {1,..., po} on en déduit immédia-
P =
1)
I est une conséquence de la proposition |1

tement que la proposition
1

Démonstration de la proposition |

1) Vérifions tout d'abord la premidre propriété de la
en raisonnant par récurrence sur le degré de x

proposition 1

-a; si deg x = 1

1
(x(s ) -x(HM = 1 F |x(x) -x ®]
n n AR

k= |
t on obtient le résultat cherché par application de la loi forte

r

13
n
e

des grands nombres pour une suite de variables aléatoires réelles

centrées de méme loi.
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-b) si deg x>2, supposons le résultat établi pour
les polyndmes de degré inférieur ou égal 3 deg(x)-I.

po
On a x(ugv) = x(u) + x(v) + z yp(u) zp(v) u,v eN

p=1

i val > 1 val z >1 de + deg z < de X
od v yp >, o> g Yp g p g

On en déduit que

n po n-1
x(s_ ) = kzl x(X.) + ] ) Yo () ZP(an;
p=1 k=1
_ . po nl K _
x( ()™ = n x(X) + y y_(X) z_(X)
p=1 k=1

D'ol i1 résulte, en notant Ip = {lipipo / deg zp=l } et

' = 1 . e
I { 92’ s PO}'\IPO que

x(s_) - x(X)" :

[x(X ) =x(X,) +...+ x(X)]

0 deg x ndeg X
n-1 |
1 = Y 1 VY- = k_ =
3 ( !
+ - x(X) + ' i Lyp(sk)zp\xk+lyyp(X) zp(XXb
n pel P, n deg x k=1
1 n-1
+ ) ) y (8,) [z (X, . )=z (X)]
-Egg—; P k p k+l P ‘
¢l n k=1
% Po
N n-1
+ X Ty k
20 el (y,(8) = y (X)) (1)
PEIPA deg x - P

Examinons successivement les termes du second membre de

cette &galité.
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—_—ndeg < [x(X])+...+X(Xn)| )

n>1

o) comme deg x >2 la suite (

converge presque sirement vers o par application de la loi forte

des grands nombres pour une somme de variables aléatoires indépen-

dantes réelles, de méme loi.

&) 1im —b x(X) = 0

N> oo ndeg x=1

y) pour pc_-I'p on a dTaprés le lemme 2 en notant

o
A = su z_(u)
2 P |z (w)]
uesUx
P

n-l n=1

1 - _ p 2A

deg x ! 1,08 2, Xyyy - yp(X)k zp(Xﬂi:—~El~Cyp ) kdes v
k=1 ndes x k=1

. ' . 1 nS deg y
ou si pel deg y < deg x-2 et donc 1lim X k P _
Po P _deg x ' -
n->+w n k=1
I1 en résulte que presque sirement
i L 1 nElly (s, )z (X y " 2 (X)]= o
im —_— - =
St -y P kK p k+l) 7p p "
n pel Po ndeg x k=1
)
1 —
6 P GI = ! —-—
) Pour p o posons q§zp) - K= 1 (Zp(Xk) zp(X))

D'aprés la loi forte des grands nombres pur une suite de variables
aléatoires réelles, indépendantes, centrées de méme loi on sait

que la suite (On(z )) converge presque sirement vers O.
n>l
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ng]
1 - o
- S X - X =
deg x yp( k) sz( k+]) zp( )J
n k=1
s ! y v ] (z )y (S_)
v (S, _ )=y (S )] = ——=———= ©0,(z )y (8 + o (z )y )
Tdegx E: ke(2)[Yp k-1 7p "k ] ,deg x 12 7p 7 p T deg x © PPT
n =2 n
La suite de variables aléatoires lyp(sk—l) - yp(Sk)E

K deg yP—l

est bornée (conséquence des lemmes

I et 2). Il en résulte puisque

deg x >deg y_+1 et puisque (on(zp)) converge presque sirement vers O

n>1
que la suite

) n-2
i.] !

\ndeg X peo

koo (z) [y (5, oy (8] .

converge presque siirement vers O,

I1 est clair, de plus, que les suites

1

i ] .

—— S.) et | o (z )y (S__.);

d g (Z )y ( -7 - i

pde8 X P p"7p . indeg X n p'"p n-l 0> 1
convergent presque surement vers O ; donc pour tout pel la suite
n-1

—1 P y (S ) [z (X,,,) -z (X)]
pdeg X k=1 P k- p k+l P

converge presque siirement
vers O.

I1 en est de méme pour la suite

n-1
I

o
pel | _deg x

po 'n R PR CRC I B zp(m])
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N) Considérons maintenant la suite

1 o < k]
~Fer } [y _(5,) - y (X
ndeg X p k p 0> 1
k=1 Z

On a deg yp <deg x~1 et donc par hypothé&se de récurrence la suite
y (s )=y (X"

P P converge presque sUrement vers O.

ndeg yP ’ n>1

On en déduit immédiatement puisque deg xideg_yp+1 que la suite

n .
i 5 = k)

e (y (s,) - y (X)) converge presque surement versg

ndes x oy TPk P 'n>1
et donc aussi la suite

n-1
X — k.
i ) 2p(X) kzl (v, (8 =y (XO7)
‘P Ipo ndeg X n>1

Les paragraphes a),B8), v),8), n) @établissent la premi&re assertion

de la proposition 1'.

2) Démontrons maintenant la 2éme affirmation de 1la
proposition 1'. Pour cela nous utiliserons plusieurs lemmes.

Lemme 3

Pour tout x ¢ Jt de valuation >1

X(Sn) -x(i)n

d = Tn,l(x) * Tn,Z(X) * Tn,3(x)
pdeg x

.a) Tn 1(x) est une variable aléatoire telle que
b

I (x)] < K n ou K est une constante.
n, l - X,p X,p
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.b) T 2(x) est une variable aldatoire qui est une combi-
n’

naison linéaire finie de termes de la forme

R

! ) y(s, ) (2 (X +p) ~z(X) )
ndeg X kl 1 k.= p

1 k =1 P

ol z,y,e)tavec deg z=val z= 1 val y>1 et deg x>deg y+p |

.c) T 3(x) est une variable aléatoire qui est une combi- |
n, B
naison linéaire finie de termes de la forme

n-1 kl—l k i

) ) p_g_ 2]
1 ‘ 5y P
—a— y(s, ) - y(X) 7|
nde8 Xy o k,=1 k=1 L ko

ol yei deg y = val y = 1 et deg y+p< deg X.

preuve du lemme 3.

La preuve du Lemme 3 est immédiate par récurrence sur

le degré de x en utilisant 1'expression (1) et le lemme 2 et en
appliquant 1'hypothése de récurrence 3 y pel

P P,
Notonsk?; la tribu engendrée par les variables aléatoires

On a le lemme 4.

Soit (Yn) une suite de variables aléatoires réelles telles
n>l
que pour tout n;l Yn estcgn mesurable et telles que [Yn|<Anq ol

A est une constante et q un entier positif. Alors si x eA est un

polynome tel que deg x= val x=l et si




[ RO

n
zn= ¥ ak(n) Y, |_x(Xk+])—x(X):|
k=1
ol les (ak(n) ) | <k <n sont des nombres réels tels que
Tu
) la, (n) ]2 kzq = 0 (na) a >0
k=1 Kk

I1 existe une constante B telle que pour tout €30

P Z > g} < :
(lz_| Vo 2e

Preuve du lemme 4

La variable aléatoire x(X ) -x(X) est pour tout

k+1

centrée et bornée par une constante Ax' I1 en résulte que

t¥R et tout k20

= 2,2
B (et (x(XkH)-x(X))) o b Al
et donc aussi que
toa () Y, Ix(x_, )-x(X) | e? a2 a%a?% (n)
k k k+1 B x k
E (e kj_e
on a donc pour tout t€ R et n2l
2 2 2 2
tz_ ta () v lxx pD-x 0 f Ah a, (™)
E (e ") =E (e " n F)<e
tzn—l
E(e )

On en déduit par récurrence sur n que poutr tout t€R et n>l

2 B 2 2
A y ak(n) k 4
k=1

D'aprés 1'inégalité de Bernstein onmn a ¥ €>0 V t>0

n
~t€ tZ -te t2 A% A% ) a
n x =
P(Zn>€ )< e E(e YZ e e

15)

K>1,

pour tout
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Or le minimum du second nombre est atteint pour t

€

t = i et vaut
2 2 2 2q
2A_ A ! a (n) k
k=1 €2
F [— 2 2 " 2 2 ]
q
AA’S A 2‘ ak(n) k
k=1
De méme P(Z ) < [ <
e meme <-€ < exp | T 2 n+ 2 3
n La Ay a(n)k
’ kz1
2
- € ]
donc Y(!Zn';£> L2exp [ a-1
6 a2 a2 7 a? (n) k29
% k=1 Kk
n
Or par hypothése kZ] azk(n) k2q < cn o
par conséquent ¥ >0 Vn>I on a 2
pClz |>e) < 2e 2 2 a

4A A" ¢ n
x

Etudions maintenant pour x ¢ A de valuation X1

[x(s ) - =x(X) " |
? {

> ¢)

ndeg X

D'apréds 1'inégalité triangulaire et le lemme 3 on a

[x(s ) - x(D" | e
P se) <P ([T, () ]>y )+ PC T ,(x) > -.)
deg x ’ 3 ? 3
n

+ P( ITn 3(x)| > 73)

Examinons successivement chacun des termes du second

membre. de cette inégalité.
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1) on a

PC|T ((x)| > €/3) = 0 d&s que m>

2) Pour étudier P(|Tn 2(x)| > ¢/3) il nous suffit de considérer

k -1 k -1
| n-1 1 E—l o e

L= .« e - |
PO o % kf=] kZ=1 L y(s, ) [z(x_ D - 2(X)] - )

n 1 2 P P p

L

avec z,y €.¢ deg z = val z = 1 wval y > ]/ deg x > deg y + p
et ol c, est une constante choisie pour que P(|Tn 2(x)l > ¢€/3) soit

majorée par une somme finie de tels termes

n-1 1 p-1 i _
kz=1 k Z1 Tk Z] y(8, ) [2(X ) - 2(X)] =
2- P P P
n-p _
= al(n (8.) |z(X. ) - z(X
'Zl ] )y ] [=¢ I+l )]
n-1 x- 1 n-1
ot a'j(n) = ) ) e y 1
3=+l 3,511 Jo-173p-0* !
n-p _
on a 2 [a'.(n)Jz j2deg Y = 0(n2deg y + 2p ]) , comme d'aprés le lem-
j= J
.deg vy . .
me 2 on a !y(sj)l < Cy ] par application du lemme 4 nous obte-
nons
, n-1 hl-] hp_l—] B .
P(Indeg~; kz=1 ) Z] e Zl y(s, ) [z(X, +1) - z(X)]] » ET)
1 2 p P P
.:B 92 n2deg X . f 9
£ 2 exp i 7y | ¢ Zexp | By e XJ

n2deg y+2p-1~

ol B1 est une constante > 0.
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3) Pour &tudier P(ITn 3(x)l > %) il nous suffit de considérer
) ’
| n-1 17! Kpe1™! _ . )
P(|-m—— ] Yo 1 (y(s, ) - y(X) O)| > ) o¥ vy
deg x & o k c
n k]=1 kz—l k =1 P 2

ol yeﬂ% deg y = val y = 1 et deg y + p < deg x

et o ¢

2 est une constante choisie pour que P(ITn 3(x)[ > £/3) soit
3

majorée par une somme finie de tels termes.

n-1 kl_] kp-l_] _k n-P _
I GG ) -y@ P = [ a"m ) - y®]
k]=1 k2=1 kp=l P j=1
n-1 n-1 n-1
ot a".(n) = y ) .2 1
’ SRS IRPESEI NN UES IS
£ 2 2p+1
On a Z fa"j(x)] = 0(n )

j=1

Par application du lemme 4, nous obtenons

I azt KTl Kpoy ™ _k .
P( deg x ) ) ) (Y(Sk ) - y(X) p)l > E_)
n“cé k.=1 k=1 k.=1 o )
1 2
2deg x.
- 2 n 2
< Zex]’[ B2 £ —-—————n2P+] JSZ"‘P[‘BZ n e J
ol B2 est une comnstante > 0

Les résultats des paragraphes I) 2) et 3) précédents éta-

blissent la 2&me assertion de la proposition 1'.
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III.- Dans ce paragraphe, nous établissons le théoréme 2

1) La suite (6(§7n) 0> 1 est une suite souns additive et donc

PN o}
§ (X . .
_Lﬁl_)n>l converge vers une limite Y. D'autre part la suite de

. h . ¢ 85(S_ ) - .
variables aléatoires }—~—a—j converge presque surement ainsi

n n>1
qu'il 1'est &tabli dans [1].

Compte ‘tenu de ces remarques, la premiére assertion du théoréme

est une conséquence de la deuxiéme assertion.

2) Etablissons la 2éme assertion. On a

§(S ) §(S )
n n

—. n
(2) 2(]—2"- v] se)c B | e
n n n
- n
£ P |2 vl 1y
n
D'autre part, comme
— n _ " l+n
d(sn) -8 (X) < é(sno (X) )
et S(HT - 8(s ) < 6(Sn—lo ")
on a
§(S ) 5 (XD -1
. (xX) 5
() By s S e/, C B CSG0® DT

En tenant compte des inégalités (1) et (2) et en appliquant le
résultat 2) du théoréme 1 i p et & sa symétrique E on obtient

immédiatement le 2) du théoréme 2.
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