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PROBABILITES STATIONNAMES VE RESEAUX VE EUES V1 ATTENTE 

A ROUTAGES, VEPENVANT VE L'ETAT ET AVEC PLUSIEURS CLASSES VE CLIENTS. 

I N T R O D U C T I O N 

Ce rapport a pour objet de montrer que la probabilité 

stationnaire d'un réseau de files d'attente comprenant plusieurs 

classes de clients s'exprime encore sous forme d'un produit de fonc­

tions indépendantes lorsque les probabilités de répartition entre 

stations (ou routages) dépendent de l'état de tout le réseau moyennant 

une hypothèse d'"échangeabilité par classes". 

Ce rapport reprend les techniques utilisées par J. Pellaumail 

[1] dans le cas d'une classe de clients. 

Dans les paragraphes A, B, C'nous donnons les définitions et 

théorèmes de base dans le cas où les lois de service sont exponentielles. 

Le paragraphe D concerne un type particulier de réseau appelé réseau 

parfait ; nous y notons également que, dans le cas où les routages sont 

fixes, nous retrouvons la formule habituelle donnée par Baskett, Chandy, 

Muntz et Palacios [2]. 

Le paragraphe E permet de voir comment les résultats précé­

dents peuvent s'étendre au cas où les lois de service ne sont pas 

exponentielles. 

Enfin, dans le paragraphe F, nous montrons que certains 

résultats donnés dans les paragraphes A, B, C sont encore valables 

sous des hypothèses plus larges (possibilité de changement de classes 

par exemple). 
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A - D E F I N I T I O N S ET N O T A T I O N S 

Soit R un réseau fermé marKovien ergodique de files 

d'attente composé de m stations de service ( S J ^ < i < m ' l'ensemble 

{1, 2, . .., m} étant également noté F I . 

On suppose qu'il y a N clients en circulation dans ce 

réseau et qu'ils sont répartis en K classes notées k = 1, 2, . .., K. 

•n envisage d'abord le cas où les clients ne peuvent pas 

changer de classe. 

Pour toute classe k, le nombre total de clients de classe k 

en circulation dans le réseau R est noté n^ ; on a donc 

K 
E n, = N et on pose n = (n., ... n,, n„) 

k i K i\ 

La notion de station que nous considérons est une notion très 

large : pour nous, une station est un sous-ensemble dont l'évolution 

interne [discipline de service) est markovienne et indépendante de 

l'état des autres stations ; de plus on suppose qu'une station ne 

peut changer d'état que par arrivée ou départ d'un client. 

Pour fixer les idées, nous allons donner un exemple de telle 

station quand il y a 2 classes de clients et 2 serveurs, et quand les 

lois de service sont exponentielles. La discipline générale est "premier 

arrivé, premier servi" CPAPS), toutefois chaque client de la classe 2 

doit laisser passer avant lui un client (et un seul) de la classe 1 si 

un tel client se présente. L'état d'une telle station est caractérisé par 

le nombre de clients de classe 2 situés en queue de file qui n'ont pas 

encore laissé passer un client de classe 1 avant eux et par l'état géné­

ral de la file d'attente. 

Al - ETATS VU RESEAU R 

Dans toute la suite, sauf modification de l'indice m, on 

appellera état fondamental du réseau R un m-uple e = (e^, e.^, 

e m) où e± caractérise l'état de la station S ^ Suivant les cas et suivant 
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les stations ce vecteur e^ pourra, ou non, dépendre de l'ordre d'arri­

vée des clients dans la station S^. Par exemple, si la loi de service, 

pour chaque classe de clients, dans la station S^, ne dépend que des 

nombres de clients (e., ) dans les différentes classes, on 
I K 1 ^ K < N 

pourra caractériser l'état de la station S^ par le vecteur ( e^^^ < k < K '* 

ceci permet de prendre en compte des priorités mais ne permet pas de 

prendre en compte une discipline PAPS. Si la discipline de service, à la 

station S., est PAPS, on pourra prendre comme ensemble d'états tous les 
ième 

N-uples (E. .)A . u où E . . désigne l'indice de la classe du j 

client dans la file d'attente et E . . = • s'il y a moins de j clients 

dans la station i. 

Les disciplines de service dans les stations et l'ensemble 

d'états choisi seront toujours supposés tels que : 

Al 1 : on ne fait pas de distinction entre les éléments d'une même classe, 

A12 : Pour tous les indices i et K, on différencie deux états qui ne 

correspondent pas à un même nombre de clients de classe K dans 

la station i. 

Al 3 : Pour tout sous-réseau ouvert R' extrait du réseau initial et en 

partant d'un état e' quelconque de R', si un client de classe k 

quitte le réseau R' en partant de la station i ou rentre dans le 

réseau R' en allant dans la station i, l'état de R' atteint est 

unique ; on exclut donc les disciplines du type : on se met en 

tête ou en queue de la file d'attente avec "une chance sur deux". 

Il faut noter que cet aspect de l'hypothèse est essentiellement 

pour la commodité de l'exposition. Cette hypothèse exclut aussi 

les disciplines du type : on se met en tête ou en queue de la 

file d'attente de la station en tenant compte de l'état des 

autres stations. Cet aspect de l'hypothèse est fondamental. 

Bien entendu, toutes les définitions qui suivent dépendent 

de l'ensemble d'états que l'on a choisi ; nous supposons donc 

que cet ensemble d'états est fixé une fois pour toutes. Dn le 

notera E. 

Etant donné un état e d'un réseau ouvert R, avec abus de 

notation, on notera symboliquement (e + f..î l'ensemble des états 
1 K 

tels que, si un client de classe k quitte la station et le 

réseau R, on arrive dans l'état e : si p est une probabilité, 
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pte .+ f ^ ] désignera donc la probabilité de cet ensemble d'états. 

Compte tenu de A12, l'ensemble d'états choisi est toujours tel 

que les ensembles Ce + f., ) sont deux à deux disjoints quand i 

et k varient. De façon analogue, on notera (e - f^) l'ensemble 

des états tels que, si un client de classe k rentre dans le 

réseau ouvert R et dans la station Ŝ ,, on atteint l'état e : 

notons qu'usuellement l'état te - f ^) est unique mais avec nos 

hypothèses, cette unicité peut ne pas être satisfaite. Si le 

réseau R est fermé, on définit de même (e - f ^ + " f l ' e n s e m b l e 

des états tels que, si un client de classe k va de la station 

S. à la station S., l'état atteint est e. 
J i 

Bien entendu, quand on utilisera des réseaux notés R', R" 

e t c . . et des états associés e', e", e t c . . on définira de façon 

analogue (e' + f ' i k K (e" + f" i K) e t c . . 

kl - TAUX VE SERVICE V'UNE CLASSE k 

Si Gj^tt, t + dt) désigne l'événement : 

"un client de la classe k quitte la station S^ entre les 

instants t et t + dt", on définit le taux de service de la classe k 

dans la station S. par l'égalité 

P [ G . K ( t , t + dt)] 
g..(e) = lim 

dt->o dt 

Ce taux de service peut dépendre de l'état e de tout le réseau R, 

Dans le cas où g-j^e) n e dépend que du nombre de clients 

de classe k dans la station S^, cette station est dite pure pour la 

classe k ou encore k-pure. Dans ce cas g.. Ce) sera noté h., (e.. ). 

Si une station est k-pure pour tout k = 1, 2, K on dira que cette 

station est pure par classes. 

On supposera que le taux de service de la classe k est nul 

si la station ne contient pas de clients de classe k et strictement 

positif sinon. 
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A3 - SOUS-RESEAU PROPRE 

Un sous-réseau R de R est dit propre si les 3 conditions 

suivantes sont réalisées : 

a - Pour ce sous-réseau, les taux de probabilité de transfert 

à l'intérieur du sous-réseau R ne dépendent que de l'état du sous-réseau 

R . 

b - Pour ce sous-réseau, les taux de probabilité pour un 

client de quitter R ne dépendent que de l'état de R . 

c - Pour ce sous-réseau R , quand un client rentre dans ce 

sous-réseau, la probabilité, pour ce client, d'aller dans telle ou telle 

station de R ne dépend que de l'état de R . 

Dans le cas où l'on considère un tel sous-réseau propre R 

on considère a.,(e) Cresp b., (e)) le taux de probabilité qu'un client 
1 K 1 K 

de classe K quitte la station i pour aller dans une autre station 

(resp,à l'extérieur] du sous-réseau R quand l'état de R est e. 
Dans ce cas , si l'on note A..(t, t + dt) l'événement, 

1 K 

"un client de classe K quitte la station de R entre t et t + dt pour 

aller dans une autre station de R si l'état de R est e on pose : 

P [ A i k C t , t + dt)] 
a .(e) = lim 

dt+o dt 

De même, si B ^ C t , t + dt) désigne l'événement "un client de classe k 

quitte la station de R entre t et t + dt pour aller à l'intérieur 

de R si l'état de R est e "j on pose: 

P [ B i k ( t , t + dt)] 
b.. (e) = lim . — 

dt+o dt 

On utilise également C ^ ( e ) : probabilité pour un client 

de classe k d'aller dans la station i de R sachant qu'il rentre dans le 

sous-réseau R et que ce sous-réseau est dans l'état e. On pose : 

K K K 
a.(e) = E a..(e) , b.Ce) = E b..(e) , c.(e) = E c..(e) 

1 k=1 l K 1 k=1 l K 1 k=1 l K 
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Enfin si l'on considère l'événement D.. .(t, t + dt) : 

"un client de classe K va de la station i de R dans la station j de R 

entre t et t + dt sachant que l'état du sous-réseau R est e, on définit 

le taux 

P[D. . Ct, t + dt)] 
d.. (e) = lim ^ 

1 J ' K dt+o dt 

K 
et d. .(e) = Z d. . J e ) . 

On peut noter que E C.(e) = 1 et E d (e) = a (e) 

et que ( a ^ + b ^ H e ) est le taux de service g ^ C e ] de la classe K 

pour la station dans le sous-réseau R. 

d. . (e) 
Le rapport — est noté r.. (e) et est 

appelé probabilité de répartition d'un client de classe K de la station i 

vers la station j ou encore routage. 

A4 - TAUX VE PROBABILITES STATIONNAMES u f e, vokr z f e 

Dn considère un sous-réseau R avec les hypothèses et notations 

données ci-dessus, R comprend donc m stations^ soit S une autre station 

de service, R = (R,S) le réseau fermé constitué de R et S, le nombre 

de clients dans R étant N et le nombre de clients de classe k : n^ pour 

k = 1, K. Un état fondamental de R est noté e = (e, e ) où e est 
s 

un état de R et e un état de S (cf. A 1 ] . 
s 

Dans ce paragraphe on s'intéresse au réseau R en régime 

stationnaire et on note p(e] la probabilité stationnaire pour le réseau R 

d'être dans l'état e. On peut noter qu'à chaque état e ne correspond qu'un 

seul état e et réciproquement, donc on pourra confondre p(e) et p(e). 

•n utilisera par la suite les notations suivantes : 

m 

U k(B) = Z p(B-f l f c +f j k) d j i > k ( e - f . k + f j k ) 
1> J -1 
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u.(e) est le taux de probabilité en régime stationnaire et pour R 
K 

d'atteindre l'état e = Ce, e ) par transfert d'un client de classe K 
s 

à l'intérieur du sous-réseau R. 

K 
On notera u(e) E u. (e) 

K=1 

De même on définit : 

v, (e) = E p ( e - f . J c . ( e - f . J et v(e) = E v. (e) 
K . j. I K I K 1 K , A K 

1=1 k=1 

v^(e) est la probabilité en régime stationnaire pour le réseau R d'atteindre 

l'état e = (e, e ) si on sait qu'un client de classe K rentre dans le 

sous-réseau R. 

On pose également : 

m 
w k(8) = S p ( e + f . k ) b i K ( e + f i k ) 

1 = 1 

w^(e) est donc le taux de probabilité en régime stationnaire pour le 

réseau R d'atteindre l'état e = (e, e ) par départ d'un client de classe 

K du sous-réseau R vers la station S. 

Si la station S n'est pas pure par classes, on considère aussi : 

m 
z k(e) = 1 p( B-f l k) c. kCe-f. k) g kCe-f. k) 

1 = 1 

z^Ce) est le taux de probabilité, en régime stationnaire, et pour R 

d'atteindre l'état e = (e, e ] par départ d'un client de classe K de la 

station S. 
K 

On notera z(eî - E z (e) 
k=1 K 
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Â5 -. SOUS-RESEAU STANDARD PAR CLASSES 

On dira qu'un réseau fermé R est équilibré par classes si, 

pour tout état e et toute classe K, le taux de probabilité de quitter l'éta*; = 

par transfert d'un client de classe K est égale au taux de probabilité 

d'atteindre l'état e dans les mêmes conditions. 

Pour simplifier les formules, nous noterons le taux de 

service de la station S pour la classe K et s^ le nombre de clients de 

classe k dans cette station. 

Soit R un sous-réseau propre. On dira que R est un sous-réseau 

standard par classes s'il existe une station S pure par classes telle que 

le réseau R = RUS est un réseau markovien ergodique équilibré par classes 

et telle que 

À5.J - ( V e c E ) (Vk£[1, K]) w k(e) = s^) p(eî 

avec w^(e) et p(e] définis en A4. Si V K G [1,K], R contient n^ clients ds 

classe k, on dira que R est n-standards par classes (où n = [n., . . .,n, , . ., n., . 

Cette égalité signifie qu'en régime stationnaire le taux de 

probabilité d'atteindre l'état e par départ d'un client de classe k 

du sous-réseau R est égal au taux de probabilité de quitter l'état e 

par arrivée d'un client de la même classe k dans le sous-réseau R. 

Le réseau R étant équilibré par classes, la condition A5.1 est équiva­

lente à 

m 
AS.2 - ( V B E H V k [1, K]) u K(e) + h K ( s K + 1 ) v K C e ) = p(e) Z ( a . ^ e ) + b . k [ e ) ) 

i=1 

Cette égalité signifie que, en régime stationnaire, le taux de probabilité 

d'atteindre l'état e par arrivée ou par transfert d'un client de classe k 

dans le réseau R est égal au taux de probabilité de quitter l'état e par 

départ d'un client de classe k du réseau R ou par transfert d'un client 

de classe k dans le réseau R. 
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B - T H E O R E M E S DE S T A B I L I T E 

BJ - PREMIER THEOREME VE STABILITE 

Soit R un réseau standard par classes. Soit S une station 

de service pure par classes telle que la condition A5.1 soit satisfaite, 

c'est-à-dire que 

( V B G E ) (Vkc-[1,K]) w kCe) = h k ( s k ) p ( e ) 

On considère une autre station S' pure par classes de taux 

de service h ' k pour la classe k et on note R' = RUS' et p' la probabilité 

stationnaire pour que le réseau R' soit dans l'état (e, e s ) . 

m 

On pose w \ f e ) = E p , f e + f i k ) b i k ( e + f i k ^ 
1=1 

On rappelle que e = (s., s,, s.J où s, est le nombre de 
S I K l\ K 

clients de classe k dans la station S quand son état est e g . 

On a alors 
, ^ 

BJ.J - p'te) = C p(e) TT — . . . Tl — — . . . TT — ; 
j = 1 h' ^ j ) j = 1 h' K(j) j = 1 h' K(j) | 

où C est une constante de normalisation qui ne dépend pas de e. 

De plus ( V e t E ) et (Vkfc[1,K]J on a : 

87.2 - w f

k C e ) = h ' k ( s k ) p ' C e ) . 

Autrement dit si la condition A5.1 est satisfaite relativement à une 

station de service S pour toute classe k, alors cette condition est 

satisfaite relativement à n'importe quelle station de service pour 

toute classe k. 

DEMONSTRATION : 

On suppose que la probabilité p satisfait à l'égalité 

w k(e) = h k C s k ) pie), Ve<rE et Vke[1, K] 
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q h k(j) 

On pose g k tq) = TT 

m 

u' k(e) - Z P'Ce-f i k .f ) d k ( e - f i k + f ) 

m 

u' Ce) = E c p ( e - f . k + f ) g ( S l ) ... g(s k) ... S ^ K

) d j i , K ( e _ f i K + f j k } 

i. j=1 
m m 

v' K(e) = Z p' te-f i k) c i k C e - f i k ) =Z c p U - f ^ J g C s , , ) . . .gCs k+1) ... 
i=1 i=1 

g ( 8 k ) c I K ( B - f l k ) 

d'où d'après la définition de u^teî et v^Ce) on a 

u' K(e) = c u k[s)g 1[s 1) ... S K ^ K ) ... g K ^ s k ) 

v f

k ( e î = c v K(e) g ^ s ^ ... E k.ts k+1) ... g k ( s k ) 

d'autre part : 

m 
W k ( e J = E p ' C B + f i k ) b i k ( B + f . k ) 

1 = 1 

m 
= E c p ( B . f ) g ( B ) ... B k(8 k-1) ... g k ( s k ) b . k t e + f i k ) 

1=1 

d'où 

w' k(e) = c W j J e J g ^ s ^ ... g k(s k-1] ... g K ( s K ) 

or 

w k(e) = h k ( s k ) p ( e ) , d'où : 

w' k(e) = c h j j s j j p t e î g ^ s ^ ... g k ( s k - 1 ] ... g j j s ^ 

mais 

V hk (j } 

W * k ( V 1 ) = W ^ TTT77
 =
 h V s k } S k ( V 
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d'où 

w' K(e) = c h ' k ( s k ) p ( e ) g 1 ( s 1 ) ... g k ( s k ) ... g K(s ( <) 

c'est-à-dire 

w'. (e) = h*, (s. )p'(e) pour tout K € [1, K] 
K K K 

et pour tout e £ E 

De plus on a : 

m m 

p'(e) E (a (e)+b (e)) = c p(eîg^[s^)...g^(s^)...g^(s^) E ^ a i k ( e ) + b i k ( 8 ^ 
i = 1 i = 1 

or d'après A5.2 on a : 

m 
p(e) E ( a

i k

+ b

i K ^
e ) = h|Js k+1)v te)+u k(e) 

i = 1 

d'où 

m 
p'(e) E t a

i k

+ b

i K ^
e ^ = c g 1 f s 1 ) . . . g k ( s k ) . . . g K ( s K ) u k ( e ) 

i = 1 

+ c g ^ s ^ . . . g k ( s k î . . . g K ( s K ) h k ( s k + 1 ) v k ( e ) 

= u ' k C e ) + h ' k C s k + 1 ) v ' k C e ) 

p' satisfait donc à la condition d'équilibre par classes en régime sta­

tionnaire, donc p' est bien la probabilité stationnaire du réseau marko-

vien ergodique R' 

B2 - PROBABILITE NATURELLE ET RESEAU NATUREL PAR CLASSES 

Soit n = (n,|, ..., n k # ..., n^), N un entier et R un sous-réseau standard par 

classes. Soit S la station pure par classes telle que h.(j) = 1 pour tout 
K 

j = 1, . . . i N et pour tout K = 1, . K . Soit p(e) la probabilité 

stationnaire de l'état Ce, e s) du réseau R = RUS. Cette probabilité p est 

appelée probabilité n-maturelle du sous-réseau R. Le réseau R est appelé 

le réseau n-naturel par classes associé à R. 

Si l'on considère alors une station pure par classes S' de 

taux de service h ' k ( s k ) pour la classe K, soit p'[e) la probabilité 
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stationnaire de l'état e = (e, e ) du réseau R'= RUS', on a alors : 
s 

" 1 1 " K 1 S k 1 
B21 - p' Ce) = cp(e) n ! ... n ! ... n 

j = 1 h y j ) j = 1 h' k(j) j = 1 h' KCj) 

où c est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l'état e 

CAS PARTICULIER D'UNE STATION : 

Soit R un sous-réseau réduit a une station S pure par classes 

de taux de service h^(s^) pour la classe K quand il y a clients de classe 

K dans cette station. 

Alors R est n-standard par classes et sa probabilité n-naturelle 

vaut 

1 
B22 - p(s., s., s„) = C 

1 S k S K 
( n h ^ j ) ) ... ( n h K(j]) ... ( n h K ( j ) ) 
j=i j=i j=i 

DEMONSTRATION : 

R est un sous-réseau propre parce que S est pure par classes. 

En considérant R = SUS' où S' est une station pure par classes de taux 

de service 

h' kCj) = 1. V k e [1,K] et V j [1,N] 

Montrons d'abord que R est équilibré par classes 

Vk, V e, w k(e) = p C s ^ ... ,s k+1,... ,sK) h k ( s k + 1 ) = p t s ^ . . . ^ ^ . . . ^ ^ 

donc w k(e) = h ^ I s ^ î p(e) (B23Î 

de même V k, V e , u kCe)+h' k ( s ' k+1 ) v k(eî = p ( s r . . . , s k"1,...,s K) = p ( e ) h k ( s k ) 

B.24 

La formule B22 est telle que B23 et B24 soient vraies ce qui 

prouve que R est équilibré par classes et R est standard par classes. 

L'unicité de p entraîne que la formule B22 annoncée est 

exacte. 
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B3 - DEUXIEME THEOREME VE STABILITE 

Soit R un sous-réseau n-standard par classes. On suppose que 

R est couplé avec une station S pure par classes de taux de service 

pour la classe k. RUS est un réseau fermé et on suppose qu'il y a N clients 

en circulation dans ce réseau. On rappelle que n = (n^,...,n^...,n^) où 

n. est le nombre total de clients de classe k. 
k 

Soit (h : : (j)) une suite de nombres réels strictement 
K i ^ K .< I\ 

1 ^ j ^ n 

positifs. On pose h': (0) = 0 pour tout k. 
K 

Soit R' le sous-réseau déduit de R de la façon suivante : 

a - Les probabilités de répartition entre stations sont les mêmes dans R 1 

que dans R. 

b - Pour toute station S.̂  de R', les termes ^ - ^ t e ) , b ' ^ C e ) e ^ c \ ^ e ^ 

(cf A3) sont respectivement égaux à a ^ ( e ) tr^tn^-ê^), b ^ ^ e ) ^' Ck^ nk~"\^ 

et c l k ( B ) h * k ( n k - ô k ) . 

On a donc aussi, si l'on désigne par g ' ^ t e ) (resp ^Ce3) le 

taux de service pour la classe k de S^ dans R* (resp R ) , 

Alors on obtient les résultats suivants : 

i - R' est un sous-réseau n-standard par classes, c'est-à-dire qu'il existe 

une station de service S' pure par classes, de taux de service h ' k 

telle que 7 k , V e , w' k(e) = h ' k ( s k ) p'(e) avec s k = n k - § k 

e 1 h' (n.+1-1) e k h' (n.+1-i) 
i i - p'(e) = c pCe) ( n — - — ) ... ( n — — - ) ... 

1=1 h ^ C r ^ - i î 1-1 h" RCn k-i) 

e k h'Any + l-l) 
C n — ) 
i=1 h : :

K t n k - i ) 
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où § k est le nombre de clients de classe k dans R quand il est dans 

l'état e, p(e) est la probabilité naturelle de R et p'(e) la probabilité 

stationnaire de R'. 

Les états e qui interviennent dans cette formule sont tels 

que y k ê, ¥= n, et ainsi h : :.[n, - i) ¥= 0 •/k, r i . 
K K K K 

Dans le cas où § k = n^ on peut remarquer que 

ni 
p'CO, s 2 , ... s^) = 1 - £ p'Ci, s 2 , s^) 

i = 1 

Dans le cas d'un état comprenant plusieurs composantes nulles, 

on itère ce procédé. 

On peut ainsi obtenir p'(e) pour tout état e de R. 

DEMONSTRATION 

Supposons que la probabilité p satisfait à l'égalité 

V e e E, V kÊ [1,K] w (e) = h k l s k ) . p ( e ) = p(e) car h k ( s k ) = 1 

q h' kCn k+1-i) 
Posons l k(q) = n 

i-1 h* k(n k-l) 

On a 
m m 

W k ( e î P , ( ^ i K ) b ' i K ( e + f . K ] c p ( 8 + f l k î l 1 ( S 1 ) . . . l k ( 6 k + 1 U K [ f i K ) 

bikte+fik)hYVV11 

d'où 

W k ( e ) - c w k ( e ) l 1 ( S 1 ) . . . l k C ô k . 1 ) . . . l K ( ô K J h « k ( n k - ô k - 1 ) 

h' (n -ê ) 
= c p ( e ) l (ê ( ê ) . . ...l„(S„).h". (n -ê -1) 

h V v V 1 î 

W R ( e ) = p ' C e ) . h ' k C n K - ê k ) 

d'où V [1,K] et V ' e g E 
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w' kCe) = h ' k ( s k ) . p'Ce) 

ce qui démontre (i). 

De plus on a 

V K t [1,K] et V e £ E 

m 

m 

= . * C P ( B - f i k + f i k ) ^ ( ^ î " - 1 k ( ^ î l K t V d J i ' k t e - f i k + f i k î b î S k l V S K : 

1 9 J I 

U' k(e) • C U k C e ) l 1 ( ê 1 ) . . . l k ( ê k ) . . . l K [ ê K ) h ^ ( n k - ê k ) 

de même 

m 

V k ( e ) - ̂  P ' t ^ i K ^ ' l k 1 8 " ^ 1 = .f 1 c p ( e - f l k ) l 1 ( 8 1 ) . . . l k ( S k - 1 î . . . 

vvwe-fik jhvv i-v 

V' k(e3 - C V k ( e ) l 1 ( ê 1 ] . . . l k ( ê k - 1 ) . , l K ( ê K ) h ^ ( n k + 1 - ê k ] 

donc : 

m • . m 
p'Ce) l C a ' ^ C e l + b ' ^ t e î = cp(B)l 1[S 1)...l k(S kî...l K(Ô ][ E ( a . k + b i k ) ( e ! ] 

i=1 i=1 

- C U k ( e ) l 1 ( ô 1 ) . . . l k C S k ) . . . l K C S K ) h* k(n k-fl k].vy BJ. " 
h " ( n K - e k 

= U ^ t e J + v ^ t a J h ' ( n k + 1 - ê R ) 

ce qui prouve que p' satisfait à la condition d'équilibre par classes, 

donc p' est la probabilité stationnaire. 

R' = R'US' est donc équilibré par classes et R' est standard 

par classes. 
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B4 - FLUX VE SORTIE CONVÏTÏONNEL VE CLIENTS V}UNE CLASSE k. 

Soit R un sous-réseau propre et R le réseau fermé constitué 

de R et d'une station S dont le taux de service g^te) pour la classe k 

peut dépendre de l'état e de R. 

Soit A un sous-ensemble de l'ensemble E des états de R- On 

définit le flux de sortie conditionnel v, (A) de clients de la classe k 
K 

de R sachant que R est dans l'un des états de A par 

B41 - v (A) = { E pie) E b (e)} ! 

K eeA i = 1 1 E pCe) 
eéA 

Si S est une station pure par classes, si R est un sous réseau ij-standard 

par classes et si 

m 
A = {eëE, Y k , E e.. = N.} où (N.K ^ . ^ „ est une famille 

1 K K K i < K < Ix 
1 = 1 

d'entiers positifs fixes, alors le théorème de stabilité montre que V^^A) 

ne dépend pas du taux de service pour la classe k dans la station S. 

PREUVE - Soit un autre taux de service h'^Cj), alors le 2ème membre de B41 

devient : 

m 
{ E p'(e) E b i K ( e ] } • = 
eeA i=1 E p'(e) 

eeA 

S 1 h (j) s k h (j) S K h (j) m 
E cp(e) [ n — ... n — ... n — ] E b (e) 

e^A j = 1 h ' ^ j ] j = 1 h' k(j) j = 1 h' K(j) i = 1
 1 K 

S 1 h (j) S K h K(J) 
E cp(eî ( n — ... n — ) 

e^A j = 1 h ^ I j ) j = 1 h' K(j) 

or chaque terme s^ vaut n ^ - et est donc indépendant de e€A, l'expression 

précédente vaut donc : 

E (cp(e) *E b..Ce)| 
eCfi\ 1-1 l K / 

E cp(e) 
ecA 
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C - C O M P O S I T I O N D E R E S E A U X 

C l - DEFINITION Vy UNE STATION n-ECHANGEABLE PAR CLASSES 

Soit R un réseau propre comprenant m stations. On note R 

le réseau fermé RUS, S étant une station dont le taux de service de la 

classe K est g. (e] où e désigne un état de R. 

•n suppose qu'il y a N clients en circulation dans R dont un 

état fondamental est noté e = (e,, ..., e , e ) où (e.) . ̂  . ̂  caractérisa 
1 m s i 1 < i < m 

l'état de (S.). . et e est l'état de S. 
i 1 < i < m s 

m 
On rappelle que w, (e) = E p(e+f.,)b..(e+f. ) et on dit 

K 1 K 1 K 1 K 
1=1 

que S est n-éehangeable par classes dans R si 

C H - ( V B G E ) ( V k e r i , K ] ) # w (e) = g k ( e ) . p ( G ) 

Cette condition signifie que le taux de probabilité pour la 

probabilité p d'atteindre l'état e par départ d'un client de classe k 

du réseau R est égal au taux de probabilité de quitter l'état e par arri­

vée d'un client de classe k dans le réseau R. 

Dans le cas où le réseau R est équilibré par classes, on voit 

aisément que la condition C11 est équivalente à : 

CJ2 - . C V e t E H V k £ [1,K]Î u. (e)+z. (e) = p(e) E (a..(e)+b.. Ce)) 

I . X l l ; 

C2 - THEOREME FONDAMENTAL 

Soit R un réseau fermé contenant N" clients et composé de 

2 sous réseaux propres R' et R " ; on considère les réseaux fermés 

R f - R'ÙS' et R" = R' VUS" où S' (resp. 5") est une station n-êcJiangeable 

par classes dans le réseau R' (resp. R"). On suppose que R'et R" sont 

équilibrés par classes (cf A5).0n rappelle que n=(nj ,n R) et 

N = f" IK. . . n 
k^j On consvdère en outre les hypotheses suivantes : 

a - Dans R le taux de service pour la classe k de la station Ŝ - de R' 

(resp. Rn) est égal au taux de service pour la classe k de S^ dans 

R' (resp. R") multiplié par le taux de service de S" pour la classe k. 
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Ce qui s'écrit encore : &±^e^ = i[J e'^' g'V e"' 1 * 

b - Dans R les probabilités de répartition entre stations à l'intérieur 

de R' ou de R" sont les mêmes que dans les réseaux initiaux R' et R". 

c - Dans R, la probabilité r. , pour un client de classe k qui quitte 
1 j , K 

une station S. de R' (resp. R " ) 3 d'aller dans S. de R" frésp- R'J 
i c j 

est égale au produit de la probabilité pour ce client de classe k 

qui quitte de quitter R' multipliée par la probabilité pour un 

client de classe k qui rentre dans R" d'aller dans la station 

de R % 
ou encore : r. . , ( e ) = b'.. (e').c" ..Ce"). 

ij >K 1 K j K 

Alors on a les résultats suivants : 

1°) p(e) = cp'(e')p"(e") 

où P(e). (resp.?'(e<) , P"(e") ) è ^ la probabilité stationnaire, pour 

réseau R ( r e s p v T f
T , R ? !) d'être dans l'état e = (e T,e") (respfe 1 ,n-e') 

Ce", n-e")I 
2°J Le réseaw R est équilibré par classes. 

3°) Si est une station échangeable par classes dans R' 

ou R"j elle est encore échangeable par classes dans R. 

PREUVE -

Soit e = C e 1 , e") un état de R. Dans R on note M* (resp. M") 

l'ensemble des indices des stations qui appartiennent à R f (resp R " ] . 

On suppose que R 1 (resp. R") comprend m 1 (resp. m"] stations ; on a donc 

m 1 + m" = m. 

'Les termes a.., b.. et c . définis en A3 seront notés a ' , 
I K I K 1 K Î K 

b ' i k ' C ' i k ( r e s P * a " i k ' b " i k ' C"IV? s ' i l s s o n t associés à R 1 

(resp. R " ) . 

De même, on définit u', w', z', p' (resp. u", w", z", p") 

relativement à R' (resp. R") comme en A4. 

On note x^Ce) (resp. y^Ce)) le taux de probabilité pour la 

probabilité p d'atteindre (resp. de quitter) l'état e par déplacement 

d'un client de classe k dans R. 

On note x(e) (resp. y(e]) le taux de probabilité d'atteindre 

(resp. de quitter] l'état e par déplacement d'un client dans R. 
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N IS, 
On a donc x(e) = Z x,(e) et y(e) = E y, (e). 

k-1 K k=1 K 

Le réseau étant supposé markovien ergodique, la probabilité 

stationnaire p est la seule telle que x(e) = y(e). 

Montrons d'abord que si l'on pose p(e) = cp'(e')p"(e") 

on obtient x, (e) = y. (e) pour tout k et pour tout e. 
K K 

x k(e) = x ,

K C e ) + x " K ( e ) + c u ^ e . ) g . ^ ( e » ) p » ( e » ] + C u » ( e » ) g . ^ ( e . ) p-( e-) 

avec 

X V e ) = ±U> jcn- c p ' ( e , + f , i ^ P " ( e " " f , V ] b ' i K ( e , + f , i K ^ \ ( e , ' - f , V ) c ' j K [ e , , - f ^ ; -

= cC I P ' ( e ' + f , i k ] b ' i k ( e ' + f ' i K ) X E P ' " ( e " " f " i k ) Ê " k ( e " " f " i k ) 

ieM' j£M" J J 

C" fe"-f" )") 

d'où x' k(e) = c w ' h ( B " ) z" kCe") 

de même 

x".(e) = E E p(e-f.. +f.. )b" .. Ce" + f" .. )g'. C e ' - f .. )c' .. ( e ' - f .. ) 
iCM' j € M "

 1 J 3 3 

x- k(e) = c( p " ( e " + f " j k ) b " j k ( e " + f " j k ) ) ( E ^ ( p ' ( e " - f i k ) g ' k ( e ' - f i k ) 

C , i k ( e ' - f , i k } ) 

soit x". (e) = c w". Ce")z'. Ce' ) 
K K K 

On décompose ensuite y. (e) sous la forme y 1 (e)+y". (e) 
K K K 

avec yV e ) = ptB)g" k(8") E C a ' i k + b ' k)(e') 

et y" Ce) = pCeJg'.Ce') E Ca",. +b" .. ) Ce") 
jeM" 

Par ailleurs, puisque S' (resp. S") est échangeable par classai dans R' 

(resp. R") on a : 

CC.2.1)
 wVe'} " g'î Ce'Jp'Ce') 

CC.2.2) w" kCe") = g" k(e")p"Ce") 
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et aussi, puisque R* et R" sont équilibrés par classes : 

(C.2.3) u ,

k ( e
, ) + z ,

k ( e
, î = p ' ( e ' ) ^ (a' i k + b ' i k ) (e' J 

(C.2.4) u M . ( B , , ) + Z M , ( E M ) = p"(e B) Z (a" , +b" ,. ) te" J 
jC:M"

 J K J 

En reportant C.2.1 dans x'jje) e t C.2.2 dans x " k ^
e ^ P u i s l e s 

résultats obtenus dans x k ( e ) , on obtient : 

x k(e) = c p , ( e M g y e ) z Y e n V , ( e , 1 g Y e , , ) z ' k ( e
, ) + p , , ( e " ) g ' ,

k ( e " ) u
,

k ( e
, ) + 

p' (e 1 )g' (e 1 ) u , (

k ( e
M ) 

de même en reportant C.2.3.et C.2.4 dans y' k(e) et y" k(e) on obtient : 

y (e) = c(p"(e")g" k(e")[u' kCe' î+z
1

k(e')]+p'Ce' )g' k ( e ' ) [u" k(e" ) +z " k ( e " ) ]) 

d'où V e et \/k, x ^ e ^ = ^ k ^ e ^ p a r s u i t e x ^ = y^ e^" 

Ce qui démontre que la formule de p annoncée est la bonne puisqu'il y a 

unicité. 

De plus on a obtenu que R est équilibré par classes. 

Soit une station du sous réseau R* qui est échangeable 

dans R' pour, la classe K. Posons = M'-{i}, soit e un état de R ; 

dans R, pour la probabilité stationnaire p(e) = c p'(e') p"(e") le taux 

de probabilité w ^ C e ] d'atteindre l'état e par arrivée d'un client de 

classe k dans la station S^ est 

w i K t e J - Z P t B + f 1 . k - f 1 K ) g ' 1 . k ( B ' . f ' 1 , k - f ' l k ) g - k ( B " ) r ' 1 , 1 # k ( B ' + f ' f k - f ' 1 K ) 

+JêM-
 P ( e + fjrt^ b ,V ( e" + f'V } g ,K ( e ,- f'iK ] c'iK ( e ,- f ,iK 5 

J6.M 

S" étant échangeable pour la classe k dans R" on a : 

w" (e") = Z p"(e"+f" .,)b",. Ce"+f",, ) = p" (e" )g\(e" ) 
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d'où 

w l k(e) - c p-t B-)g- k( S-)[ Z ^ P ,

g ' 1 K
r , i ' i , K H B , + f ,

i K - f ' i K ] 

• t p ' g ' k c ' l k ) ( e ' - f l k ) ] 

= c p"(e")g" k(e")w' i k(e
,:i. 

Mais la station est échangeable pour la classe k dans R', 

d'où w',. Ce') = p'Ce')g'..(e') 

1 fx 1 K 

et on en déduit que 

w l k(e) = p ( B ) g w

k ( e - ) g
f

i k ( B ' ) = p ( e ) g i k ( e ) 

ce qui signifie que la station est échangeable pour la classe k dans R 

et achève la démonstration du théorème. 

C3 - THEOREME GENERAL 

Soit R un réseau fermé markovien ergodique. 

•n note {S } A M l'ensemble des stations de service de ce réseau, 
m m = 1, ..., r! 

Soit {I, J, L} une partition de {1,...,M}. 

On suppose que pour tout élément m de JUL, la station S^ est échangeable 

par classes dans R. 

On suppose que, pour tout j de J et pour tout k de [1,K], 

le taux de service h., Ce.. ) de S. pour la classe k ne dépend que du 
J k j k j 

nombre e.. de clients de classe k dans S., autrement dit S. est pure 

par classes. 

A cette suite {S.}. _ on associe une suite {R.}.^- de sous 

réseaux standards par classes et on note p.(£.) la probabilité naturelle 
3 3 

pour le sous réseau R. d'être dans l'état e.. Par ailleurs, on considère 
3 3 

une suite f R ^ l ç L ^ e s o u s réseaux propres et une suite associée { S ' ^ } ^ ^ 

de stations dont le taux de service ê'^te^) pour la classe k peut 

dépendre de l'état du réseau R^ associé. 

Pour tout 1 de L, on note R^ le réseau fermé constitué de R^ 

et de S'^ et comprenant N clients en circulation. 
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On suppose aussi que pour tout 1 de L, est markovien 

ergodique, que S'^ est n-échangeable par classes dans R.̂  et que R^ est 

équilibré par classes. 

On note p'-^Ce^) la probabilité stationnaire pour le réseau R 1 

d'être dans l'état Ce^,e'^). 

On étudie alors le réseau R déduit de R de lq façon suivante : 

a - Il y a N clients dans le réseau fermé R 

b - Dans R on remplace chaque station S , pour m 6 JUL par le sous-réseau R^ 

associé, un état e de R est alors caractérisé par les états (e } T 

m m t x 
associés de S si m<£ I et {e } de R si m e JUL. 

m m m £ JUL m 

On note e , le nombre de clients de classe k dans S_ si 
mk m 

m £ l ou dans Rm si JUL. Quand l'état de R est e on pose ê = Ce„,...,e ) 
*~ m m 1 ri 

ou e ~~ te * s . •., e ,, e j 
m m1 mk mK 

ê est donc un état de R. 

c - Les.probabilités "de répartition" entre les diverses stations de R 

sont définies à partir de celles définies dans R et dans les sous-

réseaux Rm 

Par exemple, la probabilité, pour un client de classe k qui 

quitte la station X du sous-réseau R , d'aller dans la station Y du sous-
m 

réseau R^ avec m q, m £ JUL et q e JUL est égale au produit 

x. [ y. C e )z, (ê) si l'état du réseau R est e. k m J k q k 

Les termes x. (e ), y. Ce ) et z. (ê) sont définis par 
k m ^k q k r 

x^Ce^) = probabilité, pour un client de classe k qui quitte la station X 

de sortir du sous-réseau R quand celui-ci est dans l'état e . 
m m 

y, Ce ) = probabilité, pour un client de classe k qui rentre 
K q 

dans le sous-réseau R„ d'aller dans la station Y si le sous-réseau R est 
q q 

dans l'état e . 
q 

z^Cê) = probabilité, dans le réseau 8 pour un client de 

classe k qui quitte la station S (de R) d'aller dans la station S Cde R) 
m q 

si R est dans l'état ê. 

d - Pour tout état e de R et pour toute station X de R, le taux de 

service g x K ( e ) de la classe k dans X quand R est dans l'état e est 

défini par : 
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* si X - S, Ciel) g x K ( e ) - Ê i K ^ ^ 

où g.. Ce) est le taux de service de S. pour la classe K dans le réseau 
i K i 

si celui-ci est dans l'état ê. 

: c : : si X appartient au sous-réseau R ̂ , avec j £ J 

Ê x k ( e ) • ̂ x k ^ V 6 1 ^ g ' i k t e i J 

où g^ . Cei) est le taux de service pour la classe k de la station X dan 
xK J 

le sous-réseau R» si ce sous-réseau est dans l'état e.. 
J J 

j : î C 5 : Si X appartient au sous-réseau R^ avec 1 £ L, 

g J e ) = g 1 .(e-Jg... (S) II g' As ) & x k 6 xk 1 & l k , & mk m 

m / 1 

Soit pCe) (resp. pCê)) la probabilité stationnaire pour le réseau R 

(resp. R) d'être dans l'état e Cresp. ê ) , on a alors : 

p(e) = c pCê) n p.Ce.) n p' Ce.,) 
j € J J J l e L 1 

où c est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l'état e 

de R. 

DEMONSTRATION : On applique le théorème C2. 

•n considère d'abord H L et on remplace la station S^ de 

R par le sous-réseau R^ comme indiqué en C2 à partir de R^. Si j G J 

on fait de même en prenant comme réseau Rj le réseau n-naturel associé 

à R j . 
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D - R E S E A U P A R F A I T P A R C L A S S E S 

VI - PEFINITION 

Soit R un réseau markovien ergodique constitué de m stations 

pures par classes ( S . K . ^ 

•n notera M l'ensemble {1,2, ...,m}. 

V i = 1, m on note h., (e..) le taux de service de la 
1 K 1 K 

station S^ pour la classe k quand il y a e ^ clients de classe k dans 

cette station. 

Chaque état du réseau R est caractérisé par un m-uple 

e = (e,, e., e ) où e. représente l'état de la station S., donc 
1 î m î r i 

e. est un K-uple (e.., e.,, e..J, e.. étant le nombre de clients 
1 1 1 1 K li\ 1 K 

de classe k dans la station i. 

•n note r. . (e) la probabilité, pour un client de classe k 
1 J 9 K 

qui quitte la station i, d'aller dans la station j si l'état du réseau 

R est e. 

On dit que ce réseau est parfait par classes s'il satisfait 

à la condition : ( V j £ M) ( V e £ E) ( \/k £ K) 

m 
m - W = ̂  Weik+1)rij,kCe+fik-V 

•n dira que R est quasi-parfait par classes s'il existe des 

taux de service (h.. ) A ^ . ^ tels que, pour ces taux de service R soit 
iK 1 < l < q 

1 £ k £ K 

un réseau parfait par classes. 

VI - PROBABILITE STATIONNAIRE 

La probabilité stationnaire d'un réseau parfait par classes 

est la probabilité équidistribuée. 

DEMONSTRATION : 

Considérons a priori la probabilité équidistribuée p. 
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Soit e un état de R; le taux de probabilité de quitter l'état 

e par déplacement d'un client de classe K est : 

m 

Le taux de probabilité d'atteindre l'état e par déplacement 

d'un client de classe K est : 

m m 

.\ .\ h i k ( B i k + 1 î r i j . k Ï B + f i k - f j k ) p t B + f i k - f J k ï 

j=1 i=1 

L'égalité D11 entraîne que ces expressions sont égales si p 

est la probabilité équidistribuée. 

En sommant ensuite sur k on obtient que le taux de probabilité 

de quitter un état e est égal au taux de probabilité d'atteindre cet état e. 

Donc, d'après le théorème ergodique, la probabilité équidis­

tribuée est bien la probabilité stationnaire. 

V3 - INTERPRETATION "PHYSIQUE" 

Un réseau R est parfait par classes si : 

a - La proba. stationnaire de R est la proba. équidistribuée. 

b - En régime stationnaire, chaque station S^ de R satisfait 

à la condition de "balance locale par classes", c'est-à-dire que pour 

chaque état e, pour chaque classe k de clients et pour chaque station S^, 

le taux de proba. d'atteindre l'état e par arrivée d'un client de classe k 

dans la station est égal au taux de probabilité de quitter l'état e 

par départ d'un client de classe k de la station S^. 

Cette condition b signifie que pour chaque station S^, le 

sous-réseau R \ S i est standard par classes. 

V4 - EXEMPLE VE RESEAU PARFAIT PAR CLASSES 

Soit R un réseau fermé. On suppose que les probabilités 

r. . . de répartition entre stations ne dépendent pas de l'état e du 
î J » K 

réseau R. Alors R est quasi-parfait par classes. 

Plus précisément soit, pour tout k de [1,K], X. = (x„.,...,x . ) 
K 1K q K 

une matrice uni-ligne à termes positifs telle que X^R^ = où R^ 
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désigne la matrice de terme général r.. . , Une telle matrice existe 

d'après le théorème ergodique. 

V i £ on pose h ^ C O ) = 0 et h i k C j ) = x . k si j > 1 et on 

suppose que la station S.̂  admet comme taux de service pour la classe K. 

Alors, pour ces taux de service, le réseau est parfait par classes, 

comme on le voit aisément en utilisant D11. 

V5 - STATIONS PUALES PAR CLASSES 

Soient 2 stations pures par classes S et S' de taux de service 

respectifs ( h k î k € [ 1 # K ] et C h ' k ) k e [ 1 ^ K ] . 

On dit que ces stations sont duales l'une de l'autre par 

classes si 

V j , 1 < J < N et \/k, 1 < k < K 

on a l'égalité h k(j) = h' k(n k+1-jj 

où n. est le nombre total de clients de classe K dans le réseau R. 
K 

V6 - THEOREME VE SUBSTITUTION 

Soient 2 réseaux ouverts R' et R" et 2 stations pures par 

classes S' et S" que l'on suppose duales l'une de l'autre par classes. 

On suppose que les réseaux fermés R' = (R', S') et R" = CR", S") sont 

parfaits par classes. Alors le réseau fermé R = (R', R") est un réseau 

parfait par classes. Autrement dit, dans R' on peut remplacer S' par R" 

et obtenir encore un réseau parfait par classes. 

DEMONSTRATION : 

Ce théorème est en fait un corollaire des théorèmes B8 et C2 

mais nous pouvons en donner une preuve directe pour le lecteur qui ne 

s'intéresse qu'à ce cas particulier. Chaque état e' de R' est caractérisé 

par un m'-uple e' = te' , e' 0 où e'. désigne l'état de la station 
i m i 

S9

± de R'. 

est un K-uple ( e ' ^ , ... e ' ^ , ...,8' î où e ' i k est le 

nombre de clients de classe k dans la station S'^. Le nombre de stations 

de R' est m'. 
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m' 
On pose n' = E e' et on note h ' ( e ' ) le taux de service 

K . „ 1 K Î K I K 
1 = 1 

de la station S^pour la classe K s'il y a e ' ^ clients de classe K dans 

cette* station. 

On note r'.. .(e 1) pour 1 < i < m 1 et 1 < j < m', la proba-

bilité, pour un client de classe K qui quitte la station i de R', d'aller 

dans la station j de R' si l'état de R' est e'. 

On introduit exactement les mêmes notations h", e", r" pour 

S" et R". De plus, on note r 5 C j ^ ( e , î l a probabilité pour un client de 

classe K qui rentre dans le sous-réseau R' d'aller dans la station i de 

ce sous-réseau, si ce sous-réseau est dans l'état e'. 

On pose enfin r 5 C 5 C (e") la probabilité, pour un client de 
J k 

classe K qui quitte la station j du sous-réseau R", de quitter ce sous-

réseau R" si l'état de R" est e". 

Soit S'j une station de R'. Puisque (R',S') est parfait 

par classes, on a : 

V61 - ( V e ' e E ' H V k £ [1,K]) 

h ' j K ( e ' j K >
 h V e ' i K + 1 ) r'ij,k [ e' + f'ik- f'jk ) + hVV 1- nV rV e'~ f'j K J 

i/j 

de même, puisque (R",S") est parfait par classes, on a : 

V62 - ( V e ' ^ E " ) ( V k £ [1,K]) 

h W n V h " i k C e " i k + 1 ) r " C i K [ e " + f M i k ) -

Soit e un état de R = (R',R"], le nombre total de clients de 

classe k dans R est n^ ; soient e' et e" les états associés de e, on a 

= n ^ + n"^. Les stations S' et S" étant duales l'une de l'autre 

par classes on a h " ^ 1 1 ^ " ^ = h"|Jn' k)
 = h' k ^ n k + 1 ~ n ' k^ e t e n r e P o r t a n t 

dans DB1 et D62 on obtient : 

h ' j K l G V -^n.
 h , i K < e , l k - 1 ) ' " i J . K

( G ' * f , i k - f , j K ) 

l In- h " K ( e " i K * 1 , r K J k l a , - f ' i k ^ ' V ^ ^ k 1 
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Cette égalité est exactement l'égalité D11 associée au réseau 

R dans l'état e = Ce', e") et à la station S'., de R'. 

En raisonnant de façon analogue on obtient la même égalité 

pour toute station S", de R", ce qui prouve que le réseau R est parfait 
3 

par classes. 

V? - THEOREME VE VEC0MP0S1TÎ0N - CAS FERME 

Soit R un réseau fermé markovien ergodique comprenant 

N clients, n. étant le nombre total de clients de classe k. 
K 

On suppose que R peut être décomposé en q sous-réseaux propres 

(R.) . disjoints, chaque état de R est caractérisé par un q-uple 
i i ̂  i ^ q 

ele^, e 2 , ... e^, e^) où désigne l'état du sous-réseau R^. 

On note ê., le nombre de clients de classe k dans le sous-
îk 

réseau R.. 
i 

On note e le "vecteur" [e.t , e n i , ê . ) 

1k 2k qk 

et e = ( £ ̂  * ^2* ^\c} 

On suppose que les hypothèses suivantes sont réalisées : 
a - Chaque sous-réseau (R.). . est standard par classes. M i 1 £ i s q K 

b - Pour tout couple [i, j] de [1,q]x[1,q] et pour tout 

k £ [ 1 , K ] , quand un client de classe k quitte le sous-réseau R^, la pro­

babilité de "répartition entre sous-réseaux des clients de classe k" 

r.. , pour ce client, d'aller dans le sous-réseau R. ne dépend que de 
1 J » K J 

v 
c - Si on note aie réseau déduit de R en remplaçant chaque 

sous-réseau R. par une station unique, avec les probabilités de réparti-

tion r. . . (ê. ), alors ce sous-réseau est quasi-parfait par classes 
1 J » K IN 

(cf. D U . 

Il suffit alors de connaître les probabilités stationnaires 

de R et les probabilités naturelles (cf B2) de chaque sous-réseau 

pour connaître les probabilités stationnaires de R. 

Plus précisément, soit ( S . K un ensemble de stations 
i 1 < i $ q 

de service pures par classes telles que le réseau R soitparfait par 

classes. Pour tout i, i = 1 ... q, on note I e taux de service de la 
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classe K dans la station S. et p. la probabilité n-naturelle de R.. 

On pose 1.. (0) = 1 et 1.. (j) = n h., (m) pour 1 < j < n, , 
IK IK A IK ~ f\ 

m=1 

soit p(e) la probabilité stationnaire, pour le réseau R, d'être dans 

l'état e, on a alors : 

P U ) - c n [p c e K n i l k t e i k » ] 
1=1 k=1 

où c est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l'état e. 

DEMONSTRATION 

Il suffit de montrer que cette probabilité p satisfait à la 

condition d'équilibre par classes, 

Pour tout couple Ci, j) d'entiers avec 1 < i < q et 1 < j < n^ 

on pose hj^(j) = 1* Vk> c[1,K] ; de plus pour tout i, 1 < i < q et pour 

tout K, 1 < k < K on pose h ^ C O ) = 0 et on note la station de taux de 

service h., pour la classe k et R, = CR., S.) ; on utilise également 
îk K . î i . i 

les notations a.,, b.,, c., et d., , relativement au sous-réseau R. 
JK jk jk jl,k i 

exactement comme étaient définis a.. , b.. , c., et d. n , relativement au 
Jk Jk ^ ± J 1 * K 

sous-réseau R ; de même on définit p^, u , v , w relativement 

au couple tR^'^) exactement comme étaient définis p, u, v, w relativement 

au couple CR,S) ; p^ est alors bien la probabilité naturelle de R^. 

Pour tout j, 1 < j < q, puisque le sous-réseau R # est stan­

dard par classes on a ^ 

— " V K € [ 1 . K h wJ RCe.) = h . K ( n K - ê . k ) p . C £ . ) 

d'où aussi 

VU - V k 6 [ 1 , K ] Z (aj + b ^ J C e . ) = [u^ (e J +h .. (n.+1-ê .. ] (e J ] 
i € R . K J p.Ce-J K J jk K jk K J 

J J J 

Etant donné un état e, soit x'Ce) (resp. y'Ce)) le taux de 

probabilité d'atteindre (resp. de quitter) l'état e pour la probabilité p. 
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Soit x ' ( e ) (resp. y", (e)) le taux de probabilité d'atteindre 
K K 

(resp. de quitter) l'état e pour la probabilité p par déplacement d'un 

client de la classe k. 

x' K(e)
 yVe ) 

Posons x^te) = et ^ k ^ = 

cp[e) cp(e) 

Il suffit de montrer que ( V k ^ [1,K]) et ( V e ^ E ) , x k ^ e ^ = y k ^ 

i,j J j \ J k=1 J i=1 k=1 / 

or 

E x'.. J e ) = E E [ E p( e+f * -f J ,,) C e . +f 1. ) c:J ,, ie f, ,. ) 
. . ij,k . . • » / • m IK 1 k lk î lk 1 k J 1 k 
i,J J i 1 C- R 

J r. . . (ê. + f - f . J ] îj^k k îk jk 

l'état e+"f-[k~"f^» k sië nî'f ?i e qu'il y a un client de classe k de plus dans 

la station 1 du réseau R^ et un de moins dans la station 1' de R . 

Dr 

P^îk^l'^ " C [ \ P r [ £ r K

k

n / r k C ê r k ) ) ] Pi [V fîk ]
 W ^ i k ^ i k * ' " -

r=1 k=1 s=1 
r/i,j s A 

W W 1 1 

s^k 

et 

^ P i C e i + f l k ) b J k ( e i + f l k } " 

et 

j 

d'où 

j j X ' i j . K t B ) " « J «j, "r'V'j, V r . K » " k ^ i ' ^ f i s t ê i S ' )
f i k ( e i k : 

r^i.j s^k 

«kt«j>cj|1VV
>VV11 
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d'où, en divisant par cp(e), on obtient : 

u^(e.) v^Ce J wj(e.) 

j p . U . ) j p.fe J h . K ( c j k ) ! p . C e J 

de même : 

y , k ( e ) i i 
— - = E { E (a., (e) + b.. (e)} 
cp(e) i j j K J K 

En utilisant le fait que chaque sous-réseau est standard par classes, 

on a : 

\ i £ i ] - h i k ( V ê i k ] p i ( £ i ] 

et 

E C a ^ C e H b ^ C e ) ) = - ^ C u l

k C c . ) + h i K ( n k + 1 - ê i k ) v l

k ( e J ) 

En reportant ces égalités dans x, [e) et y. (e) on obtient : 
K K 

x.(8)-y.(B) = E 3 v^Ce.) z (e) 
K j PjCe.) k J J k 

où 

v e ) ~ ~ r r ~ ; { 1 ^ ( v £\k^k c^k + i ) rijA ( v v v } 

Mais le réseau R 7 est parfait par classes et h., (i) = 1 si i / 0 
J J K 

d'où z.. Ce) = 0 et x.(e)-y, (e) = 0, ce qui prouve que p est la probabilité 
J K K K 

stationnaire de j^. 

VS - CAS PARTICULIER OU LES ROUTAGES SÛUT FIXES 

On se place ici dans la situation habituelle cf {2}, {8} 

où les routages sont fixes, c'est-à-dire que les termes r.. . ne dépendent 
1 J 9 K 

pas de l'état d u réseau considéré. 
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Soit donc R un réseau fermé markovien contenant N clients 

dont (n. ) A , „ clients de classe k, les routages étant fixes. 
K 1 < K < t\ 

On suppose, comme en D7 que R peut être décomposé en q sous-

réseaux standards ( R . K . disjoints. 
i 1 < i < q 

Comme en D4 on note X. = (x., , x . ) une matrice uni-ligne 
v K 1K y q K 

à termes positifs telle que X^R^ = X^ où R^ désigne la matrice de terme 

général r.. , soit p(e) la probabilité stationnaire pour le réseau R 
i J * k 

d'être dans l'état e ; pour tout i^ ^ ^ ^ , soit p^e.^) la probabilité 

n-naturelle du sous-réseau R.. On a alors : 
î 

q K ê i k i 
VS.1 - j p(e) = c n (p.(e.) n (x., ) ) 

i . . 1 1 , . 1K. 

1 = 1 k=1 

où ê.. est le nombre de clients de classe k dans le sous-réseau R. quand 
1 K 1 

il est dans l'état e^ et c est une constante de normalisation qui ne 

dépend pas de l'état e du réseau R. 

PREUVE : 

On obtient ce résultat directement à partir de D7 et D4. 

V9 - THEOREME VE VECQttVQSlTlQU : CAS OUVERT 

Soit un réseau ouvert R (ou sous-réseau). Soit R 1 le réseau 

fermé constitué de R et d'une station de service S, le nombre total 

de clients de R' étant N. On suppose que R» admet une décomposition en 

sous-réseaux propres (R ) . disjoints, telle que R = S et 
i i i ^ q ' q • 

que toutes les conditions (a, b, c) du théorème D7 soient satisfaites. 

Alors R est standard par classes (cf B l ) . De plus, soit p(e) la probabi­

lité naturelle (cf B2) pour le sous-réseau R d'être dans l'état e ; pour 
tout i, 1 <; i $ q, soit p. (e.) la probabilité naturelle pour le sous-

R * 
réseau -tl'être dans l'état e.. 

i 

Soit ^ hiK^1 < i < q u n e " P 3 ™ * 1 1 6 d e taux de service qui rend R' 

1 < k < K 
parfait par classes (cf D1 et D7-c) h « • désignant le taux de service 

q+i, K 
pour la classe k de la station S . associée à "l'extérieur" R „ = S. 

q+1 q+1 
Pour tout état e de R, on pose 

q 

k . ik 
i = 1 



- 33 -

Dn a alors : 

pCe) = c n [ P i ( e . ) C n l l k t e i k ) > ] ( n l C n ^ ) ) 
1=1 k=1 k=1 

où c est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l'état e et 

O Ù = J

4

 h i K ( m ) -
m=1 

PREUVE : 

Soit p'Ce) la probabilité stationnaire, pour le réseau 

R' = RUS A d'être dans l'état Ce,N-e : c), le taux de service de la sta-
q+1 

tion S A pour la classe k étant h - , . 
q+1 K q+1,k 

Le théorème D7 dit que 

p-CB J - c f ! [p.(e.) n i 1 K ( e l k J ] 

1=1 k=1 

1 
puisque la probabilité n-naturelle P q + ^ e q + ^ = 

n 1 A ,(ê A .) 

Il reste à vérifier que l'égalité A51 est satisfaite relative­

ment à la probabilité p' et pour tout état e. 

q 
w V Ce) = E E p' C e + f T j b T j e + f . J r ^.(ê+f -f J 

k * - n îk îk m îk m,q+1 k m q+1 
m=1 i e R m 

or 

J — » S— i 

j/m s/*k 

et E p Ce +f?. îbT. (e +f.. ) = v A e ) . D m m îk îk m îk k m 
m 

d'où, en reportant dans w' Ce) on obtient : 
K 

W ' . ( B ) = p'Ce) E J w m C e ) m K m k r , . Cê.+f -f J 
k H . , , k m . , m,q+1,k k m q+1 

m = 1 P m ^ m 3 WW 
or, puisque R est standard par classes on a w^Ce \= p (e ) m k m' m m 
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d'où 

q ^ 
w'.te) = p'(e) E h Ce .+1) r A . tê.+f ) 

K H

 A m mk m,q+1,k k m 
m= i 

c'est-à-dire encore : 

w'.te) = p'(e) h . (n.-ej;) puisque R' est parfait par classes. Le réseau 
K q + 1 K K 

R' est alors standard par classes et on peut appliquer le théorème D7. 

E - E X T E N S I O N A U C A S DE L O I S N O N E X P O N E N T I E L L E S . 

EJ - ETtIPE V'UN CAS AVEC UNE SEULE CLASSE VE CLIENTS. 

Ce cas et le corollaire qui suit m'ont été signalés par J. Pellaumail. 

Soit R un réseau fermé contenant N clients et composé de N+1 

stations (S^)^ < ^ < ^. On se donne également une suite ^ a ^ 3 ^ < i < N 

de nombres réels strictement positifs. 

Les stations pour 1 < i < N sont toutes identiques. Un 

client qui quitte l'une de ces stations va nécessairement dans la station 

S q , chaque station S^ reçoit au plus un client. 

Un état du réseau sera déterminé par le nombre j de stations 

S^ occupées pour 1 < i < N ou ce qui revient au même par le nombre N-i 

de clients dans la station S Q . Un client qui quitte la station S Q va 

dans l'une des autres stations non occupées avec la probabilité équidis­

tribuée c'est-à-dire que la probabilité d'aller dans la station S^ vaut 

•r— si cette station est vide et s'il y a N-j clients dans S ; la pro-
IM-J o 
babilité d'aller dans une station déjà occupée est nulle. 

Le taux de service de la station S q est égal à 1 ; le taux 

de service d'une station S. avec 1 < i < N vaut a. s'il y a i stations 
i J 

Ŝ , qui sont occupées (et si la station considérée est elle-même occupée). 

Les stations S^ pour 1 ^ i ^ N ne sont donc pas pures puisque leurs taux 

de service dépendent de l'état des autres stations. 

Alors pour un tel réseau les stations sont échangeables, 

de plus si l'on note p(j) la probabilité stationnaire pour qu'il y ait 

N-j clients dans S et j stations S. (pour 1 < i < N) occupées, alors 

(N-j)! 1 . J 1 

P J — N ! — fTjT ° Ù f ^ = 11 a i e t C e s t l a c o n s t a n t e d e normalisation. 
La probabilité q(j) d'avoir N-j~ 1clients dans S Q vaut donc : 
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i 1 1 
cr, p(j) = c — 

j! f(j) 

VLRTFICAIIO:; 

Soit c un état élémentaire tel que le nombre cJe stations 

S^ avec 1 < i < l\! occupées soit égal à j, c'est-à-dire que le nombre 

de clients dans S q vaut (\l-j;pour la probabilité p définie par la formule 

ci-dessus, le taux de probabilité de quitter l'état e par départ d'un 

client de S q est égal au taux de probabilité de rentrer dans l'état e 
par arrivée dans S ou encore 
^ o 

p(jJ = P U + D CN-jj a(j + 1) 

De même si l'on considère ( 5 . K . occupée au lieu de S^ on a : 
i 1 < i < N o 

p(j) a(j) = p(j-1) — 
N + 1-j 

Enfin si S. est une station vide les 2 taux sont nuls. Dans 

chaque cas l'expression annoncée de p vérifie les égalités donc p est 

bien la probabilité stationnaire. 

De plus toutes les stations sont échangeables. 

COROLLAIRE 

Dans le réseau R considéré précédemment, chaque station S., 

pour 1 < i <: N est échangeable et ne peut pas recevoir plus d'un client ; 

on peut donc remplacer cette station par un sous-réseau de Cox, c'est-à-

dire supposer que chaque station S^ a une loi de service quelconque à 

transformée de Laplace rationnelle ; le sous-réseau obtenu ainsi en 

remplaçant dans R \ S Q chaque station S^ par un sous-réseau de Cox est un 

sous-réseau standard dont chaque station est échangeable. 

Si on prend a(jj = b peur tout j, où b est une constante, on 

est dans le cas d'une 'infinité de serveurs". Si on prend a(j] = -y 

pour j > 0 où b est une constante, on est dans le cas "temps partagé". 

Enfin soit S une station échangeable dans un réseau R' à routages dépen­

dant de l'état et dont on connait la probabilité stationnaire, ce qui 

précède montre notamment que l'on sait encore calculer la probabilité 

stationnaire du réseau R" déduit de R' en remplaçant S par une station 

à loi de service quelconque, mais fonctionnant en temps partagé ou avec 

une infinité de serveurs. 
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De plus, dans une telle transformation, toute station autre 

que S , échangeable dans R', l'est encore dans R". 

E.2 - CAS OU IL Y A PLUSIEURS CLASSES VE CLIENTS 

On considère encore un réseau fermé R contenant N clients 

répartis en K classes, le nombre total de clients d'une classe K est 

noté n^. On suppose que R est composé de N + 1 stations ( S J Q < ^ < ^ et 

on se donne une suite (a..). ^ . ^ M de nombres réels strictement positifs. 

1 < k £ K 

Un état du réseau est déterminé par un K-uple e = (e^, 

e., e.,) où e, est le nombre de clients de classe K dans S . 
K l\ K o 

On utilise également les notations j. = n,-e,, 

K K K 

j = ^ j ̂  > » • • * J ĵ ' • • • * 6 t J = E 
k=1 

Un client de classe k qui quitte la station S Q va dans l'une 

des autres stations non occupées avec la probabilité '('N-J ) S^ ^i 
est vide et s'il y a N-j clients dans S . 

o 

Le taux de service de la station S q pour un client de classe k 

vaut 1, le taux de service d'une station (1 < i ^ N) pour un client 

de classe k vaut a ^ s'il y a j stations occupées par des clients de 

classe k. 

Nous pouvons noter que les stations ne sont pas pures par 

classes mais nous allons démontrer que pour un tel réseau toutes les 

stations sont échangeables par classes. 

De plus si l'on note q(e) la probabilité stationnaire pour 

que S q soit dans l'état e on a : 

r , J 1 J 2 h (N-j)! 
q C e ) = C C N °N-Ï ••' C 

J 1 N-Z j k f(j) 
... k=1 

K Jk 
où f(j) = n ( n a., j 

k=i i=i l K 

et où c est la constante de normalisation. 
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DEMONSTRATION 

Posons p(e') = —: . : 
J1 J 2 J K 

C N C N - 1 « C K-1 

k=1 K 

où e' est l'une des façons d'obtenir e. 

Il suffit de vérifier que pour la probabilité p, la probabi­

lité d féchangeabilité ; par classes est vérifiée pour chaque station. 

Le taux de probabilité de quitter l'état e' par départ d'un 

client de classe k de S vaut p(e') = c ^ f ^ ? • * . 

Le taux de probabilité d'atteindre l'état e' par arrivée d'un 

client de classe k dans S vaut p(e'-f.)(N-j) a. A . 
O K J K

+ 1, K 

c(lM-j-1)l (N-j) s (N-j)! 

ftJ) a V 1 ' K f(J) 

d'où l'égalité des 2 taux. 

Considérons ensuite une autre station S^ (1 < i < IM) que l'on 

suppose d'abord occupée par un client de classe k. 

Le taux de probabilité de quitter l'état e' par départ d'un 

client de classe k de S. vaut p(e') a. . c'est-à-dire encore c ^.l ' a. 
i J k,k f(j) JK*K 

Le taux de probabilité d'atteindre l'état e* par arrivée d'un client de 

classe k dans S. vaut : 
i 

1 c CN-3+1). aj K ; c(N-3)i 
pCe'+f ) = = ^ — a. 

N+1-j f(jî (N+1-3ÎI ftjî J k 

Les 2 taux sont encore égaux. 

Si l'on considère une station S^ non occupée, les 2 taux 

sont nuls. Connaissant p(e') on obtient q(e) à l'aide de la relation 

donnée au début de cette démonstration. 
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F - C A S O U L E S C L I E N T S P E U V E N T C H A N G E R D E C L A S S E 

H - NOTATIONS 

Soit R le réseau fermé constitué d'un sous-réseau R propre 

comprenant m stations et d'une station S dont le taux de service de la 

classe K est g|^ e) • 

m 

•n pose \ f e ^ = E p ( e + f i K ^ b i K l " e + f i K ^ 
i = 1 

w, (e) est donc le taux de probabilité d'atteindre l'état e par départ 
K 

d'un client de classe K du réseau R. 

On note s ^ la probabilité pour un client de classe k qui 

quitte une station de passer dans la classe 1. 

On dira que S est échangeable par classes si 

F71 - y e , vy K w^fe) = g^Ce) p(e) 

Le 2ème membre est le taux de probabilité de quitter l'état e 

par départ d'un client de classe k de S. 

Dans le cas où R est équilibré par classes, la condition F11 

est équivalente à : 

m 
F?2 - y e, y k u k ( e ) + z k C e ) = p(e] Z Ca ± k(eî + b ± k C e î ) 

i=1 

m K 
avec u kCe] ^ (p d.. (e-f n + f J k J 8 | a 

m K 

et z kCe) = £ ^ (p c ± 1 gKns-f±1)sK1 

H - THEOREME 

Soit R un réseau fermé contenant N clients et composé de 

2 sous-réseaux propres R' et R" ; on considère les réseaux fermés 

R' = R'US' et R" = R " U S M où S' (resp. S") est une station échangeable 

par classes dans R' (resp R " } Q n suppose R T et R'7 équilibrés par classes 

et on considère en outre les hypothèses suivantes : 
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a - Dans R, le taux de service pour la classe k de la sta­

tion de R 1 (resp. R") est égal au taux de service pour la classe k 

de dans R* (resp R"] multiplié par le taux de service de S1' pour la 

classe k, c'est-à-dire que : 

V e , V k g i K ( e ) = g'. K(e').g" K(e") (pour Si € R') 

Ve , Vk g j k ( e ) = g " j k (e"). g' k(e') pour S. € R") 

b - Dans R les probabilités de répartition entre stations à 

l'intérieur de R' ou de R" sont les mêmes que dans les réseaux initiaux 

R' et R". 

c - Dans R la probabilité r ^ ^ pour un client de classe k 

qui quitte une station S.̂  de R' (resp R") d'aller dans Sj de R" (resp. R') 

en passant dans la classe 1 est égale à b ' ^ C e ' î s ^ c"j^(e") 

où s ^ est la probabilité pour un client de classe k de passer dans la 

classe 1. 

b' (e') et c " ( e " ) ont été définis en A3. 
I K J 1 

On a alors les résultats suivants : 

1°) p(e) = c p'(e') p"(e") 

où p(e) est la probabilité stationnaire, pour le réseau R, d'être 

dans l'état e = (e*, e"). 

2°) R est équilibré par classes. 

3°) Toute station S^, échangeable par classes dans R' ou R" est 

encore échangeable dans R. 

DEMONSTRATION 

Elle n'est pas très différente de celle du théorème C2, npus 

n'indiquerons ici que les modifications à apporter aux démonstrations des 

équations 1°) et 2 ° ) , l'assertion 3°) sera démontrée en détail. 

Avec les mêmes notations que dans C2, on a : 
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d'où : 

X V ( B Î = [ E c p ' C e ' + f ..)b' 1 k ( e ' + f ..)][ E E ( p"g" . c " u H e " - f " x ) s ] 

soit : 

x ' ( e ) = c W ' I B ' ) z-.te") 
K K K 

De la même façon, on montre que : 

x»'(e) = c w" Ce") z'(e') 
K K K 

la suite de la démonstration est identique à celle du théorème C2. 

3°) Il s'agit de montrer que V S., y e, V K, w..(e) = p(e) g.,(e) 

1 lK 1 K 
K 

W i K C e ) = . , \ = l P Bi'k r , i ' i . k ) ( 8 + f i ' k - f I l ] S k l 
l'en,, i=T 

K. 

+

j€V ^ p ( e + f j k - f i l ) b " j k C e " + f " 3 k H g ' k C ' i l H e , - f * i K ) S k l 

° r W ^ W * ! ! 1 - S , i . K ( e , + f ,

i - k - f ' i l ^ " k [ e " ) 

d'où 

w i k ( e ) = c p - . C e n g y e » ) ^ £ p • (e • + f ' R - f • ̂  s K 1 (g • ^ ^ R) 

( B , t f , i ' k - f , i l ] + J l P ' ^ ' ^ ' i l ^ ' K ^ ' - f ' i i ^ k l c ' i l t B , - f , U J 

or S" étant échangeable par classes, on a : 

E Cp"b" H e " + f" ) = p"(e")g". Ce") 

d'où w i K C e ] = c P"^e")g" k(e")w' i K(e') 

Mais w ' i K C e , : i = g'^fs'Jp'CB') 

d'où w i k ( e ) = c P , ^ , ) p , , C e " ] g ' i k C e ' ) g " K ( e " ) 

w i k ( e ) = p ( e ) g i k C e ) 
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ce qui démontre le résultat pour dans R' ; on fait de même si 

est dans R". 

F3 - PROPOSITION 

Soient R* et R" 2 sous-réseaux propres couplés avec les 

stations S* et S" tels que R' = R'US' et R" = R"US" soient des réseaux 

fermés, non nécessairement équilibrés par classes. S* et S" sont suppo­

sées échangeables par classes. 

On suppose que les taux de service de S' (resp. S") ne 

dépendent pas de la classe considérée. 

de 
On notera g'(e) (resp. g"(e)) le taux de service S 1 (resp. S"). 

On suppose encore, comme dans F2, que les clients peuvent 

changer de classe. 

Alors 1°) on a encore p(e) = C p'(e')p"(e") avec les 

notations habituelles. 

2°) De plus si S^ est échangeable par classes dans R 1 , 

elle est encore échangeable par classes dans R = R'UR". 

DEMONSTRATION 

1°) Soit x(e) le taux de probabilité pour la probabilité p d'atteindre 

l'état e et y(e) le taux de probabilité de quitter l'état e. 

Il s'agit de montrer que x(e) = y(e). 

K K 
x(e) = £ x. (e) et y(e) = E y b(e) 

k-1 K k=1 K 

x k(e) = x' K(e)+x" K(e)+ c u' Ce')g"(e")p"(e")+ c u" k(e")g'(e']p'(e') 

d'après la démonstration de C2, on a : 

x' K(e) = c w' k(e')z" k(e") et x V e J = C w V e ' , ) Z k C e' 3 

or par hypothèses w V e ' 3 = g'Ce')p'(e') et w" k(e") = g"(e")p"(e") 
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d'où 

x k(e) = c g'Ce')p'Ce*)z" kCe")+c g"Ce")p"Ce")z' k(e')+c u' R(e•)g"(e") 

p"(e")+ c u" kCe")g'(e')p'Ce') 

x kCe) = c g , ( B , ) p , ( B , ) [ u " k ( B
, , J + z " k ( s

, , ) ] + c g " ( e " ) p " C e " ) [ u ,

k ( e
, ] + z ,

K C G
, n 

K K 
d'où en posant u(e) = Z u, (e) et zCe) = Z z Ce), 

K=1 K k=1 K 

on obtient 

x(e) = c g'(e')p"(e*)[u"(e"]+z"(e")]+c g"Ce")[u'(e')+z'(e*)] 

Considérons maintenant y (e) = y' Ce) + y"Ce] 

On a y'.Ce) = p(e)g"Ce") Z Ca' +b'.. ) (e ' ) 
k i € M , îK ik 

et y" J e ) = pCe)g'(e') Z Ca" ., +b" .. ) Ce") 
K je M" j K j K 

K K 
en posant : a'.Ce') = Z a'.. Ce') , a".Ce") = Z a".. Ce") 

k=1 k=1 

K K 
b'.(e') = Z b ' ( e ' ) et b".(e") = Z b"..Ce") 

1 k=1 l K 1 k=1 l k 

•n obtient : 

K 
y'Ce) = Z y'.Ce) =pCe)g"(e") Z [a'.Ce')+b'.Ce')] 

k=1 k l e m- 1 1 

et 
K 

y"Ce) = Z y'Ve) = p(e)g'Ce') Z Ca" . Ce")+b" . Ce")) 
k=1 j e M" J J 

or, en régime stationnaire, on a 

Z Ca' Ce')+b' Ce')) = - Cu' Ce' W Ce' )) 
I E R R 1 1 p'Ce-) 

et x Z [a" Ce")+b" Ce")] = - Cu"Ce")+z"(e")), 
j € M" J J p"Ce") 
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p* et p" étant les probabilités stationnaires de R' et R". 

•n obtient donc 

y(e) = c p , ;(e")g , ,(e")[u ,(e ,)+z'(e')]+ c p , ( e , ) g , ( e » ) [ u , , ( B , , ) + z , , ( e " ) ] 

d f o ù x(e) = y(e), ce qui démontre 1. 

2°) La démonstration est identique à F2 3°). 
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