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PROBABILITES STATIONNAIRES DE RESEAUX DE FILES D'ATTENTE
A ROUTAGES DEPENDANT DE L'ETAT ET AVEC PLUSTICURS CLASSES DE CLIENTS.

INTRODUCTION

Ce rapport a pour objet de montrer que la probabilité
stationnaire d'un réseau de files d'attente comprenant plusieurs
classes de clients s'exprime encore sous forme d'un produit de fonc-
tions indépendantes lorsque les probabilités de répartition entre
stations (ou routages) dépendent de 1'état de tout le réseau moyennant

une hypothése d'"échangeabilité par classes”.

Ce rapport reprend les technigues utilisées par J. Pellaumail

[1] dans le cas d'une classe de clients.

Dans les paragraphes A, B, C nous donnons les définitions et
théorémes de base dans le cas ol les lois de service sont exponentielles.
Le paragraphe D concerne un type particulier de réseau appelé réseau
parfait ; nous y notons également que, dans le cas ol les routages sont
fixes, nous retrouvons la formule habituelle donnée par Baskett, Chandy,

Muntz et Palacios [2].

Le paragraphe E permet de voir comment les résultats précé-
dents peuvent s'étendre au cas ol les lois de service ne sont pas

exponentielles.

Enfin, dans le paragraphe F, nous montrons que certains
résultats donnés dans les paragraphes A, B, C sont encore valables
sous des hypotheses plus larges {(possibilité de changement de classes

par exemple).



A - DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit R un réseau fermé markovien ergodigue de files
d'attente composé de m stations de service (Si]1 cism’ 1'ensemble
{1, 2, ..., m} étant également noté M.

On suppose gqu'il y a N clients en circulation dans ce

réseau et qu'ils sont répartis en K classes notées k = 1, 2, ..., K.

On envisage d'abord le cas ol les clients ne peuvent pas

changer de classe.

Pour toute classe k, le nombre total de clients de classe k

en circulation dans le réseau R est noté ny s on a donc
A = )
qu n, = N et on pose n (n1, L™
La notion de station que nous considérons est une notion treés
large : bour nous, une station est un scus-ensemble dont 1'évolution
interne (discipline de service) est markovienne et indépendante de
1'état des autres stations ; de plus on suppose qu'une station ne

peut changer d’'état que par arrivée ou départ d'un client.

Pour fixer les idées, nous allons donner un exemple de telle
station quand il y a 2 classes de clients et 2 serveurs, et guand les
lois de service sont exponentielles. La discipline générale est "premier
arrivé, premier servi” (PAPS), toutefois chaque client de la classe 2
doit laisser passer avant lui un client (et un seul) de la classe 1 si
un tel client se présente. L'état d'une telle station est caractérisé par
le nombre de clients de classe 2 situés en queue de file qui n'ont pas
encore laissé passer un client de classe 1 avant eux et par 1'état géné-

ral de la file d'attente.

Al - ETATS DU RESEAU R

Dans toute la suite, sauf modification de 1'indice m, on
appellera état fondamental du réseau R un m-uple e = [81, cees Boy e,

em] ol ei caractérise 1'état de la station Si' Suivant les cas et suivant



les‘stations ce vecteur e; pourra, ou non, dépendre de l'ordre d'arri-
vée des clients dans la station Si' Par exemple, si la loi de service,
pour chaque classe de clients, dans la station Si’ ne dépend que des
nombres de clients (eik]1 <k <K dans les différentes classes, on

pourra caractériser 1'état de la station Si par le vecteur (eikJ1 <k <K
ceci permet de prendre en compte des priorités mais ne permet pas de
prendre en compte une discipline PAPS. Si la discipline de service, a la
station Si’ est PAPS, on pourra prendre comme ensemble d'états tous.}es
N-uples [Ei,jJ1 <3 <N ol Eij désigne 1'indice de la classe du jlemB
client dans la file d'attente et Eij = 0 s'il y a moins de j clients

dans la station i.

Les disciplines de service dans les stations et l'ensemble

d'états choisi seront toujours supposés tels que :

A1l : on ne fait pas de distinction entre les éléments d'une méme classe,

A12 : Pour tous les indices i et k, on différencie deux états qui ne
correspondent pas & un méme nombre de clients de classe k dans
la station i.

Al3 : Pour tout sous-réseau ouvert R' extrait du réseau initial et en

partant d'un état e' gquelcongue de R', si un client de classe k
quitte le réseau R' en partant de la station i ou rentre dans le
réseau R' en allant dans la station i, 1'état de R' atteint est
unique ; on exclut donc les disciplines du type : on se met en
téte ou en gueue de la file d'attente avec "une chance sur deux”.
Il faut noter gque cet aspect de 1'hypothése est essentiellement
pour la commodité de 1l'exposition. Cette hypothése exclut aussi
les disciplines du type : on se met en té&te ou en queue de la
file d’'attente de la station en tenant compte de 1'état des

autres stations. Cet aspect de 1'hypothése est fondamental.

Bien entendu, toutes les définitions qui suivent dépendent
de l'ensemble d'états que 1'on a choisi ; nous supposons donc
gue cet ensemble d'états est fixé une fois pour toutes. On le

notera E.

Etant donné un état e d'un réseau ouvert R, avec abus de
notation, on notera symboliguement (e + fik) 1'ensemble des états
tels que, si un client de classe k quitte la station Si et le

réseau R, on arrive dans 1'état e : si p est une probabilité,



ple. + Fik] désignera donc la probabilité de cet ensemble d'états.
Compte tenu de A12, 1'ensemble d'états choisi est toujours tel
gue les ensembles (e + fik) sont deux & deux disjoints guand 1

et k varient. De fagon analogue, on notera (e - fik] 1'ensemble
des états tels que, si un client de classe k rentre dans le
réseau ouvert R et dans la station Si' on atteint 1'état e

notons qu'usuellement 1'état (e - fik) est unique mais avec nos
hypothéses, cette unicité peut ne pas étre satisfaite. Si le
réseau R est fermg, on définit de méme (e - fik + fjk) 1'ensemble
des états tels que, si un client de classe k va de la station

S, & la station Si, 1'état atteint est e.

Bien entendu, guand on utilisera des réseaux notés R', R"
etc... et des états associés e', e", etc... on définira de facon

analogue (e' + f'i }, (e” + f”ik] etc...

k

A? - TAUX DE SERVICE D'UNE CLASSE k

Si Gik(t, t + dt) désigne 1'éveénement

"un client de la classe k quitte la station Si entre les
instants t et t + dt”, on définit le tawx de service de la classe k

dans la station S, par 1'égalité

PlGiK[t, t + dt)]

g. (el = 1lim
ik dt-o dt

Ce taux de service gik(B] peut dépendre de 1'état e de tout le réseau R.

Dans le cas ol gik[e] ne dépend que du nombre de clients

de classe k dans la station Si, cette station est dite pure pour la

(e, 3.
k™ Tik
Si une station est k-pure pour tout k = 1, 2, ..., K on dira que cette

classe k ou encore k-pure. Dans ce cas gik[e] sera noté hi

station est pure par classes.

On supposera que le taux de service de la classe k est nul
si la station ne contient pas de clients de classe k et strictement

positif sinon.



A3 - SOUS-RESEAU PROPRE

. v . . s
Un sous-réseau R de R est dit propre si les 3 conditions

suivantes sont réalisées

a - Pour ce sous-réseau, les taux de probabilité de transfert
34 1'intérieur du sous-réseau R ne dépendent que de 1'état du sous-réseau

R .

b - Pour ce sous-réseau, les taux de probabilité pour un

client de guitter R ne dépendent que de 1'état de R .

c - Pour ce sous-réseau R , qguand un client rentre dans ce
sous-réseau, la probabilité, pour ce client, d'aller dans telle ou telle

station de R ne dépend que de 1'état de R .

Dans le cas o0 l'on considére un tel sous-réseau propre R
on considére aik[e] (resp bik[e]) le taux de probabilité qu'un client
de classe k guitte la station i pour aller dans une autre station

(resp.a& 1'extérieur) du sous-réseau R quand 1'état de R est e.

Dans ce cas , si l'on note Aik[t' t + dt) 1'éveénement,
"un client de classe k guitte la station Si de R entre t et t + dt pour

aller dans une autre station de R si 1'état de R est e ", on pose

P[Aik[t’ t + dt)]

é. (e) = 1im
ik dt-o dt

De méme, si Bik[t, t + dt) désigne 1'événement "un client de classe k
quitte la station Si de R entre t et t + dt pour aller & l'intérieur

de R si 1'état de R est e "J on pose:

P[B.
bik(e] = 1im ik
dt-o dt

(t, t + dt)]

On utilise également Cik[e] : probabilité pour un client
de classe k d'aller dans la station i de R sachant gu'il rentre dans le
sous-réseau R et que ce sous-réseau est dans 1'état e. On pose

K
a,(el] = ¢ a
i -

it~ R

K
(el , b.le) = % b, (e}, c.le) =
1 ik i k=1 ik i k=1



Enfin si 1'on considére 1'évenement Dij K[t, t + dt)
"un client de classe k va de la station i de R dans la station j de R

y ‘e s
entre t et t + dt sachant que 1'état du sous-réseau R est e, on définit

le taux
P[Di, (Lt dt)]
di. K[e) = 1im J
Js dt>o dt
K
et d..(e) = ¥ d,.  (e).
ij k=1 ij,k

On peut noter que I C,(e) =1 et r d,,(e) = a,le)

. i . ij i

l'f;M JGM

et gue (ai + bik)(e] est le taux de service gik[e] de la classe k

K
pour la station Si dans le sous-réseau R.

dij,k(el

[aik + bikl[e]

Le rapport est noté rij k(e] et est

’

appelé probabilité de répartition d'un client de classe k de la station i

vers la staticn j ou encore routage.

A4 - TAUX DE PROBABILITES STATIONNAIRES u,, v,, W, 2

1< 1< 14

On considére un sous-réseau R avec les hypothéses et notations
données ci-dessus. R comprend donc m stations; soit S une autre station
de service, R = (R,S) le réseau fermé constitué de R et S, le nombre
de clients dans R étant N et le nombre de clients de classe k : Ny pour
k=1, ..., K. Un état fondamental de R est noté e = (e, es) ol e est

un état de R et e, un état de S (cf., A1).

Dans ce paragraphe on s'intéresse au réseau R en régime
stationnaire et on note p(é] la probabilité stationnaire pour le réseau R
d'8tre dans 1'état e. On peut noter qu'a chague état e ne correspond qu'un

seul état e et réciproquement, donc on pourra confondre p(é] et ple).

On utilisera par la suite les notations suivantes :

T,

Jk]

51, k& Fit

m
uk(e] = §=1 p[e—fik+fjkl d




uk(e] est le taux de probabilité en régime stationnaire et pour R
d’atteindre 1'état e = (e, eS] par transfert d'un client de classe k

3 1'intérieur du sous-réseau R.

K
On notera ule) = ¢ u, (el
k
k=1
De méme on définit
m K
vk[e) = i§1 p[e—fik] Cik(e—fik] et vie) = K§1 vk(e)

vk[e) est la probabilité en régime stationnaire pour le réseau R d'atteindrs
1'état e = (e, eq) si on sait qu'un client de classe k rentre dans le

sous-réseau R.

On pose également :

wk(e] = p[e+fik]bikte+fik]

n ™3

i=1

wk(e) est donc le taux de probabilité en régime stationnaire pour le
réseau R d'atteindre 1'état & = (e, es) par départ d'un client de classe

K du sous-réseau R vers la station S.

Si la station S n'est pas pure par classes, on considére aussi :

-— —~—

zk(e] = p(e«fikJ Cik(e—Fik] gk(e—FiQ

"3

i=1

zk[e] est le taux de probabilité, en régime stationnaire, et pour R
d'atteindre 1'état e = (e, BS] par départ d'un client de classe k de la
station S.

K
On notera z(e) = ¥ 2z [(e)
k=1 k



A5 - SOUS-RESEAU STANDARD PAR CLASSES

On dira qu'un réseau fermé R est dquilibrs par classes si,
pour tout état e et toute classe k, le taux de probabilité de quitter 1'étar =
par transfert d'un client de classe k est égale au taux de probabilité

d'atteindre 1'état e dans les m@mes conditions.

Pour simplifier les formules, nous noterons hK le taux de
service de la station S pour la classe k et Sk le nombre de clients de

classe k dans cette station.

Soit R un sous-réseau propre. 0On dira que R est un sous-=résecu
standard par classes s'il existe une station S pure par classes telle que
le réseau R = RUS est un réseau markovien ergodique équilibré par classes

et telle que

A5.1 - (Vee E) (vkel[1, KI) wk(e) = hK(SK] ple)

avec w, (e) et ple) définis en A4, Si Vke [1,k], R contient n, clients de

classe k, on dira que R est n-standards par classes (ol n =(n1,...,nk,..,nKﬁ}.
Cette égalité signifie qu'en régime stationnaire le taux de

probabilité d'atteindre 1'état e par départ d'un client de classe k

du sous-réseau R est égal au taux de probabilité de quitter 1'état e

par arrivée d'un client de la méme classe k dans le sous-réseau R.

Le réseau R étant équilibré par classes, la condition A5.1 est équiva-

~

lente &

A5.2 - (ve E)(¥k [1, K1) uk[e]+hk(sk+1)vk(e] = ple) (aik[e]+bik[e])

1

?IIME

i

Cette égalité signifie que, en régime stationnaire, le taux de probabilits
d'atteindre 1'état e par arrivée ou par transfert d'un client de classe k
dans le réseau R est égal au taux de probabilité de quitter 1'état e par
départ d'un client de classe k du réseau R ou par transfert d'un client

de classe k dans le réseau R.



B - THEOREMES DE STABILITE

B1 - PREMIER THEOREME DE STABILITE

Soit R un réseau standard par classes. Soit S une station
de service pure par classes telle que la condition A5.1 soit satisfaite,

c'est-a-dire que
{(Vee¢E) (vk:[1,K]) wk(e] = hk[sk)p(e]
On considere une autre station S' pure par classes de taux

de service h'K pour la classe k et on note R' = RUS' et p' la probabilité

stationnaire pour que le réseau R’ soit dans 1'état (e, es).

m
On pose W K[e] = .Z ) (e+Fik] biK(e+Fik]
i=1
On rappelle que e, = (51, vees Sps . sK] ou s est le nombre de

clients de classe k dans la station S guand son état est e

On a alors

1
s, h,(J) h (j) s, h, (j)
BI.T - | p'(e) = C ple) ot A . k nt X

s
1 :
I j=1 h 1(J] j=1h K[J) j=1 h K[J)i

o I |

ol C est une constante de normalisation qui ne dépend pas de e.

De plus (Ve ¢ E) et {(Vkel1,K]) on a :

B1.2 - w'k(e) = h'k(sk]p'(el.

Autrement dit si la condition A5.1 est satisfaite relativement & une
station de service S pour toute classe k, alors cette condition est
satisfaite relativement & n'importe quelle station de service pour

toute classe k.

DEMONSTRATION :

~

On suppose que la probabilité p satisfait & 1'égalité

wk[e] = hk(sK] plel, vecE et Vke[1, K]



q hk(j)
On pose g (g) = 1T
‘ k i=1 h (3)
K
m
u'K[e] = .Z. p'(e-fik+f.K) djl,K[B flk f k]
i, j=1
m
u'k[e] = .Z. cp[e-fik+fjklg[s1] I g[sk) ces g(sK)dji’k[e-fik+fij
i,j=1
m m
v te) = i§1 p'[e-fiQ cy (e fy) =i§1 CP[e-Fik)g(s1]...g(sK+1J...

g[sk]cik[e-fikl

d'ol d'aprés la définition de uk(e] et VK(B] on a

u'k[e] c uk[e]g1[51] - gk(sk] ves gk[skl

n

V’K[e) o vk(e] g1[s1) oo gK[sk+1] . gk(sk)

d'autre part :

m
w k[e] = 'Z p (e+fik]bikte+FiK)
i=1
m
= iE1 cp[e+FiK]g1[s1] - gk[sk-1] ‘e gK(sk)biK[e+fik]
d'ol

w'k[el = c wK[e]g1(s1] e gK[sk-1] . gK[sK)
or

wk[e] = hk[sk)p(e), d'ol :
w'k(e] =c hk[sk]p[e]g1(s1] . gk[sk—1] ces gk[sk]

mais
s, -1
K hk(j]

hk(sk]gk(sk—1] = hk[s )

=h' (s, ) g (5]
K e () k "k’ Bk Sk
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d'ol

w’k[e] = C h'K[sk]p[8]g1(51] . gk(sk) ven gK[sK]

c'est-a-dire

w'K(eJ = h'K(sK]p'(e] pour tout k € [1, k]

et pour tout e €E

De plus on a :
m m
p'(e) 121 (aik[e]+bikte)) = c p[e]g1(s13...gk(skl...gK(sK]iiq(aik(e]+bik(el)

or d'aprés A5.2 on a :

m
ple) 151 [aik+bikl[e) = hK[sK+1)vk[e)+uK[e)
d' ol

m
p [e)i)i1 [aik+bik3(el = c g1[s1]...gk[sk)...gK(sKJuk[e)

+c g1(s1)"'gk[sk]'"gK(SK]hk(Sk+1]VK(8]

u'K(e]+h'k[s +1]V'K[8]

K

p' satisfait donc & la condition d’équilibre par classes en régime sta-
tionnaire, donc p' est bien la probabilité stationnaire du réseau marko-

vien ergodique R

BZ - PROBABILITE NATURELLE ET RESEAU NATUREL PAR CLASSES

Soit n = [n1,...,nk,...,nK), N un entier et R un sous-réseau standard par

classes. Soit S la station pure par classes telle que hk(jJ = 1 pour tout
J=1, «.., Net pour tout k = 1, ..., K. Soit p(e) la probabilité

| stationnaire de 1'état (e, es] du réseau R = RUS. Cette probabilité p est
appelée probabilité n—naturelle du sous-réseau R. Le réseau R est appelé

le réseau n-naturel par classes associé a R.

Si l'on consideére alors une station pure par classes S' de

taux de service h'K[sK] pour la classe k, soit p'(e) la probabilité



- 12 -

stationnaire de 1'état e = (e, es) du réseau R'= RUS', on a alors :

<o L
— 1 —

1 h'K[j] J=1 h'K(j]

s
1 1

B21 - p'le) =cple) T ~——m—— ...

j=1 h'1[j) J

4 om

oll ¢ est une constante de normalisation qui ne dépend pas de 1'état e

CAS PARTICULIER D'UNE STATION :

~

Soit R un sous-réseau réduit & une station S pure par classes
de taux de service hk[sk) pour la classe kK guand il y a Sk clients de classe
k dans cette station.

Alors R est n-standard par classes et sa probabilité n-naturelle

vaut

B?22 - p(s1, cevs Bis wees 5) = C S 5 S

k K
(n h1(j]) . CI hk[jl) . (I hK(jJ)
j=1 J=1 J=1

DEMONSTRATION :

R est un sous-réseau propre parce que S est pure par classes.
En considérant R = SUS' ol S' est une station pure par classes de taux

de service

h'K(j) =1, vke [1,K] etv jel1,N]

Montrons d'abord que R est équilibré par classes
Vk, Ve, wk(e] = p(s1,...,sk+1,...,sK] hk[5k+1] = p[s1,...,sk,...,sK]
donc wk[e) = h’k[s'k] ple) (B23)
de méme Vk, Ve, uk(e)+h'k(s'k+1)vk[eJ = plsysenes S 7 1seness ) = p(e]hk(skl

B.24

La formule B22 est telle que B23 et B24 soient vraies ce qui

prouve que R est équilibré par classes et R est standard par classes.

L'unicité de p entraine que la formule B22 annoncée est

exacte.
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B3 - DEUXIEME THEOREME DE STABILITE

Soit R un sous-réseau n-standard par classes. On suppose que
R est couplé avec une station S pure par classes de taux de service hk
pour la classe k. RUS est un réseau fermé et on suppose gqu'il y a N clients
en circulation dans ce réseau. On rappelle que n = (n1,...,nk,...,nK) ol

nk est le nombre total de clients de classe K.

Soit Chxk[j])1 < une suite de nombres réels strictement
1<
positifs. On pose h“K(D) = 0 pour tout k.

Soit R’ le sous-réseau déduit de R de la fagon suivante :

a - Les probabilités de répartition entre stations sont les mémes dans R'
que dans R,

b - Pour toute station Si de R', les termes a ik(e], b ik[e] et c ik[e)
(cf A3) sont respectivement égaux a aik[e) h"K(nk—ek), bik(e) h"k(nk—ek]

et cikte) h* ( ).

k "k %k
On a donc aussi, si 1'on désigne par g'ik[e] (resp gik(e]) le
taux de service pour la classe k de Si dans R' (resp RJ),

-~

g ik(e) = gik[eJ h"K[nK - Bk]'
Alors on obtient les résultats suivants :

i - R’ est un sous-réseau n-standard par classes, c'est-a-dire qu'il existe
une station de service S' pure par classes, de taux de service h'k

o o ’ = ’ ’ = - B
telle que yk, 7ve, w k(e) h k[sk] p’'(e) avec Sk N &

©4 h',(n,+1-1) Sk h'\ (ny+1-1)
ii- |p'(e) =cpled (Nl —m———) ... (0 —m——) ...
i=1 h"1(n1—1] i=1 h"K(nk—ll
®k h', (n+1-1)
(n ——)
j_:

1 h"K(nK-ll
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ol ék est le nombre de clients de classe k dans R quand il est dans
1'état e, ple) est la probabilité naturelle de R et p'(e) la probabilité

stationnaire de R'.

Les états e qui interviennent dans cette formule sont tels

que Yk ék = N et ainsi h* (n, - 1) ¥+ 0 -k, “1i.

kK
Dans le cas ol ék = n, on peut remarguer gque
M
p'(0, Sps wns sKJ =1 —121 p'(i, Sps wets sK)

Dans le cas d'un état comprenant plusieurs composantes nulles,
on itére ce procédé.

On peut ainsi obtenir p’(e) pour tout état e de R.

DEMONSTRATION

Supposons que la probabilité p satisfait & 1'égalité

vVecE, Yvke [1,K] wk[e) = hk[sk].p[e) = ple} car hK(sk] = 1

q h'k(nk+1—i)
Posons lk[q] = I & ——
i=1  h¥ (n _-1)
‘ k' Mk
On a
m m
w k[e) =i§1 p [effik]b ik[e+FiK] =i§1 cp[e+fikll1(e1]...1K[9K+11;K[éK)
bik(e+fik]h"k(nk-ék-1)
d'ol
' = B 3 5 o -8 -
w K(e] c wk[e]11(81)"'1k(ek+1]"'1K[8K)h K(nK & 1)
h* {n -8 )
a k' k "k
= ¢ ple)1,( el (B )y —mm— ——— ., ... &,).h* -8 -
ple) 1 81] k(ek] e ) lK[eK] h K[nk &, 1)
k'k "k
w k(e) = p'(e).h K[nk—ék]

d'ol ¥ ke [1,K] et YecE
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w'K(eJ = h'k[sk) . p'le)

ce qui démontre (i].
De plus on a

Vk¢[1,K] et VecE

m
U K(e) = ? p [e—fik+FiK)d ji,k[e-Fik+ij]
i,j=1
m
=i §=1 c p[e_fik+fik]l1(e1]"'lk(ek)lK(eK)dji’k[e_fik+fik3h"k(nk—ex'

ur, (e) c Uk(e]lq(é1)...l (g )...1, (8 )1n% (n -8 )

k k™ "k K™K k- k "k
de méme
m
v k(e] = -Z p (e—fik]C ik(e-fikJ = .Z cp[e—Fik]l1(e1)...lk(ek-1]...
i=1 i=1
lK[éK]Cik[e-fik]h"k[nk+1-ékl
vV K[e] =C Vk[e]l1(é1]..;lk(ék-11}K[éK)h"k[nk+1-ék]
donc :
m . m
p [e)ii1 (a ik[e)+b ik)[e] = cp(e)11[e1)...lk[ek]...lK(eK)[iE1[aik+bik)[e:
h"k(nk~ek)
h [nk+1-ek]

=C 8 B 8 R -8 ' P S
Uk[e]11(e1]...lk[ek)...lK(eK] h k(nk eK]+v k[e]. - - ).
h"(nk—eK

h"k[nk-ekl
= U k(e]+v K(e]h [nk+1—ek]
ce qui prouve que p' satisfait & la condition d'équilibre par classes,

donc p' est la probabilité stationnaire.

R' = R'US' est donc équilibré par classes et R' est standard

par classes.
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B4 - FLUX DE SORTIE CONDITIONNEL DE CLIENTS D'UNE CLASSE f.

Soit R un sous-réseau propre et R le réseau fermé constitué
de R et d'une station S dont le taux de service gk(e] pour la classe k

peut dépendre de 1'état e de R.

Spit A un sous-ensemble de 1'ensemble E des états de R. On
définit le flux de sortie conditionnel vk(A) de clients de la classe k

de R sachant que R est dans 1l'un des états de A par

m

B41 -| v (M) = {5 ple) I b, (e)) !

e€cA i=1 r ple)
ecA

Si S est une station pure par classes, si R est un sous réseau n-standard

par classes et si

m
A = {e¢E, Yk, I e

i=1
d'entiers positifs fixes, alors le théoréme de stabilité montre que vK[A)

= Nk} ott (N, ) est une famille

ik k'1 < k<K

ne dépend pas du taux de service pour la classe k dans la station S.

PREUVE - Soit un autre taux de service h'k(j], alors le 2éme membre de B41

devient :
‘ m _ ,
{z p'(e)z biK[eJ} —_———— =
e€eA i=1 I p'le)
echA
54 h,(3) Sk h, (3) K h (i) m
: cped [0 — ... 1 —m— ... 1 ———173 b, (e)
e€A j=1 h' (J) 3=1 h', (J) j=1 h* (3] i=1
4 h,(3) K hy (3)
I cple) (N —m— ... 0 ——)
ecA =1L 3= ()

or chaque terme S vaut M~ Nk et est donc indépendant de e€A, 1'expression

précédente vaut donc :

z(()?b ())
cple . (e
e€cA i=1 K

L cple)
ecA
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C -~ COMPOSITION DE RESEAUX

C1 - DEFINITION D'UNE STATION n-ECHANGEABLE PAR CLASSES

Soit R un réseau propre comprenant m stations. On note R
le réseau fermé RUS, S étant une station dont le taux de service de la

classe k est gk(eJ ol e désigne un &tat de R.

On suppose qu'il y @ N clients en circulation dans R dont un

état fondamental est noté e = (e,, ..., e, e ) ol (e.) . caractériss
4 m [ i1 <1< m
1'état de (S.) \ et e est 1l'état de S.
i"1<i<gm S m
On rappelle que wk[eJ = iiq p[e+FiK)biK(e+FiKJ et on dit

que S est n-échangeable par classes dans R si

1 - (vecE) (Vkel1,KD) w(e)

gK(eJ.p[e)

Cette condition signifie gque le taux de probabilité pour la
probabilité p d'atteindre 1'état e par départ d'un client de classe k
du réseau R est égal au taux de probabilité de quitter 1'état e par arri-

vée d'un client de classe k dans le réseau R.

Dans le cas o0 le réseau R est équilibré par classes, on voit

aisément que 1la condition C11 est égquivalente & :

m
Ci1z - i (vecEJl ke [1.K]) u (e)+z (o) = p[e]i§1(aikte)+bik(e))

C2 - THEOREME FONDAMENTAL

Soit R un réseau fermé contenant N clients et composé de

2 sous réseaqux propres R' et R" ; on considére les réseaux fermés
R' = R'US' et R" = R™US” on S' (resp. S") est une station n-échargeable
par classes dans le réseau R' (resp. R"). On suppose que R'et R" sont
équilibrés par classes (cf A5).On rappelle que n=(n1,...,nk,...,nK) et
N =k=1nk' On considére en outre les hypothéses suivantes :
a - Dans R le taux de service pour la classe k de la station S; de R'

(resp. R") est égal au taux de service pour la classe K de S; dans

R' (resp. R") multiplié par le taux de service de S" pour la classe k.
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Ce qui s'éerit encore : gik[e) = g'ik(e'J.g"K(e"J.

b - Dans R les probabilités de répartition entre stations & l'intirieur

de R' ou de R" sont les mémes que dans les réseaur initiaux R' et R".

¢ — Dans R, la probabilité r. , pour un client de classe k qui quitte

une station S, de R’ (re;;:KR"), d'aller dans Sj de R" (resp. R')
est égale au produit de la probabilité pour ce client de classe k
qui quitte S; de quitter R' multipliée par la probabilité pour un
client de classe k qui rentre dans R" d'aller dans la station Sj

de R",

ou encore : rij,k[e] = b ik(e J.c jk(e }.

Alors on a les résultats suivants :
10) p(e] = va(el]pu(en)

(N 1 1 " - f
ou p(e) (resp.p'(e'), p"(e") ) 43¢ Iq probabilité statiommaire, pour -
e réseau R (resp, ®', R™) d'étre dans L'état e = (e',e") (resp(e',n-e')
(e”, n—e”)‘;

2°) Le réseau R est équilibré par classes.
3°) st S, est une station échangeable par classes dans R’

ou R", elle est encore échangeable par classes dans R.

PREUVE -

Soit e = (e', e") un état de R. Dans R on note M' (resp. M")
1'ensemble des indices des stations qui appartiennent a R' (resp R").
On suppose gue R' (resp. R”) comprend m’ (resp. m") stations ; on a donc

m + m" = m,

‘Les termes a.,, b.,, et c., définis en A3 seront notés a'.
ik ik ik i

4 1 " " ” [ : 4 - ’
b ik’ ©ik {(resp. a 1K’ b ik* © iK] s'ils sont associés a3 R

KJ
{resp. R").

De méme, on définit v’, w', z', p' (resp. u”, w", 2", p")

relativement & R' (resp. R") comme en A4.

On note xk[e] (resp. yK[e]) le taux de probabilité pour la
probabilité p d'atteindre (resp. de quitter) 1'état e par déplacement

d'un client de classe k dans R.

On note x(e) (resp. y(e)) le taux de probabilité d'atteindre

{resp. de quitter) 1'état e par déplacement d'un client dans R.
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K K
On a donc x(e) = I xK[e] et yle) = I yk(e].
’ k=1 k=1
Le réseau étant supposé markeovien ergodique, la probabilité

stationnaire p est la seule telle gue x(el = y(el.

Montrons d'abord que si 1l'con pose pl(e) = cp'{e'lp”(e”)

on obtient xk(e] = yk(e) pour tout k et pour tout e.

xk[e] = x'k(e]+x"K(e)+CuL[e'Jg"K[e"Jp"(e"]+Cu:(e"]g'k[e']D'(e']

avecC

1

X K[e] iEM' jiM" cple'+f ik]p (e"-f jk]b ik[e +f ik)g K[e -f jk)C jk[e -f ;.

cC I p'le'+f ik

b, (e'+f', 1DC L p"le”-f", Jg" (e"-f"_ )
ieM’ ik ik jem jk k

jk

ankten_fnjk])

d'od x'K[eJ = c w'k(e') Z"K[e")

de méme

X k[e) = I T p(e-Fik+FjK]b jk[e'++‘ jk]g K(e ~-f i

le', (e'-f',,]
PEM' M ik ik

K

X" (8] - C( X pyv[e!l+_Fav. )b". (8"""F". ))( X p'[e'—~F'. ng (9"‘F'. )
k jem Jjk Jk Jk iem’ ik k ik

Cl

lk(e'-f'ik])

soit X k[e) = w"K[e"]z'k(e']

On décompose ensuite yK(e) sous la forme y'k[e)+y"k[e)

avec y'k[e) = p[e]g"K[e"] z (a'ik+b'ikl(e')
ieM’
et y" (e) = plelg' (e') & (a”, +b", )(e")
Kk K
jem Jk 7 Jk

Par ailleurs, puisque S' (resp. S") est échangeable par classesdans R’

(resp. R") on a :

(C.2.1) w’k[e‘) g'k(e')p'(e')

(C.2.2) w"k[e"] g"K(e”]p"(e")
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et aussi, puisque R' et R" sont équilibrés par classes :

(C.2.3) u'K(e’)+z'K(e'] = p’[e').z ' [a'ik+b’ik)(e')
icM
{C.2.4) u"K(e"]+z”k[e"] = p"[e")jimn (a"jk+b"jkl[e )

En reportant C.2.1 dans x'k(e] et C.2.2 dans x"K[e) puis les

résultats obtenus dans xk(eJ, on obtient :

xk[e) = C pl[e']g|K(BJZHK(B"J+p"(elllg"k(elllek[el]+p"[e"]g"k[ell]ulk[e'J+

pl [el )glk[ei ]U"K[e”)
de méme en reportant C.2.3 et C.2.4 dans y’k(e] et y"K(e] on obtient :
yk[e] = C(pn[en]gnk[en][ulk(el ]+Zl k[el ]]+pv (el )g'K[e')[U"k[e"]*‘z"k[e"] ])

d'ot Ye et Vk, xk[e] = yk(e] et par suite x(e) = y(e).

Ce qui démontre gue la formule de p annoncée est la bonne puisqu’'il y a
unicité.

De plus on a obtenu que R est équilibré par classes.

Soit une station Si du sous réseau R' qui est échangeable

dans R’ pour la classe k. Posons M1 = M'-{i}, soit e un état de R ;

dans R, pour la probabilité stationnaire ple) = c p'(e’') p"(e") le taux
de probabilité wik(e] d’atteindre 1'état e par arrivée d'un client de

classe k dans la station Si est

w

ikled = I oplesfy, of, gty (efef',, -F'y de" lemirt )

(e'+f', -F'
i’eN,] K Pk

ik

?

+j§M" p[e+fjk—fik]b jK[e_+f jk)g K(e -f ik]C ik[e —f'ik)

c p"le”lg” (e ]i'SM (p'g'svp T AT TULLCIREAPTIRG AP
1

+

c(p'g' c'.b(e'-F'. ) I p"(e"+f", Jb", (e"+f". )
k k™ .
i i jem jk jk jk

S" étant échangeable pour la classe k dans R" on a :

W"k(e") = jé:M" pll(en+_Fnjk)bnjk(en+fnjk] = pn(ell)guk[e!!)



- 21 -

=

0]

A
u

c p"[e"]g"K(e ]["Z (p'g ikF i'i,K](e L f ik]
1(.;|"11

+[p'g’kc'ikl(e'-f'ikl]

c p"(e"]g"K(e"]w'ik(e'].

Mais la station Si est échangeable pour la classe k dans R',
d'ol w'ik(e'] = p'[e')g'ikte']

et on en déduit que

wik[e] = p(e]g"k(e")g'ik(e’J = p(e)gik(e)

ce qui signifie que la station Si est échangeable pour la classe k dans R

et achéve la démonstration du théoréme.

C3 - THEOREME GENERAL

Soit Run réseau fermé markovien ergodigue.
On note {Sm}m =4, N 1l'ensemble des stations de service de ce réseau.
Soit {I, J, L} une partition de {1,...,M}.
On suppose que pour tout &lément m de QUL, la station Sm est échangeable

par classes dans R.

On suppose que, pour tout j de J et pour tout k de [1,K],

le taux de service hjk[ejk] de Sj pour la classe k ne dépend que du
nombre ejk de clients de classe k dans Sj’ autrement dit Sj est pure

par classes.

A cette suite {S.}, , on associe une suite {R.},.. de sous
3" Jed j ied
réseaux standards par classes et on note pj(Ej) la probabilité naturelle

pour le sous réseau Rj d'étre dans 1'état Ej' Par ailleurs, on considére

une suite {Rl}leL de sous réseaux propres et une suite associée {S l}1€L

de stations dont le taux de service g'lk[el] pour la classe k peut

dépendre de 1'état du réseau Rl associé.

Pour tout 1 de L, on note ﬁl le réseau fermé constitué de R1

et de S'l et comprenant N clients en circulation.
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On suppose aussi que pour tout 1 de G, ﬁl est markovien
ergodique, que S'l est n-échangeable par classes dans él et que él est

équilibré par classes.

On note p’l[el] la probabilité stationnaire pour le réseau @1

).

d'étre dans 1'état (sl,e'l

On étudie alors le réseau R déduit de R de 1la fagon suivante
a - Il y a Nclients dans le réseau fermé R
b - Dans R on remplace chaque station Sm, pour m & JUL par le sous-réseau Rm
associé, un état e de R est alors caractérisé par les états {em}m

de R_si mg JUL.
m

el
associés de Sm si megI et {Sm}ﬂleJUL

On note e le nombre de clients de classe k dans Sm si

mk
meI ou dans Rm si mg JUL. Quand 1'état de Rm est e, On pose g = (81,..-,8M]
ol e = [em1, sees Bl sers emK]

& est donc un état de ﬁ.

¢ - Les probabilités "de répartition” entre les diverses stations de R
sont définies & partir de celles définies dans R et dans les sous-

réseaux Ry

Par exemple, la probabilité, pour un client de classe k qui
quitte la station X du sous-réseau Rm’ d'aller dans la station Y du sous-
réseau Rq avec m ¥= g, m € JUL et ge¢ JUL est égale au produit

xk(em]yk(sq]zk(é] si 1'état du réseau R est e.

Les termes xK(st, ykisq) et zK(é] sont définis par
xk(em] = probabilité, pour un client de classe k qui quitte la station X

de sortir du sous-réseau Rm guand celui-ci est dans 1'état €t

yk(eq] = probabilité, pour un client de classe k gqui rentre
dans le sous-réseau Rq d'aller dans la station Y si le sous-réseau Rq est
dans 1'état eq.

-

zk[é] = probabilité, dans le réseau R pour un client de
classe k qui quitte la station Sm (de R) d'aller dans la station Sq (de R)

-~

si R est dans 1'état 8.

d - Pour tout état e de R et pour toute station X de R, le taux de
service gxk(e] de la classe k dans X quand R est dans 1'état e est

défini par :
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®* gl X = Si (ieI) gxk[e) = gik[ellgL g lk(ell

-~

ol gikié) est le taux de service de S; pour la classe k dans le réseau R

si celui-ci est dans 1'état &.

®X gi X appartient au sous-réseau Rj’ avec je J

e o J - 12 '
ng(e] g xk(ej]gjk(e]lgL g 1k(ell

U ngk[ej] est le taux de éervice pour la classe k de la station X dans

@]
[

le sous-réseau Rj si ce sous-réseau est dans 1'état Ej'

XXX 5i X appartient au sous-réseau R, avec lg¢ L,

N R P
gxk[e] =g xk(sl]glk(e] I g mk[em)
me L
m#1
Soit p(e) (resp. p(8)) la probabilité stationnaire pour le réseau R

(resp. R) d'étre dans 1'état e (resp. &), on a alors

ple) =cpl8) I p,le;) I p’',le,)
jeg 3 e P

ol ¢ est une constante de normalisation qui ne dépend pas de 1'é&tat e

de R.

DEMONSTRATION : On applique le théoreme C2.

On considére d'abord 1€ L et on remplace la station Sl de

R par le sous-réseau R1 comme‘indiqué en C2 a partir de ﬁl' Si jeJd

on fait de méme en prenant comme réseau Rj le réseau n-naturel associé

é RJ.



- 24 -

D - RESEAU PARFAIT PAR CLASSES

D1 - DEFINITION

Soit R un réseau markovien ergodique constitué de m stations

pures par classes [Si]1 <ign

On notera M 1l'ensemble {1,2, ...,m}.

Yi =1, ..., mon note hik

N\

[eik] le taux de service de la

station Si pour la classe k quand il y a ik clients de classe k dans

cette station.

Chague état du réseau R est caractérisé par un m-uple

e = {8,, vee, 8., ..., € ) 00 e, représente 1'état de la station S,, donc
1 i m i i

e, est un K-uple (ei e, )}, e, étant le nombre de clients

10 e By ot By ik
de classe k dans la station i.

On nocte rij k(e) la probabilité, pour un client de classe k

qui quitte la ststion i, d'aller dans la station j si 1'état du réseau

R est e.

On dit que ce réseau est parfait par classes s'il satisfait

a la condition : (¥ JjeM) (Vec EJ( VkeK)

m
D1l - h, (e, ) = E hikteik+1)rij,k(e+fik—FjK]

On dira que R est quasi-parfait par classes s'il existe des

taux de service (hik]1 i q tels que, pour ces taux de service R soit
1< kgK '

AN
LN

un réseau parfait par classes.

DZ - PROBABILITE STATIONNAIRE

La probabilité stationnaire d’'un réseau parfait par classes

est la probabilité équidistribuée.

DEMONSTRATION :

Considérons a priori la probabilité équidistribuée p.
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Soit e un état de R; le taux de probabilité de quitter 1'état
e par déplacement d'un client de classe k est

m
ple) Z h
J=1

)

5k 85k
Le taux de probabilité d'atteindre 1'état e par déplacement
d'un client de classe k est :

m m

ji1 121 hiK(eik+1Jrij’K[e+fiK~ij]p(e+Fik—ij)

L'égalité D11 entraine que ces expressions sont égales si p
est la probabilité équidistribuée.

En sommart ensuite sur k on obtient que le taux de probabilité

de quitter un état e est égal au taux de probabilité d'atteindre cet état e.

Donc, d'aprés le théoréme ergodique, la probabilité équidis-

tribuée est bien la probabilité stationnaire.

D3 - INTERPRETATICON "PHYSIQUE"

Un réseau R est parfait par classes si :

a - La proba. stationnaire de R est la proba. équidistribuge.
b - En régime stationnaire, chague station Si de R satisfait
a la condition de "balance locale par classes”, c'est-a-dire que pour
chaque état e, pour chaque classe k de clients et pour chague station Si‘
le taux de proba. d'atteindre 1'état e par arrivée d'un client de classe kK
dans la station Si est égal au taux de probabilité de guitter 1'état e

par départ d'un client de classe k de la station Si.

Cette condition b signhifie que pour chaque station Si’ le

sous-réseau R\Si est standard par classes.

D4 - EXEMPLE DE RESEAU PARFAIT PAR CLASSES

Soit R un réseau fermé. On suppose que les probabilités

r de répartition entre stations ne dépendent pas de l'état e du

ij,k
réseau R. Alors R est quasi-parfait par classes.

Plus précisément soit, pour tout k de [1,K], Xk = (x )
v

1k""'qu
ol R

v
une matrice uni-ligne & termes positifs telle que X Rk = Xk K

R
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désigne la matrice de terme général rij K Une telle matrice existe

d'aprés le théoréeme ergodique.
i€ = i) = i j =1 et on
V¥ i€ [1,M], on pose hik[OJ 0 et hiK[J) x;p 8132 e
suppose que la station Si admet hiK comme taux de service pour la classe k.
Alors, pour ces taux de service, le réseau RK est parfait par classes,

comme on le voit aisément en utilisant D11.

D5 - STATIONS DUALES PAR CLASSES

Soient 2 stations pures par classes S et S' de taux de service
respectifs (hK]KG [1,k1 et (h‘K]KEE[1 K]

On dit gue ces stations sont duales l'une de l'autre par

classes si

on a 1'égalité hk[j) = h k(nk+1—3)

ol m est le nombre total de clients de classe k dans le réseau R.

D6 - THEOREME DE SUBSTITUTION

Soient 2 réseaux cuverts R' et R" et 2 stations pures par
classes S' et S” gue 1'on suppose duales 1l'une de l'autre par classes.
On suppose que les réseaux fermés R’ = (R', S') et R" = (R”, S") sont
parfaits par classes. Alors le réseau fermé R = (R', R") est un réseau
parfait par classes; Autrement dit, dans R' on peut remplacer S' par R"

et obtenir encore un réseau parfait par classes.

DEMONSTRATION :

Ce théoréme est en fait un corollaire des théorémes B8 et C2
mais nous pouvons en donner une preuve directe pour le lecteur qui ne
s'intéresse qu'ad ce cas particulier. Chague état e' de R' est caractérisé
par un m'-uple e' = [9'1, vees e’d) ol e'i désigne 1'état de la station
S'., de R'.

i

e’ - "ias ses ', 4e.,e’ 0 e’

1 est un K-uple (e i1 e'ik e iK] ol e’ est le
nombre de clients de classe k dans la station S'i. Le nombre de stations

de R’ est m’'.
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ml
On pose n K - 131 e ik et on note h ik(e ik) le taux de service
de la station S/pour la classe k s'il y a e'ik clients de classe k dans
cette station.

On note r'ij k(e') pour 1 <i<m et1<j<m, la proba-
bilité, pour un client de classe k gqui guitte la station i de R', d'aller
dans la station j de R' si 1'état de R' est e'.

On introduit exactement les mémes notations h", e", r" pour
S" et R". De plus, on note r”ik[e'] la probabilité pour un client de
classe k qui rentre dans le sous-réseau R' d'aller dans la station i de

ce sous-réseau, si ce sous-réseau est dans 1l'état e'.

On pose enfin rxxjk(e”] la probabilité, pour un client de
classe k qui quitte la station j du sous-réseau R", de guitter ce sous-

réseau R" si 1'état de R" est e".

Soit S'j une station de R'. Puisque (R',S') est -parfait

par classes, on a :
D61 - (ve'cE')( ¥ke [1,K])

h', (e', ). = & h', (e',, +1)r',, (e'+f"',
Jk Jk ie M ik ik ij,k i
i#j

K K

de méme, puisque {R",S") est parfait par classes, on a :
D62 - (ye"¢c E")(Vke [1,K])

h K(nk-n KJ = I h ik[e’ik+1]r""ik[e +f i .

i€ Ml' k

Soit e un état de R = (R',R"), le nombre total de clients de

classe k dans R est n, ; soient e' et e" les états associés de e, on a

K
nk = n'k + n"k. Les stations S' et S” étant duales l'une de 1l'autre
par classes on a h k[nk—n K] = h K(n k] = h K(nk+1-n k] et en reportant

dans D61 et D62 on cobtient :

] = I h', (e', +1)r',,  (e'+f", -F', )
iem ik~ ik ij,k ik jk

T z ) h k(e ikf1]r"jk(e -f_jk]r""ik(e +f ik]
igchM y

~F ’ ! bid fa! -+
f jkl+h K[n +1-n k]r jk‘e f

K

)
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Cette égalité est exactement 1'égalité D11 associée au réseau

R dans 1'état e = (e', e”) et & la station S'j de R'.

En raisonnant de fagon analogue on obtient la méme épalité
pour toute station S"j de R", ce qui prouve que le réseau R est parfait

par classes.

D7 - THEOREME DE DECOMPOSITION - CAS FERME

Soit R un réseau fermé markovien ergodique comprenant

N clients, nK étant le nombre total de clients de classe K.

On suppose que R peut 8tre décomposé en g sous-réseaux propres

(Ri)1 <iz<aq disjoints, chaque &tat de R est caractérisé par un g-uple

-~ ~

.o . 0 e, dési 'é ous-réseau R, .
9{51, €os €0 rres eq] ol e désigne 1'état du sous 5
On note éik le nombre de clients de classe k dans le sous-
réseau R,.
i

€ € )

On note & le "vecteur [€1k’ Eor roee gk

UEEEY eK)

On suppose que les hypothéses suivantes sont réalisées :

a - Chaque sous-réseau (Ri]1 <ic<qg est standard par classes.

b - Pour tout couple (i, j) de [1,glx[1,g] et pour tout
k €[1.,K], guand un client de classe k quitte le sous-réseau Ri’ la pro-
babilité de "répartition entre sous-réseaux des clients de classe k"
rij,K’ pour ce client, d'aller dans le sous-réseau Rj ne dépend gue dé
ék.

c - Si on note Rle réseau déduit de R en remplagant chaque
sous-réseau Rj par une station unigue, avec les probabilités de réparti-
tion rij,k(ék]’ alors ce sous-réseau est guasi-parfait par classes
(cf. DB1).

I1 suffit alors de connaitre les probabilités stationnaires

de R et les probabilités naturelles (cf B2) de chague sous-réseau Ri

~ pour connaltre les probabilités stationnaires de R.

Plus précisément, soit [éi)1 < i< q un ensemble de stations
de service pures par classes telles que le réseau R soi1tparfait par

classes. Pour tout i, i = 1 ... g, on note aik le taux de service de 1la
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classe k dans la station éi et Py la probabilité n-naturelle de Ri'

J .
On pose lik[D) = 1 et 1ik[3] = m21 hik(m] pour 1 < j < Ny

soit p(e) la probabilité stationnaire, pour le réseau R, d'étre dans

1'état e, on a alors

K

[pi[ei]( n 1., (&, ]

ple) = ¢ ] g 1k CiK

=0

i

oll ¢ est une constante de normalisation gqui ne dépend pas de 1l'état e.

DEMONSTRATION

Il suffit de montrer que cette probabilité p satisfait a la

condition d’'équilibre par classes.

Pour tout couple (i, j) d'entiers avec 1 < i < get 1< Jcx n
on pose hik(j] =1, vk ¢[1,K] ; de plus pour tout i, 1 < i £ g et pour
tout kK, 1 € k £ K on pose hiK[D] = 0 et on note Si la station de taux de

-~ -~

service hiK pour la classe k et ﬁi (Ri, Si] ;3 on utilise également

les notations a% s b% R C% et d% relativement au sous-réseau R,
Jk® T3k’ Tik Jl,k i
exactement comme étaient définis a.,, b. ., c. et d, relativement au
jk Jjk jk . 1,k |
sous-réseau R ; de méme on définit P> ul, : vl, w relativement

au couple (Ri,Si] exactement comme étaient définis p, u, v, w relativement

au couple (R,S) ; Pi est alors bien la probabilité naturelle de Ri.

Pour tout j, 1 < J £ g, puisque le sous-réseau R est stan-

dard par classes on a ]
- J - -z
D71 vkel1.K], w k[ej] = th[nk ejk]pj[sjl
d'oll aussi
Cuke il o 3 PR
D77 - vykel1,K]l = (a7 *bi) (€] [UK[eJ)+hjk(nk+1 ejk]vk[eJ]]
:leRj pj(ajl

Etant donné un état e, soit x'(e) (resp. y’'(e)) le taux de

probabilité d'atteindre (resp. de quitter) 1'état e pour la probabilité p.
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‘ Soit x'k(e) (resp. y'k[e]) le taux de probabilité d'atteindre
(resp. de quitter) 1'état e pour la probabilité p par déplacement d’'un
client de la classe k.

X K(e] y k(e)

Posans xK(e] 5 —— et yk(e) =
cple) cple)

Il suffit de montrer que (¥ ke [1,K]) et ( vee¢E), xk[e) = yk[e]

. K a K
x' (e) = © x'.. [e]+2(ul (e ) T F. (& ]H[p (e} . (8..)]
3 i,] ij,k 3 K73 k=1 JkT ik i 1 ik ®ik
i%J
or
, - #J i J .
izjx ij,k(el ? i [ z p(e++‘lk 1’k)bl (€. +F1K) l K[eJ o)

1¢R,
1'eR3
riq‘k[€k+fik—FjK]]

1'état e+FlK fJ signifie qu'il y a un client de classe k de plus dans

A
=y 4
~K
P ay

la station 1 du réseau Ri et un de moins dans la station 1' de RJ.
Or ; q K . K
p(e+1°1K L cl g pr(er]( ? Frk(erk3)] pyleg+fy ) I F, (€, . (&
r=1 k=1 s=1
r#i,j s#k
j K
pj[e F JSII1 f, [sjslfjk[ejk-1)
s#k
et
b} P; (e Jb [e +f ] = wi(s.J
1R, k™4
et
I p (e - lc (e;-f.,, ) = vj(e.]
1'€R . l k 1 k™" '1'k K™ ]
J
d'ol
¢ q K K
IIx',, (e=zzzCn pledln f é‘ ))w(s](H-F (e, I)Ff, (¢
. s s K . ., (€
ji 1 ji r=1 r k=1 Tk s=1 18 ik
r#i,j s#k
] K
v(eJ(nf é‘.])f -1)
I Tgaq Js .Jk

s#k
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d'oll, en divisant par cpl(le), on obtient :

wie ) vite ) wile,)
x (8) = ——b + 1 ] (s R (8, +Dr, . (& +f, -f

R R ~ N . ik ik ij,k "k ik Jk
.(e.) (e Jh, (E.)) ip.le.)
IRt Pt Sk Pi*€4

de méme :
y', (e) ; ;
kT t{z (a%K[e) + b%K[e]}
cple) i J J J

En utilisant le fait que chague sous-réseau Ri est standard par classes,

on a .
wile,) = hy (n £, )p, (e,)
et
? (aik[e]+b§K[e)) - ;;ft;; Cutte )y, (n +1-8, v (e,))

En reportant ces égalités dans xk[e] et yk[e] on obtient

, N
xk[el yk(e] g o) vk[ej] zjk(e]
N
ol
- 4 B ) i .
ij[e] = - {z hik(nK eik]hik(eik+1]rij,k(€k Fi+fj)}
h, (: )]
jk Ik

- hjk(nk+1—eik)

-

Mais le réseau RJ est parfait par classes et hjk

d’'ol zjk(e) =0 et xk(e]-yk(e] = 0, ce gui prouve que p est la probabilité
stationnaire de R.

(i) =1si i #0

D& - CAS PARTICULIER OU LES ROUTAGES SONT FIXES

On se place ici dans la situation habituelle cf {2}, {8}
od les routages sont fixes, c'est-&-dire que les termes rij K e dépendent

pas de 1'état du réseau considéré.
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Soit donc R un réseau fermé markovien contenant N clients

dont (nk]1 < k<K clients de classe k, les routages étant fixes.

On suppose, comme en D7 que R peut 8&tre décomposé en g sous-

réseaux standards (Ri)1 <i<aq disjoints.
Comme en D4 on note X, = {x,,, ..., X . ) une matrice uni-ligne
v k 1Ky K
a termes positifs telle que XKRK = Xk ol RK désigne la matrice de terme

général rij K ? soit p(e) la probabilité stationnaire pour le réseau R
d'étre dans 1'état e ; pour tout i , soit pi[ei] la probabilité

1 <1<
n-naturelle du sous-réseau Ri' On a alors :

— q“ K S
ple) = c I (pi(ei] i [xikJ )
i=1 k=1

i
i
|
L e

D§.1 -

ol éik est le nombre de clients de classe k dans le sous-réseau Ri quand

il est dans 1'état €5 et ¢ est une constante de normalisation qui ne

dépend pas de 1'état e du réseau R.

PREUVE :

On obtient ce résultat directement & partir de D7 et D4.

D9 - THEOREME DE DECOMPOSITION : CAS OUVERT

Soit un réseau ouvert R (ou sous-réseau). Soit R' le réseau
fermé constitué de R et d'une station de service S, le nombre total
de clients de R' étant N. On suppose que R' admet une décomposition en

sous-réseaux propres (Ri]1 disjoints, telle que Rq = S et

R +1

que toutes les conditions {(a, b, c) du théoréme D7 soient satisfaites.
Alors R est standard par classes (cf Bl). De plus, soit p(e) la probabi-
lité naturelle (cf B2) pour le sous-réseau R d'8tre dans 1'état e ; pour
tout i, 1 & i & g, soit pi(ei] la probabilité naturelle pour le sous-

. Ri,, 4 p
réseau Y'étre dans 1'état €

~

Soit (hik]1 <isgq une famille de taux de service qui rend R’

1< k<K
parfait par classes (cf D1 et D7-c) Hq+1 K désignant le taux de service
pour la classe k de la station Sq+1 associée a "l'extérieur” Rq+1 = S.

Pour tout état e de R, on pose
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On a alors :

K K ‘l
[p, (e;)(C n 1, e, 01 Cm1 (n -e¥ 1) ‘

ple) = ¢
1 k=1 k= ArToRK

i

n=|n

ol ¢ est une constante de normalisation qui ne dépend pas de 1'état e et
J -

ol lik[JJ = 1 hik[m]'
m=1

PREUVE :

Soit p'(e) la probabilité stationnaire, pour le réseau

R' = RUSq+1 d'étre dans 1'état (e,N-e%*), le taux de service de la sta-

tion S pour la classe k étant h

q+1 q+1,K'

Le théoréme D7 dit que

g K
p'(e) = ¢ .H [pi(si] n 1iK(eiK]]
i=1 k=1
. C1aaz _ 1
puisque la probabilité n-naturelle pq+1(€q+1] X
2 etk Bqen k]

I1 reste & vérifier que 1'égalité A51 est satisfaite relative-
ment & la probabilité p' et pour tout état e.

q

, . , m .. .m R )
wheled = I 1 ptlesfy )by (e v Irn qet B T fged!
m=1 1eR,
or _
- q K |
p'letfy ) = ¢ [j§1 ljk(sjk)pj[sj]] [pm(em+fik]](sg1 lms(ems))lmk(emk+1]
J#m s#k

m.,. m _.m
et L pm(sm+fik]bik[em+fik) = wK[em)
ie Rm

d'ol, en reportant dans w'k(e] on obtient :

q 1 (€  +1)
wle) = p'le) I —— (e ) TR MK
m=1 pm[em) lmk[émk)

rm,q+1,k[€k+fm-fq+1]

. m -
or, puisque Rm est standard par classes on a wk(sm)— pm[em)
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d' ol

W k(e] = p'(e)
c'est-&-dire encore :

1 kK 'K
R' est alors standard par classes et on peut appliquer le théoreme D7.

w'k(e) = p'le) Eq+ (n_-e?) puisgue R' est parfait par classes. Le réseau

E - EXTENSION AU CAS DE LOIS NON EXPONENTIELLES.

E1 - ETUDE D'UN CAS AVEC UNE SEULE CLASSE DE CLIENTS.

Ce cas et le corollaire qui suit m'ont été signalés par J. Pellaumail.
Soit R un réseau ferm@ contenant N clients et composé de N+1

stations [Si)a On se donne également une suite (ail1

1 ¢N
de nombres réels strictement positifs.

< 1gN
Les stations Si pour 1 < i < N sont toutes identiques. Un
client qui gquitte 1'une de ces stations va nécessairement dans la station

So’ chague station Si regoit au plus un client.

Un état du réseau sera déterminé par le nombre j de stations
Si cccupées pour 1 £ 1 < N ou ce qui revient au méme par le nombre N-i
de clients dans la station SO. Un client qui quitte la station SO va
dans 1l'une des autres stations non occupées avec la pfobabilité éguidis-
tgibuée c'est-a-dire que la probabilité d'aller dans la station Si vaut
NTE si cette station est vide et s'il y a N-j clients dans SO ; la pro-

babilité d'aller dans une station déj& occupée est nulle.

Le taux de service de la station SD est égal a8 1 ; le taux
de service d'une station Si avec 1 £ 1 £ N vaut aj s'il y a j stations
Si qui sont occupées (et si la station considérée est elle-m@me occupée).
Les stations Si pour 1 £ i ¢ N ne sont donc pas pures puisque leurs taux

de service dépendent de 1'état des autres stations.

Alors pour un tel réseau les stations sont échangeables,
de plus si 1l'on note p(j)} la probabilité stationnaire pour qu'il y ait
N-j clients dans S_ et j stations Si {pour 1 £ i £ N) occupées, alors

{N-j)! 1 N .
N?] &) ot f(3j) = 1 a; et ¢ est la constante de normalisatios.

pli)=c

La probabilité q(j) d'avoir N—§=1éiients dans SO vaut donc :
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Soit e un état ©lémentaire tel que le rnombre de ctaticns
Si avec 1 ¢ 1 ¢ N occupées soit égal a j, c'est-a-dire que le nombre
de clients dans S0 vaut N-j pour la probhabiliteé p définie par la formule
ci-dvssus, le taux de probabilite de quitter 1'état e par départ d'un
client de SO est €gal au taux de probabilité de rentrer dans 1'état ¢

par arrivie dans SO gu encaore

p(j) = p{j+1) (N-33 a(j+1)

De mémc si 1'on considére (5.) . , occupe au lieu de §_ on a :
i1 <1 <N o]

p{j) alj) = p(j-1)
N+1-3

Enfin si S, est une station vide les 2 taux sont nuls. Dans
chague cas l'expression anroncie de p vérifie les égalités donc p est

bien la probabilité stationnaire.

De plus toutes les stations sont échangeables.

(U

Dans le részau R considéré précedemment, chacue station S,
pour 1 £ 1 € N est Echangezble et ne peut pas recevoir plus d'un client ;
on peut donc remplacer cette station par un sous-réseau de Cox, c'est-a-
dire supposer gue chague station Si g une loi de service guelcongue &
transformée de Laplace rationnelle ; le sous-réseau obtenu ainsi en
remplagant dans R\SO chaque station Si par un sous-réseau de Cox est un
sous-réseau standard dont chague station est échangeable.

Si on prend a(j} = £ seur tout j, 20 b est une corstante, on

, . . me ez . . . b
est dans le cas d'une 'infinit& de serveurs”. Si on prend al(j) = 3
ag‘n
~
-

pour j > 0 oU b est une constante, on est dans le cas "temps part

z

Enfin soit S une station &changeatle dans un réseau R' & routeges dépen-
dant de 1'état et dont on connait la probebilité stationnaire, ce qui
précéde montre notamment que 1l'on sait encore calculer la probabilité
stationnaire du réseau R" déduit de R' en remplagant S par une station

d loi de service quelcongue, mais fonctionnant en temps partagé ocu avec

une infinité de serveurs.
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De plus, dans une telle transformation, toute station autre

que‘S, échangeable dans R', 1'est encore dans R”.

E.2 - CAS QU IL Y A PLUSTEURS CLASSES DE CLIENTS

On considére encore un réseau fermé R contenant N clients
répartis en K classes, le nombre total de clients d'une classe k est

noté n_. On suppose que R est composé de N+1 stations (Si] et

k* o<i<N
on se donne une suite [aikJ1 5 N de nombres réels strictement positifs.
1 k £ K

Un état du réseau est déterminé par un K-uple e = (91, s

A

IN A
n

ek, Ve eK] ol eK est le nombre de clients de classe k dans SO.

On utilise également les notations j, = n _-e, ,
K k K 'k
J = (j1, sees jk’ e jK] et j = I Ik
k=1
Un client de classe k qui quitte la station SO va dans 1l'une
des autres stations non occupées Si avec la probabilité [ij) si Si

est vide et s'il y a N-3J clients dans So'

Le taux de service de la station SO pour un client de classe k
vaut 1, le taux de service d'une station Si (1 ¢ 1 ¢ N) pour un client
de classe kK vaut ajk s'll y a j stations occupées par des clients de
classe k.

Nous pouvons noter que les stations Si ne sont pas pures par

classes mais nous alleons démontrer gque pour un tel réseau toutes les

stations sont échangeables par classes.

De plus si 1'on note g(e) la probabilité stationnaire pour

que S0 soit dans 1'état e on a :

ig 3 3 -
gle) = c ¢, CN?. ces C KK_1 N-3)¢
1 N-I 3, F)
) k=1
K Jk
od F(Jj) = T (0 a,)
k=1 =1 F

et ol c est la constante de normalisation.
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DEMONSTRATION

Posons ple') =

CN CN"j1

ol e' est l'une des facons d'cbtenir e.

I1 suffit de vérifier que pour la probabilité p, la probabi-
1ité d'échangeabilité. par classes est vérifiée pour chaque station.
Le taux de probabilité de quitter 1'état e' par départ d'un
(N-3)!
f(3) °

Le taux de probabilité d'atteindre 1'état e' par arrivée d'un

client de classe k de S0 vaut ple') = ¢

client de classe k dans S0 vaut p[e'~fk][N-jJ a,

JK+1,K
c(N-3-1)! (N-3) _ (N-3)!
= - ajk+1,K = Cc —
f(3) ajk+1,K f(3)

d'ol 1’égalité des 2 taux.

Considérons ensuite une autre station Si {1 <1< N) que 1l'on

suppose d'abord occupée par un client de classe k.

Le taux de probabilité de quitter 1'état e' par départ d'un
-5)1
client de classe k de S, vaut ple’) a, c'est-a-dire encore c ithl; a,
i JkoK £03)  “Jk.K
Le taux de probabilité d'atteindre 1l'état e' par arrivée d'un client de
classe k dans Si vaut :
-5 t .

c N3+ ajy,k 1 c(N-3)!

ple'+f ) = = aj K
N+1-3 £(3) (N+1-3)! f03) k*

Les 2 taux sont encore égaux.

Si 1'on considére une station Si non occupée, les 2 taux

sont nuls. Connaissant p(e’') on obtient q(e) 3 l'aide de la relation

donnée au début de cette démonstration.
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F - CAS OU LES CLIENTS PEUVENT CHANGER DE CLASSE

F1 - NOTATIONS

Soit R le réseau fermé constitué d'un sous-réseau R propre
comprenant m stations et d'une station S dont le taux de service de la

classe k est gk(e].

)

T =

On pose wk[e) = p(e+FiK]biK[e+-FiK

i=1

wk(e] est donc le taux de probabilité d'atteindre 1'état e par départ

d'un client de classe k du réseau R.

On note Skl la probabilité pour un client de classe k qui

quitte une station de passer dans la classe 1.

On dira que S est échangeable par classes si

F11 - ve, vk wk(e) = gk(e) ple)

Le 2&éme membre est le taux de probabilité de quitter 1'état e

par départ d'un client de classe k de S.
Dans le cas ol R est équilibré par classes, la condition F11

est équivalente & :

m
Fi12 - ye, vk u lel+z, (e) = p(e)iE1 (aik(e) + by (e))
m K
avec uK(e) = ;_ § (p d 1’K)(e—fil fjklskl
i,j=1 1=1
m K
et zk[e] = .Z § (p s gk)(e—fil]skl
1=11=1

F2 - THEOREME

Soit R un réseau fermé contenant N clients et composé de
2 sous-réseaux propres R' et R” ; on considére les réseaux fermés

R' = R'US' et R” = R"US" o S’ (resp. S") est une station échangeable
par classes dans R' (resp R")On suppose R' et R” &quilikrés par classes

et on consjidére en outre les hypothéses suivantes
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a - Dans R, le taux de service pour la classe k de la sta-
tion Si de R' (resp. R") est égal au taux de service pour la classe k
de Si dans R’ (resp R") multiplié par le taux de service de S" pour la

classe k, c'est-a-dire que :

= [ ’ [l " . '
Ve, Vk gik(e] g ik[e J.g k[e ) (pour S; € R')
= " 1 1 1] 1"
¥e , ¥k gjk(e) g ik (e". g k(e ) pour Sj € R")
b - Dans R les probabilités de répartition entre stations &
l'intérieur de R' ou de R" sont les mémes que dans les réseaux initiaux

R' et R".

¢ - Dans R la probabilité ry pour un client de classe K

J.Kl
gui quitte une station Si de R' {resp R") d'aller dans Sj de R" (resp. R')

en passant dans la classe 1 est égale & b ik[e ] 1 C jl[e )

ol Sk est la probabilité pour un client de classe k de passer dans la
classe 1.

b'. (e') et c"..(e") ont été définis en A3.
ik Jjl
On a alors les résultats suivants :
10) p(e) = pl[el] pn(en)

ol p{e) est la probabilité stationnaire, pour le réseau R, d'étre

dans 1'état e = (e', e"].
2°) R est équilibré par classes.

3°) Toute station Si’ échangeable par classes dans R' ou R" est

encore échangeable dans R.

DEMONSTRATION

Elle n'est pas trés différente de celle du théoreme CZ, nous

-

n'indiquerons ici que les modifications & apporter aux démonstrations des

équations 1°) et 2°), l’assertion 3°) sera démontrée en détail.
Avec les mémes notations gque dans C2, on a :

K
x* (e} = pX I c p'le'+f ik]p (e"-f":.)b ik(e +F

(e"-f". )
K ieM jeMr 1=1 i1 :

ik)Sk18 K 1

c"jlie"-f"jl)
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d'ol :

x'K[e] = ['Z. cp (e +f'ik]b jele'+f ik]][, ; ' Z_ (p"g KC jl][e -f jl]skl]
iEM jem 1=1

soit :

X K[e] = C W k[e } z K(e )
De la méme fagon, on montre gue :

X K[e) = c w'K(e ] z K(e )

~

la suite de la démonstration est identique & celle du théoreme C2.

o ! 3 H i =
3°) I1 s'agit de montrer que \dSi, ve, VK, wik[e) ple) giK(e)

K
w, {e) = & r (peg,,, r.,. JYe+tf,, -f..) s
ik i'eM1 1=1 i'k i'i,k i'k il kl
K
+ I I ple+f, -f, )b", (e"+f"., J(g' c'.,)(e'-f'. IJs
jem 1=1 jk il jk jk kK™ il ik 7kl
or gi.K(e+Fi.K-Fill = g'i.k[e'+F'i.K-F'illg"k(e")
d’ol
K
wikte) =c p"le”lg K(e )..Z § p'le'+f i'k—f il)skl(g s kF i‘i,k)
i €M1 1=1
[ L} L] 1] K y ,
e'+f i'k—f i1] + l§1 p’'le'-f il]g K(e -f il]sKl c il(e -f il]

, & (p"b”, J(e"+f", )
JeMH Jk Jk

or S" étant échangeable par classes, on a :

X [pnbnjk][en_’_fn. ) = pu[ell)guk(en]

jem 3
d'od wik(e] = c p"(e”]g"k(e"]w'ik(e')
Mais w'ik[e'] = g'ik[e']p'(e']
d'ol wik(e] = ¢ p'[e']p"(e"]g'ikfe')é"k(e”)
w, (e) =

p[e)gik[e]
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ce qui démontre le résultat pour Si dans R' ; on fait de méme si Si

est dans R".

F3 - PROPOSITION

Soient R' et R" 2 sous-réseaux propres couplés avec les
stations S' et S" tels que R' = R'US' et R" = R"US" soient des réseaux
fermés, non nécessairement équilibrés par classes. S' et S” sont suppo-

sées échangeables par classes.

On suppose gque lestaux de service de S' (resp. S") ne

dépendent pas de la classe considérée.
de
On notera g'(e) (resp. g"(e)) le taux de service S' (resp. S").

0On suppose encore, comme dans F2, que les clients peuvent

changer de classe.

Alors 1°) on a encore ple) = ¢ p'(e’'lp"(e") avec les

notations habituelles.

2°) De plus si Si est échangeable par classes dans R',

elle est encore échangeable par classes dans R = R'UR".

DEMONSTRATION

1°) Soit x(e) le taux de probabilité pour la probabilité p d'atteindre

1'état e et y(e) le taux de probabilité de guitter 1'état e.

I1 s'agit de montrer que x(e) = y(el.

x(e) =

n~MR
™M R

xk[e] et yle) =

y, (e)
1 k K

K 1
xk[e) = x'k[e]+x"k[e)+ c u'k(e')g"[e")p"[e"]+ c u”k[e"]g'[e')p'(e'l
d'aprés la démonstration de C2, on a :
|
(e") et X k[e] =cw K(e F;k[e )

x'k[e) = Cc w'k(e']z"K

or par hypothéses w'k[e'] = g'(e')p'(e') et w"k[e"] = g"(e")p"(e")
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d'ol
xk[e] = ¢ g'(e']p'(e']z"K[e"]+C gn[evv)pn(en)zlk(el]+C ulk[ev]gn[en]
p"(B")-"" c uuk[en]g'[el]pl[el)
xk(e] =C g'(e')p'(e'J[u"k(e"]+z"K(e")]+c g"(e"]p"(e"][u'K(e')+z’K[e')]
K K
d'ol en posant ule) = I uK[e] et zle} = I ZK[EJ.
k=1 k=1

on obtient
1] 1 ] ’ " ” /” n " ” L] ’ 1] L
x(e) = c g'le'}p'(e")[u"(e")+z"(e")]+c g"(e")[u'(e’)+z'(e')]

Considérons maintenant y (e} = y' (e) + y"(e)

On a y'K[e] = p[e]g"(e"]‘ z ' [a'ik+b'ikl(e']
ieM
et y" (e) = plelg'(e’) & (a”, +b", J(e")
K jem” jk jk
K K
en posant : a',(e') = ¢ &', (e"), a”,(e") = ¥ a", (a")
i k=1 ik i k=1 ik
K K
b'.(e') = I b'. (e') et b",(e") = ¥ b", (e")
i k=1 ik i k=1 ik
On obtient :
K
y'(e) = & y’K[e] = plelg"(e”) I [a'i(e'J+b'.(e')]
k=1 iem *
et K
y"(e) = I y"K(e) = plelg’'(e’) z (a”".(e")+b" . (e"))
k=1 jem” J

or, en régime stationnaire, on a

b (a'.[e')+b'i[e']) Cu'(e')+z'(e'))

ieM . p'le)

et ° pX [a"j(e"]+b"j[e")] Cu"(e™)+z"(e")),

Jjem” p"(e”)
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p' et p” étant les probabilités stationnaires de R' et R”.

On obtient donc
yle) = c p"le”)g"(e")[u'(e')+z' (e")]+ ¢ p'le’)g' (e')[u"(e")+z"(e")]

d'od x(e) = y(e), ce qui démontre 1.

2°) La démonstration est identique & F2  3°).






- 44 -

BIBLIOGRAPHTIE

J. PELLAUMAIL

Régime stationnaire quand les routages dépendent de 1'état
Actes du 1er Colloque AFCET-SMF de Mathématiques Appliquées
4-8 Septembre 1978 Palaiseau et/happort IRISA n® 102 Juin 1978.

F. BASKETT, M. CHANDY, R. MUNTZ, J. PALACIOS
Open, closed and mixed networks of queues with different classes of
customers.

J. A. C. M. 22, 248-260 (1875).

K. M. CHANDY, J. H. HOWARD AND D. F. TOWSLEY
Product form and local balance in gueuing netwcrks
J. A. C. M. 24, n® 2, April 77, pp 250-263.

D. R. COX
A use of complex probabilities in the theory of stochastic processes

Proc. Camb. Phil. Soc. 51, 313-319 (1955).

D. R. COX

The analysis of non-markovian stochastic processes by the inclusion

~

of supplementary variables.
Proc. Camb. Phil. Soc. 51, 433 = 441 (1955)

P. Y. GLORENNEC, G. HAINRY, R. MARIE, J. PELLAUMAIL
Quelques résultats en théorie des files d'attente

Séminaire de Rennes 1875. Rapport IRISA n°® 33.

R. MARIE
Quelques résultats relatifs aux réseaux de files d'attente.
Actes du 1er Colloque AFCET-SMF de Mathématiques Appliquées

4-8 Septembre 1878 - Palaiseau France.

E. GELENBE, R. R. MUNTZ
Probabilistic Models of Computer Systems (Exact Results)
Acta Informatica 7, 35-60 (1976).



10

11

12

- 45 -

“E. GELENBE AND G. PUJOLLE

The behaviour of a single gueue in a General Queuing Network

Acta Informatica 7, 125-150 (19786).

J. R. JACKSON
Jobshop-1like Queuing systems

Management Science Vol. 10, n°® 1, Oct. 1963.

D. MERLE

Algorithmes de calcul des probabilités stationnaires d'un réseau de
files d'attente.

Rapport IRIA-iaboria n® 278, mars 13878.

L. KLEINROCK
Queuing systems vol. I et II

John Wiley et Sons (18763}.



