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APPROXIMATIONS PERIODIQUES , AUTOMORPHISMES
SPECIAUX ET PRODUITS GAUCHES .

Jean Pierre CONZE

INTRODUCTION

Considérons un espace probabilisé (X,(l,, P ) et un automorphis-

me T de cet espace . A cet automorphisme est associé un opérateur uni-
. . P 2
taire , noté encore T , défini sur L (JA) par (Tf)(x) = £(Tx) ,
2
fe L7 (p)

L'étude des propriétés spectrales (multiplicité , singularité du
spectre , mélange ,...) de l'opérateur ainsi associé & un automorphisme
d'espace mesuré tient une place importante en théorie ergodique

Dans Lq] KATOK et STEPIN ont introduit la méthode des approxima-
tions périodiques , quli permet d'étudier les propriétés spectrales de
certains automorphismes , les automorphismes bien approchés par les au-
tomorphismes périodiques , dont les rotations sont des exemples typiques.

A la suite de [} 7) , de nombreux auteurs ont développé cette mé-
thode , l'appliquant , en particulier , aux automorphismes obtenus par
extension d'automorphismes donnés , ou comme automorphismes spéciaux .

Dans cet article , qui est , pour l'essentiel , un article d'expo-
sition , nous nous proposons de rassembler , et dans certains cas d'éten-

dre , quelques uns de ces résultats

NOTATIONS:

On note ¢ , > et il l‘ le produit scalaire et la norme d'é@léments
de LZ(P ) . Pour we,Lz(rt) et U wun opérateur unitaire dans LZ(H ),
on désigne par HU(w) le sous espace engendré dans Lz(fA) par w et

ses images Ukw)k=t1 ,i2,....



On appelle partition dans X toute famille ordonnée
- pe
7 = (Ci’i=1’2"") d'ensembles mesurables disjoints de X (dont

?
la réunion n'est pas nécessairement X ) . Etant donnée une suite
(Z;& de partitions dans X , on note Zzn~,éx la condition
pour tout ensemble mesurable A , il existe des ensembles
A(n) , Z3n—mesurables (c'est a4 dire formés d'éléments de%Zn)

tels que lri)m p(AAA(R)) = O

I . APPROXIMATIONS PERIODIQUES ET PROPRIETES SPECTRALES

MULTIPREICITE SPECTRALE

(pour la notion de multiplicité spectrale , voir par exemple HALMOS/(€¢])

Lemme 1: KATOK - STEPIN [3}) , CHACON £23 1 . si la multiplicité
spectrale d'un opérateur unitaire U est > m , 1l existe m+l

vecteurs unitaires UjseeesU tels que , pour tout vecteur w ,

m+1 ’
on ait

2
i=1,...,m¢1 & (UiHE(W) 5w

Lemme 2 . Soit :;== (Ci,i=1,...,q une partition dans X . Pour toute

)
. > o
fonction v de la forme v =<7 a; lc , lex a; étant des constantes
i .

v - Vnz < hvuz(l- H(B)/SupiH(Ci)) .
oi B = f% “itlg, , et v' - Zii a; IT%

Preuve ¢ On a T B €, , i=l,...,q9 ; d'o@ il résulte

= 1 Z a2, 1, 2 2 Jagf’ (e -1t

‘ 5 2
1 Zailci 2a, gl

i—T;B I

€ (Zlag) Pp(ep ) silp:p(c;—f‘a)é@ﬂ:uvuz(l - WB) /syp 1 (C) )

b



Proposition 1 . Soit (in) , in=(Ci(n),i=1,...,qn) , une suite de parti-

tions de X telle que ih‘*gx' S'il existe un entier m et une cons-

tante « < m+l tels que 4.

SEPH(Ci(n))g J(P(Q T_j+1cj(n)) , pour tout n ,

la multiplicité spectrale de T est au plus m

Gn

-1+
Preuve : Posons B = [\ T J 1C.(n) , et w_ =1
Pt it n 0:1 ] n Bn

. 2 = -
Pour toute fonction v dans L7(p) s S;ﬂmsurable , on a , d'aprés

le lemme 2 ,

a®(vyHo(w)) & IviP(1 = B(B) /syp W(C; (n)

N 1\V\l2(1 -1/4)

- 2 P
Etant donnée wu dans L (p) . on peut écrire : u=vn+hn ,avec

v \i -mesurable et lim{jh ! = 0O . On a donc
n n n " nt

dz(u,H’éwn)) < pudb (1 =1/ + Uh ful

-~

d'od : 1imnsup d2(u,HT(wn)) < “u“z(l -1/x) < nunzm/m+1 y ST UTFC

Si la multiplicité spectrale de T é&tait 7> m , on pourrait,

d'aprés le lemmme 4 , trouver des éléments Ujs--esu de norme 1

5 m+1
dans L7( ) tels que

2
;Z; d (uk,HT(wn)) 7, m , pour tout n
K-.‘,.. Ml

On aurait donc : m < 1imnsup :Z. dz(uk,HT(wn))< m o,
k=1, IW\w-1

ce qui conduit & une contradiction

Définition 1 : On dit que 1'automorphisme T admet une approxima-

tion de vitesse O/n s'il existe une suite de partitions

§“= (Ci(n) s i=1,...,qn) telle que

A
> C
2)1f~§c‘“t"(TCi(n)f\Ci+1(n))$ 3/2 ,

L}

3) 1ig sup anA(Ci(n)) = 1



Remarques

1. Si les éléments de chaque partition ?npnt la méme mesure ,

la condition d'approximation de viterse @/n se réduit a 1) et
' > . < B
2') \::a\t*(TCi(n)A C1+1(n)) S /qn

2. 1'approximation simple (cf. BAXTER [A) ) correspond au cas ol

la constante € est nulle ,

' h . .
Théoréme 1. | STEPIN [16\\. Si un automorphisme T admet une appro-
ximation de vitesse 3/n , avec B« 2m/m+l1 , of m est un entier ,

la multiplicité spectrale de T est au plus m

Preuve : On a la majoration G-

G L .

— -— + -—
pee, ) - N3 e @y e 2 pa i e mn e ()
=4 = A4
3 Gt
c B
< ?_ B(Te, () N cf () s B/2q
I1 en résulte
Y 541
- ) . 0y T
A ( C;l T Cj(n)) / sup ﬁ(Ci(n))EZ an(Cl(n)) - Gy /qns?pﬁéﬁ“ﬂ'

Le minorant de droite tend vers 1-9/2>1/m+l1 . La proposition 1

implique le résultat

SPECTRE SINGULIER

Lemme 3 . Soient § =(Ci,i=1,2,...) une partition et v € Lz(kA)

. 4 .
une fonction %, -mesurable . On a pour tout entier s

-
(>3

.8 ) . 2 ‘ -
[<T v, vy = v’ ¢ gviiTsup {_\»«-'\TSCiA Ci)/V(Ci)]

, -5 .
Preuve : Soit Ci = CiF\T Ci . La fonction v est de la forme

N

ailc' et on peut écrire v = vitv, , avec vy= Z?ailcf ,
i

et v

V2= Z ailci-C{ Comme

vy , sont orthogonaux , ainsi

que T vovy et vy , on a

(Tsv,v> - ﬂvf\ < ]vzf + “TSV _ Vlﬂﬁvz\l~



Jvi

s

D'autre part , on a, d'aprés Ci c T Ci et P(T_sci) = V(Ci) ,
s a2 - 2 -s S 2 oAy 2

AL ztlai\ fp (T 7C;= C) —-;Z[ai‘ po(Co= CI) = vy

Il en résulte

L mS 2 ‘ 2 DK ¢ _

WTov,vo = vt s 2 vyt = 2 Jag w(Cym )
< 2 T e sypfp e - ep/pce | =ivifse/prte at),
S A (L AR CR S 1A S IR CAN bt A A

Proposition 2 . Soit (<A) , ih= (Ci(n) , i=l,...,qn) , une suite

de partitions de X telle que ‘ih . E% . S'il existe une suite

d'entiers {sn; tendant vers 1'infini , et un nombre fixe G« 1

tels que : SEpMA(T%Ci(n)QSCi(n))/v(ci(n))l < b 1'automorphisme

T a un spectre singulier , et n'est pas fortement mélangeant

Preuve : Soit uc Lz(tA) , de norme 1 . On peut écrire u=vn+hrl 3

avec v ¢ -mesurable et limlih “ = 0 . D'aprés le lemme 3 , on a:
n -w ol n

ﬁunﬂz(l -3) ; d'od limninf [QTSﬁ,u>i;1—G 7 0

;w8

(T, S\ =
Le lemme de Riemann-Lebesgue implique que T a un spectre

singulier , et il est clair que T ne peut €tre fortement mélangeant.

.. . (S ‘ T
Remarque . La condition lﬁm sup [p@' Ci(n)A Ci(n))/v(Ci(n))5 =0

b
implique que T est rigide , c'est & dire vérifie la condition
sulvante

il existe umne suite (Sn) tendant vers 1'infini telle que,

pour toute f&,LZ(PJ , lim | TS f - fl, = 0


file:////v/i2

Définition 2 . On dit que T admet une approximation cycligue

(de périodes q_,n=1,2,...) de vitesse B/n (resp. o(1/n)) ,
n

s'il existe une suite de partitions th= (Ci(n),i=1,...,qn)

telle que

——)é)g s

2) ?:q R(TC, (n) & C. () + V(ch“(n) AcCi(n) &« g
) " (resp. = o(l/qn)

3) l%m syp 4, V{Ci(n)) = 1

Théoréme 2 .[ KATOK —-STEPIN L}-X]. Si 1'automorphisme T admet
une approximation cyclique de vitesse ©/n , avec 8.1 , il a un

spectre singulier , et n'est pas fortement mélangeant

r

Preuve : 11 suffit de vérifier la condition de la proposition 2
avec s =q_

Faisons la convention C .=Cj . On a

Q. +i , pour l<«i«gq
w

n

p(Thc, () Aac ) s 2w, () a 7dn=s"1g
L £5<q,

(n))

i+s+1

=2 R(TC, (n) & €y () < 9/q
AATRLN

Il en résulte
syp [ (T c () & ¢y () /p(e ()] s B/g inf p(c; ()

majorant qui tend vers 0 « 1, quand n tend vers 1l'infini

Remarques .

1) Si T admet une approximation cyclique de vitesse o(l/yn) |,

il résulte de la démonstration précédente que T est rigide

2) Si T admet une approximation simple par une suite de parti-
. ad Pt . 1

tions [ duT (Ci(n),1=1,...,qn) , avec oK = sup (X- &{Ci(n)) .

1'approximation est cyclique de vitesse of/n .En particulier ,

T est a spectre singulier si o <« 1



IT .APPROXIMATIONS ET AUTOMORPHISMES SPECIAUX.

Rappelons la définition d'un automorphisme spécial . Soit
f une fonction définie sur X , intégrable , & valeurs dans
{0,1,2,...8 . Soit Y 1le sous-ensemble de Xx Z défini par
Y = ) (x,n) ,xe¢X , 0< n ¢ f(x)} . muni de la mesure ;. obtenue
par restriction @4 Y et normalisation de la mesure produit sur

X«Z . L'automorphisme spécial Tf , de base T sous la fonction

f , est défini sur Y par

(x,n+l1l) , pour O n < f(x) .

I7AN

Tf(X.n)

(Tx,0) , pour n f(x)

On définit de fagon analogue le flot spécial (Tg,tg R) .
de base T sous la fonction f , f @étant alors a valeurs réelles

strictement positives

Le sous-ensemble X 40) de Y est identifié 3 X . La par-
tion de X en les ensembles Ak = f—l(k—l) Jk=1,2,... est notéeZ:f
Si T admet une approximation par une suite de partitions Z;h , on
peut construire une approximation pour T: si 1'on fait une hypo-

thése convenable d'approximation de la partition Y:f par la suite

Ugg . Pour formuler cette hypothése , donnons d'abord une définition.
Définition 3 . Soit t;= (AI’AZ"") une partition dans X . On dit
qu'une suite de partitions 2%“= (Ci(n),i=1,...,qn) forme une appro-

Xximation de vitesse é/n (resp. o(1/n)) de Zj, s'il existe , pour
chaque n , des ensembles Fk(n) , k=1,2,... , formés d'éléments
da :éh, tels que

¢
pCU (A A Fm) < ¢/q (resp. o(1/q)))
. <
On fera dans toute la suite 1'hypothé&se ¢ < 1 . Cette hypothése

permet d'utiliser la remarque suivante

Si ¢ <1 , si § est telle que \KJ A, = X, et si lim s¥p|1-‘{“(u((\(v\))]—.0’
pour n assez grand , chaque ensemble Ci(n) figure une fois et
une seule dans 1'un des Fk(n)

On peut donc , dnas cette situation , associer 3 chaque Ci(n)

un ensemble , noté Ak'(n) , de Yﬁ , de telle fagon que l'on ait
L



4

= c

TZ Mo, () N AL () ¢ da,

Pour la construction d'une approximation de Tf , une hypo-
thése un peu plus forte est nécessaire . Nous dirons que la suite d;)
forme une approximation uniforme de vitesse F]n de Z;, si , outre

la condition de la définition 3 , on a

H(Ci(n) N AEL(n)) = O(l/qn) (uniformément en i ).

Théorédme 3 . Si T admet une approximation (resp. une approximation
~, . . 3 s 0
cyclique) de vitesse O/n par une suite de partitions %, , et si la
. . . . . -
sulte (z )forme une approximation uniforme de vitesse ¢ /n de2$f s
w

l1'automorphisme spécial Tf admet une approximation (resp. une

approximation cyclique) de vitesse(ﬁ+2$ﬂn

Preuve : Nous raisonnons dans le cas d'une approximation cyclique
de T . Le raisonnement serait analogue pour une approximation .
Nous utilisons les notations introduites précédemment (la remarque

suivant la définition 3 s'applique & la partition'lff).

Posons C!(n) = C.(n) "N A, ., (n) . Pour chaque n , soit C;
1 1 ki w

la partition dans Y ainsi définie :

—

I

~J
P . = .
ses éléments Cj(n) , 1] L ki(n) , sont les copies
v

de Ci(n) dans Ak;(n)* s , pour O <s ski(n) -1 , munies de 1'

ordre lexicographique

~o
I1 est clair que <§ — Ey . Faisons les conventions
n
C = T © ; g -1
qn+1(n) = Cl(n) s Ctn+1(n) = Cl(n) . Soit a =(1+ xfdﬂ la

~

constante de normalisation de oo
On a , d'aprés la condition d'approximation uniforme ,

|- apcel ] 1= a (e, ()] + q_p(c, (n)-c}(n))

¢ 1= appCeian| + o(l/qDa,

d'ol : im syp | 1- q  m(Ci(n))] = 0 .



I1 en résulte que
~ o~
lim tn/qn = 1/a et lim syp \1— tnl“(cj(n)) = 0

On a , d'autre part

(- ¥ C‘ (4]

TR im st m) - 7 (161 () 8 oy ()
87 %# 7
(_; P(TC (n) & C. +1(n)) + 2a p(C (n)(\A (n))
< a/qn U}&ZC) =(atn/qn)(9+25)/tn s
avec I%m atn/qn =1
Cordlaire 1 . Sous les hypothé&ses du théoréme 3 , avec approxima-

tion cyclique et la condition { +2% < 1 , l'automorphisme spécial Tf
a un spectre singulier , et n'est pas fortement mélangeant
Si T admet une approximation cyclique de vitesse o(1/n)

par une suite de partitions et si cette suite forme une appro-

‘v
ximation uniforme de vitesse o(1l/n) de‘a £ o 1'automorphisme Tf

est rigide

le théoréme permet &galement d'obtenir une borne pour la mul-
tiplicité spectrale de Tf . Cependant , on peut obtenir ce résultat

sans la condition d'uniformité

] .
Théoréme 4 ,[GOODSON - WHITMAN LS 1 y. St T admet une approximation

de vitesse ©/n par une suite de partitions‘éix , et si cette suite

(E“) forme une approximation de vitesse S/n de a} , avec

B+2% < m/m+l , oi m est un entier , la multiplicité spectrale de
Tf est au plus m

Preuve : En réutilisant les notations précédentes , on a

LN 1P @) = D T e )
\)1 N ‘ q

(O "

z WOV T e () - 2 (e () - ef ()
2z (1 - +b>)/q

(Cf. la démonstration du théoréme 1)



D'autre part , on a

3sypR(C;(m) &} sup (Ci(m))

Cvn ... - a o
P(!TXT;J+1Cj(n))/s?p P(Cj(n)) =z (1-(g+0))ﬂangPP(Ci(n)N
S

> mhy-lha, syp (c; (m))) ,

et le théoréme résulte de la proposition 1

ABSENCE DE MELANGE POUR CERTAINS FLOTS SPECIAUX

Nous avons vu que la propriété d'approximation cyclique avec
une vitesse convenable implique 1'absence de mélange . D'aprés ce
qui précéde , un résultat de ce type peut @tre obtenu pour certains
automorphismes spéciaux . Nous donnons maintenant un résultat
analogue , qui étend un théoréme de KOCHERGIN sur les flots spéciaux

dont la base est une rotation

Proposition 3 . Si l'automorphisme T admet une approximation cycli-

que ( avec périodes 9, ) de vitesse U/n , avec ¢l , et s'il exis-

te une suite (sn) et une constante M telles que

. ' k ‘ 1
lﬁm P?X: l 2{; f(T " x) - s > M J = 0 |,
- v$Keq,,
alors Tf n'est pas fortement mélangeant
Preuve: Posons f (x) = ZL_f(Tkx) , et D ={ x:lf (x)-s ‘} M\\.
Tn ¢ ok<qy, n 9 n -
B
1
On a : Tgﬂx = THh x , pour xe X (XXAQB étant identifié a X)
Soit ACX . On a la majoration

%ﬁk

( , £, x o <
i\lA(TqV\x) dp(x) = JA lA(T{_q"x) ey g plp) + ,’_g L, (17 0 dpx

(klem A

Si Tf étaigfortement mélangeant , la limite du second
membre de 1'inégalité serait 2M [..\(A)2 . D'aprés la proposition 2,

la limite inférieure du membre de gauche majore (1-e)tA(A) . On

10

aurait donc : ¥A(A)Z §%9>0 » pour tout A¢X , ce qui est absurde.



. 4 e . . . t
Considérons maintenant un flot spécial (Tf,te R) de base T,
+ - .
sous une fonction f (& valeurs dans R ) . La démonstration de la
proposition précédente s'étend facilement au cas du flot, et on

obtient:

Théoréme 5 . Si T admet une approximation cyclique de périodes

q , de vitesse 9/n ,avec 06<1, et s'il existe une suite Sn et
n

une constante M telles que:

. > k
lim x / f(T"x) - S \) M } = 0,
n P{ ‘Osk<qn n

alors le flot spécial (T;) n'est pas fortement mélangeant.

Corollaire 2 ( KOCHERGIN [8] ) Si T est une rotation irration-—

. - . . - t
nelle et si f est a4 variation bornée , (Tf) n'est pas fortement

mélangeant.

Preuve : Soient « un nombre irrationnel, (pn/qn ,neN) la
suite du développement de o« en fraction continue. On sait qu'il

-~

. 2
existe une constante c, avec ¢ € 1/V5 , telle que |« - pn/qn <c/qn

Cette condition implique que la rotation T : X+~ x+% mod 1,
sur R/Z, admet une approximation cyclique de périodes q, , de
vitesse 2c/n , avec 2c¢ <1

D'autre part ,d'apr@s un lemme di 3 Koksma, si f est &

variation bornée , on a:
I
OqReq £ - a fo(x) dp (0| ¢ M = var(e).

Remarque: On a montré en fait que les transformations et les
flots considérés dans les divers énoncés de ce paragraphe, rela-

tifs au mélange fort, n'ont pas de facteur fortement mélangeant.
ITII . PRODUITS GAUCHES FINIS

Nous appliquons maintenant la méthode des approximations
8 1'étude des propriétés spectrales des produits gauches.

Soit ¢y une fonction mesurable définie sur X & valeurs
dans le groupe FN des racines ni&mes de 1'unité (on pourrait,

sans changer les résultats, considérer un groupe [ abé&lien fini).



Sur l'espace Z = X "FN muni de la mesure produit m, on construit
une transformation Tk(produit gauche de T par y ) en posant:
'TY(x,)') = (Tx, ¢(x)y)
Les sous-espaces Hj formés des fonctions de la forme

(x,X)»—aXJf(x) , fe L2(X), j=0,1,...,N~1, constituent une dé-

compoSition de L2(m) en sous espaces orthogonauX invariants par T%.
- 2

Soit VT ¥ l'opérateur fr>¢.TE , opérant dans L7(X). La

restriction de T & Hj est unitairement &quivalente & l'action

de VT Yj dans LZ(X). L'étude des propriétés spectrales de Ty
*

se raméne donc & celle des opérateurs VT ?j
On note 2% la partition de X formée des ensembles le(y), ye&

Démontrons d'abord un lemme analogue au lemme 3.

On note simplement V 1l'opérateur V

T,f
Lemme 4 . Soient § une partition dans X, § = (Ci , 1=1,2,...),
et u =2_ai 1C une fonction de LZ(P), ¥ -mesurable. Soient c
i
un nombre de module 1 et s un entier. On a:
L}
t = 'L(C-) -
| <V u.u> - c|\u|lzi < 2ufl® sup [1 - L
i p(Ci)
i C! = C. : vq'l =
ou C: = {Xe ;¢ Ci(x) = ¢ g.
Preuve: Eerivons u = u; + u, , avec u1=2—a11C{ et U2=Z.ailci_cg
¢
On a : upou, = 0 et ul.(V u - Cul) = 0 . Il en résulte:
] 4 . ‘
](V u,uy - c<u,u>\ = |<V u - cuy ,u2> - c(uz,uz)l

< "u2||2 + vt - cuyll lu, i 2£|ai;2 p(c;-c})

‘2 F(Ci)' S?P [P(Ci_ci) / F(Ci)] .
1

Théoréme 6 ( RILEY [9] ) . Supposons que l'automorphisme T
admette une approximation cyclique de vitesse 6/n, par une suite

(§n) de partitions formant une approximation de % de vitesse &/n.

Si 06+2{<1, le spectre de t{est singulier.

12



qn-l

Preuve: Notons vq (x) le produit I ¢(TJx), Ci=ci(n) les
n j=0

éléments de En . Pour tout ¢, on a

dn

-q
p(x : v lci(x) # c}g F(CinT nC(i:) +'4{x HI'S

Q (0 e}

D'aprés la démonstration du théoréme 2, on a:

—-q
p(c,at " CcH¢ €/2q
D'aprés 1'hypothése d'approximation de % , il existe un nambre

. 1 . - . . . (
¢ (racine de 1l'unité) tel que: r {x : an(x) # c}g o/qn

I1 en résulte d'aprés le lemme 4, pour une fonction u gn-mesu—

rable: q — (9 s
<V e Lu e g 2T (920 :
! n’ n n

9, s?pﬁ(ci(n))

et dont, pour toute fonction ue Lz(r),

q
lim inf [<V "u,udf 3 jufl(1 -(8+28)) > 0
n
Ceci implique que le spectre est singulier.

Pour terminer, énongons le résultat de GOODSON sur la
multiplicité spectrale. La démonstration serait analogue 3 celle

du théoréme 1.

Théoréme 7 ( GOODSON [4]). Supposons que 1'automorphisme T admet-

te une approximation de vitesse ®/n , par une suite (En) de par-

titions formant une approximation de Z de vitesse &/n. si
A4

0+2‘\:< 2m
m+1

, ol m est un entier, la multiplicité spectrale de V

est au plus m.
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