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DEVIATIONS PAR RAPPORT AU MAXIMUM :

FORMULES D'ARRET ET MARTINGALES ASSOCIEES

(Mich&le BASSEVILLE)

I. INTRODUCTION

Soit (Xt)tz() un processus stochastique & valeurs entiéres
a temps discret ou continu . On pose M =max X , et on étudie
O¢u¢t
d'arrét :
T = ﬁl=inf{t;ol1% - X, 2h} oi h»0 .

On se propose de présenter différentes méthodes d'obtention
transformée de Laplace de la loi jointe de T et XT , ainsi que de

de répartition de M dans les cas suivants:

)

T b

1) a2 Xy

probabilités de transition stationnaires:

P(Xyq =141 | X =D =y
P(Xe =1 | X =1) =1
P( X,y =i-1 ] X, =1) =gq;,

ol L+g.4r, = 1 3
Py*a; Ty ?

ou

le

de
la

est une chafne de Markov partant de 1l'origine

réelles,

temps

la

fonction

et de

b (Xt)teR+ est la chaine de Markov minimale, 3 valeurs dans Z,
issue de 1’origine, de paramétres infinité&simaux Fi et Vi :
P( X, = i+l | X, = 1) = pat + olat)
P(X 4 =11 | X =1) = v At + o(ar)
2°) (X))

t’teR* est un processus de diffusion issu de l'origine, régi

par l'équation différentielle stochastique homogéne dans le temps:

dX, = V(Xt) dt + r(xt) dw,

ot Wt est le mouvement browmien standard, et p et ¢ sont deux

fonctions réelles mesurables sur R satisfaisant aux conditions

d'existence et d'unicité des solutions d'équations différentielles

stochastiques.



Macken et Taylor [4] étudient le cas 1°), et Lehoczky [3] se place
dans la situation 2°), déji étudiée par Taylor [5] dans le cas particulier
ot les fonctions p et & sont constantes (mouvement brownien avec dérive).
Les martingales associées aux processus considérés par Kennedy [2] permettent
d'obtenir des démonstrations différentes pour les marches aléatoires, les
processus de sauts et le mouvement brownien avec dérive . On introduit par une au-
tre méthode des martingales associfes au brownien avec dérive, et on étudie

O(MT _GT)

de m8me la possibilité d'obtenir E( e par un théoréme d'arrét de

martingale dans le cas ol (Xt) est un processus de diffusion sur R.

teRY

On donne enfin quelques exemples d'application des ré@sultats obtenus.

II. CAS DES PROCESSUS SUR Z

Proposition 1

Soit (Xn)neN une marche aléatoire surZ, issue de l'origine, de probabili-

tés de transition :

P(X ,, =X+ =p , P(X 4 =X)=r , P(X , =%X-1)=gq
(p+q+r =1)
Pour tout ie Z, on pose T = inf {rlz 0 Xn = i}'

Soit h un entier strictement positif. Le temps d'arrét

T=inf{n;0 iM - X ;h}
n n

posséde les propriétés suivantes:

wXp = (T -
. W E(e T Thee _ ¥
1 -c 2(%)
pour tout o ¢ log et tout f{,0, ol on a noté:
§(p) '
S(p) = EC e = o T
d P = e 39 —h) et x(ﬁ) =E( e ;Z:H(‘l)
. Pour les mémes valeurs dectetP :
«X, =BT -xh (A, -2)
T | +
(2) E(e ) = 2
A-e -e*
b P

~ . hh , b
oil X+ et A_ sont les solutions de 1'équation pA2+(r—e‘)h +q+=0
et sont tels que le processus Zn = A 1{r1<2} soit une martingale, Z

étant une v.a. réelle indépendante de la marche aldatoire (X ) N
n’ne

et de loi exponentielle de paramétre ﬁ .



. (3) La distribution de M T est géométrique de paramétre:
¢ < ‘h / (1+h) si p=q
¢ =v(0) = -h
1 -
T si p#q
4.4
&

Démonstration [4]:

La décomposition du temps d'arr@t T en une somme de temps d'atteinte
Ti , analogue 3 celle qui intervient dans 1'étude du problime de la ruine du
joueur, peut &tre effectude pour une chalne de Markov non homogéne (cas 1°)),
et 1'hypothdse d'homogénéité spatiale permet d'obtenir les formules explici-
tes de la proposition,

En effet, pour que MT = k20, il faut et il suffit que la marche
aléatoire (Xn)neN partant de O atteigne 1 avant -h; 'puis, partant desl, at-

teigne k avant k-1-h; et, partant de k atteigne k-h avant k+l. D'ol :

oM, =BT >
E(e T ) =2_ ek E( e—GT; My = k)
k=0
_Fr l
A ak l . - k-h,
= ﬁ:b{ E( e H Ti+1< Ti—h X =i J.ECe 5 Tk—h< YR k)

par utilisation de la propriété forte de Markov aux temps d'arrét Tk sThpo

ce ey Ll ; ou encore 3

0 k1
M, - BT N TT s
/IT ' ) = L e«k (i=0 bl)

(4) E (e
-0
. [ _ _.' i+1. —~ s
en posant: Si = ui(G) =E(e ; Ti+1< T i)
-pz.
1) - — _ s
Y = () = ECe A Li+1l X =D

Ki et Si sont calculés par récurrence de manidre classique:
iy

1'8tat i étant fixé, soit u; (j) = ECe ;0 T X =1) ;

i+41< Ti-n
u, est déterminé par le systéme d'@quations:
5w =P o ) ¢ w@) ¢ a, wGD )

pour i-h<j<i+l
avec les conditions limites:
u(i-h) = 0 et u(i+l) =1
S = i
et { ui(l).

De méme Y; = vi(i) , ol v, est solution du méme systéme d'équa-



tions, mais avec les conditions limites: u(i+l) = 0 et u(i-h) = 1,

On obtient de mani&re analogue la loi de MT :

k-1
(6) Pty =0 = (L1 8) 9,
i=0
ol £ =<
(7) 3 J.(0)
=1 -9
)fj 1 .
- 1
h
g (it
i=0

Py Pjo1eee Pioinl
95 95-1°° Y3-in1

avec fjo =1 et Cji = pour Oc<ic¢h .

Dans le cas homogéne, les formules (4) et (6) deviennent:

wM -~ BT )
(3) E( e T ) = ————q—S-E-)—-——— pour «< log - , et
1 -$(p)e" S(f)
(9) Py =) = $7 -9,

d'oi (3) et (1) en tenant compte de ce que XT = MT - h. De (7), on
déduit (10) :

h / (1+h) si p=q
10) S = _
( ¢ L (%\ h
-h si p#q
F-@

Pour obtenir (2), Macken et Taylor utilisent un théoréme d'arrét de

martingales pour déterminer y et § : il existe en effet deux valeurs réelles

de X telles que le processus Zn = )\Xn 1{n<2} soit une martingale, Y &tant

indépendant de la marche aléatoire (Xn)neN et de loi expomentielle de para-

métre 5 : ce sont les racines de 1'équation:

(1) A= e_fs (pk2+r)\+q).

De P(Z_ >b) < B( ATl é-ﬁb/lo%l\ , on déduit que la martingale

.{n«’?fb) <
(z)

. - . - . ] ~ . .
nnei ©St uniformément intégrable; au temps d'arrét T/\Tl , on obtient:

1=E(Z

E ( zT.1 ; T1$T) + E ( Zo T<Tl)

S+ X g,



pour A= A, et A=A , d'oll A Ca o
A )
(1) (P == et (%) BTl
)\+)\_- >\_ /\+ ,\+)"_ - A_/\:_

Proposition 2

Soit (Xt)te°+ un processus 1 accroissements indépendants, issu
gy
de 0, 1 valeurs dans Z, les accroissements &tant d'amplitude +1 avec pro-
0abilité p et -1 avec probabilité ¥ . Le temps d'arrét T = T, admet
1

les propriétés (1), (2), (3), ol

h / (1+h) si V= I*
(14) & (_V_.)h -1
Y .
(1)h+1_ 1 si V7 r
r&
y=1-14

et ol X+ et \_ sont solutions de

(15) p AZ - (r+v+§)A +9¥=0

La démonstration L4] est analogue 3 la précédente; les proba-

bilités Si(ﬁ) et 5i(p) sont solutions du systéme d'&quations:

Fj u(j+l) + Vi u(j-1)

(16) u(j) = (i-h ¢j<i+l)
. Fj + vj + p
avec les conditions u(i-h) = 0 et u(i+l) =1 pour 5;
et u(i-h) =1 et u(i+l) =0 pour Ji

Les deux propositions suivantes introduisent les martingales uti-

lisées par Kennedy pour obtenir les résultats précédents.

Proposition 3

50it (Xn)neN une marche aléatoire issue de 7, 1 valeurs dans Z,

dont les accroissements (Si).

; y sont tels que P ( §i> 1) =9 ; et soit

Un =M - X . On suppose que la loi des accroissements de (Xn) possdde

une fonction génératrice que 1l'on note — K
TOIEPIELS IS
k=-

et qu'il existe b #b tel que ¢(b1) = $().

Alors, pour tout a >0, le processus

aﬂn - —Un —Un]
a”n Z = - \\‘(a—b)b ~(a-D)b
est une martingale, relativement i la famille des tribus (F.) engen-

n’nell



drée par le processus (X )

Démonstration [2 ]

Mn = max (Mn—l’ Xn)
= max (Un—l’ Sn) + X 1
= - %
et U = max (U, 10 gn) .
Donc: M -U X max (U ,E) %
n n| g _ , n-1 a n-1’"n n’ >
EC(a b I o1 ) = 8 EC () b -1 )
M. U _ 3 o~ -1 5
=an1bn1E(b“1.§<U lfn_1)+a“ E(an1g>U ‘[9?
{ n* n—17§ {3n” "n-1f n-1
M -U M -U § —
- - - -1 ;
=4() a” Ly -l el o=l geyinyg ¢ >U %| Jh-l )
{ n” n-1
X 3
+ an_1 E(anl ‘}‘n—l)

{En 2 Un—lg

0, et que U 20 , en posant p= P( fl = 1) et en re-

Comme P(ilyl)

marquant que Un_1 = 0 équivaut a Mn—l = Xn—l ,on obtient :
ol -U M =U X
n n| _ n-1 n~-1 n-1
(18) ECab [T _)=¢m a0 +palTh b)) 1, _
n-1 -
et on en déduit que (zn)néN donné par (17) est une martingale.

Mn étant borné par n et ¢(b) étant fini, Zn est intégrable.

Corollaire

Si on suppose de plus que (Xn)néN est une marche aléatoire de

paramétres p= P( §,= 1), r=P($.=0) , q= P($ .= -1) avec p+qt+r=1,
1 1 1 p™

le temps d'arrét T = inf{nz 0 ' Mn - an h} vérifie, pour tout ag¢ [0,1]
et b >0 tel que p(b) > 1:

Xp p [ " b n L
(19) E( a 8" ) =(b—%B ‘v(a_%T))b —(a_b)(“qLJ a—h
ol 9=—1—— .
(b

Démonstration [ 2]



Dans cette situation, ¢(b1) = ¢(b) s'écrit :
9 = 9
b1 +r + pbl 3 +r + pb
d'ol b1 =9 , et (17) devient :
pb
M -
n - U
-1 b
(17 bis) z =2 L(a—_q.g)bn—(a-b)(——p—)“J
[b)] ™ P 1
Le temps d'arrét T ,n &tant borné :
D = = E , B A .
E( Zo ) E( ZT/\n) ( Zy 1\T$n}) * ( Z, 1(T>n}) >

sur T>n . Un est majoré par h et, si on choisit Og¢ag¢l et b>0

tel que ¢(b) 21, Zn'l{T> n} est borné, Comme T est fini presque siire-
ment, on en déduit :
= = - 4
E ( Zo, ) =E ( Z, ) = b —
pb

d'old (19), puisque Up =M, - X, =h.

Les formules (19) et (2) sont identiques, en raison de (11); le

domaine d'application de (2) dépendant de h (4<logfl~- avec S(ﬁ)
0 |
donné par (13) ), la formule (19) de Kennedy aveec Og¢ag¢l n'est pas

plus générale que (2),

Proposition 4 :

Soit (Xt)t gt un processus d accroissements indépendants, issu de

0, 3 valeurs dans Z, les accroissements &tant d'amplitude +1 avec proba-
bilité J- et -1 avec probabilité v .

On note X, I n(b) la transformée de Laplace de X_ ,

E(b )

et on pose Ut = Mt - Xt .

Alors, pour tout a # O et b # 0, le processus:
M - U, _+1 U +1 5
(20) Z. = a tL(a-bl)bt - (a-b) blt J ot (B

b

t

ol b1 #b est tel que 7(b1) = n(b) , est une martingale relativement

d la famille de tribus engendrée par (Xt)teR+ .



On peut, comme Kennedy [2] , démontrer directement que
ZS pour 0<&s{t ,

Bz [F,) =
ou bien ,comme on le montrera au paragraphe suivant, utiliser une martin-

gale associée classiquement aux processus i accroissements indépendants

homogdnes et une formule d'Ito.

Corollaire
Le temps d'arrét T = inf{ t>0 l M, =X 7 h} est tel que,

pour tout a>»1 et tout b» 0 vérifiant ’\}(b)\* 0 :

=X b - by
(21) E(a T QT y = ah+l
@- b,) bh+1_ (a - b) b h+1
1 1
Oﬁ 9 - e‘?(b) .

La démonstration est analogue d celle du corollaire de la proposi-

tion précédente.

La relation (15) assure la cohérence entre les formules (2) et (21).

Agglications

1° Files d"attente M/M/1

Soient (Dt)teR+ et (At)teR+

les processus de comptage associés 3
deux processus de Poisson indépendants de paramétres p ety ; on pose

= - = N -
X, =D, - A , et U =M -X_ .

U, représente la longueur, a 1'instant t, d'une file d'attente de type

M/M/1 , de taux d'arrivée ¥ et de taux de service f - Le temps d'arrét

T = T, est le premier instant ol la file contient h clients.

Les relations (2) et (15) permettent de montrer en particulier que,
h
dans le cas ol p > v et lorsque h —:w, (#) T, converge en loi vers
une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre 1&::23 . cf [AJ
" .

2° Files d'attente M/G/4

Par analogie avec la proposition 3, on montre que, si (Xn)neN est

d'accroissements (Ei)icN tels que P( §1<:-1) = 0, en posant



le processus: m _ un+1 un41
(22) Y = =2 '_(a -b,) b - (a-b) b ]
n L¢(b)Jn 1 1

est une martingale relativement 3 la famille de tribus engendrée par (Xn)neN°

Considérons maintenant une file d'attente de type M/G/1 dans la-

quelle les arrivées constituent un processus de Poisson de paramétre A et
a . + .

les temps de service sont indépendants et de méme loi G sur R ; et soit

Q, la longueur de la file immédiatement apré&s le départ du n® client.

Si v, désigne le nombre de clients qui arrivent dans la file pendant le

. e . . _ T _ 417
temps de service du n- client, alors : Qn = Lgn—l {] tv, o, et
vy -1
(22) permet d'affirmer que, sl 1'on pose Y(b) =E(Db ), alors le
processus: 0
R o=t [(l—b)bn-(l—b)bon]
n n 1 1
ly®)]
est une martingale relativement 3 la famille de tribus engendrée par le
processus (Vn)neN des arrivées pendant les temps de service successifs.

3° Tests séquentiels
q

Le temps d'arrét T est fréquemment utilisé&, en contr3le de processus

industriels par exemple, pour tester un changement de moyenne pour des

observations indépendantes (En)néN : on étudie le changement de signe de
o P+

la dérive de la marche aléatoire (23) Sn = 2__ §i -n 02 1 (ol
i=1

B, est la moyenne initiale des observations, P, la nouvelle moyenne
[ 1 ’

et ol on a supposé P1< ¥, ) 3 1'aide du temps d'arrét

T=1T = inf(tn;,Oan—Sny,h}.

Supposons que les observations soient des variables de Bernoulli de para-

métre p = P( Si = +1), et que 1'on cherche & détecter un changement de

=

paramétre de po>

- 1 ; _ 5
a pl< 9 * Soit Xn = %:i gi .

2

En 1'absence de changement de paramétre , le temps moyen entre alarmes

(Mn -X 2 h ) est: . S
E(T, ) = —— (s7=¢-h)
h 2p-1 1—3
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1 -h
1 - (=B
p
-h
Ip_ I
P p

(appliquer la formule de Wald a X, en utilisant le fait que My = Xp + h

est de loi géométrique de paramétre 5‘), et on choisit h de telle sorte
que les alarmes soient beaucoup plus rares avant le changement de paramétre
(p = p,) qu'aprés (p =py) .

Cette procédure est utilisée en traitement d'images pour détecter
des contours définis comme &tant des zones de fortes transitions entre
des zones plus étendues dont les propriétés statistiques locales varient

lentement.

I11. CAS DES PROCESSUS SUR R

Proposition 1 :

Soit (Xt) un mouvement brownien sur R issu de 0 avec une

+
teR

~

dérive quelconque, i.e. dX = pdt + ¢dW_, ol (wt)tcR+ est le

brownien standard. On pose Mt = max X 5
O¢sgt
Alors le temps d'arrét T = inf{ tz20 Mt - Xt; h } verifie:
aX, = (3T ¢ ~&+Y)h
(24) ECe ' ) = —=2°

Sch(Sh ) - (x+y) sh(5h)
0 si ,4# 0) et tout «< €,

pour tout @0 (et méme f

ol ¢ coth(Sh) —¢ >0 , ¥ 2 s b vqu) + 2
Démonstration [5?
soit () = inflty0 |M, = x} (x 5 0)
et soit ¢ une variable aléatoire indépendante de (Xt)teR+ et de loi expo-
nentielle de paramétre [ .
Par un calcul assez long , Taylor montre que:
wl - BT v -
T \ -PT T
EC e )=E(ep)[_1+:xjf(x)e°‘xdxj
ot f(x) = P(t(x)CT, t(x)¢¥ ), en utilisant le caractére markovien

de (Mt,Mt—Xt) et la propriété de Markov forte au point
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(i » Mo ey ) = &9 -

Puis en utilisant de plus 1l'homogénéité de (Xt)teR+ et lg caractlre mar-

-0x .
kovien de la distribution de g , il obtient £f(x) = e ; et il reste

alors 4 déterminer @eTE(e—§T). Comme en LAJ , Taylor %ntroduit pour cela
~xA¥ - pt
t :
les deux valeurs de A telles que le processus Zt =e soit une
martingale, et applique un théordme d'arrét de martingale au temps d'arrét
T v
AT |
Corollaire
+ La distribution de MT est exponentielle de paramdtre:
___gi___ si y# 0 ou-;L si p=0
eth - 1 h
111 . 23h )y .
. E(T) = — | = (e -1) -h si p# 0
_ [26 J o
h2 —
— si = 0
a
. 531 470, 1la distribution asymptotique (h =) de e_th Th
est exponentielle de paramétre 2 52 72 .
Si r<0, Th est asymptotiquement caussien de moyenne b et
. he
de variance =~ .
'L

AEEIications

1° Cumulative sum tests

Si la marche alé@atoire (23) est approchée par un mouvement brownien
dont on cherche 3 détecter 1le changement de signe de la dérive, le caractére
exponentiel de E(T) comme fonction de p (25) permet d'assurer un temps
moyen entre alarmes grand lorsque }A)O (i.e. les observations sont de
moyenne ) et faible lorsque p<o (i.e. les observations sont de moyenne
Py

2° Gestion de stocks

X -
W, =e ¥ modélise 1'évolution du prix d'un stock, et E(e chWT)

donné par (24) représente le gain moyen obtenu par vente d l'instant T = T,

avce taux d'escompte #, le choix de 1'instant de vente T étant une facon
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de limiter les pertes.

Les deux lemmes suivants seront utilisés pour 1'étude des propriétés

de T, dans le cas ol p et ¢ dépendent du processus (x)

h t)ter”
Soit domc (Xt)teR+ un processus de diffusion sur R issu d'un point

x , régi par 1'@quation différentielle stochastique :
(26) dX, = rL(Xt) dt + o-(Xt) dwt s
ol (wt)teR+ est un brownien standard, et ol pet o sont deux fonctions

réelles mesurables sur R,

Soit [a,b:l un intervalle contenant x .

On note Ta b le temps de sortie de cet intervalle, i.e.
b4 .
Ta,b = 1nf(lt;0 ‘ Xt = a ou b} .
Lemme 1
Sous ces hypothéses b
/x Q)(z) dz
POXT, )=a|%X =x)=q@@bx) = F—r
a,b o b
IREIOKS
/ax ib(z) dz
P(X(T, ) =b | %X =x)=p,bx =
a,b [¢] b
/a :.‘r(z) dz
[ 24 4
v - g \y) dy
o  (27) $(z) =e °© et y(y) =.2L(X)_
a (y)
Démonstration

r X
La fonction u(x) =-/a ¢(z) dz est solution de 1'équation dif-
férentielle ordinaire : —]z;gz(x) u"(x) + }A(x) u'(x) = 0 ; de méme

u(x) -u(b)
u(a) -u(b)

pour la fonction \{/(x) = » avec les conditions limites

(0) =1 et (b) = 0.
Y
La formule d'Ito s'écrit dans ce cas:
— \ - .
dy(x) = y'(X) T (X) dv,

L‘/(Xt) étant uniformément borné sur LO,Ta b] , on obtient,en intégrant
’

sur cet intervalle: E( Y(XT ) ) =y (x) » c'est-i-dire :
a,b
y(a) q(a,b,x) + ¢(b) p(a,b,x) = y(x) ou encore q(a,b,x) =y(x) @
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Lemme 2

Sous les mémes hypothéses:

~pT
B (e ®° |x, ) =b) = @)
& p(a,b,X)
-2T
X (e a,b l X(T b) =a) = v(a,b,x)
s p(a,b,x)
ol ula,b,x) = 88 £G) - gG) £(a) 5., 4 ) gE)E(b)-g(b)£(x)

g(a) £(b) - g(b) f(a) (a)f(b)~-g(b)f(a)

et ol f et g sont solutions indépendantes de 1'équation différentielle

ordinaire:
(28) A @ ¢ pe £ =pE),
Démonstration

. + ARFind .
Soit (Xt)teR défini par (26) :
/' t Is t dw
X =x )y p&)ds + (X)) AW,
et soit f une solution de (28) . La formule d'Ito montre que
Y, = e Bt f(Xt) satisfait 3 1'équation :

t
ay. = o ML frx) =(x) dw
t t ¢) W

avec Yo = f(x) , et donc :

C pe |
v, - £60) = [ e rrx) x) aw

Considérant les espérances des deux membres pour t=Ta p On obtient :

2
- PTa b
- = 4
£G) = E(Y(T, ) = E (e ) £CX(T, V),
puisque le processus Yt est borné sur [O, Ta b ] , d'oli le lemme en
3
utilisant deux solutions indépendantes de (28). [ ]

Proposition 2

Soit (Xt)teR+ un processus de diffusion sur R issu de l'ori-

gine, satisfaisant aux hypothéses précédentes (26) et (27).

Les propriétés du temps d'arrét T = Th = inf{taO 'Mt - Xt%lli

sont les suivantes:

< M admet la distribution:

T
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_[* 2¢(2) dz )
/O § et X(z) =JL_(E_)_

ot ¢(x) =e

La loi de (XT ,T) a comme transformée de Laplace :

U(X —gT ) w - _
(29) E(e T ) = e *h J; exp [«x —j;x b(z) dzJ . c(x) dx
o (30) b(z) = 8z £'(2) - £(z-h) g'(2)
g(z-h) f(z) - £(z-h) g(z) >
(31) clx) = BX) £ - g'(x) £(x)

g(x-h) £(x) - £(x-h) g(x)

et oti f et g sont deux solutions indépendantes de 1'E&quation dif-

férentielle ordinaire:
(32) 5,200 £ () + pe) £10) = pEX)

Démonstration [3]

. Pour calculer P(MT;)O, Lehoczky utilise wuneapproximation dis-
créte convenable de {MTZ'X% , des résultats classiques concernant les temps
de sortie d'un intervalle pour un processus de diffusion, et la décomposition
de T en une somme de tels temps de sortie, tout comme Macken et Taylor [4]
dans le cas discret (voir la proposition 1 du paragraphe 1II) .

Soient Sn,o =0 <sn’1<‘... <Sn,n = x des points de [O,X] tels que les

intervalles [sn {28 ( 0¢i ¢{n~1) forment une partition de[p,x[
b

n,i+1L

et que m =0Tax (sn i+1 = Sn i) tende vers O quand n -« ., On pose:
<rgn-d ’ ’
n-1
P = P( X in R : , = =
0 2:0 ( . atteint Sn,1+1 avant sn,l h I X0 Sn,i )

s .
n-1 jg n’l—h ¢(z) dz

- 7T = -
i=o n,i+l (z) dz
Jomin ¢
n,i
oi ¢(z) = exp \.—_{;z 2.& dx (lemme 1)
GZ(X) -

Un développement de Taylor au premier ordre de log( 1 - (1-pn) )

montre que P = lim P existe, et ne dépend pas de la partition (s ;)
N _ b 4
choisie, et est donné par le second membre de (28) .



15

L'homogénéité temporelle du processus (X ) + et la propriété forte

t’teR

de Markov appliquée aux temps d'atteinte des points I permettent alors
2
d'affirmer que P = P( Mo x ), puisque, si My zx et M =y<x pour

un t <T , nécessairement le processus X atteint y+dy avant y-h.

. La méme technique d'approximation permet d'obtenir
ECe” ®T |1, =x) , d'od on déduit (29) en utilisant la loi de M dornée
par (28) et le fait que My - Xy = h .

En effet, ajoutons un point supplémentaire s, el ¥ i la partition
3

précédente et posons:

- BT
n Sy q-1 Sh,i-1 00 Snyi
E = 7T E (e ' ’ sortie par s_ . )
n . n,i
i=1
- PT
X X“h’sn n+l
E" (e ’ ‘ sortie par x-h )
oll Ta,b désigne le temps de sortie de [a,b].

En utilisant le lemme 2, on montre que E = lim En existe et ne

dépend pas de la partition choisie; et, par les mémes arguments que précé-
demment

E=E (e PT‘ Mi=x) . [

Corollaire

(x)

7 (%)

Pour que MT soit exponentiel, il suffit que x(x) = soit

constant.

Ce résultat est donc plus général que celui de Taylor (proposition 1

et corollaire) . Par contre , si T = Th = inf& t; 0 ‘Mt - Xt 2 h(Mt)} , ol
h est une fonction positive continue, MT n'est plus exponentiel, méme si

(Xt)teR+ est un brownien.

Dans la suite de ce paragraphe, on étudie la détermination de

aM,  =-fT
(e L

E ) 3§ l'aide de martingales associées aux processus (Xt)

t ¢R*

considérés.

Proposition 3

Soit (Xt)t gt brownien sur R issu de 0 avec une dérive :

dXt = rdt + 'rdwt (Wt brownien standard)
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Pour tous réels a et b, le processus :

:' [ 1 N ol ¥ 2 p?
(33) Zt = Lb ch(bUt) - (a+;§) Sh(bUt)J exp{aMt +72 Ut -_E t (b --;z) }

est une martingale relativement 3 la famille de tribus engendrée par (Xt)teR+

Démonstration [ZJ

Kennedy considére une suite de marches al€atoires de paramétres

1 M. L
P =_];(1+.E_,) et q. = — (1——_(?_—) : {nt] ot [nt]
o2 Vi no2 v I\ =
convergent vers Mt et Ut , et, en remplacant a et b dans (17 bis) par
= (b-5) /v
ea o et e s {ﬁ.z[nt] converge faiblement vers 2 Zt .
Les martingales T Z[htW étant uniformément bornées sur]b,IL la limite
faible Zt est aussi une martingale. a
Corollaire

On retrouve la formule (24) en arrétant une martingale(zt)teR+

(a¢0) au temps d'arrét T.

Proposition 4

Soit (Xt)teR+ un brownien sur R, issu de O, avec dérive p et
coefficient de diffusion:rz.

—eX¢ t v (b) _
On note E( e ) =e la transformée de Laplace de Xt .

Soit b, #b tel que q(bl) = ¥(b),et posons: U, =M - X,

Alors, pour tout réel a, le processus :

_.a_Mt

- bU b.u
(34) vy, = S — 1(3 -b) e t Ga-b)e t]
et\y(b)

est une martingale relativement 3 la famille de tribus engendrée par (Xt)t R*
€

Démonstration
-bX¢ -(a~b)M
e - . t
xt(b) =—————E———- étant une martingale et e un pro-
-bX
E(e ©)

cessus 3 variations bornées, la formule d'intégration par parties permet

d'écrire:
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-bX, - (a_b)Mt -(a-b)M -(a~-b)M

t
_ e _ s  fal /f s
Zt(a,b) = -bXt 0 © dxs(b) (a-b) o xs(b)e dMS

E( e )

Soit b, # b tel que Y(bl) = Y(b). On pose Y = (a—bl)Zt(a,b)-(a—b)Zt(a,b ) .

t ~(a-b)M -(a-b,)M -
Alors: Yt = j; [(a—bl) e 5 _ (a-b) e 1 SJ dxs(b)
¢ —aM_ -b(X_-M) -b, (X M)
- (a—b)(a—bl) JQ e S e S 5 e 1™s "s aM
51(b) °

La mesure dMS étant portée par {MS = Xs} , le second terme est nul, et Yt

est une martingale.

N

b2 , (33) et (34) sont identiques, et on re-

~
-

Comme y(b) = -pb +

ol

trouve (24) pour le temps d'arrét T . 8

Enfin soit (Xt) un processus de diffusion s3ur R issu de 1'ori-

teR?

gine satisfaisant aux hypothéses de la proposition 2 :
dXt = P(Xt) dt + v(Xt) dwt.

Il n'existe pas de martingale associée 3 (Xt) qui permette d'obtenir

teRY

« —ﬁT

E( e " ) par un théoréme d'arrét de martingale, sauf si p et ¢ sont
constants,
Supposons en effet qu'il existe des constantes a, a',«, 1',?,?‘, et
telles que le processus: .
2 = . éxMt +§$Xt +yt Y exvmt +{uxt +§t C RO X )
£t

soit une martingale, et appliquons la formule d'Ito:

t
t ' *
/0 ' (M,% ,8) M.+ [T F' (M_,X ,8) w(X) du_ o+

s) | ds

.
Jo [£alprmgre) pOO 387, CaLxL9) 02 () £ 01K,

doit E@tre une martingale; donc nécessairement :
1 — * a - .
f m(Ms’Xs’S) = 0 puisque dMS est portée par { s ]MS = Xs} H

et, d'autre part, comme f est exponentielle,

F(x) f'x(m,x,t) + %-qz(x) f"z(m,x,t) + f't(m,x,t) =0
X

sur le support F du processus markovien (Mt’xt)t Rt c'est-3-dire le
€
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plus petit fermé dont le complémentaire est de potentiel nul.
(On renvoie a [1] pour des conditions suffisantes sur £ pour que

f(Mt,Xt,t) soit une martingale)? .,
-
On en déduit: { m+(‘> = &+
au + a'y' = 0

et o

"

{ PR+ gt (0 p2

]
(@]

sur F ;

2
},x(x) (_3 +y+ —%rrz (x) P'

dans le cas général ol ¢ est non nul, F est assez riche pour que la déter-
mination des constantes P,g',( satisfaisant 3 ces derniéres conditions

ne soit possible que si /aet ¢ sont des fonctions constantes,
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