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APPROXIMATION PAR DES INTEGRALES DE STIELTJES-LEBESGUE

D' INTEGRALES STOCHASTIQUES RELATIVES AU MOUVEMENT BROWNIEN INDEXE PAR R+d

Marie-France ALLAIN

T. Introduction

Le but de ce travail est d'étendre au mouvement Brownien
indexé par IRE (tel qu'il est défini par Wong et Zakai [5]), un
résultat connu dans le cas du mouvement Brownien index& par IR_.
Plus précisément, soit (q, F, (Ft)t GIR+’B’ P) un mouvement Brownien

a valeurs réelles et une suite d'approximations (Bn)n,EIN obtenues

en linéarisant les trajectoires de 2 , 11 est alors facile de voir

en utilisant la formule de Itd que pour toute fonction G de classe c?
apee s no_ n _ ¢t o, .n n

la suite (Xn)an définie par X . =G (#4) = fo G(s ) deg * G(o)

converge presque slirement, lorsque le pas des subdivisions décroit

vers zéro, vers le processus X tel que

- -t 1 ¢t '
X, = G(s) = [o G (8) de, + 3 [, G"(8) ds + G(o)

Notons que les trajectoires de x™ sont continues et a variation

bornée.
Des problémes de ce type ont également été €tudiés dans le

d

cas du mouvement Brownien a valeurs dans R et dans le cas des

équations différentielles stochastiques. ([11], (2], [3], [4]).

. . 2 d
Dans le cas du mouvement Brownien index€ par IR on est
conduit 3 considérer plusieurs types d'intégrales stochastiques.

(Is1, [61).
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Le premier théoréme €tend au cas du mouvement Brownien

indexé par IRf‘le résultat connu dansle cas ot d = 1.

Pour la suite, on suppose que d = 2, dans ce cas Wong et
Zakai [5] ont mis en évidence le r6le joué par les intégrales de
premier et second types, ce sont certaines de ces intégrales que
nous allons approximer en moyenne quadratique par des intégrales

de Stieljes-Lebesgue.

Plus précisément, soit (q, F, (Ft)t E[O,T]d’ B, P) un
. . P 2
mouvement Brownien ; pour une fonction <y définie sur [0,1] d
et de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue, on note Iz(y)
1'intégrale de second type ; soit alors El = E(Iz(y)/Ft). B est

une martingale forte et 8Y est une martingale. Ce sont des inté-

grales relatives 3 ces deux martingales que nous considérons.

Notons qu'on peut par la méme méthode donner des appro-
ximations des intégrales mixtes et obtenir la formule de Ito,
cependant 1'existence des différents types d'intégrales ne permet

pas de l'obtenir aussi rapidement que dans le cas ol d = 1.

Une rédaction moins détaillée doit paraitre aux annales

de 1'IHP.

Pour la définition des intégrales stochastiques et des

martingales, on se réfere a Wong ct Zakai ( 5, 6 ).



2. Approximation d'intépgrales relatives a B

2.1 Notations

- (%, F ’(Pt)tst , Py £ ) est un mouvement Brownien indexé
+

par R+d tel qu'il est défini par Wong et Zakail [5].

1 d .
- Pour tout t de R+d , t = (t ,...5 T ) on note Jlo,ti

lc pavé : 1 [o,tﬂ
r=1

n étant fixé, on considére d .partitions de [ 0,1] et
la partition produit, on note (Cﬁ)k -1 k (n) les pavés de 10,1l ainsi
obtenus.

soient ﬁi)r=lnf (¢t @t e CE}

@E)Y=Sup (tf: t e CE}

d . B}
alors Cp = | LGt (sp) |
r=1

n
8 t€ c{}-e M) = kG G fe, Dy

_Nous utiliserons les notations suivantes

(h) " = (s‘;)r . (iﬁ)r r=1...4d

d d
o= Wt [yl v n,r
koo (hy) ‘hk( b (hy)
W' o= sup | o
k> k=1...kﬁﬂhk

_  Pour une fonction f définie sur 10,11, a valeurs réelles

et r fois continfiment différentiable, on définit IDY£I par

T
telo, 1l k&J 1 “d
T 3t1-...atd
N d d
od : J. = {k : k =(k1,.,,kd) k,EIN, Z k. =1}

i=1 1
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2.2 Définitions

. n, _
Soit 68 = [ - d8
C n
k k(n) AR
n _ ¥ k
On pose Y (s) = -7 Ten(s)
k=1 A k
k
et e = f ¥'(s) ds
lo,tl
Pour toute la suite, on suppose que 1lim |hn\ =0 et qu'il
n
existe K tel que ¥k , Vn Ih£|d < K Ri , notons qu'alors ‘hﬁ]d

et AE sont comparables puisque AE < \hi
Remarque

Dans chaque énoncé et au cours des démonstrations interviennent
des constantes de majoration, pour simplifier 1'écriture nous les noterons
toujours par K, elles dépendent de d et des bornes imposées dans 1'hy-
pothése, elles dépendent également de T si 1'on considére 10,Tl au

lieu de [lo,11l.
2.3 Proposition

Soit ¢(s,w) wune fonction 1 valeurs réelles telle que

- ¢(s,+) est Fs—mesurahle

- ¢(+,0w) est de classe C, avec Zdo odo+ 1,

lo

On suppose agu'il existe une constante € telle que

Sup sup DT (-, ) < C

wEN r=O...dO

On définit Y et Y nar

Jl' CP(S,(U) dB
S

=<
1

E oLt
g = f 5 (s,u)dBg
o, ty

Alors il existe une constante K telle que

n

t "

sup  E YD - Y% <k |n

te "O, 1“



Démonstration

Si t appartient a cﬁ il suffit d'écrire

O
[ a(s,0) 4M(s) ds = [ s(s,0) ¥'(s) ds
fo,tl HO.tH'Ho,ik I
0
b78
© 7 ([ 0(s,u) ds) —
n, ‘n n
kel \ko) C}\ ,\k

compte tenu des hypothéses de dérivabilité faites sur la fonction ¢ ,

. n
on €crit pour s ¢ Ck

9 ®p
t(s,w) = (i , w) + 3 L oPacil , w)(s - 1)+ Rp(s)
k - k k k
d d
N n n
o0 [RL(s)] < g °() | ]I
Compte tenu du fait que pour toute tonction 6(S,w) vérifiant les condi-

tions suivantes
* 6(s,w) est (B(lo,1l) @ F)-mesurable

(B(l0,11) est la tribu borélienne de !0, 1l).
* pour chaque s #6(s,+) est Fs—mesurable.

x [ E(le(s,0))ds < +e
ho, 1l

’

on a :

EQ. J e(s,w)dB]®) = [ E(e(s,0)]%)ds
10,11 10,11

’

On vérifie immédiatement qu'il existe une constante K telle que

2 z LD
Se(f T, sGshw)as ) = n E(lets,0)l ) as < Kb
"o’t"'ﬁo’ikoﬂ ﬂo,tﬂ-uoylkon
~E(] $ (il , w) 6% - 2 n
n ’ S,w) df {
kel (k) K k "0{i2" 6(s,0) ds J%) < X |hP)

1A



pour p =1 ... d_ - 1

- E(l [o(s,u)-RE(s)1y™(s)dsl 8y < K| P
o, ¢l |Io,i§ I
(o]

Remarquons maintenant que si A € B(l0,11), on a
E(L] R"(s) 4"(s)ds] %)
A

[ ECARMs)12 [9™(s)1D)ds

P A

A
1/2

<7 -LrERMsNT T ds

k Aquk A

2 d

K 1 0

<< § fnen & R ds
k
k

< K |h"| des que 2 d, > d+1 puisque lkﬂ\d < Koxﬁ.

Ce qui achéve la démonstration.

* Remarque

Si ¢ est déterministe, il suffit de la supposer continue

(respectivement lipschitzienne) pour avoir le résultat.



Soit G wunre fonction définie sur R 3 valeurs réelles de

classe CQ
d+1

Scit 4 satisfaisant aux hypothéses de la propositicn Z.3 avec

gr(g) censtante pour tout T = o,1,...,do
Soient Y" et Y définis précédemment
Et soient X, =“ i G(YS) dsg
o,th
. . n n 1 n
X, = | G(Y.) d3s_. - [ G*(Y)) #(s,w) ds
Yooy ST 29 ot s

Alors, i1 existe une constante K0 telle que

Sup “{E({xg - xt]z)} < Kolhnl
telo, 1 :

Némonstration

~y 3 ~ ! = n - n .n
Ecrivons X, Xt X + xin
1k k
o 0
3 = N Y n N
so1t An ‘\.n - "n G(Yln) Ak g8
1k keI, k
K
(o}
y"n
: n, k3 n
- %n Gr Y™ ) - gn (Yg - Y ) ds
“Tk v Tk Mk 1y
o)
f
- 24 i ar (™) ¢(s,w) ds + R
A TR
* On montre d'abord que
. ~ 1 . . n
2.4.1 B(" 7. Gy ) &h s - [ G(v) desl o K h"
1R i o, ti
p_x SR -



Pour cela, il suffit d'écrire

o' (s,w) = § (GOY") - G(Y ) 1 _(s)
P 'p "
0%(s,0) = G(OY ) 1 _(s) - G(Y)
P i C
p P

et de remarquer que

- 61(5,.) et ez(s,.) sont Fs-mesurables
- G est lipschitzienne, d'ol
51 (s)

n
C
P pp p

E(le (s,u)]%)

IA

K, I ECCY" -Y ]

Klh"| (Cf. Proposition 2-3).

I A

E((e(s,0)]1 %) < K, [ E(IY Y19 1)
P p p
12
< K ECig (w)i™)du 1 _(s)
- E {o,su_no,igu e cn
< K[h™]

- G est bornée, d'ou

2 n
E G(Y_)ds_] < K
([ﬁo,tu-uo, ip | (odegl D) < Kbl
0

x Soit BM
n _ n p n_,n
P pemay Ul (e
0 p p

Nous montrons que

2-4-2  E({B" - G (Y? dsl?y < n
(8" - 3 "(f),t" (Yo) o(s,0)ds] %) < K_|h"]

pour cela, on est amené a écrire YIS]—YHn sous la forme
i



alg 295
oy e 2 s(uw) du+ TS @ruw) ¢w) du
A . = ;
B S e -1 €hes)
1:

ol C:(s) est d¢fini de la fagon suivante

pour I < {1,2...d} I +6 et I % {1,2...4}
cn pose : C7(s) = {u e Jo,t|l: u’ <(ig)r T e I)ﬁ;)r gvur <sT 1re1I%)
on obtient ainsi Zd-Z ensembles qu'on note (Cg(s))q - 1 ~d_,
Soit alors
'_nB 2
n _ n p r
B, ! g G'(Y') |—%| [ ds 4 ¢ (u,w)du
p €I (k) 5 Ap ch T or  :D\T T
- b 1_1[(1p) 75]
1 n .n n,;2 n
= ) G'(Y ) ¢(i,w) ([A 817 - 2))
29 5 &1k ) il P p P
0 p
1 n .M n
+ = 1 G'(Y ) ¢(i ,uw) 2
d n .n P p
2% p €1M (k) i
n
+ R1

En tenant compte du fait que

- G'(Y?n) ¢(i§,w) est F.n—mesurable
i i

P p
2 n
- E([alB17 - =0
(1 pB] b / Fin)
p
- G' et ¢ sont bornées

on vérifie qu'il existe une constante K telle aue

2 2
P o} .1 n _,n
E([péIn(k ) G (Yin) ¢ (ips0) ([4,8] "))
© p

2
<K' T Iagl o< K
p P
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- Puis, en utilisant le fait que G' et ¢ sont lipschitziennes et bornées,

on montre facilement que

2 \
E(l G'(Y.) ¢(s,w)ds - GroY™ ) e (it A ) < KW
"o{t" ) ? péIn(ko) i; P P
et
E(LRY] ) < K[|

On a donc montré que
2

1 n
E(IBy -—3 [ G'(Y) ¢(s,0)ds] ) < K|i"|
27 lo,tl
d

Posons pour q € {1,...27~-2}

n n 808 n
BY = 7§ Gr(y" )y 2 [ ds | o(u,w) v (u) du

q €1k in R

o] (k) i A ch Cn(
0 p PG q(s)

et vérifions que : E([BZ]Z) < Kln"]

On peut €galement écrire

n n
n n Al B A.B n.T nt oo
BY = éxn ) Groy" ) B é g o [ ¢ (u,w) T () m ((sp) -u') du
i A j X . er”
pEI™ (k) iy A 381,425 € r€l r€l
~ n . n n n
N = : C..NnC S
oll b.q {j j q(s) # 0, s Cp}
soit alors r
™ (h;) ,
B = ¥ 2% IEL T pue) o (5P -uY) du
P,d jer® ) ,mno en T e @Tp
R i'p ] r
7 pour r €I1°
si : Tg est tel que : (Tg)r -

\(in)r pour r €1

P

il est facile de voir que B est F _-mesurable.
P,q 'i'g

On a alors, G' étant bornée

E n, 2 < n 2 .n
([Bq] ) < K % E[Bp’q] b
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Notons que dans le cas ol ¢ est F n-mesurable, pour uEEC? et bornée,
i

on a immédiatement J

E((BY 172

' n n
ool ) KLy < Kl

<
jers
P,q
ce qui achéve 1'étude de Bg. Sinon, on obtient la majoration en utilisant

1'hypothése que ¢(+,w) est de classe Cy avec 2dO > d+1 et en procédant
o

comme dans la démonstration de la proposition 2.3.

* Nous montrons maintenant
2-4-3 E(LR™M?) < KK

.. . n
Pour cela, on écrit si s ECp :

n n y ol n  n
G(Yg) - G(Y ) - 6 (Y ) (Y=Y )

1 1 1
p P p
d 1 [} n n ,n % n
= I T DG ) (Y=Y )7+ Ry(s)
=2 7 1 i
p p
on a
IRD( K|y2-y™? i
- p(s)] < K| nl
1
P
d 2Ms
L S el Y ML SRS
£= A
pEL (k) P p P !
n
+ —2__ 1 RP(s) ds
€1 (k roch P
Pl (k) Ay G
Soit
n
RD = DG (Y™) pf [ (YR-yn 42
Yoper™(x ) o) R @ UsThn) 98
p “p P b
on a
0on A8 24, N
yo-y" o= B $ (u,w)du + J f ¢ (u,0) ¥ (u) du

n .
ko p p Cg(s)
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En posant

1
sy = — ¢ (u,w) du
p n T LN\ T T
*p [(1p) ol
n 1
(s) = — ¢ (u,n) du
zq’k AE éﬁﬂcg(s)
2d_>
n C n n
A = {(s) ALB
p(s) q£1 kEI; (s) 20, k

on peut écrire

) ) . J L
n | n ~ Jpyn n n
[Ys_yin] = jzo CQ[ZP(S)APB] [Ap(S)]
1Y

I1 suffit donc d'étudier pour j €{0,...2}

n 4 n n J+1 1 n J n -

R); = - DG(Y ) [age] — I [Zp(S)] 4, (s)] ds

i Ao C

pel™ (k) p p p
Notons que

- Zg et DG sont bornés.

2] j
n n
- E(a 8l ) < Kj[hpl

2] J
- E([Ag(s)] ) < K'jlhgl

on en déduit immédiatement que

2
E([jo] ) < K W pour j = 1...2

et en utilisant les propriétés d'indépendance ainsi que la différentiabi-

1ité de ¢ que

2
E([RZ 1) <k [h"

En conséquence
2
n n
BARY) < Ky W]
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D'autre part

z ﬁEE j n ]2
E([ n = 1 R_(s) ds] )
p
pEI (ko) Ap Cp
1/2
4 (d+1)
< 1 n n
< g é; ;g [E([YS—Yin] ] ds
d+1
< g In 1 PRI ds < K Ih"
P A

ce qui achéve 1'étude de R™.

2-4-4 Pour achever la démonstration du Théoréme, il ne reste plus qu'ia

€tablir la majoration de

n n 2
E([X" -X n 17) = E( | n oy

i lo,tl-lo,i
!(G ko

2
G(Yg) ¥ (s) ds] )

ce qui s'obtient facilement en se reportant aux calculs précédents.

2-5 Corcllaire
Sous les rémes hvpothéses cue le théerére 2-4, soit

d | C‘(YS) s {s,w)ds

€)=

v, = | Gy )ds  +

t o, o s 1o, !

Vo= f Gy az?
t o o, ! s s

alors il existe unc c¢censtante KO telle aue
- n . 2, ro n
Sup {E [\t -\t] ;o< ko. I

t €{0,1]
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Démonstration

G' est lipschitzienne et ¢ est born€e. On a alors

2 2
E ([ G'(Y.) -G(YD)) ¢(s,w)ds] ) < K Sup {E(Y_-Y?] )}
Ho{tH S s T t€lo,tl s S
mais les hypothéses de la proposition
2

Sup  {E(IY.-Y' )} < K |
telo, 11 s 03 °

d'ol le corollaire.

~” v,/“ . : . ) 1‘

. - 1

o [

v // /_._...;._. ‘ PPN
AN \
! AN
\, N
b
e =)

C‘h
sl OO
1‘4 -
- { ¢
ARG 8 )

N
<.

Aoprexiration d'intéerales relatives

~3.
Ty

w |

et

slcur toute la suite, nous surnoscns aue d =2

S-1 D&finitions, notations et propriétés

2-3 étant satisfaites, on



-15-

3.1.1 - Définition_de_l'intéprale de_second_type

Soit ¢(s,u,w) une fonction définie sur Q x"0,1"2 vérifiant

les hypothéses n*

~

- ¢ est mesurable par ranport a I x IB x IB, (/B est la

tribu borélienne de 10,14);
- pour tout couple (s,u) fixé ¢(s,u,w) est Fsv u-wesurable,

| 2 E[ ¢(s,u,w)]2 ds du < +=,
0,1

-

2

. . 1 .1 2
Nous dirons que s et u sont non compnarables si (s <u et s">u”) ou

(s1>u1 et sz<u2), soit

H = {(s,u) : s et u non comparables}

Pour une fonction satisfaisant aux hypothéses et de la forme

¢ (s,u,w) = alw) 1C (s) 1C (u) avec C1 xCZ C H on définit 1'intéprale
1 2

de second type par

fﬂo . ¢ (s,u,w) dg, dB = o(w) IC B fc a8,
» 9 2

Si la condition C, xC, C H n'est pas satisfaite, on procéde de la
1% %2 ! P
fagon suivante : on se donne un treillis sur o, 11 de pas ¢,
s €tant fix&, .il existe un couple uniaue (ii,Si) du treillis tel que

2 . £ e .
s € Ci = r:1 [(1i)r,(si)rl ; on définit alors Ii(¢) par

€ _ . € . € . € . €
2 ka' ¢(1k i) 1H(1y ,1}")IC€ B fcf de,,
’ A | k!

On montre (cf. [S]) aue la limite en moyenne quadratiaue de I€(¢) existe
aquand e tend vers z&ro. On définit alors 1l'intéerale de second tyne
de ¢ par

jiT)z / 2 ¢(s,u,w) dg, dg = lim Iz(¢).

lo, 11 Ly

e >0
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On étend la définition aux fonctions ¢ satisfalsant H en approximant ¢

par des fonctions simples.

. e - 2
En particulier si y(s,u) est une fonction définie sur fo, 11

2
3 valeurs réelles, telles que : f" 2 [y (s,u)]® ds du < +o
0,1

on sait définir

—y .
Bl = y(s,u) dp_ ¢B
t lo,th? ’ s u
Remarquons que 5 est une martingale a trajectoires continues
= . -2
et que E([lez) = f 5 T o(s,u) v(s,u);” ds du
o t H
fo, ti
3.1.2- Soit y*(s,u) = y(s,u) + y(u,s)
s —-n . -n.y . - .
Définissons Akﬁ (qu'on notera Akﬁ $1 nécessalre) par
- . . " n
Aﬁﬁ = >n >n -1 “% nf n yi(v,w) dv dw 4°B A _f
jelfo pellx) 2T " ke 7P
< J P J7p
< n _ ors.esny o _oon .n, 2 .n, 2
o 1,(k) = {j:(ip) (G507, (17 < (1))
n _ .:..:n02 .n. 2 .n, 1 .ny 1
- n. . - T :
on notera vy (s,u) = z ¥ o A Cnifn y(v,w) dv dw 1Cn(s) 1Cn (u)
TP T ity g p
3.1.3- Pour tout couple (i,j . ©(a%. a2l = 5. E([3Mg1?
ple ( ;) on a : L(a; AJp) 613 E([a;817)
et F[[XHBQZJ < N [ vy )]2 dv d
S k 4 < nJ,‘n Y s W Vv W

Jel7 () pely (k) CoxC3
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3.1.4- Pour tout couple (i,j), on a : E(K?B A?B) =0

~n
B A8
3.1.5-  Soit alors ¥'(s) =7 ~§— 1, (s) qu'on notera ¥i(s,y)  si
k x C
nécessaire k k
—n —-n -n ™
et B, = [ ¥7(s) ds. Notons cue J 0 dBS # J n st
lo, t Cy ¢
on vérifie que Enn est F _ mesurable et que lim Sup E([8) - Enjz) = o
7 i noot vt

Si de plus y est lipschitzienne, il existe une constante K

telle que
sup  E([EY - B™%) < kin"|  (cf 4-6)
- t t -
te o, 1
3.1.6- Pour des fonctions ¢(s,w) telles que

(¢(s,.) est F_-mesurable

- E([¢(5Vu,w)12) [y(s,u)]z ds du < +=
lo,tl

~

On sait définir 1'intégrale de 2nd tyre et on a }a nronriété

[ 50(sMu,w) y(s,u) de_dg, = [ o(s,u) dE. Cef 4-F)
o, e’ s lo,ty ;

5-2 Proposition
Soit ¢ wune fonction satisfaisant aux hypothéses de la propo-

sition 2-3

Soit Yy = [ ¢(s,u) dgz
jo,t]

- Y

Y, = i ¢ (s,w) dfg
lo,tf

n

< 12
£ " Vgl = o

Alors 1lim Sup E(]Y
n telo,l|

Si de plus y est lipschitzienne, il existe une constante K

telle que



Sup E(yD - Yt]") < K thy
tejo,d]

Démonstration :

Ecrivons pour t EC?

(o]
YD =Y -Y o+ ] o (i} ,w) Ay
o (o]
M f [(1)(5,&)) -‘b(liyw)] I_D-Isl ds

n n
k €1 (ko) Cy

On montre d'abord que

3-2-1
.- .n -n ¢ , ‘ L 1s
(U n :(11\_9') Al\ - J b ‘T(SVU,)W) \."(87'\1) d'oq d:U] ) i
kel (ki ' ‘ ho,ty”
0
- n L - ” r :, i ni\
CoRe oy Ly (s,u) - v {s ,uY!1 = ds du + } ni “L~'{\',w)J v odw o+ tho
R W N T Koyped waC'
YOk
N , . I .n. 1 .n, 2 .n. 2 Lo
¢t J o= - {k,p) (1%) = (1) ou flp) = (1) , P ¥ !
L'inégalité résulte du lemme: = 4§ . le terme majorant tend vers

z8ro, et si de plus y est lipschitzienne par suite de la définition de yn,

il est majoré par KhW"].

Pour la suite, notons que ¢ satisfait aux hypothéses de la pro-
position 2-3 et que dans le cas ot d = 2, il suffit d'avoir dO = 2.

On peut alors écrire, si s GCE

6 (s,0) =0 (i},0) = Do(iy,u) (s-ip) + Rp(s)

2
ot [RR()| < g”(w) ]l
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Soient alors

Al - [ W) —e (M)l TR 4
kéln(k) én $(s,0) - ¢(i),0)] Vg ds
o k
et
R" = ) fr RE(S) Eg ds

n 1
kel (ko) Cx

Montrons que

. n, 2
3-2-2 lim Sup E([R7] ) =0
n t
On a s
2 AT 2
E(LRM ) < K E(g%(w) 18l ) ds

n n n; 2
k€I (k) Cp [l
En utilisant le lemme L 7, on obtient 3-2-2 et la majoration par K |h"|

quand y est bornée.

Montrons ensuite que

2
3-2-3 lim Sup ([A"-R"]17) = 0
n t
On a
n n_ 1 .n n. 1 n, 2, —n
A" _R _7]{ Do (i3,w) ((hy) ", (h) ™) a8

et d'aprés le lemme 4. F , on a bien 3-2-3 ; et de plus, si y est
lipschitzienne

ECA™R" D) < K I\

Pour achever la démonstration de la Proposition, il suffit de montrer aue

. v _on 2
3-2-4 1lim Sup E[Yt Y 1) =0
n t ik
0

Pour cela, on remarque que

2
yol-y" = / o(s,w)ds °_ Z

¢ (u,0) ¥ (u) du
t yn g Nlo,tl e q ! )
(o]

i
kg
ol Cg(t) a été défini en 2-4-2.
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I1 suffit alors de décomposer ¢ comme précédemment et d'utiliser les
mémes arguments pour obtenir 2-3-4 et la majoration par Kolhn[ quand

y est lipschitzienne.

5-3 Théerire

Seit ¢ unc fonction satisfaisant aux hypothfses de la proposi-
tion 2-3, on suppese de plus que 4 , Ne et ~ <sont hornles par une

constante K .

ol e s PP
Y©  sont définis comme précédemment

h
e

Scit G une fonction de L;(R)

n -n -
soit IV = [ G(Y)) el

‘ fo,tl :

Ct e GiY) do
ho,tt : S

. - . . NN o - 2 . 8 .
dters lim Sup P(IQ - Z.17) = o et sidenius v est lips-

n - )

chitzionne, 11 ¢oxistc unc constante ko telle cue :

" >
. e - < . ¢!
lim Sup E(IZ) - 2.7 < 1o|h .
n t i i

SOOTGUOC

Notons 1'absence de terme complémentaire dans le passage i

.

e . L n
la limite, cecl résulte de 1l'orthogonalité de A%B et

A

a .

-1
K

Uimeonstratieon

I1lc est du méme type que les précdédentes ;3 pour

< C,. nn derit
N
P | S o} ~tomn P oon 1 ctyon o =N = J n.
S S B S R B B CL R N R S R Y
% .n — 2 . s
k Tk 'k s Yk
e inh _wlvD wn 3
ot R, ( KiYg \inl
k
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On peut alors écrire, pour t GCE
0

n_ .n n n n 1 .n n
Zt = Zt —Z. + A" + B O+ 7 D" + R
i
ko
on : A" = ¥ G(Y" ) als
n .n k
k€l (ko) iy
n
A7 B
s L GO R [ IVD-T) ds
k €1 (ko) iy Ak Ck iy
n
AT B
" = g GrYt ) X (Y- 17 as
k €17 (k) i\ S i
o) k k Yk k
n n n
R" = ) [ Ry (s) ¢ (s) ds
n n k
k€1 (ko) Ck
On montre d'abord
n 2
3-3-1 1im Sup E([A —Zt] ) =0
n t€lo, 1l

) . c s T 4
Pour cela, remarquons que, G &tant lipschitzienne et Y n étant

Tk
F n—mesurable, on a
i
k
n 2
* BCL ] 5 (G(Y" ) -G(Y ) oy8) )
k €17 (k) iy iy
. n < .2 n
<k 1. E(QY" -Y 1) g
k€I (k) iy iy
<K suwp  EAYY-YD)
te€lo,1l

et d'aprés la proposition 3-2, le terme majorant tend vers z&ro, en

étant dominé par Kolhn| si y est lipschitzienne.
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«E(Lf 1] GO ) 1 (s) -G(Y )] dsglh
“O,lk Ik iy Gy
0
. = 42
< E(lY _ -Y_] 1 . (s) ds
o, 11 % ip ) Cp

X . . . . n
et d'arrés le lemme 4.7 , y étant bornée, ceci est majoré par K|h"|.

« E(I [ 6(F0ds 1% < k I\
lo, th-to,i® |
o}

car G est bornée.

Montrons maintenant
2 ,
3-3-2 Sup  E(IB" ) < K |h"]
telo, 11

Pour cela, rappelons que : (cf. 3-2-3 et 2-4-2)

—n
v oh Ak
(YS -Y' ) q(8) = = o / ¢ (u,w) du
iy Cy K Ckﬂllo,sll
2 —n
L o) eu,e) Y du
q=1 C_(s)
q .
Soient alors
n, —n
AVB AR
n - k k
BO = z n G'(Ynn) —"‘n— n ds 1’1[ ¢(U,U)) du
k€I (kg) iy [Ak] Cx Cy Nllo,sl
n
AV B
D - 'Y K fds [ e(u,e) TR(w du
9 ke (k) ig Ay C  Co(s)
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. n 4 P
* Examinons Bo On peut é€galement écrire

BY = ¥ G'(Y") kBT [ 2 resHoul s du
°  xeér(x) i TLmTo gLy K P
o k k k
1 il . N n, —n
= 2 G'"(Y" ) ¢(i_,w) AyB A,B
7. L n 1 Ko@) BB By
ket (k) iy
n_-—n
A7 BATB . .
v oe@) L reh -ul (u,w) - e (i],e))du
k€17 (k) iy [al” gy i=t

Notons que le premier terme est de la forme

. N n -1
kezEIn(k ) () 2B AkP
(e}

avec : e(iE) F.n—mesurable et bornée. On a alors
i
k

_ _ 2 . 2
E(e(iﬁ)e(iﬁ,) AEB AE,B AEB AE,S)= 6kk'E([e(i§)] ) XE E([AEB] )

Cette é€galité s'obtient en conditionnant par F 2. si

(1, (i) )

AT @i’ et (iM% s @)% et par F si

1v

('

(iﬁ)z = (iﬁ,)2 et (i{(l,)1 <(i£)1 et en tenant compte de 1l'expression

de Kﬁs (cf. 3-1-2).

Maintenant, en tenant compte du fait que 6 est bornée et que
E([Eﬁs]z) < K AE, on peut affirmer que
E( 7§ o (i) als Knslz) <k |L"

k.EIn(ko) k k k - '

Le second terme est de la forme

) [ 8%(u) alg als du
n n k k™ "k
k€l (ko) Ck

) W
avec : !e?(u)l < K N

k
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On a alors

2
Edl G (u) Alg Ays dul )
/ Kz I”l §|—2 nq,2 -m, 2
ker(k) Cp ‘ o E([ 4,817 [5;8]17) du
k
< K'lhn

On a donc é&tabli que

n, 2 n
E(IB]T) < Ky [

% Passons alors a4 1'étude de Bg ; les ensembles Cg(s) ont été définis
en 2-4-2, convenons que pour s GCE C?(s) ={u : (iﬂ)1 < u1 < 51,
u? <ih s

Cg(s) = {u : u1 < (iE)T, (iE)z < u2 < sz}

et que Ig(k) = {j : C;(s) HC? # @} pour p = 1,2.

P 5 N
Intéressons-nous a B1; notons que

[ods [ e(u,e) ¥M(w) du =

n
Ck Cq(s)
2 —
= (O T e (P -uh) P ) du
J€I1(k) -
J
et ce terme est F n.2 -mesurable ; écrivons alors B? sous la forme :
(1, (iP5
BT = 7 ol al'g
T oxér"xy XK
o}
O ' I - 1 1 .1, =
ol : 6, = G'(Y?n) — L 5 [o ¢ (u,w) ((SE) -u') ¥ (u) du
i (h) ' je1. (k) C;
k k 1 j
o est F -mesurable et E([en]z) < K (hn)1
k ' k - k

(1, (D2
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On a alors

E(E(ole™ algal, g / F ))
kK (L, GpAvaRD S

El 036y, E(ALB 83,8 / F

)]
(L EPAGEED D

y/ n
) A%

8 E([ 7]
Kk’ k

En conséquence

E([B?lz) < 7 K Aﬁ(h§)1

1<€In(ko)

P PR ” ~ n .
Par symétrie, on a évidemment le méme résultat pour B,. En consé-

quence, 3-3-2 est démontré.

Montrons maintenant que

3-3-3 Sup E((D™ %) < x |7
t€lo,l
Ev2 (B v 2 2 . - . n
[YS -Y n] comporte six termes, on peut donc é€crire D sous forme
Tk
d'une somme de six termes, mais par suite de la symétrie, il suffit
d'en étudier quatre qu'on notre (Dril)i -1 A
* S0it 5 _
n -n 2
A, B |ALB
n _ <N k k
D1 k-éIn(k : C"(Y'n) _;H — fn ds nf ¢ (u,w)du
o B S S IR 1Cx (8)

2 ‘

On montre que : E([D?] ) <K |rn| en traitant ce terme de la méme

facon que Bg en 3-3-2.

* Soit
[ o AI}E b —I 2
Dg = 1. (Y ) —5 Jpdsl o e(u,e) v (w) dul
k€l (ko) iy Ay Ck C1(s)

On montre que E([D%]z) < K lh™| en traitant ce terme de la méme

fagon que B? en 3-3-2
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* Soit
% n h

Dt = G (YY) —— o(u, )y (wydu [ e (v,w)¥ (v)dv

3 k;élﬂo i ap éﬁ C?{s) ch(s)
On peut écrire, pour p = 1,2

[ ¢(u,0) ¥7(w)d ) (s-13) 8 (i%,0) 08

¢ (u,w) v (u)du = —_ ¢ (ii,w X
cp(s) jernam  apt T
+ool o Gelu,w) -4 (i5,0)) ¥ (wdu
C (s)

On peut alors réécrire 3, sous forme d'une somme de quatre termes,

l1'un d'entre eux est le suivant

BE = T, 6@ F ] L e(l.e) B38) sy
k:GIko iy p=1 j EIp(k)
Posons
P - -n n N
AL =) o (i, ,w)A.B p = 1,2
koyertao 3703
p
On a
1
E(A', / F ) =0
T tap
et '
E(Azk / F n.2 1= 0
(1,307

alors, en conditionnant par F‘i D si (iﬁ)1 > (iﬁ')1

et par F si (ilrl)2 > (iﬁ,jz, on montre que

(1, GhH 5

E(G"(T" ) 6" (Y2 ) aph)
Tk i

1,2, 2,
ot Mch g rABAY 8

8 E([G”(Y ) A A ] )A
kk' 1k k7k

K 6 e R

kk'

1A

ce qui prouve que : E([T) ] ) < K ithn
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Pour les autres termes, on majore directement en utilisant 1'inéga-

lité

B age [, 0(s)ds) 2y < ] [ By 61 (s)1 %) ds
k k

* Soit
n <N Aﬁs : -
Dy = ) G"(Y" ) — [ _dsl _ [ ¢ (u,w)v (u)du
ke1™(x) io\n o ch c® Ao, sl
o k k “k k ’
[ ¢ (v,w) 97 (v) dv]
CI(s)
On traite D? de facon analogue a Dg.
Ce qui achéve 1'étude de D"
Montrons ensuite que
3-3-4 EARMY) < k|7
On a
n, 2 1 N, sN _wh 43 2
E(ARTY) <] [, —5— Elas (¥, -Y 171 ) ds

On établit la majoration voulue en tenant compte de 1'expression
de Yg —Ynn telle qu'elle est rappelée en 3-3-2.

i

k
Pour achever la démonstration du Théoréme, il ne reste plus qu'a

montrer que

2
3-3-5 sup E((z§-z" 1) <k |7
t €lo,1l iy
o
Notons que n
n n n Y
g% -zt = [ G(Y,) ds
t 4D ¢ Alo,tl S AL
k, kg ’ ko
2 <y N
+ Z ol 6O wi(s) ds
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On a évidemment :

Aﬁ 8
- 2 n
E(l [ G(YY) —2 dsl“) < K &
cp Nlo,tl a7 - ko
(o} [0}

Pour les deux autres termes, on étahblit la majoration en tenant

compte des calculs faits en 3-3 (1-2-3-4).

5-1 Théceroeme

Scit ¢ une fonction satisfaisant aux hvpothéses Jde la propo-

i

sitien 2-3. On suppose de plus que o D> et v

, ont horndes par une-

CONStante

Y et Y sont définis comme précédemment (cf 2-3).
. . . . h,
Sote G une fonctien de C;KR)
S01t
- _ . R ".—Y
- = ! GOy FE
8 . - ~ S
o, 1}
4 -1 N
o= ! GiY' ) de’
L A . S S
LT,
! . . il ¥ bl
- i ')‘v!(s’u) c'(\ Q\’!l) ¢(U"~') b (59!-1) ’]5 du
Lo PRGN Sy =S
Fey, td
1 ¢ BRI ! * ) .
g s ts,u) 67 (Y cVu) o (u,w) v (s,u) 3(s,x) ds du
Cho,thT H ‘
\iors 1i: Qs D S 31 S N
Alors  1linm Sup  Ml_Zy S }) = o0
tE|;O,|H
51 do plus v est lipschitzienne, il existe une constante K telle que
- . - =N 2 n]
13 oy e - -7 <y :
11; Sup f,(L_t Ty ) < X l J

.. . n, - ;
Soit VvV, = f QNS) ?n(s) ds
lo,t}

3

ko on peut écrire:



vV, =V, -V + ¥ G(Y ) 4.8
t t .n n .n k
1ko kel (ko) ip .
n n n AkB
0, Gr(y ) [, (g - Y ) ——ds
kel (ko) iy Ck iy Ak

. ' n } —
+ i (G(YY) - G(Y?n) - G (Yin)(Yg-Y?n))1‘n(s)w“(s) ds
“o’lkO" k k lk (k

on vérifie d'abord que

3-4-1 2
Lol o, e e - [ 6(v) dE )
kel (kOJ ik o, tl

- . . n . C
tend vers z€ro en €tant majoré par [ |h"| quand vy est lipschitzienne.

Ceci résulte essentiellement des propriétés Inoncées en 3-1 et se démon-
tre de facon analogue 3 3-2-1 et 3-3-1.
On passe alors a 1'étude de :
Ape

An:kx n oy &0 In (YZ_Y?n) ~5— ds
el (ko) iy (Jk iy /\k
compte tenu du fait que
n
A B 2
YOyt - s(uye) du S xS [ e (u,e) wM(u) du
il Al A2 p=1  Ch(s)
"k k k D

On a 2 termes a examiner car le 3éme terme se déduit par symé-
trie du 2éme-terme.
. . L n -n U .
Par suite de l'orthogonalité de bB et A8, on vérifie faci-
lement que la contribution du premier terme tend vers z&ro, en &tant ma-

joré par K |h"]. Cf. 1'étude de Bg dans 3-3-2).

Soit alors
N n

- N b8 . AR

- It ) K 1y ] ;

: K in(k ) ° (Yi“) W k) AR g“ dsfc“(s) Pl du
€ o k ko JEN i vk 3
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— n n 1 1 *
on a AEB = ) ) b58 878 - [, g Y(v,w) dv dw
. N n A M. C¥C.
jel (k) pel, (k) p Jj P ]

En utilisant 1'orthogonalité de A?B et A;B quand j ¥ j' ,
on montre que E([Kn - A?]Z) tend vers z€ro en €tant majoré par K lhnl
ol

n _ , ol AT .0
A % (Y ) ) ng fAJBJ X PP (v )pJ
keT™ (k) JEI (k) peI (k)
avec o, = - 1L [ ds | ¢ (u) du
kjo,mn,m gn c(s)
k j k j
*.n 1 1 r *
.= — — v,w) dv dw
(v ) p; o on ingen y (v,w)
b J P
En tenant compte du fait que516 rA B] - A? on a E(é?) =0
n n . n .
et E(Sj APB) = o0 pour j e 11(k) et p ¢ Iz(k), on pose
n _ T n n n n * n
A, ) T S T R A LY I
k€I1(ko) jaI1(k) pEIZ(k)

et on montre aue E(] A A

l'expression de Oﬁj’ on montre que E([A2

) tend vers zé€ro. Puis, en transformant
1 A ) tend vers zéro ot

2 = ) G'(Y?n) fn ds | ¢(s],vz)y*((s ,vz),(w1,sz))‘yn(w1,sz)dw1dv2
k e G lo, sl

Soit donc

B" = | G Ypds [ a(s vy s vh, s vt e, 5B aw! av?

lo,tl lo,sl

On compare alors AE et B" en écrivant

n_,n _

B “Ay =

RY w1 ey [ ey yds [ a0 vBy s ovd), o s DRt s
k i Cy i |

i lo,s
k dw 'dv?2
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- . - n
quand y est Liptschitzienne on montre que E(Rn)z) <Kl h | et que

1 " ! 1 4 4
ECB™aR-g [ amalas  fete Tt LDy s Tvd), e lsPav el
Is, tl S Jo,s|

<k |7

Notons que la contribution des premier et second termes de la décorpo-

sition de YE—Y?r tend vers zéro. On en déduit que
;P
k
, . 2 2 ) 2
B (-5 Gr (YN ds | o (st vy s vh el s vl shawlav
o, tl 5 fo,sl
2 ? 2
i G (Y")ds | s (W sP e (st vHY (T v, oL sTawtav® 9
4 fo, ti lo, sl

tend vers z&€ro en étant majoré par K |h*| quand y est Lipschitzienne.

Remarquons alors que si H = {(s,u) : s et u non comparables }

et HS = {u : (s,u) €H}, on a

Hy = (Is',11% [0,s°1) U (lo,s' [x1s%,1])

J !IG'(YZ)ds ! o (s v yrist,vh), el sh) vR el shaw av?
o,t 0,S

= vB(s)ds i G'(YE.SZ) ¢ (u) y*(s,u)du

lo, tl 151,t1]x[o,s%
et
ﬂl I'Gu(Yz)ds ﬂl ||¢(w1,52) ¢(51V2) Y*((51‘72) (W}:Sz)dw1dv2
o,t lo, s
= " n *
) f"o tH¢(S)dS f]sjt1lx[o sz[G (Yy1,62) o(w) v (s,u)du

En tenant compte de la symétrie et du fait que

(u1,52) =uVs squ]s1 ,t‘1])([o,sz[ (s1 ,112)=U~Vssi ue]o,s1]x]sz,t2]

on a



3-4-2 KHB
ECL n G'(Y?n) fn (YE_Y?n) ﬁ ds
k€l (ko) iy Cy i A%
1 n * n
- = 1,,(s,u) G'(Y ) ¢(u) v (s,u) ¥ (s) du ds
2 fuo,tuz H SV’U
1 n * 2
+ T T (s,u) G"(Y ) ¢(u) vy (s,u) ¢(s) ds dul™)
: fﬂo,tﬂz i s Vu

. . 2 . . , n . . .
qui tend vers z&éro en &tant majoré par K !h ! cvand y est Lipschitzienne.

On passe alors 3 1'étude de

¢ =P eyt [ YRR ) ¥ ds
k i, Cy iy
n_on g2 . . P .
[YS~Y_n] comporte six termes, rar suite de la symétrie il suffit d'en

1y
~ LXK . .
€tudier quatre. On s'apergoit alors cue le seul terme dont la contribu-

tion ne tend pas vers zé&ro est celui aui corresrond aux termes

A" AR
(I f eduy (] [ sdu -2
j eIy Chs) }j per1l(r) ch(s) *p

2

dans la décomposition de [Y?-an] . I1 est en relation avec la variation
i
quadratique de B . k

Plus précisément on wontre que
3-4-3 5
woeyll n_.n —n
E([% G (Yin) én [Yg rin] ¥y ds
k k "k
7 n 12y 1 20 % .1 201 2. .1, 2 °
¥ f"o,t" G"(Y. )ds fﬁo’su $(w ,sT)d(s ,vTly ({s ,v)(w ,s ))dw dv”l )

P P . Py , . . . .
tend vers z&€ro en €tant majoré par K [k | auand y est Lipschitzienne.

I1 ne reste plus cu'2 vérifier aue

2
E(LVE-VT 1) < kKT

Tk
0

S

2 2
EC(L ] [n [G(YQ)-G(Y?D)—cv(Y?n)(yn-y?n)-%c”(y?n);Yg_yén] Tas1 )< K KT
k lk lk lk lk

=~ B
i
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pour achever la démonstration du théoré&me puilsque

/

| —

1

G (vg)ds | oGl sPe s vy s vh ol st awlav?

lo,tl ho,sl

/ , Tu(ssu G (Yoyy) ¢(s) v (s,u) ¢(w)ds du.
lo,tl

3-5 Théoréme

Soit ¢ une fonction définie sur 10,10, y et r des fonctions
définies sur "0,1"2. On suppose que ces fonctions sont a valeurs

réelles et Lipschitziennes.

Soient Y et Y' définis par
= | 6(s) dBg, Y§ =] $(s) ¥ (s,T)ds
o, th lo,t!!
¢tant une fonction de Cb( R) . Soient W et T" définis par
3 T
_— - —y
W o= J G(Y,) dB)
lo, th
=1 v v §8
W = i C(Y,) ¥ (s,y)ds
"o,t"
1 y ol 1 .2 n PR o e T
-3 G (YS)[I $(s ,v7) o (s,v) a6, | as
lo, tl lo,sl
1 v oy T 1 2, —n N e
-5 G (YS)U ¢ (v ,s7) o (s,Vv) dva ds
ho,tl lo, sl
= 2
* % / G'(Yg) o(s) [f Y*'T*((S1,U2),(U1,S“)) dul ds
lo,tl lo,s!
1 whn 1 2 1.2 n n
+ 5 G"(Y) [ ¢(u',s")e(s ,v)a(u,s,v)ds  ds lds
o, el s lo,sl? uoy



0" (s,v) Vew', sy, shud) rtisud v vt st

[o,s1lx[o,v2]

ot sh, s u?) i, s? v vt u?) au

-1
o (s,v)
[o,v1]x[o,sZ]

«(u,s,v)= | o s wh el st s oot ?) vaw

[o,u1]x[o,v ]

Alors il existe une constante K telle que

2
lim  Sup  E((W,.-T1 ) <K |h™
n t€lo,l

Démonstration
Soit wfg = J. G(Yrsl) ¥(s,y) ds

lo, tl

On peut écrire

G (i UL LI CLRUY oL (B
t t in
k
(o]
ou
no_ ) v -n .y
A ke%n(k ) C(Yi“) ‘K f
o} k
n =N n Y 1 w1 n
B" = ezn 5 G'(Y' ) 8y 8 :ﬁ [, (Vg Vi“) ds
kel (k) 1y k “k k
n 1 n n .y |1 n on 2
= "y Y _ Y -Y
C > ket G (Yin) by B n én [.S Yin] ds
} 0 k k Yk k
-n 1 n N n 5N sn 3
pll - zn iy gY — fn Ry (s) ds ob [Rk(s)l < K IYS_Y.nl .
ker(k) ‘e Cx Tk

Nous allons d'abord faire la démonstration dans le cas ol

2 1 2

Y(s,w) = v (s) v2(w), T(s,u) = r'(s) ri@uw), v'; v, ¢!, v

€tant des fonctions définies sur l0,1l, & valeurs réelles et

Lipschitziennes.
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On a alors

- 2 72, 2 1
agY = 1A}r(l(v1) AE(YZ) * 1A£(Y ) “ap(v )

k
ot
Ll (4P Pa,j)al St 25 01,2 Pi) =L | Paya
Ak(Y ) = z n Y (nsJ)AjB’ P =1, ;y 1 s Y P An ) Y (u) u
j E:[i(k) j C?

. -n,T
et l'expression analogue pour AyB .

| - Etude de A"

On vérifie en utilisant les propriétés de B énoncées e 3-1 que :
?

Sup  E([A" - | G(Y )déllu) < K IR
telo, 1l o, ¢l T8

2 - Etude de B"

Compte tenu du fait que

angl -n T
| P SO L
s T Ns) ¢ (u)du n . n. n fn ¢ (u)du “lﬁ’
k k Ak j €I1(k)tJIZ(k) Cj(s) Xi

n -

n n n s
+ BS’ les termes P, et B, é€tant symétricues.

on écrit B" = B1 + pI

2

2-1 On montre que

i
L

- 2 v
E((B]-] f ' (YD) #(s) ds | vertestud, ! sHaa <ok IR
lo,th lo,sl -
En effet
B? est la somre de quatre terres du tvpe
Bn( _ y ol 1.n n1 1. n 01 2 PZ n 07
1 p,q) = ) Zn ¢ (l_n) Ak(Y ) Ak(r ) A](Y ) AL(F )
kel (k) i
0 k
1
X = 1 1
2 g” ds gn( \ ¢ (1) du
Fal k k
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- _ 1 2 1 2 5
ot p=(p,p ), a@=(a,9°) p et q appartenant 3 l'ensemble

{(1,2) (2,1)1}.

On utilise alors la propriété suivante

1 2 1 2
ECWRGP ) PP ale®y Wty /¢ )

1y

1 1 2 2
- Py LA qh) B PTihy paT 50y 4T
; e%?(k) Y (13) ¥ (13) AJ) (j65§2(k) ¥ (1J) r (13) AJ)

~

On Vva montrer queE([Bg-Dn]Z) S'K]hnl‘ou

=1 ¢ (YY) (] 6(s',v?) vP(v) o™(s,v)dv] ds
lo,tl lo,sl
1 n o 1 2 1 . 2,,Mn n
-7 J 6" (Y) [f 5 p(u ,s“)Yo(s ,vI)¥ (Wy (v) a(s,u,v)du dv] ds
lo,t lo,sl
- 3 1 .2 1 2
-7 G' (YD) 4 (s)ds | Y erfis'ut, (u,s9) du
lo,th - o, sl
On remarque d'abord que Bg est la somre de guatre termes du
type
BY (p,q) G (Y?) 1A“(YP1) ZA“(YPZ) ! [, ds [ ¢(u)du
2 n LN k k . N,y WD n
kel (ko) iy J€I1(k} Cy Cj(s)
1 2
1 g 2,n..q"
aL (T )oAL (T
X J( ) J( )
Aﬁx?
on vérifie immédiatement que E([Bg(p;q) _bg(p’q)lz) E,thnl ot
2
=1 -
M=y Iy 6Oy I
I (ko) iy
.n n1 01 .ny,n, 2. n az
oo € T P aindy et
T Ei[1(k) j € 11(r) J7 ]
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Soit alors

B%p,q) = / G' (YY) B%(s) ds
Ho,in I S
k
o)
R —n
olt 8 (s) = 61(5) ez(s) avec

2
5?(5) =/ 1 Yot sh \"n(v1,52) av'!

fo,s']
—n 12 L LN N N ST T
62,(5) = f ¢ (s ,V7) {f 2 Y T (s ,u”)du” - (v ,v')}
: lo,s! [o,v"]
Wn(u1,v2) du1dv2
=N ¥ oon
On peut écrire B (p,q) = 21 B, ol
2:
BR = ) G'(Y ) el a1l
T oxel™x) i k? Tk
B = , G (Y") J (67(s) -8 (iy)) ds
kel (k) S
Cx
=n _ n o vh _onh -1
B, = kE%n(k G"(Y ) J (Y, -Y ) e (s) ds
o) 1y CE Ik
= n —nNn
B, = ) J Ry, (s) 6 (s) ds
Yokerk) Jon K

Cx
On vérifie d'abord que

EbY(p,a) - 5 BM1%) < k |W"|

On passe alors a 1'étude du terme §2

Compte tenu des expressions de 5?(5) et 53(3) pour s €léments de C?
et des propri€tés d'orthogonalité, on vérifie oue

sn 1 el p1 q 12 p1 02, 1 .2 2
E([Bz_'? i G (YS) ¢(s)ds [ Yoert (s ,u”) ¥ oer (u o ,s7)dul )

Y
"o,t” "o,s"

< K |[h"



En tenant compte de l'expression de (YE_Y.n) (cf. le paragraphe 2 de

la démonstration), on écrit Fg sous la forme d'une somme de trois

termes
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1

=N =N =N
33’1(13,(1,2), Bs’Z(P,Q,’@), B‘S’B(p’q’z)

On a
— -n n
BY ,(p,q,0) = ] G"(Y;n) [ 8 (s)ds [
3,1 kaIn(kO) iy ct CE(S) Ai
G" et ¢ sont bornées
1 2 T
1. n, % 2,n, % 2r A4 1
E([ "2y (r7 ) “a (07 177 < k[xk]
et
— 1
EQCE"()1°T) < kK ——5 |
n
[ (hy) ]
on en déduit que
2
ECABY 41 ) s K [h"]
Passons 3 E? , qui s'écrit
B ,(p,q,2) ) G (Y™ ) [ 8" (s)ds [ s(wau
3,2 k€1 (k) it ol ,jexn(k)(cr?-(s)
0 k k 1 ]
1 2
T 1.n,_.8 2. T, 4
X — 'aL(r :
. Fr0) fayr ))
J
d'une part
1 2 2r
E(l ) / ¢ (u)du s TAI}(F’L ZAI.l(I“Q ] < K[ (A hr
; EI?{k) C?(S) x? ] ) ; ) ) < [( k) ]

D'autre part, én peut écrire Eg(s) sous la forme

ryt!

) = g pn
ez(s, 92’1(5) + 62’2(5)

~ —T X _
ol 62’1(5) est F(1,(1£)2)-mesurab1e et F([erzl,1(s)]2r)i K

1
1 T.n,_ 2 .2, n,_ 2%
¢ (Wydu — Ak(l“ ) Ak(l“

2

)
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_ — 2r , ny2;7T

et eg,z(s) est tel que E([eg,z(s)] ) < k[(hk) ]
= 2

on en déduit que : E([Bg 2]7) < K lhn|

Pour ﬁgs qui s'écrit

gl = " n
By, 3(ads2) . yTn(k ) 6" (Y. n) én 6" (s)ds ] ) ¢ (u) du
i Ok i €150 Cf(s)
1 2
x L Tart oy 200ty
Z B J J
]
On montre en utilisant les méres arpuments aue précéderment cue
E((BY L (p,a )5 J ¢ (¥ (f o (u,s%)v" () du]
5,3 2 o, tl s lo,sl
0| T(v,sh) ¥R (v)davidsl Yy < K k"
lo, s
1 2092 1 2., 1
ot o(u,sz) = ¢(u1,sz)FQ (v) | 1 vF .t (w ,s )dw
[o,u’]
2 1 T 9 2 )
sv,shy = a(sT vt ) [, AP et s e
[o,v7]
Pour le terme §2 on vérifie que
= 2 n
ECL T, [ Rp(s) 87(s)ds1®) < K [h"|
k€I (ko) Ck
2
car i [Rp(s)| s K(Y-Y7 1)
Tk

et pour achever 1'é€tude de Bg(p,q) on montre que

E(( f ¢ (Y1) $0(s)ds1?) < K R

. 1
lo,tl-lo, iy I

- PP, an Sy < oz
Ceci résulte des propriétés de 6 °(s) wtilisées précédemment.

En regroupant les termes on trouve l'expression annoncée.
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Le terme B3 s'obtient 3 partir de Bg par symétrie, ce cqui achéve

1'étude du terme B™.

3 - Etude de ¢!

On va montrer que

1 -
E(LC™-7 [ asG (¥

1 2
o ¢l 2 ¢lu’,s )¢(51,V2)Wn(u)wn(v) a(u,s,v)dudvllz)

lo,sl
< K"
fra— _n 2 . -~
[YE—Y o] fait apparaitre six termes, par suite de la symé-
i
trie 11 suffit (k d'en étudier quatre ; on montre que le seul
terme qui ne tend pas vers z€ro est : (cf. 3-4-3)
-—n_T
— = - 1 ALB
= ] Gr(Y" ) s’ [0 ] f ]
n,, .n k n in - . n n ¢ (u)du i
keI (k) iy A G FEITK) Cj(S) A?
a%gT
L ). [, ¢(u)du Jp 1 ds
j €1, (k) Cj(s) Ai

Compte tenu de l'expression de «y et T, T est la somme de huit

termes du type

1 2
Chpya,n) = F e () RGP AP
k€1M (k) il < ¢
o} k
Loy [ s(uwydu a2 (rq1) “a (rqz) 1
n -n . n n ’ j j .n
M Cp €I Cj(s) J >
1 L P
) [ o(wydu A% (r7 ) T (1t ) =] ds
jET K C(s) J ) A

ol p,q,t € {(1,2), (2,1)}.
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. i .
en écrivant 1Aﬁ(yp ) 1A?‘(I‘ ) sous la forme

. i . i . i .
in, p in, - in,p in, p i,n,.»
. AT + A - AL AL (T
p5GP ) Tty e Cap P R PI Gy
et en utilisant 1'orthogonalité et les propriétés de martingale,

on montre que : E([T"(p,q,2) - f?(p,q,l)]z) tend vers zéro ol

Cl(p,q,8) =

2 11
1 <N n .n, 2,Nn,.q D a ..n n, 2
7 ) G"(Y ) ap (] o(iy) “al(r? ) ] y= oert () (h D7)
4 k€T (K ) in k jEIn(k) j ] rGIn(j) T T
0 k 1 1
1 2 2
: : 1y 1
x (7 Wty eah T, Pt ahahh
jETSK) J o r€1,(3) T
et donc compte tenu de 1'étude de Egs on a
LT (p,q,2)-7 6" (YN as/ o (u,s ) ¥ (wW)du | s(s v e (vyavl?
o,tl s lo, s "o,s
< K |h"]

En regroupant les termes on obtient le résultat annoncé pour CM.

4 - Majoration de R

I1 suffit pour 1'établir de calculer

.l E([Z“BYJZ [YP-Y" 16)
0 2 k s “;n
[ Al k
Compte tenu de 1'expression de YE—Y?H on montre facilement oue
i
k

ce terme est majoré par K |h"/|.
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5 - Majoration de WE—Wnn
i
k
-n 1 <N
W ~Wn(1k ) = by 8 n fn G(Ys) ds

0 X C; (s)
ko ko

) 2t gy L Jn G(YY) ds
R
jef (k) Uk T AT L) ®

Pour le premier terme, G étant bornée, on a

2 2
1 - < cor Ty <
E([Ak BY — [, G(Y3)ds]l ) < K E([AkOB 1) < Kog
Ak Ck (s)
(¢}

Pour le deuxiéme terme, il suffit d'écrire
v v v wN
G(YZ) = G(Y' ) + [G(Y9)-G(Y )]
iy iy
et d'utiliser les propriétés de G et KEBY pour obtenir le résultat.

On a donc montré que
2

Y )ds - - n
BULS | COV)EY - DWg-BR-CT-pil) ) e i [

T N4 wh
Pour approximer [ | G(YS)dB; on peut donc prendre Wt
o,t

6 - Extension au cas général

Supposons que y(s,u) soit de la forme

Y(s,u) = v (s) v2(w) *+ Y'(s) v2(u).

Les résultats du Théoréme restent valatles pour y quand y1, yz

~1 —2 . « -
Y et vy satisfont aux hypothéses, c'est évident tous les termes

b

sont linéaires relativement 3 vy.
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Si on suppose de méme que
1 2 = =
T(s,u) = T'(s) r(u) + T'(s) T°(u)
en reprenant la démonstration on vérifie aue les résultats sont

encore valables.

D'autre part, si I' et y sont deux fonctions définies sur

2 . . . .
Fo,11%, a valeurs réelles, lipschitziennes, cn peut trouver une

suite (Hl)nEJN et une suite (%l)nE]N de comhinaisons linéaires de

. . . . n n
fgngt}ons qui sont des produits tensoriels, telles que (T )nEINet (v )nEIN
vérifient

IrM-rlhe + HIyP-yle < K|h"|

2
EAW GO -TEGm,rh1 ) < ki ®

On vérifie alors que
LS [G(Y_(r))-G(Y (rM1as)l ) < K
o,t )

h'

n -
E(I [ COY (r™)asl™ 17 < xinhy

lo,tl

o)

i

E(AWy(r,y) - W™, y™M1 ) < kn"

ce qui achéve la démonstration du Théoréme.

3-6 Remarque

S'il est facile d'écrire la limite de Vi = { " G(Yg) dsy
(corollaire 2-5), il est plus dJdifficile d'écrire celleg’ge
{o iy G(Yg) dgg et de ﬁo O G(Yg) dEQ i partir des résultats des
Théorémes 3-4 et 3-5 respe&tivement, car cela nécessite 1'introduction

des intégrales mixtes et 1'é€tude de leur approximation ; nous avons
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voulu rester ici dans le cadre des intégrales stochastiques de pre-

mier et second types.

Remarquons €galement que la méthode utilisée permet
d'étudier le cas des intégrales

G(Y,,Y_,s) dB_ et G(Y,Y,s) dB

{o,tﬂ ﬂo,tﬂ
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4. ADDITIF

Ce paragraphe comprend quelques rappels des propriétés du
mouvement Brownien indexé par IRS tel qu'il est défini par Wong et
Zakal ([5]) et quelques inégalités et majorations simples utilisées

dans les démonstrations.

4-1 Propriétés (fondamentales)

J dg_, suit une loi “(0,X(A)) (X est la mesure de Lebesgue
A

sur IRd)

Si A NB =¢ J dBS et J dBS sont orthogonales.
A B

4-2 Lemme

n

La suite (B) converge uniformément par trajectoire

n €IN

sur lo,1l vers B

Démonstration

. c n no_
Soit t Ck on a Bt B.n +

soit I € {1,2,...d} I #0 et I #{1,2,...d}

On pose C?(t) = fu€lo,tl : v <(iH" r €1 s (i

n . ) -
alors Jn ¥ (s)ds = i} ;IC T Bfn Bin
c () k _ Tk k
N A
ou i; est tel que : (i:)r = (iE) pour r €I
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les trajectoires de B sont uniformément continues sur lo,1l, en
conséquence
s |

o s le-sl = -
e >0 3 e t-sl < n_ IBt B

soit Ne tel que

n
¥ on >N In™| < n_
on a alors
d
¥ n> N, |5:‘5tl < (2%-1)e

d'ol la convergence uniforme par trajectoire sur lo,1l.

Notons qu'on n'a pas cette propriété pour 8" et B, on
a seulement dans ce cas la convergence en moyenne quadratique ; rappe-
lons 3 ce sujet que B est défini ([5]) comme limite en moyenne qua-

dratique et non pas par trajectoires.

4-3 Majoration de E([ P ( ) Wn(u)du]Qr)
n
c ()

4.3.1

Si Y(u,w) = P(u) on écrit

p(u) ¥*(u)du = ) f p(u) ¥ (u)du
n k 4n n
CI(t) Ckﬂ CI(t)
=] —% J p(wdu| AR
k [A n n
l_k C, Ne (1)

et on utilise les propriétés 4-1 pour obtenir une majoration par

wz(u)du.
n
¢ (t)
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Sinon, comme dans la démonstration de la proposition 2-3
on écrit le développement de Taylor de ¢ Jjusqu'd l'ordre nécessaire
et on utilise les propriétés 4-1 pour chaque terme, on obtient alors

un terme majorant comportant les termes : E[Drw(u)]Qdu r =1...

n
CI(t)

4-4 Propriété

—n_q2 * 2
E([AkB] ) < N N J [y (v,w)]® dvdw
j €I7(k) p €I, (k)

1 2 n
C_xC.
P ]
ceci résulte directement de la définition de KEB et des propriétés

4-1 de B.

4-5 Egmme

Soient ¢ et vy satisfaisant aux hypothéses 3.1.6. Alors

4.9.1
. A i o! 2
lim Sup E([ ) ¢(i VA B - ¢ (sVu)y(s,u)dg dg 1) = ©
n k"7 k s u
n—>e t k €I I 2
kg o,tl
4.95:2
lim Sup E(I 6(s)¥ (s)ds - T s(iM2Me1 %) = o.
nw ot kK €10 ook
1o, «l k
o
Démonstration
Soient J = {(ji,p) : u GC? et v GCE u et v ne sont pas
comparables}
. . 1 . 1 . . 2
T = {(5,p) : (iH" = (1D ou (iM?2 = (1iH?%
P J p ]
T™(s,u) = z ¢(in\4in) L1 J vy(v,w)dvdw 1 1 _(u)
. k ol n . n n n
i,p €J AP At dn on e ¢
P ] Cp ij J p
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on a alors

.n, -—n -1
Z ¢(1k) AkB J r“(s,u) dBS dBu

n 2
k Ho,iE I
© O

et compte tenu des hypothéses sur ¢ et du fait que

AU c; XC?) < K|h"| on obtient 4.5.1.

i.p €1

Pour obtenir 4.5.2, on écrit le développement de Taylor de ¢.

On remarque que si ¢ est continue J ¢(S)d§sY est limite
fo,tl
n,,n— n o=y —n
dans 2 de yoe(i)a 8Y, en notant que A BY = a8, on obtient
" k" 7k k k
1'égalité
—y f
¢(s)dB = j $(s vu) y(s,u)dB_ dB
s 5 s u
o, ¢l o,
4-6 Corollaire
. =y —ny2, _
lim Sup E([st—st] ) = 0.
ne ot
4-7 Lemme
Si y est bornée
4.7.1 E([278]°T) < k[AM7
—————— k = K
Th _Tn 72r nyr
4.7.2  EBUY_-Y 177 < K |n ]
Tk

Démonstration

Pour démontrer 4-7-1, il suffit de développer [KEB]zP et
d'utiliser les propriétés de A;B. Pour démontrer 4-7-2, on écrit
Y -Y sous la forme

o(u) ¥ (u)du + 7 o(u) ¥ (u)du

j EIIl)(k) UTD (k) /n

c}’j(s) cj<s>

~

On obtient le résultat en développant ¢ 3 1l'ordre voulu et en utilisant

L.7.1.
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