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APPROXIMATION PAR DES INTEGRALES DE STIELTJES-LEBESGUE 

D'INTEGRALES STOCHASTIQUES RELATIVES AU MOUVEMENT BROWNIEN INDEXE PAR R +

d 

Marie-France ALLAIN 

1. Introduction 

Le but de ce travail est d Tétendre au mouvement Brownien 

indexé par IR d (tel qu'il est défini par Wong et Zakaî [5]), un 

résultat connu dans le cas du mouvement Brownien indexé par IR +. 

Plus précisément, soit (n, F, ( Ft^t£IR P^ u n m o u v e m e n t Brownien 

à valeurs réelles et une suite d T approximations (£ n) neiN obtenues 

en linéarisant les trajectoires de $ , il est alors facile de voir 
en utilisant la formule de Itô que pour toute fonction G de classe Ç2 

la suite ( X V N d 6 f i n i e P H r X \ = G C P " t ) = 'o < + G ( ° 3 

converge presque sûrement, lorsque le pas des subdivisions décroît 

vers zéro, vers le processus X tel que : 

X t = G(B t) = il G*(B S) dB s + f Si G»(B s) ds + G(o) 

Notons que les trajectoires de X n sont continues et à variation 

bornée. 

Des problèmes de ce type ont également été étudiés dans le 

cas du mouvement Brownien à valeurs dans R^ et dans le cas des 

équations différentielles stochastiques. ([1], [2], [3], [4]). 

Dans le cas du mouvement Brownien indexé par IR^ on est 

conduit à considérer plusieurs types d'intégrales stochastiques. 

([5], [6]). 
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Le premier théorème étend au cas du mouvement Brownien 

indexé par IR^ le résultat connu dans le cas où d = 1. 

Pour la suite, on suppose que d = 2, dans ce cas Wong et 

Zakai [5] ont mis en évidence le rôle joué par les intégrales de 

premier et second types, ce sont certaines de ces intégrales que 

nous allons approximer en moyenne quadratique par des intégrales 

de Stieljes-Lebesgue. 

Plus précisément, soit (ft, F, ( F t ) t G j 0 ^ d , 6, P) un 

2 d 

mouvement Brownien ; pour une fonction y définie sur [0,1] 

et de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue, on note ^^-^ 

l !intégrale de second type ; soit alors 6^ = E(I 2(y)/F t). 6 est 

une martingale forte et g Y est une martingale. Ce sont des inté­

grales relatives à ces deux martingales que nous considérons. 

Notons qu Ton peut par la même méthode donner des appro­

ximations des intégrales mixtes et obtenir la formule de Ito, 

cependant l Texistence des différents types d fintégrales ne permet 

pas de l Tobtenir aussi rapidement que dans le cas où d = 1. 

Une rédaction moins détaillée doit paraître aux annales 

de l'IHP. 

Pour la définition des intégrales stochastiques et des 

martingales, on se réfère à Wong et Zakaï ( 5~ , 6 ). 
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2. Approximation d 1intégrales relatives à g 

2.1 Notations 

( a, F ,(F ) à , P , 3 ) est un mouvement Brownien indexé 

par R + tel qu Til est défini par Wong et Zakai [5]. 

- Pour tout t de R +

d , t = (t 1 , . . . , t d) on note J|o,t|| 

d r r 

le pavé : Il [o,t ] 
r= 1 

- n étant fixé, on considère d partitions de [0,1] et 

la partition produit, on note ( c j ) k = 1 # > > k ( n ) les pavés de II0,1 H ainsi 

obtenus. 

soient (i£) r=Inf ( t r : t e Cp 

(s*) r«Sup (t r: t E c£l 

alors Cl - n [(ij) r , (s£) r[ 
r = 1 

-Si t F J P0: o) = (k : C* Ç ro,tl) 

.Nous utiliserons les notations suivantes : 

l î = l ( h* , r Kl" j , 

,Kn| = ^r.Mr-P 
Pour une fonction f définie sur Il0,1ll, à valeurs réelles 

et r fois continûment différentiable, on définit llDrfll par : 

llDrfl = Sup Sup, 3 f f (*)•_ 

t 6 ' 0 - 1 ' k e j r atjl...at* d 

où : = {k : k = ( k r . . ^ k d ) k ^ I N , l k. = r} 
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2•2 Definitions 

Soit A * B = j dB s 

n

L k k(n) A £ B 

On pose v (s) = I - — 1 cn(s) 
k=1 AT k 

k 

et = J ^ n(s) ds 
II o, t|| 

Pour toute la suite, on suppose que lim |h n| = 0 et qu'il 

existe K q tel que Vk , V n ! h £ | d < K q a£ , notons qu'alors | h£ | d 

et x£ sont comparables puisque x£ < |h£| d. 

Remarque : 

Dans chaque énonce et au cours des démonstrations interviennent 

des constantes de majoration, pour simplifier 1 Técriture nous les noterons 

toujours par K , elles dépendent de d et des bornes imposées dans l'hy­

pothèse, elles dépendent également de T si l'on considère II 0 , T H au 

lieu de II0,1 II . 

2•3 Propos it ion 

Soit <|>(s,(A)) u n e fonction à valeurs réelles telle que 

cj)(s,0 est F^-mesurable 

<l>0 ,w) e s t de classe avec 2d Q d + 1 , 

On suppose qu Til existe une constante G telle que : 

Sup Sup llDré (• ,03) Il < C 

(jû̂ ft r=0 • • • d Q 

On définit Y et Y n r>ar : 

Y t = | *(s,a)j dB 
1 llo,t|| s 

Y* = | *(s,a,)dB; 
l|o,t|| 

Alors il existe une constante K telle que : 

Sup E { [ YJ - Y ] 2 } < K |h n| 

t£||0,1|| 



- 5 -

Démonstration 

Si t appartient à c£ il suffit d'écrire : 
o 

/ $(s,uO * n(s) ds = / *(s,w) * n(s) ds 
ilo,tl D o, t n - Il o, i | 

K o 

k D 

keI nCk o) Cl >l 

compte tenu des hypothèses de dérivabilité faites sur la fonction $ , 

on écrit pour s e 

d Q-1 S p 

î(s,o)) - , U ) + J _Ln P*(iu , a.) (s - i?) + R?(s) 
k p=l p! k 

où |r£(s)| < gd°(a,) |. J| d° 

Compte tenu du fait que pour toute tonction e(s,aj) vérifiant les condi­

tions suivantes : 

* 0(s,co) est (B(ll0,11l) ® F)-mesurable 

(B(II0,1II) est la tribu borêlienne de Il0,1ll). 

* pour chaque s 6 (s,-) est F s-mesurable. 

* / E([ 0 (s,coj]2)ds < +oo 
110,111 

on a : 

E([ / 6(s,o))d6J 2 ) = / E([ 0(s,o))] 2)ds 
«0,111 5 110,111 

On vérifie immédiatement qu'il existe une constante K telle que : 

2 2 n 

-E([ / ' n *(s, M) d 8 j ) = / n E d X * ' ^ 1 ) d s £ K | K 1 

|O ft|-|0,i? j l o f t | - | o f i k ,. 
K o 0 

"EC[k«î"(k) * " * ' " J ' k 8 " An d S s ]
2 ) < K |ri 

' k 

k x k 
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pour p = 1 ... d - 1 

- E([ / n [<(>(s,a))-R
n(s)]^n(s)ds] 2 ) < K| n | 

10,tl 1 0 , « 
o 

Remarquons maintenant que si A G B(II0,1H), on a : 

E([ / R n(s) ^ n(s)ds] 2 ) 
A 

< / E([R n(s)] 2 U n ( s ) ] 2)ds 
A 

1 A
 1/2 

< I / -i- [E[R n(s)] 4] ds 
k A n c j x£ 

K' Il n — U n | 2 d ° ds 
k A n e " n 1 A k ' d s 

A k 

< K |k n| dès que 2 d Q > d+1 puisque | ^ | D
 < K Q À £ . 

Ce qui achève la démonstration. 

* Remarque : 

Si <|> est déterministe, il suffit de la supposer continue 

(respectivement lipschitzienne) pour avoir le résultat. 
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2. 4 Théorème 

Soit G une fonction définie sur R à valeurs réelles de 

classe C , . 
d + l 

Scit $ satisfaisant aux hypothèses de la proposition 2.3 avec 

g (oj) constante pour tout r = o,1,...,d . 

Soient Y n et Y définis précédemment 

Et soient X = f G(Y C) d S c 

1 Io,tI S 5 

Xj = / G (Y?) ds* - 1+ J G'(Y?) * ( s f W ) ds 
1 Io,t!l S b 2 d lo ftl

 S 

Alors, il existe une constante K telle que 
o 

S u P {Ecrx^ - x ] 2 ) } < k ih r1 

Démonstration : 

c . v n v n v n v n Ecrivons X = X - X n + X n 

lk 1 k 
o o 

soit A = X n„ V G(Y n ) a" 6 
x k kelî1 X k 

O K 
O 

k c I k ^ \ c k ^ 
O 

- -1 d f G'(Y?) <Ks,o>) ds + R n 

7 -!!0,t!! s 

* On montre d'abord que : 

2.4., u i 7r c o r » „ ) - , ; , « o r , ) a« .3 : * hn\ 

pt!-£V,i S " ° ' t l 
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Pour cela, il suffit d !écrire : 

0 1(s,w) = l (G(Y n

n) - G(Y n ) ) 1 (s) 

P S S S 

62(s,o)) = I G (Y ) 1 (s) - G(Y s) 
p i C 

P P 

et de remarquer que : 

1 2 
- e (s,.) et 6 (s,,) sont F s-mesurables 

- G est lipschitzienne, d !où : 

E([e 1(s,u,)] 2) < K l E([Y n

n-Y n ]
2 ) 1 n(s) 

< K|h n| (Cf. Proposition 2-3). 

E([ 9 2(s,aO] 2 ) < K 1 ^ E([Y n - Y s ]
 2 ) 1 n(s) 

p i C 
P P 

< K 1 l / E(,-.g1(a,)j2)du 1 fs) 
" 1 p Tl 0, s II - H 0 , H c £ 

< K |K n | 

- G est bornée, d'où : 

E([/ _ G ( Y j d 6 J 2 ) < K|k n| 
Il 0 , t II - Il 0 , i J J I 5 s 

o 

* Soit B n : 

B n = I n G'(Y n

n) ^L. f (Y^-Y n

n)ds 
P e i

n ( k o ) i£ C£ S i£ 

Nous montrons que : 

2-4-2 E(LB n - 4 / G'(Y*) <D ( S , w ) ds]
 2 ) < K |k n| 

2 d llo,tll 5 0 

pour cela, on est amené à écrire Y n - Y n sous la forme : 
s . n 

i 
P 
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i = 1 P 

où C n(s) est défini de la façon suivante : 

pour I c {1,2...d} I f t> et I =(= {1,2...d} 

on pose : C_2(s) = {u e llo,t|| : u r < (i n ) r r e I (i") r < u r < s r r e I C} 
v —• P P 

on obtient ainsi 2^-2 ensembles qu'on note (C^(5)) _ . ->d_^ 

Soit alors : 

1 ^ oJ p 

2 d p 6 i n ( k Q ) ip ^ 

+ 

En tenant compte du fait que : 

- G'(Y n ) <)>(in,a)) est F n-mesurable 
i P i 
P P 

- E ( U | )B ] 2 - x £ / F N ) = 0 

X P 

- G' et (j) sont bornées 

on vérifie qu'il existe une constante K telle que : 

2 2 
E([ l _ G'(Y n

n) *(i"u>) ([A"3] " X?)] ) 
P e i

n ( k o ) ip 

< K - n * 2 < Ki^ni 
P p 
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- Puis, en utilisant le fait que G' et <f> sont lipschitziennes et bornées, 

on montre facilement que : 

E ( [ / G'(Y ) *(s,u>)ds - l G'(Y n ) * (i£,u>) X * J ] 2 ) < K | V n | 
lo,tl S pei n(k o) ij P P 

et : 
2 

E ( [ R N ] ) < K | V n | 

On a donc montré que : 

1 2 

E ( [ B j - - l / G'(Y) *(s,a))ds] ) < K|v n| 

0 2 d llo,tll S 

Posons pour q G {1,...2 d-2} : 

= I n G*(Y n

n) -\ • J ds / *(u,u>) A u ) du 

o p p C p C (s) 

et vérifions que : E ( [ B J J ] 2 ) < K| !

n

n| 

On peut également écrire : 

Bq = l n G ' ( Y n n ^ - ^ T l n " 4 L * ( u' w ) ' ( O * * ( ( s V - u r ) d u 
1 P e i

n ( k o ) ijj A £ j€i£ q A
N c n rei P r e i " P 

° Ù : Tp,q = { j : C ï 0 C q ( 5 ) ' 0 ' S G C p } 

soit alors : 

ir (h n) 

B P q = X n A > r G n n P / n * ( u ' w ) ' S^Sdu 

P'H j G I n J A N A N C n rei C P 
p q J P J 

_n -n r ( 1 P o u r r G I ° 
si : i est tel que : (i ) = , 

F (ip) pour r GI 

il est facile de voir que B N est F -mesurable. 
P,q yn 

P 

On a alors, G' étant bornée : 

E Q B V ) < K I E [ B » ] 2 A » 

H p F y 4 y 
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Notons que dans le cas où $ est F -mesurable, pour u ^ C et bornée, 
i.. J 

on a immédiatement : J 

ECIB? J 2 ) < K' l Xn < K|Kn| 

J P,q 

ce qui achève l'étude de BJJ. Sinon, on obtient la majoration en utilisant 

l'hypothèse que <K--,aO est de classe CA avec 2d > d+1 et en procédant 
o ° 

comme dans la démonstration de la proposition 2.3. 

* Nous montrons maintenant : 

2-4-3 E([ R n] 2 ) < K m n I 

Pour cela, on écrit si s : 

G (Y*) - G ( Y n

n ) - G'(Y
n

n) (Y^-Y n

n) 

X P X P X P 

= I ^ D*G(Y n

n) V*-Y\)1

 + R»(s) 
£ = 2 i s i n p 

P P 

on a : 

- |RpCs) | < K | Y ^ n |
d + 1 

1=2 pGI (k Q) i p X p C p i p 

P E i ^ k o ) x£ C J 

Soit : 

< = I n D*G(Y n

n) ^ / (yJ-Y*)* ds 
pGI n(k ) X* C? S i n 

* K oJ P P P p 

o n a : A 
A 3 2 - 2 

Y*-Y n_ = -\ j n T T <0(u,co)du + I / <Ku,uO * n(u) du 
il ,[(Çr,sr[ q=1 c „ ( s ) 
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En posant : 

y n r s ) = _1 f <f>(u,u>) du 

V À p ' 

T n , (s) = — / <fr (u,u) du 
q' Aï qVx^Cs) 

P q=1 kei" fs) q,k 
P 9 4 

on peut écrire : 

"̂P -1 

Il suffit donc d'étudier pour j £{(),...«.} : 

"ô - Ln f l r , D^G(Y
n

n) - 1 J I £p(s)l 5 U p

n ( s ) l 1 " 3 ^ 

Notons que : 

- Y 1 1 et D^G sont bornés. 

- E([A^6] 2 J) < K.lhp]"1 

- E([A^(s)] 2 : l) < K'jIKpl 3 

on en déduit immédiatement que : 

2 
E([R*j] ) < K|h n| pour j = 

et en utilisant les propriétés d 1 indépendance ainsi que la diffêrentiabi-

lité de <j> que : 

E([R n ] 2) < K \ l n \ 

id 

En conséquence : 
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D'autre part : 

A ng 2 E([ l n ~\ /n R P ( S ) d s ] } 

Pei
n(k ) x n c n p 

^ v o y p p 

' ^ • » « r a 4 ( 4 t , V / 2 a . 
p ^„ 1^ 

p p 

- H D

n ^ i x p i d + l d s - K o ^ n i 

ce qui achève l'étude de R n. 

2-4-4 Pour achever la démonstration du Théorème, il ne reste plus qu'à 

établir la majoration de : 

E ( [ X n - X n

n l 2) = E([ / . n G (Y») * n(s) ds] 2) 
î , l o , t l - l o , i v » 

»>o K o 

ce qui s'obtient facilement en se reportant aux calculs précédents. 

2-5 Core 1 la ire 

Sous les rênes hypothèses que le theorcre 2-4, soit : 
V + = / n(Y.)dS_ + l d i C!'(v ) *(s,uO<?s 

HO, t n s s - -!!0,tS s 

1 lo,tï s s 

alors il existe une constante K Q telle ciue : 

Sup {E [V; - V t ]
2 } <_ K | n | 

t e l o , i l 
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Démonstration : 

G' est lipschitzienne et <|> est bornée. On a alors : 

2 2 
E([ / G'(Y_) -G (Y*)) <Ks,uOds] ) < K Sup {E([Y -Y»] )} 

llo,t« S S te II o, t II s S 

mais les hypothèses de la proposition 2-3 étant satisfaites, on a : 

2 
Sup {E([Y„ -Y*] )} < K | U N | 

tell0,1ll S S 0 

d'où le corollaire. 

' — i — — • ! 

! 

, ! \ 

c •. c ! 

3. Apprexiration d 1 intégrales relatives r 3 et g" 

Peur toute la suite, nous supposons nue à = 2. 

3-1 Definitions, notations et propriétés 
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3.1.1 - Pif iQiîi25-^Ë-ili?}£ËCÏ§lê_^Ë-§ËÇ2ï}^_.ÏZEË 

2 

Soit <|>(s,u,w) une fonction définie sur GxHQ,lH vérifiant 

les hypothèses H 

- <j> est mesurable par rapport à F x !î x IB, (IB est la 

tribu borélienne de II0,1H); 

- pour tout couple (s,u) fixé <j>(s,u,vO est F s ^-mesurable, 

2 
- f ~ E [ <f> (s,u,W)j ds du < + °°. 

110,111 2 

1 1 2 2 

Nous dirons que s et u sont non comparables si (s <u et s >u ) ou 

(s 1>u 1 et s 2 < u 2 ) , soit : 

H = {(s,u) : s et u non comparables} 

Pour une fonction satisfaisant aux hypothèses et de la forme : 

<|>(s,u,w) = a (w) 1^ (s) 1^ (u) avec XC^ c H on définit l'intégrale 

de second type par : 

J 2 4)(s,u,w) de de = a(w) / de / de 
II0,1IIZ s u c^ s c u 

Si la condition x c H n !est pas satisfaite, on procède de la 

façon suivante : on se donne un treillis sur Il0,lll de pas e j 

s étant fixé,.il existe un couple unique (i^,sjp du treillis tel que 

s G C k = ^ ^ ^ ' ^ J P ^ ; o n ( l é f i n i t alors I ;

GU) par : 

k,k T k k f 1 k k ! c£ s c£, 1 1 

On montre (cf. [5]) que la limite en moyenne quadratique de IG((f>) existe 

quand e tend vers zéro. On définit alors 1'intégrale de second tyne 

de <|> par : 

T< t) = / | n 1 | 2 •(s.u,»D d 6 s d 3 u = lim 1^(0.). 
nu,iii | M | ^ 

e -+0 
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On étend la définition aux fonctions <)> satisfaisant H* en approximant <f> 

par des fonctions simples. 

En particulier si y(s,u) est une fonction définie sur I!0,1I! 

2 
à valeurs réelles, telles aue : f 9 [Y(s,u)] ds du < +°° 

«0,1 II 2 

on sait définir : 

3 Ï = / 7 y ( S , U ) dg dp 
1 Il0,tll2 s u 

Remarquons que 3 Y est une martingale à trajectoires continues 

et que E([ël] 2) = / ? 1 (s , u) [ Y ( s , u) ] 2 ds du 
l!o,t|| 1 1 

3.1.2- Soit y*(S,U) = Y ( S , U J + Y («»s) 

Définissons A ^ 8 (qu'on notera Â £ P y si. nécessaire) par : 

j c K C k ) p d 7 ( k ) A . A t:.x(.n

 J 

1 - J p J p 

ou l] (k) = {j : (i k) = (î ) , (i ) < (i k) } 

l 2(kj - o . (i k) = (i ) , (i ) < (i k) } 

on notera Y

n(s,u) = 1 1 ~ ± nJ Y ( V , W ) dv dw 1 n(s) 1 (u) 
j p A . A C.XC C- C 

J P J P .1 p 

3.1.3- Pour tout couple (i,j) on a : E(Â^Â^p) = S i'. E([Â^6] 2) 

et E[[Â^6] 2) < • V l j n [ Y t v , w ) ] 2 dv dw 
J e l ^ k ) pel"(k) C^Cn 
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3.1.4- Pour tout couple (i,j), on a : E(A n3 A n&) = 0 

3.1.5- Soit alors >C n(s) = l — 1 (s) qu'on notera ^"(s^) si 

^ A k C k 
nécessaire 

et ë " = / ^"(s) ds . Notons oue f de"" ̂  f dï 
1 Ho,tll " J cîî J C Ï 

on vérifie que 3 n est F mesurable et que lim Sup E ( [ B " Y - ~3 n] 2) = o 

\ \ n t * * 

Si de plus y est lipschitzienne, il existe une constante K 

telle que 

Sup B([ëï - ë»] 2) < K|h U| f Cf 
te ||0, 1 H 

3.1.6- Pour des fonctions <|>(s,a>) telles que : 

/4>(s,.) est F -mesurable 

j S 

) / 0 E( [<J> fsVu,*»Jl2) [ Y ( s , u ) ] 2 ds du < +-
. Il o, t II " 

On sait définir l'intégrale de 2nd type et on a 3a nronriété : 

/ . 7 *(sVu,a») Y ( s , u ) dp dp = { U s . w ) d ë Y Ccf ^ J - S ) 
il o, tir s i!o,tn 

3-2 Propos i tion 

Soit 4> une fonction satisfaisant aux hypothèses de la propo­

sition 2-3 

Soit Y" = / <Ks,uO d ê n 

Il o, 11| s 

Y. = J *(s,u) dig 
llo,t|| 

Alors lim Sup E ( |'7" - Y ] 2) = o 
n te|| o,1|| 

Si de plus Y est lipschitzienne, il existe une constante K 

telle que 
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Sup I: ([Y? - Y ] 2) a K 

Démonstration : 

Ecrivons pour t ^ C ^ : 

+ „ L U ( s , u > ) -<l>(i j ,«û)] ?" ds 
k e i n ( k o ) c £ K s 

On montre d'abord que : 

3-2-1 

ïi(C \ * ( H » v ) "v-î - / 9 *(sVu,«) Y(s,u) d?, d3 ] 2 ) < 
kei I K O Ï

 N - iio.tir 

< K ( f , ( S , U ) - yfs,u) n ~ ds du + ) rJ T, f\ ( v, w)J ~d v dw + |K | } 

::o'J r " k,n-j r ' x(T 
0 k 

où J = -. fk.p) : = ( i £ ) 1 ou d p 2 = ( i j j ) 2 , p f k} 

L'inégalité résulte d u lemme. 4 - 5 - le terme majorant tend vers 

zëro, et si de plus y est lipschitzienne par suite de la définition de y11, 

il est majoré par K | V \ n | . 

Pour la suite, notons que <|> satisfait aux hypothèses de la pro­

position 2-3 et que dans le cas où d = 2, il suffit d !avoir d Q = 2. 

On peut alors écrire, si s ^ C ^ : 

• (s,uO - • ( !£ ,eu) = D* ( i £ f a O(s - i £ ) + r £ ( S ) 

où |RJJ(s) I < g 2 ( u , ) 
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Soient alors : 

A n = I _ L U(s,u>) -•(!?,u,)] ds 
k e i n ( k Q ) cl k 5 

et : 

k G l n ( k Q ) c£ * s 

Montrons que : 

3-2-2 lim Sup E([ R n] ) = 0 
n t 

On a : 

U n | 4 2 
E([R nl 2) < l n / n - | " 2 E ( [ g 2 M Â"p] ) ds 

k e i n ( k o ) c£ [ x £ ] 2 k 

En utilisant le lemme U T, on obtient 3-2-2 et la majoration par K | ̂ n | 

quand y est bornée. 

Montrons ensuite que : 

2 
3-2-3 lim Sup ([A n-R n] ) = 0 

n t 

On a : 

A » - R n = \ l D*(i£,aO((h£) 1, (h£) 2) â £ 3 

et d Taprès le lemme ^ T" , on a bien 3-2-3 ; et de plus, si y est 

lipschitzienne : 

E ( [ A n - R n ) 2 ) < K o|V,
n| 

Pour achever la démonstration de la Proposition, il suffit de montrer que : 

2 
3-2-4 lim Sup E[Y" - Y ] ) = 0 

n t iv 
K o 

Pour cela, on remarque que : 

Âî 3 2 

z i? cl n l l 0 , t l i xl q=1 C*(t) 
K o K o K o ^ 

où C n(t) a été défini en 2-4-2. 
q 
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II suffit alors de décomposer 4 comme précédemment et d Tutiliser les 

mêmes arguments pour obtenir 2-3-4 et la majoration par K Q|V\
n| quand 

Y est lipschitzienne. 

S' it t une fonction satisfaisant aux hypothèses de la proposi­

tion 2-3, on suppose de plus que <j> , 0 $ et y sont bornées par une 

constante K . 

Y et Y N sont définis comme précédemment 

h -
Soit G une fonction Je C-,(R) 

soit :;1 - / G ( Y R ' 1 ) 
l'o,tl! b 

et : T = ; G ; Y ) d?. 
r Cc,tl! b s 

- p -. 7 

Alors li- Sup l!f;Z* - Z \ ~ ) = o et si de phis y est lips-

" tr!io,1l! 
chitzienne, il existe une constante k telle eue : 

su P r.c[:^ - z j 2 ) < k lkn| . 
n t 

Xerwruuc : 

Notons l'absence de terme complémentaire dans le passage à 

la limite, ceci résulte de 1 ' orthogonal i té de Al?8 et /\n? . 

Démons t ru t i ojri : 

r.l le est du même type que les précédentes ; pour 

r n - - G , . nu écrit 
K 

Î:(V") - < :'v\) + r,'(Y n

n)(Y^Y
n

n) • ; G
M(Y n ) (V n-Y n ) 2 • R ^ s , 

4k h 5 ^ " 'k S "k 

- iR jeo - , KiYS - Y « J 5 
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On peut alors écrire, pour t : 
K o 

Z? = Z? - Z n + A n + B n + l D n + R n 

t t . n 2 

où : A n - l G ( Y n

n ) A^e 

k G I ( V x k X k C k X k 

AvB 2 
D n = T G" (Y n ) / [Y n - Y n 1 ds 

i c T ^ n a -n , n in s -n 
k G I ( k o } x k X k C k X k 

R n - ï n Jn RÎ(s) A s ) ds 
k £ I n ( k o ) c £ 

On montre d'abord : 

2 
3-3-1 lim Sup E ( [ A - Z J ) = 0 

n tell0,1» t 

Pour cela, remarquons que, G étant lipschitzienne et Y n

n étant 

F -mesurable, on a : 

k £ I ( V x k x k 

.< K I n E ( [ Y n

n -Y n ]
2 ) Xl 

k E I n ( k o ) ij i l 

< K Sup E([ Y? - Y.] 2 ) 
_ t e 110,1 II 1 t 

et d'après la proposition 3-2, le terme majorant tend vers zéro, en 

étant dominé par K o|j^
n| si y est lipschitzienne. 
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* E a H o / i n II [l G ( V \ - i S ) _ G ( Y ^ ] d 3 s ] 2 ) 

0 , 1 k 0

 k xk Ck 

: lof,. P ( I V ? s l 2 )
 1 c « ( s ) i S 

et d'après le lemme A ^ , y étant bornée, ceci est majoré par K|^ n|. 

* E([ / . G ( Y J d 6 l 2 ) < K |L n| 
lo,tl-lo,i? « 5 s 0 h 

K o 

car G est bornée. 

Montrons maintenant : 

^ u p ^ B a B " , 2 , £ K o , C l 

Pour cela, rappelons que : (cf. 3-2-3 et 2-4-2) : 

cnL „ du 

i k c k \ k c k n ilo, s II 
2 

+ I J *(u,o)) * n(u) du 

<i=i c^(s) 
Soient alors : 

^ = kll n(k ) G ' ( Y ^ /n d s

 r n { . *C«.«) * n(u) du 
1 1 V xk *k Ck V s ) 

On a donc : 

B N = B » + | B N 

0 q-1 °-
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* Examinons B^ On peut également écrire : 

• l k I i n c k o )

 G '^n ' . » ; , . ) & r k . 

A ^ B Â P B 9 

k e i n ( k o ) ij [ x £ ] 2 c£ i=1 k K 

Notons que le premier terme est de la forme : 

k G i n ( k ) 
o 

avec : 6(iv) F -mesurable et bornée. On a alors : 
Je • n 

1 k 

° 2 

E(e ( i J)e(i£,) A £ B A £ , B Âjje Â ? , B ) = « E ( [ e ( i £ ) M x£ E ( [ Â £ B ] ) 
kk ' 

Cette égalité s'obtient en conditionnant par F , 2 si : 
* F (1 , ( iJ-) Z ) 

,.n^1 • n 1 . r.n^2 . n -. 2 . 
k k k k 

n 2 n 2 n 1 n 1 
(i^) = (i^î) et (ij^t) < (i^) et en tenant compte de l'expression 

de ÂJJg (cf. 3-1-2) . 

Maintenant, en tenant compte du fait que 6 est bornée et que 
__n 2 

E([a^b] ) < K \y, on peut affirmer que : 

E( l n 9 ^ k ) A k 6 A k B l ^ K- K l l , n| 
k E l n ( k ) k k k 

^ oJ 

Le second terme est de la forme : 

l n L ? k ( u ) A k 6 A k 3 d u 

k G l n ( k ) C? K K K 

O K 

avec : |e£(u) | < K — £ -
X k 
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On a alors : 

E« l n /n 9 k ( u ) A k 3 A k 6 d u ] > 

? I ni 2 

- k â l n ( k ) Cj T i T E ( [ A k 3 ] k } d u 

O K 

< K'|k n| 

On a donc établi que : 

E([B^] 2) < K o |^
n| 

* Passons alors à l'étude de B^ ; les ensembles C^(s) ont été définis 

en 2-4-2, convenons que pour s E C k C n(s) ={u : (i k)^ < u^ < s^ , 

2 f . I K 2 -, 
u < U k ) > 

C 2(s) = {u : u < (i k) , (i k) ^ u < s } 

et que I n ( k ) = { j : c£(s) n c n f 0} pour p = 1,2. 

Intéressons-nous à B n ; notons que : 

/ ds / <)>(u,a)) ? n(u) du = 
Cl C*(s) 

= ( h k ) 2 E n /n * ( u ' w ) ^ s k ^ 1 " u 1 ) * n ^ u ) d u 

X j ei^Ck) C* k 

et ce terme est F _ -mesurable ; écrivons alors B? sous la forme : 
(1,(i k)

2) 1 

Bï = l n e k A k e 

oJ 

0 Ù : 6 k = G ' ^ n ) ~ h T T . | T n m L ( ( s ? ) 1 - » 1 ) * n(u) du 

6 k e s t F .n 2 " m e s u r a b l e e t ECtejJ] 2) < K ( h £ ) 1 

2 
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On a alors : 

E(E(e£e£ A^BAj.e / F , 2 )) 

kk k k ( 1 } ( i n ) 2 v ( i n ( ) Z ) 

= 6 E([e"]2) x£ 
kk ' 

En conséquence : 

E([B n] 2) < I n K Xj(hj) 1 

1 kei n(k) K k 

o 

< K. |Vn| 

Par symétrie, on a évidemment le même résultat pour B^. En consé­

quence, 3-3-2 est démontré. 

Montrons maintenant que : 

3-3-3 Sup E([ D n] 2 ) < K | j , n | 

t e 110,1 II 

[ y 1 1 - 7 n ] 2 comporte six termes, on peut donc écrire D n sous forme 

d'une somme de six termes, mais par suite de la symétrie, il suffit 

d !en étudier quatre qu'on notre (D^). _ 1 A 

* boit . ^ 

D " =

 k I i » C k ) ^ ^ 1 /„ d s / *(u, u)du 
k 1 1 V xk Ak _AkJ Ck _ Ck ( s ) 

On montre que : E([D^]2) < K |',-n| en traitant ce terme de la même 

façon que B^ en 3-3-2. 

* Soit : 

A n 6 _ 2 

D n = y G . . ( Y
n ) Ji_ / ds [ J 4>(u,u0 * n(u) du] 

k4in (k o) i£ J X» è; C?(s) 

On montre que E([D*] 2) < K |k n| en traitant ce terme de la même 

façon que B^ en 3-3-2 
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* Soit : 

D n = y G " ( Y n

n ) - \ f J •(u,«o)*U(uJdu J <Kv,a,)*n(v)dv 

o 

On peut écrire, pour p = 1,2 

( s - i n ) P 

J *(u,aO * n(u)du = l J^-^Ci^o,) Â^B 

c£(s) je iJCk) (hj)p J 3 

+ J (<f>(u,u) -Hi^.w)) ^ n(u)du 
C (s) J 

P 

On peut alors réécrire D^, sous forme d'une somme de quatre termes, 

l'un d'entre eux.est le suivant : 

= I n G " ( Y n

n ) l ( \ n «-) Â?B) Aje 
3 k e i j if1

 P=1 j e i £ ( k ) J J 

o p 

Posons : 

A? = T *(i 1?,a ))A
nB p = 1,2 

k j El£(k) J J 

On a : 

E ( A 1

k / F ) = 0 
k ( ( H ) 1 , D 

et : k 

E ( A 2

k / F )= 0 

n 1 n 1 
alors, en conditionnant par F^njl i -j si (i k) > (i kt) 

et par F - si (i?) 2 > ( i - v i ) 2 ,
 o n montre que : 

(1,(i£r) k k 

E ( G " ( Y n

n ) G " ( Y n

n ) aJaJ.A^JaJbaJ.B) 
Xk V 

= 6 i E ( [ G " ( Y n

n ) A k A
2 ] 2 ) X ^ 

kk' i k 

< K 6 x£ | K n | 
kk' K 

ce qui prouve que : E([Dj] 2) < K \S^\ 
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Pour les autres termes, on majore directement en utilisant l'inéga­

lité : 

ECU A£e J n 6^(s)ds] 2) < l Jn E([a£b e j J C s ) ] 2 ) ds 
k C k k C k 

* Soit : 

DÎ = I n G»(Y n ) J n d.îl / 4»(u,a))*n(u)du 
4 k E I n ( k o ) ijj A £ c£ c j n i 0 , s l 

/„ * (v,(o)?n(v) dv] 

On traite de façon analogue à D^. 

Ce qui achève l'étude de D n. 

Montrons ensuite que : 

3-3-4 E([ R n] 2 ) < K \''nn\ 

On a : 

k c k [ x k ] l k 

On établit la majoration voulue en tenant compte de l'expression 

de - Y n

n telle qu'elle est rappelée en 3-3-2. 

Pour achever la démonstration du Théorème, il ne reste plus qu'à 

montrer que : 

3-3-5 Sup E ( [ Zj - Z N

N ]
 2 ) < K ||.n| 

t e l O,1l iî 
K o 

Notons que : 
A K 6 

Z N - Z N = N / G (Y n) -°- ds 
t i j c ? n l l 0 , t l l s xl 

K o K o * 0 

2 
+ I J G(Y") A s ) ds 

P=1 C j ( t ) S 
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On a évidemment : 

Pour les deux autres termes, on établit la majoration en tenant 

compte des calculs faits en 3-3 (1-2-3-4). 

3-~ Théoromc 

Soit <• une fonction satisfaisant aux hypothèses de la propo­

sition 2-3. °<n suppose de plus que 6 , Dj et y sont bornées par une • 

constante 

Y et Y" sont définis comme précédemment (cf 2-3). 

S n i l G une fonction de G-(R) 

Soit 

-t. = / tr\ 
!o,tii 

= i c t v n ) d?" 
L I ; O ; T :•• S * 

- 4 f ,î,f (s,u) ^'(V 'Ou,.) $(u/u) Y * ( S , U ) d 8 n du 

+ 4- / O (s,u) G"(Yn,y ) •(u,u) Y * ( S , U ) $(s,u) ds du 
1 lio.t H" H 

Alors lin Sup ' ' 0 - t

 _ Z 1^ -) = o 

" t c i; o , 1 |i 

Si de plus y est 1ipschitzienne, il existe une constante K telle que 

lin». Sup E ( [ T t - T » ] 2 ) < K ! n ! 

R u;;o,1!i 

Démonstration : 

Soit V? - / GCY?) ~ n ( s ) ds 
|io,t|| 

,,n. ^ _ 
peur l k C k Q on peut écrire : 



- 2 9 -

1, kel (k J i, 
k o k 

o ^ n g 

+ y G T (Y n ) / (YS

P - Y n J ds 
k e I ^ o 3 X k C k Xk Ak 

+ / n ? " " G ' ( Y n

n ) (
Y s - Y n

n ) ) 1 n(s)?
n(s) ds 

lo, i k II k i i i c k 

O 

on vérifie d'abord que 
3-4-1 ' 2 

J . N G(Y n ) Â^3 - { G (Y ) dB 1 ) 
kei n(k o) iJJ K ||o,tll 5 S 

tend vers zéro en étant majoré par (< |h n| quand y est lipschitzienne. 

Ceci résulte essentiellement des propriétés Énoncées en 3-1 et se démon­

tre de façon analogue à 3-2-1 et 3-3-1. 
On passe alors à l'étude de : 

A n - }' n G 1 (Y n ) f (Y n-Y n ) -A- ds 
k e I ( V >k C k \ "k 

compte tenu du fait que 

A n 6 2 
Y" " Y n = / *(u,a,) du + y J *(u,aO A u ) du 

il c;cs) xj p-i cjcs) 

On a 2 termes à examiner car le 3ème terme se déduit par symé­

trie du 2ème-terme. 

Par suite de 1 1 orthogonalité de A ^ B et Â^3 , on vérifie faci­

lement que la contribution du premier terme tend vers zéro, en étant ma­

joré par K | h n | . Cf. l'étude de dans 3-3-2). 

Soit alors 

À" = l n G'(Y n ) - L - I -jL- J ds/ *(u) du 
kcl n(k o) i£ A £ j e l ^ k ) CJ Cj(s) 
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on a - Â £ B = I l A^B A ^ -1 -1 J Y*(v,w) dv dw 

jel»(k) p e l ^ k ) X p X j V C J 

En utilisant 1 Torthogonalité de A * ? B et à1}fi quand j =j= j ! , 

on montre que E ( [A n - A^] 2) tend vers zéro en étant majoré par K | f̂ n | 

où 

k e I
n ( k o )

 r k jel"(k) p E l J ( k ) 

avec a" = -~ -1 / ds J <fr (u) du 
K J XÎ1 A n C? C n(s) 

k J k 3 

r Y * ) n . = — — f Y*(v,w) dv dw 
PJ A N A 1 ? C n

X C
n 

P J P J 

En tenant compte du fait quesiô" = [ A ^ S ^ ~ A j 0 n a ^(6^) = ° 

et E(ô" A p 6 ) = ° pour j e i'j'Ck) et p e I^Ck); on pose 

k e I ^ ( k Q )
 1k jel^(k) pel"M 

n n 2 

et on montre que E([A 1-A 21 ) tend vers zéro. Puis, en transformant 

l'expression de a£., on montre que E Q A ^ - \ A R] 2 ) tend vers zéro où : 
A ï = l /n d s / *(s l,v 2)y*((s l,v 2),(w 1,s 2))^ n(w 1,s 2)dw 1dv 2 

k X k C k II o , s II 

Soit donc : 

B n = J G'CY^ds J *(s l,v 2)y*((s 1,v 2),(w 1,s 2))^ n(w 1,s 2)dw 1dv 2 

Il o, t II b II o, s II 

On compare alors A R et B n en écrivant : 

R" + l G"^n> L (Ys-Y"nJds /, , • (s ', v V ((s1 , v 2) , (w\s 2)Aw\s 2) 
k i k C k i k lo.sl 

dw dv 
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v\ 0 IT 

quand y est Liptschitzienne on montre que E([R )'") <K|r\ I et que : 

E( [B n-A n-1 / G"(Y n)ds / • ( w l , s 2 H ( s l , v 2 ) Y * ( ( s 1 , v 2 ) , ( w 1 , s 2 ) ) d w l d v 2 ] 2 î 
fis, til s || o, s!| 

<- K | K n | 

Notons que la contribution des premier et second termes de la décompo­

sition de Y n - Y n
p tend vers zéro. On en déduit que : 

S i k 

E ( [ A n 4 / G'(Y n)ds / <(.(s1 ,v 2) Y*((s 1 ,v 2) (w1 ,s 2)) f n (w^ , s 2) dw 1 dv 2 

1 Co, ta s iio,sii 

4 / G"(Y n)ds / * ( w 1 , s 2 W s 1 , v 2 ) Y * ( ( s 1 , v 2 ) , ( w 1 , s 2 ) ) d w l d v 2 ] 2 ) 
4 l!o,t|| !lo,s!! 

tend vers zero en étant majoré par K |k nI quand y est Lipschitzienne. 

Remarquons alors que si H = { (s,u) : s et u non comparables } 

et K g = {u : (s,u) E H } , on a : 

H s = Cl s 1 ,11 y [o,s 2[) U ( [0,s1 [< ]s 2,1]) 

/ G' (Y n)ds / *(s 1,v 2) Y*((s 1 , v 2 ) , (v;1 ,s 2) v n (w1 , s 2) dw 1 d v 2 

llo,t!l s II o, s H 

= / y R(s)ds / 1 , ? G' (YfJ, _2) *(u) Y*(s,u)du 
lo.tl ] s 1 .t 1 ]X fo,s2[ u S 

et : 

f G"(Y n)ds / 4(w 1,s 2) *(s 1v 2) Y * C C S 1 V Z ) (w1 ,s 2)dw 1dv 2 

llo,tll s I! o, s II 

= / 4»(s)ds J 1 ? G-CYjJl 2) O-Cu) Y*(s,u)du 
llo,tll ] s1,t1iX [o,sZ[ u ' S 

En tenant compte de la symétrie et du fait que : 

( u 1 , s 2 ) = u V s si u E] s1 ,t1 ] X [o,s2[ (s1 , u

 2 ) = uV s si u e ] o,s 1 ]x] s 2,t 2] 

on a : 
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E( Il n G'(Y n

n) / (Yj-Y n ) -£-ds 
k E l n ( k o ) i l Cl i l Xl 

- \ \ 2 1 H ( s , u ) G ' ( y £ v ) <|>(u) Y * ( s , u ) <F n (s) du ds 
Il c, t II 

+ \ S 2 1 H(s,u) G " ( Y ^ V n ) t(u) Y*(s,u) *(s) ds du] 2) 
Il o, t II v 

qui tend vers zéro en étant majoré par K \\r\n\ nuand y est Lipschitzienne. 

On passe alors à l'étude de : 

C n = l G"(Y n ) / [ Y n - Y n ] 2 ? U ds 
f v . n' in s .n s 
K x k L k x k 

n n 2 

[ Y -Y n ] comporte six termes, par suite de la symétrie il suffit d'en 
i k 

étudier quatre. On s'aperçoit alors que le seul terme dont la contribu­

tion ne tend pas vers zéro est celui qui correspond aux termes : 

p -n 

i l / •(u)du--l-) ( l ! <Ku)du -2-) 

j GlJ(k) Cj(s) À j p e i ^ C k ) c£(s) X p 
dans la décomposition de [Y^-Y n

n] . Il est en relation avec la variation 
S i k 

quadratique de 3 . 

Plus précisément on montre que : 

3-4-3 2 

m l G"(Y n

n) J [Y*-Y nl ?" ds 
v i r s .n s 
K 2 k L k Jk 

2 

" \ /| 0,tl
 G n ( Y s ) d s /ilo,sll ^C w 1>s 2)*(s 1,v 2)Y*((s- l

>v
2)Cw 1,s 2))dv/ 1dv 2] ) 

tend vers zéro en étant majoré par K ||\n| nuand y est Lipschitzienne. 

Il ne reste plus qu'à vérifier que : 

E ( [vJ-V n l 2 ) < K l^l 

• « J . . L [ G ^ ) - G ( Y " n ) - G U Y
n

n ) ( y " - y - n ) - 1 G . . ( Y
n

n ) r ^ - Y
r l

n ]
2 ] d s ] 2 ) : K ft«| 

k

0 k k 1 k 1 k 1 k 1k 
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pour achever la démonstration du théorème puisque : 

\ l G"(Y*)ds / •(w 1,s 2)*(s 1,v 2)Y*((s l,v 2)(w 1,s 2))dw 1dv ?-
H II o , t II b II o, s II 

= \ j 1 H(s,u) G"(Y^ V u) *(s) Y * ( S , U ) •(u)ds du. 

Il o, t II 

3-5 Théorème 

Soit <(> une fonction définie sur Il0,lll, y et r des fonctions 

2 

définies sur Il0,lll . On suppose que ces fonctions sont à valeurs 

réelles et Lipschitziennes. 

Soient Y et Y n définis par : 

Y t = / 4» (s) dëT Y? = / <|>(s) ? n(s,r)ds 
t llo.tll s 1 llo,tl! 

G étant une fonction de C^( P) . Soient W et ÏÏn définis par : 

W = / G(Y ) dî! 

lo.tl 

Wj = / G (Y?) ? n(s, Y)ds 
1 llo.tll S 

- \ / G'(¥*)[/ < K S \ V 2 ) a n(s,v) d e " ] ds 
2 Ho,tll S L II o, s I! V 

~ \ ! G'CY^r/ <f>(v1,s2) â n(s,v) d&l ds 
1 llo,t« S L II o, s II T J 

+ 4 / G'(7") <f(s) [{ Y*-r*((s
1,u 2),(u 1,s 2)) du] ds 

4 Ho, t II S Ho, s II 

+ J i, . G"(Y?) lL „2 * ( u 1

) s
2 ) K s 1 , v 2 ) a ( u , s , v ) d ^ dejjlds 

Il o , t II II o , s II 

où : 
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a n(s,v) = / T 7 Y*((u l,s 2),(s 1,u 2)) r*((s\u 2),v) Y n ( u 1 , s 2 ) du 
[o,s']X[o,v ] 

â n(s,v) = / 1 2 Y*((u 1,s 2),(s\u 2)) r*((u\s 2),v) y n ( s \ u 2 ) du 
[o,v Ixf o,s ] 

a(u,s,v)= J i 2 Y*((s',w 2)(w 1,s 2))r*((w 1,s 2),u)r*((s 1,w 2),v)dAV 

[o,u ] x t o,v ] 

Alors il existe une constante K telle que : 

_ _ 2 
lim Sup EaV'-W?] ) < K |h n| 
n t e 110,1 II t 1 

Demonstration 

Soit W? = G ( Y ? ) ? n(s, Y) ds 
1 llo,tll s 

On peut écrire : 

W J = W ; - W
n + A n

 + B n

 + C n

 + R n 

t t • n 

o 
où : 

A n = I n G ( Y n

n ) Â* ^ 
k G I n ( k o ) il 

B n = I n G ' ( Y n

n ) Il ^ ± / p ( Y ^ Y n

n ) ds 

= I k F ^ n r k . G " ( Y n

n ) Â"£ 6 Y / [Y^-Y n ] 2 ds 
k G I ( k o } x k A k C k x k 

k e i (k Q) x k C k i k 

Nous allons d'abord faire la démonstration dans le cas où 

Y(s,u) = Y

1 ( s ) Y

2 ( u ) , r(s,u) = r 1(s) r 2 ( u ) , Y

1 , Y 2 , r 1, r 2 

étant des fonctions définies sur 116,111, à valeurs réelles et 

Lipschitziennes. 
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On a alors : 

= ^ ( y 1 ) 2 A ^ ( Y

2 ) + 1A^( Y

?) 2A^(y 1) 

où : 

^ J C Y P ) = I n Y P(n,j)A>, P = 1, 2; i = 2 Y P(n,j) = ( y P ( u ) d u 

1 3 

et l fexpression analogue pour A^6 r. 

1 - Etude de A n 

On vérifie en utilisant les propriétés de "ë énoncées e^ 3-1 que : 

Sup E ( [ A n - / G(YJdê!l ") < K | K R | 
t e Ho,111 llo,tll 5 5 

2 - Etude de B n 

Compte tenu du fait que : 

-n nr -n nr _ _n r A, 3 A . 6 

Yj-Y.n = . cO(u)du + T n n J 4>(u)du - J — 
5 "k L k l S j xj i (k) U I 2 ( k ) C?(s) A ^ 

on écrit B n = B1^ + B^ + B^, les termes B^ et B1^ étant symétriques. 

2-1 On montre que : 

E([B*-J / G' (Y*) Hs) ds / Y*-r*(s\u 2),(u\s 2)cUil < K ! ̂  | 
Il o , t II II o , s II 

En effet : 

B1^ est la soiïire de quatre terres du type : 

B ' ( p , q ) ' k e k k , c , f l V 1 i î ( y p 1 ) ' 4 ! < r < , , > 2 s " ( T p 2 ) 2 ^ ( r o 2 ) 

^ o J 3k 
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1 2 1 2 
où p = (p ,p ) , q = (q 9q ) p et q appartenant à l'ensemble : 

{(1,2) (2,1)}. 

On utilise alors la propriété suivante : 

E ( 1 A Î Î ( Y P 1 ) 2 A ^ ( Y P 2 ) 1 A j ( r ^ ) ^ ( r ^ / C F r » 
1 k 

• ( - J n r v , Y q l ( i - ) O ( I n * p 2 Ci?> ^ - ' ( i ^ a") 

2-2 

On va montrer queEffB^-.D11] 2 ) < K|h n| où 
D n = | / G' (Y") [/ *(s 1,v 2) A v ) a n(s,v)dv] ds 

2 lo.tl S II o, s H 
-ij G" (Y") [/ 0 <|»(u1 , s 2 H ( s 1 ,v 2)Au)Av) o(s,u,v)du dv] ds 

4 llo,tll S l-o, si2 

- j / G ' (Y^) <J) (s) ds / Y * . r * ( ( s
1 , u 2 j , ( u \ s 2 ) ) du 

4 llo,tll S - H o, s 11 

On remarque d'abord que B^ est la somme de quatre termes du 

type : 

B " t p , q ) " » - , - „ . , G ' a ^ 1 ' " ^ p ' ) 2 * k ^ p 2 ) L d s L, • 
k e i (k Q) i k j ^ l ^ i C k Cj(s) 

î A n ( r c ? 1 ) 2 A n ( r c l 2 ) 
x 2 J 

k j 
on vérifie immédiatement que E([B£(p,q) -b*(p,q)] 2) < K|h n| où 

b 5 ( P , q ) 4 I G'(Y n

n) ^ ( Y ? 2 ) 
z z k e i n ( k ) if R 

o^ k 

I n Hip ( I n Y p 1 - r Q - 1 ( i M ) 2Aj(r q- 2) 
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Soit alors : 

B n(p,q) = J n „ G'(Y*) ê n(s) ds 
l o , i k « 

o 

- n —n —n 
où 9 ( s ) = e-j'Cs) e 2 ( s ) avec : 

ë " ( s ) = / i Y p 2 ( v 1 , s 2 ) Y n ( v \ s ? ) dv 1 

1 [o,s'] 

1 1 2 
ë"?(s) = / <l»(s1,v2) {/ ? Y P T q (s 1,u 2)du 2 r°'(u 1,v 2)} 

2 Ho,s!! [o,v 2] 

v n ( u 1 , v 2 ) d u 1 d v 2 

-n 4 -n 
On peut écrire B (p,q) = \ B où : 

£ = 1 % 

B? = T G ' (Y ) ë n(i?) X? 
1 k e i n ( k o ) i f L k k 

* 2 = k e k k 1 1 ( ' n ( S ) ^ 
^ o-1 1 k r n 

L k 

B n = L G" ( Y " ) f ( Y " - Y n

n ) ê"n(s) ds 
5 k € I n ( k ) i? J _n s i? 

v oJ k C^ k 

4 k G I n ( k o ) J c n 

On vérifie d Tabord que : 

E ( [b5(p ,q) - \ B?] 2) < K |i,n| 

On passe alors à 1 Tétude du terme 

Compte tenu des expressions de ë~^(s) et e"?(s) pour s éléments de c£ 

et des propriétés d 1 orthogonalité, on vérifie eue : 

E ( [ B ^ J G ' ( Y » ) *(s)ds J y P W . u 2 ) Y p 1 T a 2 ( u 1 , s 2 ) d u ] 2 ) 
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En tenant compte de l'expression de (Y §-Y n ) (cf. le paragraphe 2 de 

ik 

la démonstration), on écrit sous la forme d'une somme de trois 

termes : 

B * ̂  (p,q,*), B ^ 2 ( p , q , £ ) , B^ 3(p,q,*) 

On a : 

ô ' k e I n[k o) k C k C k(s) A k 

G" et <J> sont bornées 

et 

E([ë n(s)] 2 r ) < K \ r 

[ (hj) ] 

on en déduit que : 

2 
ECtEjjl ) < K | K n | 

Passons à 2 Qui s'écrit : 

B 3 2(p,q,£) = I G"(Y n ) / ë n(s)ds T (J *(u)du 
1 , 1 k G I n ( k o ) ij c£ . j ^ l " ( k r C^(s) 

X _ L 1 A N

( R

£ L ) 2 A r ' ( r £ 2 ) ) 
x n j v J 

j 

d'une part : 

Ed I p Ip Hu)du - L 1 i " ( r x l )
 2 A * ( r * 2 ) ] ^ < K r ( h J ) V 

j ei^-(k) c j(s) xj J - k 

D'autre part, ôn peut écrire e^Cs) sous la forme : 

ê*(s) = Ï ^ C s ) + ë n

) 2 ( s ) 

où ë^j(s) est FC1, (i k)
2)-mesurable et E([ëï} ^ s ) ] 2 1 ) ^ K 
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et 2(s) est tel que E ([ 2 (s) ]
 2 X ) < K[ (h£) 2] r 

on en déduit que : E([B^ 21
 2 ) < K | | 

Pour qui s'écrit : 

B S f 3

( p ' q ' 4 ) =

 v J T n f k , G " ( Y * n ) L ? n(s)ds I {/ *(u) du 
k e ± [ J V 3 k c k j eij(k) c*?(s) 

x _L V(r* 1) 2 A n ( r ^ ) } 
x n j J 
j 

On montre en utilisant les mêmes arguments que précédemment nue : 

E([B" (p,q,Jl)4 / G"(Y?) [/ a(u,s 2)* n(u)dul 
3 ' 3 2 ii 0,ti

 s Ho,s» 

[/ â(v,s 1) V n(v)dv) ds] 2 ) < K | U n | 
Ho, si! ' ' 

où : a(u,s 2) = *(u 1 ,s 2)r^ 1 (u) / 1 yV?' • r 1 2 ( w

1 , s 2 ) dw 1 

ô(v,s 1) = < t,(s
1,v 2)r q 2(v) / 9 Y P

1 . r q 1 ( s 1 , w

2 ) d w 2 

[ o,v"] 

Pour le terme B n on vérifie que : 

E« l n / n

 R k ( 5 ) ë n(s)ds] 2) < K |K n| 
k e i n ( k Q ) CJJ 

2 
car : | r £ ( S ) | < K([Y*-Y n

n] ) 
i k 

et pour achever l'étude de B 2(p,q) on montre que : 

E([/ „ G'(Y?) ? n(s)ds] 2) < K |k n| 
llo,tll-llo, ijj H S 

o 

Ceci résulte des propriétés de e n(s) mtilisées précédemment. 

En regroupant les termes on trouve l'expression annoncée. 
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Le terme B^ s'obtient à partir de par symétrie, ce qui achève 

1 ?étude du terme B n . 

5 - Etude de C n 

On va montrer que : 

E a C n"^lo,tl| d S G" ( Y" H /|lo,sll 2 * ^ s 2 ) ^ V 2 ) A u ) . V ) a(u,s,v)dudv]]
2) 

2 
[ Y n - Y n ] fait apparaître six termes, par suite de la symé-s in 

trie il suffit <" d'en étudier quatre ; on montre que le seul 

terme qui ne tend pas vers zéro est : (cf. 3 - 4 - 3 ) 

- - - 1 JneT 

= k J l " ( V " " ^ ^ If 'i Jl»C10 C»Cs,*("> d« -^5-1 

j 

[ . j T n m L, / ( U ^ U -flH d s 

Compte tenu de l'expression de y et r, C n est la somme de huit 

termes du type : 

Cn(p,q,£) = I n G"(Y n

n) V c / ) 2 A ^ ( Y P
2 ) 

kei n(k Q) iJJ k k 

^ n ' . i T n m /„ f s 1 .(u)du1 AJ ( V ) 2 A * ( r M ^ ] 

I X n / n *(u)du V ( / ) 2 A * (r*2) - L ] ds 
j e i ^ ( k ) c ? ( s ) J J x n 

où p,q,£ e ( ( 1 , 2 ) , ( 2 , 1 ) } . 
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en écrivant "^A^CyP ) i A n ( r " ) sous la forme : 

i n r p \ i An r_*. ^ r i . n r p \ i A n r r ) 1 . . i n r A j (y ) A^(r ) + ( A k ^ J r ) - A^ (y* )) A.. U J 

et en utilisant 1 1 orthogonalité et les propriétés de martingale, 

on montre que : E([C n(p,q,£) - C1^(p,q, £) ] 2 ) tend vers zéro où 

4 k£l n(k o) iJJ k jeif(k) J J rein(j) r r 

et donc Compte tenu de l'étude de on a : 

E([C n(p,q,£)-l / G"(Y?)dsJ a (u, s 2 ) f n (u) du / â ( s \ v ) ¥ R(v) dv] 2 ) 
4 llo,tll 5 llo,sll Po.sl 

î K. | ^ n | 

En regroupant les termes on obtient le résultat annoncé pour C n , 

4 - Majoration de R n 

Il suffit pour l'établir de calculer : 

Compte tenu de l'expression de y n - Y n on montre facilement oue 

ce terme est majoré par K |^ |. 
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5 - Majoration de W ^ ' ^ n 

o 0 x k k ^ 
o o 

+ I Â1? B Y — / G (Y n) ds 
j ElJ(ko) Ui; (k o) J A? C»(s) 

Pour le premier terme, G étant bornée, on a : 

E([Â£ 6 Y 4 " /n G(Y")ds] 2) < K E([â£ 6 Y ] 2 ) < K x£ 
R o A £ c £ (s) S o 

O 0 

Pour le deuxième terme, il suffit d'écrire : 

G (Y*) = G ( Y n

n ) + [G(Y^)-G(Y n

n)] 
i k Xk 

et d !utiliser les propriétés de G et A £ B y pour obtenir le résultat. 

On a donc montré que : 

E([J G(YJdëI - [W?-B n-C n-R n] ] ") < K | ̂ n | 
llo,tll s s t 

Pour approximer / G(Yïdg* on peut donc prendre 
llo,tll S 5 r 

6 - Extension au cas général 

Supposons que y(s,u) soit de la forme : 

Y(s,u) = y 1(s) Y 2 ( U ) + y\s) 7 2 ( u ) . 

Les résultats du Théorème restent valables pour y quand y 1, y 2, 

-1 -2 

Y et y satisfont aux hypothèses, c'est évident tous les termes 

sont linéaires relativement à y. 
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Si on suppose de même que : 

r(s,u) = r 1(s) r 2(u) + r"1 (s) r 2(u) 

en reprenant la démonstration on vérifie que les résultats sont 

encore valables. 

D fautre part, si r et y sont deux fonctions définies sur 

H0,1H , à valeurs réelles, 1 ipschit z iennes, en peut trouver une 

suite ( r n ) n G ] N et une suite ( y n ) n G ] N

 d e combinaisons linéaires de 

fonctions qui sont des produits tensoriels, telles que ( r I 1) neiN
e t : ^ ^ n ^ I N 

vérifient 

||r

n-rlU + l l Y

n - Y l i c o < K|h n| 

E ( [ W t ( Y

n

5 r
n ) - W 1 J ( Y n , r n ) ] 2 ) < K|h n| 

On vérifie alors que : 

7 

E([J [ G (Y (r ) ) - G (Y (r n) ] d 1 ~) < K|h n| 
lo.tl S s s -

E([ / G (Y s ( r n ) ) d 3 r Y n ] 2 < K | h
n | 

E ( [ W j(r, Y) - W £ ( r n , Y

n ) ] ") < K|h n| 

ce qui achève la démonstration du Théorème. 

3-6 Remarque : 

S'il est facile d'écrire la limite de V? = / G(Y n) df3n 

t 1lo,t!l s s 

(corollaire 2-5), il est plus difficile d'écrire celles de 

/ G f Y*}) d ? n et de f G(Y«) d e " à partir des résultats des 
Ho,tll s s 1lo,tll S S 

Théorèmes 3-4 et 3-5 respectivement, car cela nécessite l'introduction 

des intégrales mixtes et l'étude de leur approximation ; nous avons 
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voulu rester ici dans le cadre des intégrales stochastiques de pre­

mier et second types. 

Remarquons également que la méthode utilisée permet 

d'étudier le cas des intégrales : 

f G(Y ,Y ,s) dB et f G(Y Y s) dïï 
llo,tll 5 5 5 llo,tll 5 5 5 
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4. ADDITIF 

Ce paragraphe comprend quelques rappels des propriétés du 

mouvement Brownien indexé par IR_^ tel qu'il est défini par Wong et 

Zakaï ([5]) et quelques inégalités et majorations simples utilisées 

dans les démonstrations. 

4-1 Propriétés (fondamentales) 

dg suit une loi \(0,A(A)) (A est la mesure de Lebesgue 
j
 J A 8 

sur IR ) 

Si A flB = 0 d£ et dg sont orthogonales. 
JA J B S 

4-2 Lemme 

La suite ^ n ^ n GIN converge uniformément par trajectoire 

sur II 0 , 1 II vers g . 

Demonstrate on 

2 d _ 2 

Soit t G CÎ1 on a g^ = B + J Y n ( s ) ds 
k t . n L 

\ q r l c n(t) 
q 

soit I C {1,2,...d} I ^0 et I ^ { 1 , 2 , . ..d} 

On pose Cj(t) = {u G II o , t II : u P < ( i ^ ) P r Gl ; ( i £ ) r < u P < t r r G I e } 

r f . n . r 
f n S " ( l k } 

alors Y (s)ds = tt g _ -g 
j r-—c ,, n v r ^n . n 

Cj(t)
 r G r L < h k ) J ."k Xk_ 

ou est tel que : ~ p 1 ] ^ pour r G I 

L 1 k k P o u r r E I 
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les trajectoires de $ sont uniformément continues sur I I0 .1 IL en 

conséquence : 

e >0 : l i t -s II < n le - B I < e te e ' t s 1 -

soit tel que : 

V" n > N I hU I < n 

on a alors : 

V n > N I f C - e J < (2 d-l)e 
e 1 t t 1 -

d'où la convergence uniforme par trajectoire sur Il o , 11! -

Notons qu'on n f a pas cette propriété pour g n et 6, on 

a seulement dans ce cas la convergence en moyenne quadratique ; rappe­

lons à ce sujet que 6 est défini ([5]) comme limite en moyenne qua­

dratique et non pas par trajectoires. 

4-3 Majoration de E([ i|/ ( ) y n ( u ) d u ] 2 r ) 

cj(t) 

4 1 3 1 1 

Si i|;(u,u)) = ij> ( u ) on écrit : 

i|/(u) ^ n ( u ) d u = l j ij,(u) ^ n ( u ) d u 

c?(t) k c?nc?(t) 
I k l 

= l + j *(u)du A^e 

k xk c£ ncj(t) , 

et on utilise les propriétés 4-1 pour obtenir une majoration par 

^ ( u ) d u . 

cj(t) 
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Sinon, comme dans la démonstration de la proposition 2-3 

on écrit le développement de Taylor de \\) jusqu'à l'ordre nécessaire 

et on utilise les propriétés 4-1 pour chaque terme, on obtient alors 

un terme majorant comportant les termes : E [ D T ( u ) ] 2 d u r =l...d 

c j ( t ) 

4-4 Propriété 

E([Â°6] 2 ) l l f [ y*(v,w)] 2 dvdw 
" j e i j ( k ) pelade) J 

C x C . 
p : 

ceci résulte directement de la définition de et des propriétés 

4-1 de 3. 

4-5 Lemme 

Soient <J: et y satisfaisant aux hypothèses 3.1.6. Alors : 

lim Sup E([ l <f>(i£)Â"B - * ( s Vu ) y ( s , u ) d g dg ] 2 ) = 0 

^ * k G I k o n i , t i i 2 3 u 

4_. 5^2 

lim Sup E([ <j)(s)?n(s)ds - £ 4 ( i" )Â"b] 2 ) = 0. 

n _ > 0 0 t llo,tll k e i k 

o 

Démonstration : 

Soient J - {(j,p) : u ^ C ? et v €=C n u et v ne sont pas 
3 P 

comparables} 

I = {(j,p) : ( i 1 1 ) 1 = ( i ? ) 1 ou ( i n ) 2 = ( i n ) 2 } 
P 3 P D 

7 n ( s , u ) = y ( ^ ( i f V i 1 1 ) — — y(v,w)dvdw 1 1 (u) 

3 9 p
 G J b \ \ . in „n C . C 

p i C x C . D P 
P D 
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on a alors : 

J T n * ( i k } = f F n ( s , u ) d 6 s dg u 

et compte tenu des hypothèses sur <|> et du fait que 

X( U C n x C n ) < K | h n | on obtient H.5.1. 

j,p€=l P 3 " 

Pour obtenir 4.5.2, on écrit le développement de Taylor de (j) . 

On remarque que si <|> est continue <j)(s)dB ^ est limite 

llo,tll 

_ n _ 
dans L 2 de J (J>(i£)A£BY, en notant que A^ 3 Y = A^g , on obtient 

k 

1 !égalit é : 

4 ( s ) d V = (j) ( s v u ) y ( s , u ) d 3 d (3 . 
J s J o s u 

llo,tll llo,tll2 

4-6 Corollaire 

lim Sup E([ "3̂ -6"̂ ] 2 ) = 0. 
n-*» t 

4-7 L emme 

Si y est bornée 

!+iZ^i . E([Â£b] 2 R ) < K [ A * ] R 

4.7.2 E ( [ Y n - Y n ] 2 r ) < K |h?|r 

s .n - ' k ' 

D émons tration 

Pour démontrer 4-7-1, il suffit de développer [ A^3] 2 r et 
K 

d !utiliser les propriétés de A^g. Pour démontrer 4-7-2, on écrit 

Y n - Y sous la forme : 
s . n 

l k r r 

<fr(u) Y n(u)du + l 4>(u) ¥ n(u)du 

cj(s) 3 e i ï ^ ) U l 2 ( k ) i n ( s ) 

On obtient le résultat en développant <J> à l'ordre voulu et en utilisant 

4.7.1. 



- 4 9 -

BIBLIOGRAPHIE 

[1] ALLAIN Marie-France Sur quelques types d'approximations des 

sotutions d'équations différentielles 

stochastiques. 

Thèse de 3ème cycle, Rennes 1974. 

[2] E. WONG et M. ZAKAI On the convergence of ordinary integrals 

to stochastic integrals. 

Ann. of Math. Stat. n° 36, 1965. 

[3] E. WONG et M. ZAKAI On the relation between ordinary and 

stochastic differential equations. 

Int. Journal of Engineering Sciences, 

vol. 3, 1965. 

[4] E. WONG et M. ZAKAI Riemann Stieltjes approximations of 

stochastic integrals. 

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie Verw. 

Gebiete Band 12, Heft 2 87-97, 1969. 

[5] E. WONG et N. ZAKAI Martingales and Stochastic Integrals 

for Processes with a multi-dimensional 

Parameter. 

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie Verw. 

Gebiete Band 29 Heft 2, 109-122, 1974. 

[6] E. WONG et M. ZAKAI Differentiation formulas for stochastic 

integrals in the plane. 

Memorandum n° ERL-M54C. Electronic 

research Laboratory. College of Engineering, 

University of California, Berkeley. 

http://into.QK.al*

