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ETUDE D'UN PROBLEME D'OPTIMISATION OU LA CONTRAINTE
PORTE SUR LA PREMIERE VALEUR PROPRE

par Claude JOURON

INTRODUCTION.

Soit o Ta forme d'une structure plane, u son &paisseur, j(u) sa
fréquence fondamentale de vibrations et

(0.1) Iu) = J u(x) dx
Q

son poids. Nous allons considérer ici le probléme d'optimisation suivant :

Inf J(u)
ueC
(%) Au) =
ol
(0.2) Ap = A1)
et
(0.3) C=uel™qa) ;0<agu(Xx) ¢B<+o p.p. Xeq}

avec 0 <qg<1l<pB<+o.

Ce type de probléme intervient souvent en théorie des structures
(cf. [1] et sa bibliographie). Nous n'étudierons ici que le cas ol la
fréquence fondamentale est la plus petite valeur propre d'un probléme
spectral de la forme

(0.4) div(a(u)vw) + A b(u) w=0
(0.5) a(u) -g—m 0, - 0

0.6 =0

( ) w,rl

ol FllJ r, estlebord T de Q et n la normale extérieure.

Ce sont les exemples de [1] et [5] qui nous ont amenés a considérer

ce type de probléme spectral. Indiquons ces exemples :
3 :
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Exemple 1. a(u) = u b(u) =1

Exemple 2.
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Exemple 3. a(u) lz
u

L'équation elliptique (0.4) est une équation du second ordre et par
conséquent le principe du maximum va jouer un réle fondamental.

Nous avons étudié ce probléme (&) : théoréme d'exi.stence, condition
nécessaire et suffisante d'optimalité ainsi que 1'approximation de ce probléme
par une méthode d'é@léments finis. Nous indiquons ici les résultats obtenus
et renvoyons & [6] pour les démonstrations.

1. ETUDE DU PROBLEME SPECTRAL.

Soit © un ouvert borné connexe de R" de frontiére T lipschitzienne.
On désigne par (.,.) [resp. ((.,.))] 1le produit scalaire de LZ(Q)

[resp. Hcl)(sz)] par .1, [resp. ||.]] 1a norme de LZ(Q) - [resp. Hcl)(n)] '
et par <.,.> le crochet de dualité entre Ho () et H'I(Q) . '

Soit W 1'ouvert de L™(q) défini par
V= uelt™q) ; Ja(u) >0 tel que u(x) »afu) >0 p.p.}

Soient & et b deux fonctions :
& : ]0,40[ — ]0,+o[ de classe €% concave

b : 0,4+ —— ]0,+o] de classe ‘62 convexe.

Pour tout ue U on peut définir a(u)e W par

De 1a méme fagon on peut définir b(u) . I1 est facile de voir que a et b
possédent les propriétés suivantes ; a et b sont de classe ‘el sur ‘U .

a et (-b) sont concaves sur U par rapport au cdne des fonctions positives
p.p.
1

Soit ue U appelons A, 1'isomorphisme de H,

par

(@) sur H'l(g) defini



<A Ws > = Lz a(u)(x) w(x).ve(x) dx (Ws0) € (Hé(g))2

et Bu 1'opérateur de LZ(Q) défini par

Buw = b(u) w .

On sait que le probléme spectral :

(1.1) AW =2 B,W

admet un ensemble dénombrable de valeurs propres

0<)\1\< Ay € vee S A € e

n s A —>» +oo Q-d‘.n

n > 4

Et grdce au principe du maximum on montre le résultat Suivant .

Proposition 1. Pour tout ue WU, ! . 1 3
2 B o3 () w(u)) & R x Ho(@)  vérifiant (1.1
et tel gue &)

(1.2) w(usx) >0 p.p. dans @

(1.3) JQ wz(u;x) dx =1 .

est la plus petite valeur pPropre de (1.1) et

De plus A(u)
’ elle vérifie

<A W>w> <A, w(u) ,w(u)>

(1.4) Au) = Inf B Wy = .
9 B 9
we Hcl,(ﬂ) SR
W#0

Remarque. On a considéré un probléme type Dirichlet ; on peut trés bien
considérer un probléme ol les conditions aux limites sont du type (0.5)-(0.6).

Cette caractérisation de la L&re valeur propre est essentielle car elle

nous permet comme dans [7] par 1'utilisation du théoréme des fonctions
implicites de montrer

Proposition 2. La fonction ueq — A(u) € R est différentiable et
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[ @' (W)v) (%) [magusx) [ - AGu) (b* (u).v) (x) Wo(usx)} d
A (u).v =

[ob(u)(x) wh(u3x) dx
pour tout ve £ (q) .

Pour 1'instant la concavité de a et (-b) n'est pas intervenue. Cette
propriété des fonctions a et (-b) nous permet de montrer le

Théoréme 1.  Pour tout (u,v)eUxU ona

]Q b(u)(x) wz(u;x) dx
fg b(v)(x) wz(u;x) dx

AMv) < Au) + A (u). (v-u)

On déduit de cette inégalité les deux résultats suivants :

Corollaire 1. Lla fonction u —» A(u) est pseudoconcave sur U (c'est-a-
dire A est G-différentiable et A'(u).(v-u) « O

= A(V) < Au)) .

Corollaire 2. La fonction u — A(u) est s.c.s. sur le convexe C pour la
topologie faible » de L*(g) od C est défini par (0.3).

Les résultats précédents s'appliquent aux trois exemples considérés.
Dans le cas de 1'Exemple 1, A est concave.

2. ETUDE DE (&) .

Considérons la fonction uy, définie par

[ =
—
>
~—
"nt
Q

On suppose que
(2.1) Au) < Al

2.2 v tel A .
(2.2) 3uYeC el que (uY)>A1



Introduisons le probléme (Q) suivant

(R) | Inf J(u)

ueC
Mu)y

Théoréme 2. Sous les hypothéses (2.1) et (2.2) on a

i) les problémes (&) et (@) sont équivalents ;

i) UeC est solution de (@) si et seulement si

A(u) =2y et
(2.3) Jf <o tel que

J(v) - J(U) + n A'(@).(v-u) >0 VYvecC ;

iii) le probléme (9 ) admet au moins une solution.

La pseudoconcavité de ) permet de montrer i) et de démontrer que la
condition nécessaire d'optimalité est également une condition suffisante.

La condition nécessaire d'optimalité est obtenue grdce aux résultats de [4]

La faible® s,c.s. de A montre que
{ue C; A(u) » i} est faible » compact
et donc que le probléme (&) et par suite (§) admet au moins une solution.

Dans le cas des exemples, (2.1) est vérifiée et (2.2) également en considérant

uY(x)ay avec 1 <y<gB.

Dans le cas de 1'Exemple 3 1a condition (2.3) s'écrit'_-] e >0 tel que

ge p.p. xe{xeq; ux) < g}

2 (T;x)

- us p.p. xe {xe Q; u(x) > al}
u”(x

3

x
A\
4]

et grdce & ces relations on peut montrer 1'unicité de la solution.



3. APPROXIMATION.

On supposera que Q est un ouvert de Rz a frontiére polygonale.
Soit ‘th' = (Tk) une suite réguliére de triangulation de @ telle que tout
angle 6 de tout triangle de Ty vérifie

(3.1) 6 < /2 .

3.1. Approximation des espaces.

On pose

=
]

h= W et ; wh|Tk est affine w |, = 0}

u

h= luel(a) ;'uh|Tk est constant} .

On sait que pour tout w eHg(Q) il existe "y wewh tel que
rp W — w dans Hg(n) fort quand h — 0 .

Pour tout ue C on peut définir q, ue Uhﬂ c pér

o1
qp, U T, T are T, JT u(x) dx
k

et 1'on a
qy U — u dans Ll(Q) fort
q, U — u pour la topologie faiblex de L°°(Q) .

3.2, Approximation du probléme spectral.

On va approximer (1.1) par : trouver (wh,)\h)e, wh x R tel que

V¢he W o JQa(”h)(x) Ty (x)-Te(x) dx = XhJQb(Uh)»(X)‘ W(x) &, (x) dx .

Ce systéme s'écrit sous la forme matricielle suivante

(3.2) A W, =2, B W
h,uh h { h h,uhl h



ol A et B sont des matrices carrées définies par
h,uh h,uh S :
Ah’uh = (aij(”h)) Bh’uh = (b'i,j(uh))
avec
oyl = [ alg) ka To; n(x) Vo5 p(x) dx
byglug) = 1 BEY ]Tk¢i,h(x) 05 p(x) dx

@i) étant la base de wh

et Ek est la valeur de u sur Tk .

Grace a 1'hypothése (3.1) et les travaux [2] et [3] on montre que la

matrice A;lu B a tous ses éléments strictement positifs. Par conséquent
]

h,u
h >“h
on peut appliquer le Théoréme de Perron-Frobenius et on obtient

Proposition 3. Pour tout uhe:'un Uh 1! Qh(uh),wh(uh))st Nh vérifiant
(3.2) et tel que

(3.3) Wh(uh;x) > 0
(3.4) : J;Zwﬁ(uh;x) dx = 1.

De plus xh(uh) est la plus petite valeur propre de (3.2) elle est simple
et vérifie . '

[o alup) (%) 7w (x)]? dx

A (u) = Inf
Wy Wy [, blup)(x) Wa(x) dx
wh'# o)

{1'infimum étant atteint au point wh(uh) .

Cette caractérisation de la plus petite valeur propre permet comme dans le
cas continu de montrer '



Proposition 4. La fonction u, — Ah(uh) est différentiable et

pseudoconcave sur U NUg .

Dans le cas de 1'Exemple 1, A, est concave sur WO Uy .

3.3. Approximation de (%) .

On pose A, 4 = 7\h(1) et le probléme qui va approximer (&) sera

Inf J(up)
(g,h) uheCr(‘\Uh h

Ap(Up) = A1
On introduit également

(Q,) Inf ()
uheCnUh

Aplup) > Ap g
On va supposer que

(3.5) Ap(ug) < Ap 4

(3.6) i Uoh© Co g VU,  tel que kh(uy’h) > zl,h .

Théoréme 3. Sous les hypothéses (3.5) et (3.6) on a

i) Tles problémes (S’h) et (Qh) sont équivalents

i1) T, & CN U, est solution de (F)) si et seulement si

17, <0 tel que
(3.7) YvecnNu v, - J(uy) +ﬁh>«;](uh).(vh-“ah) 5 0

iii) le probléme (g’h) admet au moins une solution.

3.4. Convergence.

Théoréme 4. Dans le cas de 1'Exemple 1 si u, est une solution de (@h) on a




le résyltat suivant :

i) Tim 3(uy) = Inf(&)
h-o

ii) on peut extraire de ih une sous suite convergeant vers une
solution U du probléme (6’) pour 1a topologie faible » de
L™(g) -

Donnons une idée de la démonstration. D'aprés le Théoréme 3, ] n, <0
vérifiant (3.7). Inégalité qui implique puisque A, est concave

(3.8) Yvec J(qh v) - J(—Gh) + ﬁh“‘h(qh v) - )\h,l).> 0

Eh’ est borné dans L™(Q) , on montre que ?ﬂ] est borné dans R et par suite
i1 existe une sous-suite (Uh., ﬁh.) telle que

np > nTeR,

Upr —~ u*e C (pour la topologie faible w).

Compte tenu du Lemme 1, &noncé plus bas on peut passer & la limite dans (3.8)
et on obtient :

(3.9) Vvec 9(v) -3 +n*(a(v) - 1)) 20 .

De plus on a

(3.10) AU®) 3

(3.9) et (3.10) montrent que u* est solution de () et donc de ¥ .

Lemme 1. On a

1. Ah,l > Al et Ah,l - N quand h — 0

2. si uyech U, converge vers u pour la topologie faible » alors

Tim sup Ah(uh)‘é A(u)
h>o0

3. YvecC, Tim Ap(gp V) = A(v) .
h»o
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Remarque. Dans le cas de 1'Exemple 2 le Lemme 1 est vérifié par contre on n'a
peut &tre pas (3.8) car on ne sait pas si v, —> J(vh) +-r1%h(vh) est
pseudo-convexe pour tout n <0 . ’

3.5. Essais numériques.

On a effectué des essais numériques dans le cas od Q= J0,1[ et
pour les exemples 2 et 3 car 1'on connait explicitement U . On a découpé
1'intervalie |p,1} en 20 intervalles et on a obtenu au bout de quatre
itérations de la méthode du Lagrangien augmenté une erreur relative

Max el - T((k - 3 30|

1<k<20 < 0,002
Sup |u(x) |
xe[0,1]
ol g£4) est la valeur de ué4) sur  [(k-1) %U’ k %U[:

Conclusion.

Bien que nous n'ayons pu démontrer la convergence du prob]éme approché
vers le probléme continu pour tous les exemples, les essais numériques nous ont
montré que la méthode décrite ici donne une bonne approximation de la solution
optimale du probléme (&) .

Dans un travail ultérieur nous examinerons le cas ol 1'équation spectrale
est une équation elliptique du 4éme ordre.
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