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METHODE DES ELEMENTS FINIS AVEC INTEGRATION 

NUMERIQUE POUR LES PROBLEMES DE COQUES 

M. BERNADOU 

(I.R.I.A. - LABORIA) 

Résumé : On donne une description générale de la prise en compte de 

l'utilisation de schémas d'intégration numérique pour la résolution du 

problème de l'équilibre d'une coque par une méthode conforme d'éléments 

finis. La modélisation du problème continu est celle de W.T. Koiter, 

Ensuite, on donne des conditions suffisantes qui assurent le même prdre 

de convergence que dans le cas d'intégrations exactes• Ces conditions font 

intervenir le degré de l'approximation des composantes du déplacement et 

le degré de précision des schémas d'intégration numérique. 

1. - LE PROBLEME CONTINU : 
2 

Soit Q un sous-ensemble ouvert borné du plan 8 , de frontière T. Alors 

la surface moyenne S de la coque est l'image de l'ensemble Çl par une 

application (}):Qco o , où o est l'espace euclidien habituel. 
Par la suite, nous supposerons que ([Te (SI) et que tous les points de 

-> —• . 
S = <|>(£2) sont réguliers, en ce sens que les deux vecteurs a = <J> , 

oc , ot 
06=1,2, sont linéairement indépendants, pour tous les points £ = £ 3-

-> 

A la base covariante (a ) du plan tangent, nous associons la base contra-

variante (a ) qui est définie par les relations a •a.^ = 6^ (pas de sommai 

tion si oi-B) , où S?" est le symbole de Kronecker. Nous introduisons égale-
ment le vecteur a 0 - — . 

l al x a2' 

Les inconnues sont les trois fonctions : 

u i : Ç£ÏÏ-> u i(Ç) eH , i=l,2,3, 
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qui représentent les composantes covariantes du déplacement u = u(£) du 

point i.e., u = £ u.a 1. Suivant le modélisation de W.T. KOITER 
i=l X 

[14][15], la solution u minimise l'énergie de la coque 

( 0 J(v) - l a(v,v)-f(v) 

1 1 2 

sur l'espace V « H o(Q) x H^(fl) X H Q ( Î Î ) , qui correspond au cas d'une coque 

encastrée. Naturellement, il est possible de considérer dfautres condi­

tions aux limites. Suivant CIARLET [5], la forme bilinéaire associée à 

l'énergie potentielle élastique de la coque a la forme 

(2) a(î,v) = [ *U A V dÇ , 

où la matrice colonne V (il en va de même pour U) est donnée par 

fcV = [V| v y v I # v 2 V y v 3 v v l v V 2 v ^ ] , 
et où la matrice A, carrée, symétrique, 12><12, est fonction de la géométrie 

de la surface moyenne S , seulement. Finalement, l'énergie potentielle des 

forces extérieures est de la forme (CIARLET [5]) 

(3) f(v) « | FV dÇ, 

où la matrice ligne F est fonction des composantes sur la base (a^) de la 

résultante des forces extérieures (on suppose pour simplifier qu'il n'y a 

pas de couple résultant) d'une part, et de la géométrie de la coque, d'au­

tre part. 

De manière équivalente, le déplacement u est solution de l'équation variai 

tionnelle 

(4) V v e V , a(u,v) = f(v). 

Dans BERNADOU-CIARLET [3] nous avons démontré le résultat suivant : 
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Théorème 1 : La forme biljnéaire (2) est V-elliptique et le problème <4) 

admet une solution et une seule.p 

2. - METHODES CONFORMES D'ELEMENTS FINIS AVEC INTEGRATION EXACTg : 

2.1. L'espace discret V, 

— : h 

Désormais, nous supposons que l'ensemble SI est un polygone ce qui permet 

de le recouvrir exactement par une famille affine régulière de triangu­

lations^, au sens suivant : 

h 

(5) (i) îî = ( | K ; 

(ii) Il existe un ensemble de référence Ktel que VK e il 

existe une application affine inversible 

(6) F R : x€ K - F K(x) * B Kx+b R € K 

telle que K = F R(K) ; 

(iii) Il existe une constante 0 telle que 

(7) vh, V K 6 t:h, ( V p

K

} ~ °' 

où h_ = diam (K) et p = sup {diam (S), S est un disque contenu dans K) ; 
K K 

(8) (iv) Là quantité h =• max hv tend vers 0. 

A chaque ensemble K, on associe deux éléments finis 

(9) ( K , P K 1 , r K 1 ) et (K,P K 2,E K 2) 

où P (resp. P^o) est un espace de fonctions convenables p : K }R, et 
Kl KZ 

Zv% (resp Zv0) est un ensemble fini de degrés de liberté de 1Télément. 
Kl KZ 

Ainsi, à chaque famille affine régulière de triangulations XZ nous asso-
1 

ciohs deux espaces d'éléments finis et ^ 2 * Nous supposons V^cH^(J?) 

et V h 2 c H o ^ ' A^ n s^> l a solution approchée u h

 3 ^ uhj > uh2*^h3^ c s t c h e r , T 

chée dans l'espace V h ~ Vhl X Vhl * Vh2 6 1 n O U S a v o n s 

(10) \ c V , 
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d'où l f appellation de méthodes conformes. 

2.2 Le problème discret : 

La solution approchée € est telle que 

( U ) V v h ^ h , a(u h,? h) = f(v h). 

L'inclusion (10) entraîne l'existence et l'unicité d'une solution u^ 

pour le problème (11). 

Remarque : Dans [5], CIARLET prend en compte l'approximation explicite 

de la géométrie de la surface moyenne. Dans notre étude, cette approxi-r 

mation sera implicitement contenue dans l'utilisation de schémas d'in­

tégration numérique.* 

2.3. Estimation explicite de l'erreur : 

Dans toute la suite, pour tout entier m, nous désignons par ^(K) 

(resp. 0 (K)) l'espace de tous les polynômes de degré ^m par rapport 
1 2 

aux deux variables £ , Ç (resp. par rapport à chacune des variables 
1 2 1 2 

ç \ C ) , ( e \ r > €K. 

'Suivant CIARLET [6] [7] nous dirons qu'une famille d'éléments finis 

(K,P^,I^), K€ est affine s'il existe un élément fini de référence 

(K,P,E) tel que, VK€ Ç ^ , l'application affine inversible définie 

en (6) établisse une correspondance bijeçtive entre les quantités K et 

K, P et P R, î et Z R. Dans les travaux de ÇIARLET-RAVIART [8] [9], cette 

notion est déterminante pour l'obtention des propriétés d'interpolation. 

Mais beaucoup d'éléments finis de classe ̂  ne forment pas de familles 

affines : cependant, pour certains d'entre eux, il est établi dans 

CIARLET [9] que leurs propriétés d'interpolation sont analogues à celles 

des familles affines. De telles familles sont dites presque-affjnes 

(CIARLET [7, §6.1]). Dès lors, par analogie avec CIARLET [5, Théorème 4.3] 

il vient : 

Théorème 2 : Soit deux familles régulières, affines ou presque affines, 

d'éléments finis ( K > p

K j > ^ ) > ^
K , PK2 ,^K2^ t e l l e s q u e lfespace discret 

associé vérifie 1'inclusion (10). On suppose en outre que 
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P m ( K ) C P K 1 9 ml € l*' 1 ^ l * 

P m 2

( K ) C P K 2 > m2e^9 2 ~ m 2 ' 

H ^ ^ K ) Q £ S a ( K ) , a=l,2, 

où désigne l'ordre le plus élevé de dérivation partielle apparaissant 

dans la définition de l'ensemble , a-1,2. 

Alors, si la solution u = (uj,u9,u~) du problème (4) appartient à 1'es-
""' m i +1 mj + i m 9+i

 z 1 p 

pace H 1 (£2) x H (îî) X H z (Œ) , il existe une constante C indépendante 

de h telle que 

(12) ||u-ujb * ch m i n ( ml» B ,2- ,> , 
h V 

ou u^ est la solution approchée définie par ( 11). • 

3. - L1EFFET DE L'INTEGRATION NUMERIQUE. 

Même si les coefficients des matrices A et F (cf. (2) (3)) ont des ex­

pressions analytiques simples, les intégrales sur les ensembles K qui 

apparaissent dans la relation (11) sont rarement calculées exactement. 

Pour les évaluer en utilise généralement des schémas d'intégration 

numérique. Dans ce paragraphe, on démontre la convergence de cette nou^ 

velie approximation et on établit des conditions suffisantes sur les 

schémas d'intégration qui préservent l'prdre de convergence obtenu erç 

(12), Théorème 2. 

3.1. Le nouveau problème discret, avec prise en compte 4e 1'intégration 

numérique : 

Soit un schéma d'intégration numérique sur l'ensemble de référence K 

L 

' (13) L *(x)dx ^ ]C w,i(bff). 
J K Jt=l * * 

f 

Toutes les intégrales qui apparaissent dans (11) sont de la forme \ 4>(x)dx 

et nous avons 

( c 
(14) (f)(x)dx = dét (B„) <Mx)dx, 
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en utilisant la correspondance habituelle entre <}> et <}), i.e., ((> = ^oF-. 
-1 . 

et <J> = <J> o F„ . Alors, le schéma d'intégration numérique (13) sur l'en-̂  

semble K induit automatiquement un schéma d'intégration numérique sur 

l'ensemble K, 

L 

(15) ! 4>(x)dx * ^ ^ • ( b ^ ^ ) 

avec 

(16) ' 0 ) £ > K = d e t ( B K ) ^ et b ^ K - F R ( b 4 ) , 1 * l *L. 

On définit en outre les fonctionnelles d'erreur 

L 

E(4>) - jj>(£)dx - 2 ^ V e V* 
K V 

E„(4>) = *(x)dx - J w „ v № ç v ) -

Ainsi, le nouveau problème discret, prenant en compte l'utilisation de 
. . . -> -> 

1 intégration numérique, est : trouver u^ € t e l que 

os) v v v a h ( v V = W > 
• - 4 • • • . -

O Ù 

(19) ah(^,vh) = r E £ «-AfK X ^ ^ ) A ( b £ i K ) V h(b^ K) , 

h 

(20> f A > - K S 2 ^ , K ^ ( ^ j K ) v h ( b A > K ) . 

h 
3 — o — 144 

L'hypothèse (f> e & (îî) implique A£ (Q)) et ainsi A(b^ R ) a un sens. 
o ~~~ 12 ' 

En outre, nous supposons F e ( & (Q>) . Alors, nous nous intéressons aux 

problèmes suivants : 

(i) Montrer que le problème (18) a une solution unique : pour ce faire, 

nous montrerons que sous des hypothèses convenables, la forme bilinéaire 

a^ est uniformément (par rapport à h) V^-elliptique : cf. Théorème 4, 
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(ii) Trouver des conditions suffisantes sur les schémas d'intégration 

numérique qui assurent [ju-u^ Il y = 0 (j1

m^n(inl > m2 i.e., le même 

ordre que dans (12). 

3.2. Estimation d'erreur "abstraite" : 

Pour résoudre le problème (ii), nous commençons par établir une estiqia-

tion d'erreur "abstraite", analogue à CIARLET [7, Théorème 4.1-11 ; 

Théorème 3 : Considérons une famille de problèmes discrets (18) pcrçir 

lesquels les formes bilinéaires sont uniformément V^-e 11 iptique sT x.e. r 

il existe une constante a>0 indépendante de h telle que 

(21) V y l h ,a\\\\\l S ^ h ; h ) . 

Alors, il existe une constante C indépendante de h telle que 

. . / ( . . |a (v ,w, )-a, (v.,wK) | ) 

\ £ v wheVh KU* * 

+ sup t ^ — 1 

Démonstration : l'hypothèse (21) entraîne l'existence et l'unicité d'une 

solution pour le nouveau problème discret (18). Alors, pour tout e 

nous obtenons 

•Il V W " a ( u - v h ' u h - v h ) + { a ( v h ' V v h ) - a h ( v h ' u h - v h ) } 

+ { fh (vV - f ( W } -

La continuité de la forme bilinéaire a(%-) et l'inégalité triangulaire 

entraînent alors l'inégalité (22). • 
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Ainsi, çn plus du terme habituel ^inf _̂  || u-v^ || , provenant de i'interpo-

lation, nous trouvons deux autres termes qui évaluent la "consistance" 

du schéma d'approximation. 

3.3. V^-ellipticité uniforme : 

; R On. donne maint enant des çond i t ions suffisantes sur le schéma d'intégration 

numérique qui assurent que la condition (21) est satisfaite. 

^Thé^rëTO-4. : gupppspns que les espaces fonctionnels P ^ et définis 

[ en . ( 9) < ̂ atjLs f as sent • les inclussions c p n ] (K) e¿ F j ^ c pn2^ K^ * Q Û Içs 

entiers n^^et n̂ ; sont tels que l.-S S-iij et. 2 Sm^ $ n 2 (pour m^ et pâ , 

cf. Théorème 2). Par suite, les espaces associés P j ej^ P ^ (au moyen de 

l'application affine inversible F définie en (6) ), vérifient, les incluí 

sions 

Soit un schéma d'intégration numérique (13) donné sur l'ensemble de réfé­

rence K pour lequel : 

(24) (i) Zz>0 , 1 < l <L, 

!

(ii) la réunion I J{b0} des noeuds contient un sous^ensemble 

P n ^ j-unisolyant ou v <t , e P2n _ 2 ^ K ) » E ^ =, 9» 

L . "' £ 

Í (iii) la réunion \ J ib.) des noeuds contient un soua-enseml?le 

P^ 2-unisolvant ou V4> € P 2 n ^(K) , E(<|>) = 0. 

Alors, la condition (21 d'uniforme V^-ellipticité est vérifiée. 

Démonstration : Donnons les idées de la démonstration qui comporte troi$ 

étapes. Dans l'étape 1, on établit que le système des équations linéaires 

de coques (associé à l'équation variationnelle (4)) est uniformément for*-

tement elliptique. Suivant D.G. FIGUEIREDO [12], cette propriété est une 

conséquence de la V-ellipticité de la forme bilinéaire a( #,*) démontré^ 

dans BERNADOU-CIARLET [3]. Ensuite, dans l'étape 2, on montre que les 

conditions (24)(25)(26) entraînent l'existence de constantes strictement 

positives 3j et 3 2 telles que 
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L 2 

V P C P ^ C K ) , L.̂ S ( P , J ( V ) 2 ^ B J p l ^ , 

( 2 ? ) . L . ^ 2 

V p £ P n ( K ) , 2 ]C (P ..(bo)) 2 * B 2|p|yî . 
* n 2 £=1 i,j = l , 1 J 2 2 ' K 

Finalement, dans l'étape 3, un raisonnement analogue à celui de CÏARLET-

RAVIART [8] [9], permet de montrer que les conditions (23)(24) et (27) 

entraînent l'uniforme V^-ellipticitë (21) . • 

3.4. Estimation des termes de "consistance11. 

Estimons maintenant les deux termes de "consistance" du second membre de 

l'inégalité (22). La définition (17) des fonctionnelles d'erreur E en-

trame pour tout e (les éléments de la matrice A dans (2) sont notés 

12 

(28) Ia(vh,wh)-ah(^^h)| * Z Z K U ^ V ^ ( W ^ H , 

(29) |f(w h)"f h(w h)| * E |E K(FW h)| . 
K £ 

n 

Ainsi, le premier objectif est d'obtenir des estimations sur les termes 

|E K(A I J(V h) I(W h) J}| et 1EK(FWh> j. Pour préparer cette évaluation nous 

disposons des deux théorèmes suivants qui se démontrent par analogie 

avec CIARLET [7]ét CIÀRLET-RAVIART [9]. 

Théorème 5 : Soit un schéma d'intégration numérique (13) sur 1'ensemble 

de référence K tel que 

Î V * € P

m + n -k (* }> ^ (* } = ° S i k ~ m ' 

V < M p

m + n ^(K) > » 0 si l < m, 

P m(K) , E(Î) = 0, 

où k,&,m,n^,ng sont des entiers >Q, tels que k+&>m+l. Alors, il existe 

une constante C > 0 , indépendante de Ke *Ç et h telle que 
r — — • . — — — . Il K. ! ~ 
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Va eW m + , , 0°(K),V v eP (K) , V w e P (K) , 
n I n„» 

|EK(avw)HG h^
+ 1 ||a|| ^ ||v||. fc ||W|| A . . 

K K W"*1» (K) H (K) H (K) 

Théorème 6 : Supposons que I VÎ E P m + n_ A(K) , £($) - 0 si £<m, 

V * e P (K) , Ê(ï) = 0, 

m 

où H,iR,n sont des entiers ̂ 0. 

Alors, il existe une constante C > 0, indépendante de K e *Ç et_ h R telle 

V(J) € W m + 1 , q ( K ) avec q>-4r I V W E P (K) 
m+1 n 

(33) 
|E K(*w)| * C hf

1(mes(K)) , / 2- , / tl|k|| ||«|| £ . -
* if , , q ( K ) H (K) 

3.5. Estimation explicite de l'erreur. 

En combinant les résultats des Théorèmes 2 à 6 on obtient le çhëorème final : 

Théorème 7 : Soit deux familles régulières, affinesou presque affineg, d'é­

léments finis (K,P K 1 >S K )) , (K.Pj^.E^) telles que l'espace associé V h 

vérifie l'inclusion (10). Supposons que 

P^CK) <=PK, cP (K), m, 6», 1 S m , Siij, 

P m 2

( K ) c P K 2 C P n 2

( K ) ' m 2 e 1 ^ ' 2 S m 2 ^ n 2 ' 

H (K) c; C a ( K ) , a=l,2, 

où s a désigne l'ordre le plus élevé des dérivées partielles intervenant dans 

la définition de l'ensemble E , a=l,2. 
. —~ —————— YSX 

Soit un schéma d'intégration numérique (13) donné sur l'ensemble de référence 

K pour lequel (on note m*-l+min(mj,m2~l)): 

(31) 



- 11 -

(34) (i) u.>0, 1 S £ S L , 

L ~ 

Î (ii) la réunion | |{b„} des noeuds contient un sous-ensemble 
_̂ ̂  Ji - — — — - i - — ^ — . . . , 

P ,-unisolvant ou V4>e po n _ 9(K), Ê(J) = 0, 
L . 

Î (iii) la réunion I | { b 0 } des noeuds contient un sous-ensemble 

(37) (iv) V*e P m + n |_,(K), Ê(î) * 0, 

(38) (v) P m + n^_ 2(K), Ê(î) = 0. 

Alors, si la solution u * (u.,u„,u,) du problème (4) appartient à l'espace 

H ^ W x H ^ ' m x H ^ ^ . s i A . (Wra+,'°0(Q))H4, et si F g Q ^ ' W 2 , 
2 

pour un certain q > ^ j y » il existe une constante C indépendante de h telle 

(39) ||u-uh||^ < C h

m i n ^ 1 ^ 2 - ' > , 

où est la solution approchée définie par ( 1 1 ) . » 

Remarque : On obtient des résultats analogues pour les éléments rectang^ 

laires (tels que le rectangle de BOGNER-FOX-SCHtylT défini, par exemple, 

dans CIARLET [7]) pour lequel 

4. ~ EXEMPLES. 

Dans les figures 1 et 2 nous indiquons les résultats obtenus en appliquant 

le théorème 7 à diverses familles d'éléments finis. Dans chaque cas, npus 

précisons : 

(i) la valeur de m*-l+min(nij jiî -l) ; 

(ii) l'estimation d'erreur sous la forme o(h m +') ; 

(iii) les hypothèses sur le schéma d'intégration numérique ; 

(iv) un ou deux schémas d'intégration numérique convenables, 

extraits de LYNESS-JESPERSEN [16] ou de STROUD [18] j 

(v) l'hypothèse de régularité sur u. 
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Dans le cas d'éléments finis "composites11 (ou "macroéléments") tels que le 

triangle de HSIEH-CLOUGH-TOCHER ou le quadrilatère de F. de VEUBEKE-SANDER, 

les critères sur les schémas d'intégration numérique doivent être vérifias 

sur chaque triangle élémentaire constituant l'ensemble K. 
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j \ ARGYRIS BELL 

X \fSyT m-2 " n 2 " ^ i»2 » n 2»5 

ARGYRIS m * 3 ' o ( h < , ) / / / / / / / / / 

/ {p^-unisolvant et^ s S s s s / s / S 

V ^ c P 7 , E(40 - 0} 

U V Ï € P 8 > £($) - o> / / / / / / / / \ 

2 schémas avec 16 pts c h a c u n / X / / / / / / J 

ml "l - 5 / / / / / / / / / 

BELL m-3 ; o(h 4) m - 2 ; o(h 3) 

^-unisolvant e£ | {P^-unisolvant e_t 

V i € P ? F E($) - 0) V * € P 6 ' " 0> 

ou ou 

U w c V Ê($) - o ) { V ; £ V ~ „ 0 } 

2 schémas avec 16 pts chaq. 2 s c h é m a s a y e c p C s ^ 

ÎMH 5(!l)) 2«H 6(fi) u W W ) 3 

m ^ A , n (=5 

(fc 3-HERMITE m*2 ; o(h 3) m-2 ; o(h 3) 

^-unisolvant et_ i / (P^-unisolvant et^ 

/ N. v î e P 5 > E($) - 0> V * * P 5 , E(J) - 0} 

/ • jK) — — 

/ \ W Î C P 6 , E($) - 0> ^ * € P 6 , £ ( $ ) - 0} 

/ 2 schémas avec 12 et 13 pts 2 schémas avec 12 et 13 pts. 

m ] - n - 3 u e (H 4(fi)) 2 xH 6(fi) u£ (H 4(îî)) 2xH 5((î). 

HSIEH-CLOUCH-TOCHER H.C.T. réduit 

^S S S S S^^ ^^^^^^^^^^^^^^^m
 3 ̂ ^^^^^^^^^^^^^ 

sur chaque K. sur chaque K- , 

H.C.T.^ m«l ; o(h 2) ^ ^ ^ ^ / ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ X 

i {P 2(K i)-unisolvant eit f / S / S / / S / 

V * € P 3 ( K . ) , E($) - 0} / / ^ ^ 

M v Î€P 4(K.) f £($) - o} ^Xxxx/y/xy 
Schéma avec 6 pts sur K. / / / / / / / / 

sur chaque K. ^ c ( H

4

W ) 3 * y / / / / / / / 

2-LAGRANGE m-1 ; o(h 2) m«0 ; o(h) 

f v I ^ i ) " u n i s o l v a n t £1 

/ N . V Î € P 2 ( K . ) , E($) - 0 V ^ € P I ( K . ) , £ ( $ ) - 0} 

/ \ SChC'maS aV6C 3 PtS SUr h e P 2(K.), «î>- 0} 
/ ^o^* u£ (H 3(fl)) 2xH 4(fl) ç . „ 

/ ^ ^ ^ ^ Schémas avec 3 pts sur 

L. U£(h 3(fl)) 3 

mj - « 2 

1 -LAGRANGE m-0 ; o(h) m * ° 5 0 < h > 

Î {Pj (Ki)-u'nisolvant £t / {Pj (ÎL)-unisolvant et 

V Î €?,(£.). E<+) - 0 } P. <K. >.!(?>. 0> 

r ~ . ' ( V ^ £ P 9 ( K ) , 1(1) - o} 

{V())£P 2(K i) > E(<|>) - 0 } 2 1 

\ • , ^ „ • -» Schémas avec 3 pts sur K. 
%r Schasias avec 3 pts sur K. i 

-i " • 'Il (H 2(ft)) 2*H * (n) . 1 I "« ( H 2 ( n ) ) 2 x H 3

( n ) . 

Fig. 1. Eléments triangulaires j 

(Successivement, dans chaque cas Î (i) m-l+minfa,.«^-l) . (ii).l'estimation d'erreur o(h™ + 1) ; (iii) les hypothèses sur les schémas d'intégration ; 

file:///fSyT
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\ BOGNER - FOX - SCHMIT 

\ ,u ^ 

BQGNKR-FOX-SCIC-1IT m=l ; o(h ) 

/ {Q^ n P^-unisolvant ex 

V(|)£Q 4nP 6 , î(i) - 0} 

ou 

* { v J c Q 6 n P 1 0 , E(î) - 0} 

Schema avec 16 points 

mi " ni = 3 U€ (H A(ft)) 3 

\ F. de VEUBEKE-SANDER F. de V. - S. réduit 

\. îp2 = n 2 = 3 sur chaque • m 2«2 , n 2*3 sur chaque K i 

F. de VEUBEKE-SANDER m=l ; o(h 2) ^ / / / / / / y/ 

/{P2-unisolvant e£ r X / / / / / S 

V $ € P 3 ( K . ) , E(J) - 0} / / / / 

{ V ^ e P 4 ( K . ) , E($) - 0} / / 

schéma avec 6 pts sur K^ f / / / / / / * 

m] *n{*3 sur chaque ^ u £ ^ h ^ ) ) 

2 

F. de V. - S. réduit m*l ; o(h ) m s s Q ; o(h), 

/ {P 2-unisolvant et^ | {P 2-unisolvant _et 

V4>€P 3(K.),Ê($) - 0} V $ c P 3 ( K i ) . , E($) » 0} 

o u 

— — 
MVj€P A(K.) tE(î) - 0 } U V j c P ^ K . ) , E(î) - 0 } 

Schéma avec 6 pts. sur ÎL Schema avec 6 points sur K. 

m,.2,n,. 3 sur chaque K. ; g ( 1 > 3 ( Q ) ) 2 x g 4 ( 0 ) ZctflO»3 ' 

1 - LAGRANGE m=0 ; o(h) m«=0 ; o(h), 

Le quadrilatère est sub- , { P -unisolvant et /{P-unisolvant et 
divise en 2 triangles et 1^ 1 

sur chaque triangle nous V $ € P , ( K . ) , E($) - 0} vJcP,(K.), E(S) - 0} 
interpolons avec un élé- , 1 1 » i 
ment fini de Lagrange o u £H. 

de type 1. 

/ ^ ^ ^ M V $ C P 2 ( K . ) , E(î) - 0} * { V $ € P 2 ( K . ) f E(J) - 0} 

/ Schémas avec 3pts. sur K^ Schémas avec 3 points sur K. 

m -n,-l "u c (H2(fi))2xHA(H) ïc (H 2(fi)) 2x H

3(n). 

Fig. 2. Eléments quadrilatéraux 

(Successivement, dans chaque cas : (i) m-l+minOrtj .n^-l ) ; (ii) l'estimation d'erreur o ( h m + 1 ) ; (iîi) les hypothèses sur les 

schémas d'intégration ; (iv) le nombre de noeuds de schémas convenables ; (v) l'hypothèse de régularité sur u ) . 




