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METHODE DES ELEMENTS FINIS AVEC INTEGRATION

NUMERIQUE POUR LES PROBLEMES DE COQUES

M. BERNADOU
(I.R.I.A. - LABORIA)

‘Résumé : On donne une description gén&rale de la prise en compte de
1'utilisation de schémas d'int&gration numérique pour la ré&solution du
probléme de 1'équilibre d'une coque par une méthode conforme d'é&léments
finis. La modélisation du probléme continu est celle de W.T. Koiter.
Ensuite, on donne des conditions suffisantes qui assurent le méme ordre
de convergence que dans le cas d'intégratiomsexactes. Ces conditions font
intervenir le degré de 1'approximation des composantes du déplacement et

le degré de précision des schémas d'intégration numérique.

1. — LE PROBLEME CONTINU :

Soit Q) un sous—ensemble ouvert borné du plan 82, de frontiére T'. Alors
la surface moyenne § de la coque est 1'image de 1l'ensemble ﬁ'par une
application $ : Qc 82 - 83, ol 83 est l'espace euclidien habituel.
Par la suite, nous supposerons que $€ C53(§) et que tous les points de
8§ = $(§) sont réguliers, en ce sens que les deux vecteurs Z& = $

o=1,2, sont lindairement indé&pendants, pour tous les points £ = (g‘ 52)552

A la base covariante (a ) du plan tangent, nous associons la base contra—

variante (a ) qui est def1n1e par les relations Za~a8 = 68 (pas de somma~
tion si a=B), ol Gg est le symbole de Kronecker. Nous introduisons &gale-
ment le vecteur ag ~

]a xa2|

Les 1lnconnues sont les trois fonctions :

£eQ > u (E) eR , i=1,2,3,



> >
qui représentent les composantes covariantes du déplacement u = u(§) du
3 >1
a

point 3(6), i.e., 3 = I u Suivant le modélisation de W.T. KOITER

i=]
[141015], 1a solution U minimise 1'énergie de la coque

(1) I@) = = a(@,M-£()

1

2
[} > - l l 2 . []

sur l'espace V = HO(Q)><H°(Q)><HO(Q), qui correspond au cas d'une coque

encastrée. Naturellement, il est possible de considérer d'autres condi-

tions aux limites. Suivant CIARLET (5], la forme bilinéaire associée 3

‘l’énergie potentielle élastique de la coque a la forme

2)  a@,v) = J ‘v A v aE
Q

ol la matrice colonne V (il en va de méme pour U) est donnée par

t

V = [v1 v, 1,

R vl,2 vy V2,1 V2,2 Vg V3,l v:,”2 V3,11 V3,12 v3,22

et ol la matrice A, carrée, symétrique, 12X 12, est fonction de la géométrie

de la surface moyenne 8 , seulement. Finalement, 1'énergie potentielle des

forces extérieures est de la forme (CIARLET [51)

-
(3 f(v) = f FV d&,
-5
ol la matrice ligne F est fonction des composantes sur la base (ai) de la
résultante des forces extérieures (on suppose pour simplifier qu'il n'y a

pas de couple résultant) d'une part, et de la géométrie de la coque, d'au-

tre part.

. - - » - -> 3 3 . [
De maniére équivalente, le déplacement u est solution de 1'&quation varia-

tionnelle
(4) VveV , a(u,v) = £(v).

Dans BERNADOU-CIARLET [3] nous avons démontré le résultat suivant :



Théoréme | : La forme bilinéaire (2) est V-elliptique et le probléme (4)

admet une solution et une seule.®

2. - METHODES CONFORMES D'ELEMENTS FINIS AVEC INTEGRATION EXACTE :

2.1. L'espace discret Vh

Désormais, nous supposons que l'ensemble { est un polygone ce qui permet

de le recouvrir exactement par une famille affine réguliére de triangu-

lations‘fh au sens suivant @

- (5) 1 Q= I x;
Keql
(ii) Il existe un ensemble de référence K tel que VKe ‘Ch il
existe une application affine inversible

{6) FK : XeK > FK(X) = BKx+bKe K

te»lle que K = FK(R) 3
(iii) Il existe une constante O telle que
(7 Yh, VKe ‘Ch, (hK/pK) < g,
ol hk = diam (K) et Pg = sup {diam (S), S est un disque contenu dans K} ;

(8) (iv) La quantité h = max hK tend vers O.
: - Ket’

‘A chaque ensemble K, on associe deux &léments finis

t9) (X,P ) et (K,P sz)

Kl’ K2’

ol PKl (resp. P ) est un espace de fonctions convenables p : K+ R, et

Kl (resp ZKZ) est un ensemble fini de degrés de liberté de 1'élément.
Ainsi, a chaque famxlle affme régulidre de triangulations q nous asso—-

cions deux espaces d'éléments finis Vi, et th. Nous supposens V., CH £19)

2 .. . . >
et thcHo(Q). AlnSi, la solution approchée u, = (u ni*%h Z’uh3) est cher-r
- ' =
chée dans l'espace Vh Vhl XVhI ><Vhz et nous avons
. > >
(10) v, ev,

h



d'ol l'appelationde méthodes conformes.

2.2 Le probléme discret :

La solution approchée 3hezvh est telle que
-> > > > v :->
(i) -V‘_’hevh’ a(uh-,vh) = f(vh).

- . . - - *
L'inclusion (10) entraine l'existence et 1l'unicité d'une solution Uy

pour le probléme (11).

Remarque : Dans [5], GIARLET prend en compte 1'approximation explicite
de la géométrie de la surface moyenne. Dans notre &tude, cette approxi-
mation sera implicitement contenue dans l'utilisation de schémas d'in-

tégration numérique.®™

2.3. Estimation explicite de 1'erreur :

Dans toute la suite, pour tout entier m, nous désignons par Pm(K)
(resp. Qm(K)) 1l'espace de tous les polynOmes de degré <m par rapport
aux deux variables EI,EZ (resp. par rapport i chacune des variables

e e?y, (&',e?) ek

+Suivant .CIARLET [6] [7] nous dirons qu'une famille d'&léments finis

(K,PK,ZK), Ke ﬁ:h est affine s'il existe un élément fini de référence
(R,f,i) tel que, VKest:h, 1'application affine inversible FK‘définie
en (6) établisse une correspondance bijective entre les quantités K et

K, PetP,, L et ZK.,Dans les travaux de CIARLET-RAVIART [8] [9], cette

~

K’
notion est déterminante pour l'obtention des propriétés d'interpolation.

Mais beaucoup d'éléments finis de classe<3] ne forment pas de familles
affines : cependant, pour certains d'entre eux, il est é&tabli dans

CIARLET [9] que leurs propriétés d'interpolation sont analogues a celles

- .des familles affines. De telles familles sont dites presque~affines
(CIARLET [7, §6.1]). Dés lors, par analogie avec CIARLET [5, Théoréme 4.3]

11 vient :

Théoréme 2 : Soit deux familles réguliéres, affines ou presque affines,

(K,P

s e .
d'éléments finis (K,PK],ZK]), K2’ZK

2) telles que 1'espace discret
>
associé Vh vérifie 1'inclusion (10). On suppose en outre que




Pml(K)CPK] , m eN, 1<m,
sz(K) CPKZ’ mzel\l, Zsz,

quﬂ(K) e ¢S, a=1,2,

oi Sq désigne 1'ordre le plus élevé de dérivation partielle apparaissant

dans la définition de 1‘ensemb1e ZKQ , o=
Alors, 51 la solutlon u = (u],uz,u ) du Erobleme (4) appartient 3 1' es-
my+

pace H Y (Q) x H (Q)><H 2+](9), il existe une constante C lndependante

de h telle que

az | lly s omiremeD

ot uh est la solution approchée définie par (11).m

3. - L'EFFET DE L'INTEGRATION NUMERIQUE.

Méme si les coefficients des matrices A et F (cf. (2) (3)) ont des ex~-
pressionsanalytiques simples, les intégrales sur les ensembles K qui
apparaissent dans la relation (11) sont rarement calcul@es exactement.
Pour les évaluer cn utilise généralement des schémas d'intégration
numérique. Dans ce paragraphe, on déﬁontre la convergence de cette nou-
velle approximation et on &tablit des conditions suffisantes sur les
schémas d'intégration qui préserven; l'oydre de convergence obtenu en
(12), Théoréme 2.

3.1. Le nouveau probléme discret, avec prise en compte de 1l'intégration
numérique :
Soit un schéma d'intégration numérique sur 1'ensemble de ré&férence K
L

(13) f $(x)dx " ICHE
R o=y R

Toutes les intégrales qui apparaissent dans (ll) sont de la forme J p(x)dx
K

et nous avons

~

(14) ’ f ¢(x)dx = dét (B JA¢(%)d§,
K K



en utilisant la correspondance habituelle entre ¢ et ¢, i.e., ¢ = ¢,F
et ¢ = ¢ F . Alors, le schéma d'intégration numérique (13) sur 1l'en~
semble K 1ndu1t automatiquement un schéma d'intégration numérigque sur

1'ensemble K,

asy f d(x)dx v D wg @By )
| , K - 2=1 =
avec
(1) - W K = det(Byw, et bl,K = Fx(bl)’ 1< 4 <L.

On définit en outre les fonctionnelles d'erreur

HOR [,&(i)di‘c S INICHY
17 L
B (9) =L<¢(X)dx =D w0y .

Ainsi, le nouveau probléme discret, prenant en compte l'utilisation de
’ P P

. . . . > >
1'intégration numérique, est : trouver u, € V. tel que

h 'h
(18) Vv eV, ay (v =E (),
ol
: L s
t e
(19) ah(u.n,v ) = K?_:e g W x Up (g i A(bR’K) Vh.(bz,g)
| L -
(20) £,(p) = ZZwH 2.0 Vnlby
o Ke® =1

L'hypothése cbe C’, (Q) implique A€ (C’/o(ﬁ))”m et ainsi A(bR, K) a un sens.
— ’
En outre, nous supposons F ¢ (CEO(Q))IZ. Alors, nous nous intéressons aux

problémes suivants :

(1) Montrer que le probléme (18) a une solution unique : pour ce faire,
nous montrerons que sous des hypothéses convenables, la forme bilinéaire

-
a, est uniformément (par rapport 3 h) Vh—elliptique : cf. Théoréme 4,



{ii) Trouver des conditions suffisantes sur les schémas d’'intégration
0 (hmln(ml,mz—l))

> >
numérique qui assurent ”u-uhllg; = , i.e., le méme

ordre que dans (12).

3.2. Estimation d'erreur "abstraite" : '

Pour résoudre le probléme (ii), nous commengons par &tablir une estima-—

tion d'erreur "abstraite', analogue 3 CIARLET [7, Théoréme 4.1-11

Théoréme 3 : Considérons une famille de problémes discrets (18) pour

+
lesquels les formes bilinéaires sont uniformément Vh—elliptiqus, i.e.,

il existe une constante 0>0 indépendante de h telle que

‘ 2
-> > - > >
21) Vvh €V > athH;; < ah(vh,vh).

Alors, il existe une constante C indépendante de h telle que

la (v, ,w)-a (v )]
“u -u || (*1nf {Hu—v || Sup+ YR’ "2 h VYR Yh f

>
“n €V llw, 3

If(;h)—fh(;h)l )

sup >
i evh [ENIE

Démonstration : l'hypoth&se (21) entraine l'existence et l'unicité d'upe

. -> >
solution pour le nouveau probléme discret (18). Alors, pour tout L€V

nous obtenons

+”2 > > > B o S

->
allu < a(u--vh,uh vh)+{a(vh,uh vh) -a (vh 0V )}
> > 5> >
+ (£ (o v )-f (uy=vy) }.
La continuité de la forme bilinéaire a(+,*) et l'indgalité triangulaire

- . ->
133 11y < vy llg + 19,5, I

enttainent alors 1'inégalité (22). =



- AlnSl, en plus du terme habltuel Jinf “u vy ll, provenant de 1 1nterpo-
- - N . i o Vhevh . [
latlon, nous trOuvons deux autres termes qu1 evaluent 1a con31stance

du schéma d'approximation.

>
3.3. Vh—ellipticité uniforme :

:On. donne maintenant:des conditions suffisantes sur le schéma d'intégration

numérique.qui assurent que. la condition (21) est satisfaite.

Théorgme: 4. :: Supposons que, les espaces fonctionnels P
CPnl(K) et P

eF;PK24déflnls
HZKKX%\Oﬁ les

i Kl
a2 S e (9) satlsfassﬁnt Les 1nc1usslons P

Kl KZ

., et i < < < <
entiers nlhgi;pz sont tels que 1. ml n, et et 2 m2 n, (pfur.ml‘sg_mz,
cf. Théoréme 2). Par suite, les espaces associés PKl et PK2 (au _moyen de
1'application affine 1nver51bLe,FK définie en (6)), vérifient les inclyr
sions : ( |
| | | < Qv A < S
AQ%%) e ?K1€FPn.(K) ’ PK2 (K), 1 nl’ 2 n,.

v "2

Soit un‘schéma d'intégration numérique (13) donné sur 1'ensemble de réfé-

rence K pour lequel :

(24) (i) >0, 1221,
N t“;l ) {,(ii) 1a reunlon L_J{bg} des noeuds contient un sous—ensemble
v LY N;Pnl'i—unlsolvant ou V¢EP2n 2(K) , E(¢)

(111) la reunlon l |{b£} des noeuds contlent un - sous-ensemble
N . 2=1 i
26 LAV LR ~
( ) P —unlsolvant ou VoeP (K) y E(¢) = 0,
. n2—2 —_—— == 2n2-4

R TR S
Alors, la condition (21 ‘d'uniforme V -ellipticité est vérifiée.
h

‘Démonstration : Donnons les idées de la démonstration qui comporte trois

gtapes. Dans 1'étape 1, on. etabllt que le systeme des &quations lin&aires
de coques (associé a 1' equatlon varlatlonnelle (4)) ‘est uniformément for-
tement elliptique. Suivant D.G. FIGUEIREDO {127, cette proprlete est une
conséquence de la V- e111pt1c1te de la forme blllnealre a(*,*) demoncreg
dans BERNADOU-CIARLET [3]. Ensuite, dans l'étape 2, on montre que les
conditions (24)(25)(26) entralnent 1l'existence de constantes strictement

positives Bl et 82 telles que



>
M =1 i=1
(27) L 2
R - ~ a2 5% a2
VP €Pn2(K): g wl j_zj:-_—](p’ij(bg')) = BZIPIZ,K .

Finalement, dans 1'étape 3, un raisonnement analogue i celui de‘CIARLET—
RAVIART [8] [9], permet de montrer que les conditions (23)(24) et (27)

>
entrainent 1l'uniforme Vh—ellipticité 21).w

3.4. Estimation des termes de "consistance'.

Estimons maintenant les deux termes de "consistance" du second membre de

1! 1nega11te (22). La définition (17) des fonctionnelles d'erreur EK en-

tratne pour tout wh4sv (les éléments de la matrice A dans (2) sont notés

h
AIJ)

(28) |a(vh,wh)—ah(vh,wh)| :E: I}é:llEK{AIJ h (W J}l
Th
29 |fGi)-f, ()| < ) e (FU) |
Ke ?:h

Ainsi, le premier objectif est d'obtenir des estimations sur les termes
IEK{AIJ(Vh)I(Wh)J}l et IEK(th)|. Pour préparer cette évaluation nous
disposons des deux théorémes suivants qui se démontrent par analogie

avec CIARLET [7] ét CIARLET-RAVIART [9].

Théoréme 5 : Soit un schéma d'intégration numérique (13) sur 1'ensemble
g

~

de référence K tel que

0 si k<m,

VR, 4@ ED

~

(30)  { yoeP ® , B

m+n2—2

0 si £<m,

~ o~

voeR (K) , E(§) = O,

ol k 2,m, nl,nz sont des entiers 20, tels que k+£zzm+1-‘Alors, il exi§ge

une constante C >0, indépendante de Ke ﬂ:h et hK telle que




- 10 -

vaew ¥,y veP (K), YyweP (K,
n ny
(31)

ol

1
E (avw) | <C 1% |lal|

Il .
W 2(k) wtaw

Théoréme 6 : Supposons que

Woer o (K) , BB = 0si g2m,
(32)

E N

VoeP (K) , E(®) =0,

oi £,m,n sont des entiers 20.

Alors, il existe une constante C >0, indépendante de Ke T:h EE.hK telle

que

Vd)ewmﬂ’q(K) avec q>% . VwePn(K)

(33)
IE, (3w | = ¢ B ' (mes () /27190 llw]| o
K K Wy 1 (x)

3.5. Estimation explicite de l'erreur.

En combinant les résultats des Théor@mes 2 i 6 on obtient le théoréme final :

Théoréme 7 : Soit deux familles réguliéres, affinesou presque affines, d'é-
- — u—

- . . . , .
léments finis (K’PKI’ZKI) , (K,PKZ,ZKZ) telles quell espace aSSOC¥§‘Vh

vérifie 1'inclusion (10). Supposons que

Pm (X) c PK]

cP (K), m,eN, 1<m <n
1 B '

1 1°

P (K)CPKZCPn (K), m, €N, ZSmZSnZ,

2 2

+1 s
Y (K s C %K), a=l,2,

2

ou s, désigne 1'ordre le plus &levé des dérivées partielles intervenant dans

la définition de 1'ensemble ZKa’ o=1,2.
Soit un schéma d'intégration numérique (13) donné sur l'ensemble de ré&férence

-~

K pour lequel (on note m=-l+min(ml,m2~1)):
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-

(34) (1) >0, 1<2<L

)

(11) 1la réunion L_J{bl} des noeuds contient un sous-ensemble
(35) 2=1 _

Pnl__l—unisolvant ou V¢€P2n‘—2(K)’ E(¢) =

L

(iii) la réunion L_J{b } des noeuds contient un sous—qg§emble
(36) -

Pnz_z—unlsolvant gg Vo eP, n, 4(K), E(¢) = 0,
(37) @) voer,, ,®, E@ =0,
(38) @) Voer,, 500, E®) = 0.

Alors, si la solutlon = (ul,uz,u ) du probléme (4) appartient 3 l'espace
¥ il 144 . m+] Gy )
vﬁ% %Q)XHI (Q)XH2 ), m,Ae(ﬁWI (Q))4 ,et81Fe(ﬁMlqﬂD)z,

, 11 existe une constante C indépendante de h telle

~ pour un certain q>-——

m+ 1
~ que
o \ > > min(m;,my-1)
(39) Ju=u || < cnh
h"Vv
ol Kh est .la solution approchée définie par (11). =

Remarque : On obtient des résultats analogues pour les éléments rectangu-
laires (tels que le rectangle de BOGNER-FOX—-SCHMIT défini, par exemple,
dans CIARLET [7]) pour lequel

(K) <P < Q (m, (DCPmCQn(m,lSm]Sn Zsﬁzs%..

?
™ 2 !

4. - EXEMPLES.
Dans les figures 1 et 2 nous indiquons les résultats obtanus en appliquant
le théoréme 7 d diverses familles d'éléments finis. Dans chaque cas, nous

_précisons :

(i) 1la valeur de m=—1+m1n(ml,m2 1)

(ii) 1'estimation d'erreur sous la forme o(h ) H

(iii) les hypothéses sur le schéma d'intégration numérique ;

(iv) un ou deux schémas d'intégration numérique convenables,
extraits de LYNESS-JESPERSEN [16] ou de STROUD [18] ;

>
(v) 1'hypothése de régularité sur u.
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Dans le cas d'éléments finis "composites” (ou "macroéléments") tels que le
tfiangle de HSTIEH-CLOUGH-TOCHER ou le quadrilatére de F. de VEUBEKETSANDER,
les critéres sur les schémas d'intégration numérique doivent &@tre vérifiés

sur chaque triangle élémentaire Ki constituant l'ensemble K.

5. - BIBLIOGRAPHIE.

[1] ARGYRIS J.H., HAASE M., MALEJANNAKIS G.A., Natural Geometry of. surfaces
with specific reference to the matrix displacement analysis of shells,
Proc. Kon. Ned. Akad. Wetensch., Vol. B76, 1973, 361-410.

[2] BELL K., A refined triangular plate bending element, Int. J. Num. Meth,
Eng., Vol. 1, 1969, 101-122.

{3] BERNADOU M., CIARLET P.G., Sur 1l'ellipticité du mod&le linaire de copques
de W.T. KOITER, Proceedlngs of second international Symposium on computing
methods 'in applied sciences and engineering (Versailles, December 15-19,
1975). Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems, 134, pp. 89*!36
Springer Verlag, Berlim, 1976. :

>[4] BERNADOU M., DUCATEL Y., Méthodes conformes d'éléments finis pour des
problémes elllpthues du quatriéme ordre avec intégration numérique,
Rapport LABORIA N° 195, I.R.I.A., 1976. A paraltre dans la R.A.I.R.O.

[5] CIARLET P.G., Conforming finite element methods for the shell problen,
a4 paraitre dans les Proceedings of the Conference on the Mathematics of
Finite Elements and Applications, Brunel University, April 7-10, 1975,

(6] CIARLET P.G., Numerical Analysis of the Finite Element Method, Sémi~
naire de Mathématiques Supérieures, Presses de 1'Université de Montréal,
1976.

[7] CIARLET P.G., The Finite Element Method for Elliptic Problems,
North-Holland, 1977.

(8] CIARLET P.G., RAVIART P.A., The combined effect of curved boundaries
and numerical integration in isoparametric finite element methods.
In AZIZ A.K. (Editor), The Mathematical Foundations of the Finite
Element Method with Applications to Partial Differential Equations, .
Academic Press, New-York, 1972, 409-474.

(9] 'CIARLET P.G., RAVIART P.A., L'effet de 1'intégration numérique dans
les méthodes d'éléments finis, A paraTtre.

[10] CLOUGH R.W., TOCHER J.L., Finite element stiffness matrices for analysis
of plates in bending. Proc. Conf. Matrix Methods in Struct. Mech.,
Air Force Inst. of Tech., Wright Patterson A.F. Base, Ohio, October 1965.

C(11] DUPUIS G., Application of Ritz's method to thin elastic shell analysis.
Journal of Applied Mechanics, 71-APM-32, 1971, 1-8.




[12)

“L13]

(14
i8]
tl6]
T17]

18]

- 13 -

FIGUEIREDO (de) D.G., The coerciveness problem for forms over vector:
valued functions, Comm. Pure Appl. Math., Vol. 16, 1963, 63-94.

FRAEIJS de VEUBEKE B., Bending and Stretching of plates, Conference
on ‘Matrix Methods in Structural Mechanics, Wright Patterson A.F.B.;
Ohio, 1965.

KOITER W.T., On the non-linear theory of thin elastic shells.
Proc. Kon. Ned. Akad. Wetensch., Vol. B69, 1966, 1-54.

KOITER W.T., On the foundations of the linear theory of thin elastic
shells. Proc. Kon. Ned. Akad. Wetemsch., Vol. B73, 1970, 169-195.

LYNESS J.N., JESPERSEN D. Moderate degree symmetric quadrature rules
for the triangle. J. Inst. Maths. Applies., Vol. 15, 1975, 19-32,

NAGHDI P.M., The Theory of shells and plates. Handbuch der physik,
Vol. VI a-2, Springer-Verlag, Berlin, 1972, 425-640.

STROUD A.H., Approximate Calculation of Multiple Integrals, Prentice
Hall, Englewood Cliffs, 1971.



- %l

ARGYRIS BELL ‘ HSIEH-CLOUCH-TOCHER H.C.T. réduit
' v
: h2
vh2
Vhi o Yhi
m, =n, = 3 -2, n, =3
mz-lo » Ny .
- sur chaque K, sur chaque K;
g %
ARGYRIS m=3 5 o(h) / H.C.T. m=l ; o(hd) 7
(Pa-unisolvant et g - ~
- - {Pz(l(i)-unisolvant et
Voer,, E(4) =0} - s oaa
ou v ¢€P3(Ki). E($) = 0}
. Vo ery, E(®) = 0} o
2 schémas avec 16 pts chacud ’ m =n =3 {V¢EP (K') E(¢) = 0}
R 6 3 ! ! ! ’I Schema avec 6 pts sur K .
m o=q =5 ue (H (Q) A sur chaque K, Te (H (9)) /
1 1
4 3 2
BELL m=3 ; o(h’) - ; o(h?) 2-LAGRANGE m=1 ; o(h") m=0 ; o(h)
{Pa—unisolvant et {r 4unisolvant et {P, (k;)-unisolvant et
V65P7, ‘E‘($) - 0} V@CP . E(¢) - 0} V¢€P2(Ki)n E(¢) = 0 V¢€P,(Ki)y E(¢) = 0}
ou ) [
Woerg, £H = 0) Wb ery, B - o) Schtmas avec 3 prs sur K 1 Lo ery(Rp, Fi@)= 0)
8’ h 3 2 4
2 sché 16 pts ch ue (H ()" xH () Sh . 3
schémas avec PLS €hAq.] 9 <onémas avec 16 pts. chag. c emasavcc pts sur K
- 5 2,..6 Ve (h (Q))
u€ (H (M) xH (M * 5 3 = =
mlslo , n|=5 ue (H(R)) m, n 2
3-HERMITE m=2 o(h3) m=2 o(h3) 1 ~-LAGRANGE m=0 ; o(h) m=0 ; o(h)
{r -unisolvant et {P3-unisolvam: et ' {Pl(ﬁi)-u'nisolvant et {Pl(ii)-unisolvnnt et
v - V‘ E(d = ~ -~ ~ o~ V. X E(d =
ber, E®) = 0} $ePg, E(¢) = O} Voer, R), £ = 0) ¢ eP (K),E@) = 0)
ou ou ou
- -~ ~ - ou - N PR
Voer,, E(4) = 0} Voer,, E) = 0} - e aa Vo e P, (K), E($) = 0}
Vo e Py (K;), E(¢) = 0}
2 schémas avec 12 et 13 pts|2 schémas avec 12 et 13 pts) _ 3 - Schémasavec 3 pts sur ﬁi
- 4 0 2x}16 Q +. (H"(n))leé 9 . : S_::hemazs avezc 34pts sur isi - 2 2 3
ml-nl-3 ue(H (D)) '() u Q). ] m =0, uue(H @ Zxu@). I ue (HT(R))" xH(Q).
Fig. 1. Eléments triangulaires
(Successivement, dans chaque cas : (i) m-lmin(ml,mz-l) ;3 (ii) . 1l'estimation d'erreur o(hmﬂ) i (iii) les hypoth2ses sur les schémas d'intégration ;

fivY 15 wamhean 2o camna.-3_- 3. __1 = .-


file:///fSyT

h2

hl

V2

BOGNER - FOX - SCHMIT

F. de VEUBEKE-SANDER

m, =n

2

g = 3 sur chaque K,

F., de V. - S, réduit

m2=2 . n2=3 sur chaque Ki

F. de VEUBEKE-SANDER

BOGNER-FOX-SCHHIT

m=1 3 o(hz)
{Q3nP5-unisolvant et
V¢€thp6 ’ E(¢) - 0}
2-13
{V¢€Q6nplo ’ E(¢) = 0}
Schéma avec 16 points
vemt@n?d

™) ®ny=3 sur chaque K,

m=! o(hz)
{Pz-unisolvantgg
V* ~ -~ -~ -
¢ €Py(K.) , E(P) 0}
ou
{Voer, (k) , E@) = 0}
schéma avec 6 pts sur Ei

Te (b3

N

A\

F. de V. - 8. réduit

m]-2,n1-3 sur chaque Ki

m=l  ; o(h?)
'{Pz-unisolvant et

Yoer (X),E@) = 0}

_O_u

V6 € P, (R),E@®) = 0}
Schéma avec 6 pts. sur ii

e 3@yt @)

m=0 ; o(h),

{Pz-unisolvant et

Vo ePy(K;) ., E($) = O}
x
{ VéeP,(K) , E(¢) = 0}

-~

Schéma avec 6 points sur K,

e @)

| = LAGRANGE

Le quadrilatére est sub-
divisé en 2 triangleset
sur chaque triangle nous
interpolors avec un é1&
ment fini de Lagrange
de type 1.

ml-n]-l

m=0 ; o(h)
{Pl-unisolvant et
Voer (k) , E(6) = 0}

ou

{(Vier, (k) , E(4) = 0}
Schémas avec 3 pts. sur K,
-» 2 2 4
u € (BH(D) " xH ()

m=0 ; o(h),
{Pl-unisolvant et
Voer (k), £ = 0)
ou }
(¥Yoer®) , E@ = 0}’
Schémas avec 3 points sur K.
> 2002 3 :
uc (HT (D))" xn7(Q).

Fig. 2. Eléments quadrilatéraux

(Successivement, dans chaque cas : (i) m-l+min(ml,m2-l) ; (ii) l'estimation d'erreur o(hm+‘) : (iii) les hypothéses sur les

schémas d'intégration ; (iv) le nombre de noeuds de schémas convenables ; (v) 1'hypoth@se de régularité sur U).

Gl






