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Valutation de l'erreur d'approximation,via éléments finis d'ordre un, 

pour une inéquation parabolique relative aux convexes dépendant du temps 

F•Scarpini M.A.Vivaldi 

1. Introduction et préliminaires 

ïïous avons étudié le problème d'évolution avec contraintes unilatérales 

dépendant du temps,c'est a dire le problème (P): trouver u, & 

f T < à% > + a £ u . , v - u . ) - < J , t r - u . > - oit > o , V i r 6 l K 

J e « k ' * 

Ici: I l est un ouvert,borné,de frontière 1 assez régulière ; Cl est le cy

lindre est la frontière latérale ( 0 , 1 ) xi* de Cl ;le crochet 

désigne la dualité L*(pJ; fa)), L̂ O.T; H ^ l a
 f o i ^ e bilinéaire modèle a (• ; •) 

est définie par a(u,/uUj^cu:iu;^iwll^lK est l'ensemble convex fermé : 

On suppose vérifiées: la condition initiale 

u ( o,x^~ U,o0O P«P* sur -A/i , avec u,0 

et les hypothèses sur les contraintes et sur | : 

f J z i » i nl j . . f i * «fi "»'"- a 

| e L l C o , T ; H » ) . 

Il est bien connu qu'il y a des résultats d'existence, d'unicité et de régularité pour 

le problème (P) , dû à M. BIROLI [ 3 ] , [4] , ri. BREZIS [7] , J.L. LIONS [23] , [26] . 
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niello[il] ont étudié le problème a v e c m o i n s réguliers• 

2. Régularité 

Pour faire le traitement-num-érique et avoir h la fois une estimation de 

l'erreur d'approximation,nous avons démontrées deux théorèmes de régula

rité; depuis avoir ramené par traslation le problème au oas|̂ (|)et 

Théorème I On .ru:pose 

u; € L ^ C J ; W ^ № > ) , it t L'' ( a ) 

1 à t 

A"1 ors le problème (P) admet une solution uni que it telle que 

Le plan de la démonstration est le suivant: nous avons considère le pro

blème d'évolution pénalisé [ìì] 

[ H C°> * ) - w h-I». ̂  ft». 

- (i) existence et unicité d'une solution uf de (.*-&). 

Le procióne i/̂ ) admet une solution telle que 

fc x- db r ? 
voir J.L.Lions [ 23^ • 

Tour v'rifier que la solution de (J?^ e et unique,il smffit remarquer que: 
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-(ii) estimation à priori sur . 

Par des méthodes standaràs,nous avons obtenues les estimations suivantes 

ou C désigne une costante qui dépend seulement de p. 

Enfin avec l'usage essentielle d'un théorème de régularité[22]pour le 

problème d'évolution 

avec ^ = J , f 8C«0 - £ 

nous avons obtenue l'estimation 

-(iii) convergenge des à ic ,grâce h des propretés de compacité. 

On peut,d'après (2.3)fextraire une suite,encore notéeu.telle que 

H -* u «Un l^O.T ; W^fc)) H W
 i,Y(*J • l*(Q) faible 

On a alors 

Cai "* 4* ) 4 ~ d a n s ^C Q) f o r t 

—» u7 w n » 

et,compte tenu de (2.1),(2.2) 
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On déduit maintenant de : 

et la thèse en passant è la limite. 

Théorème II Si on ajoute les hypothèses ultérieures 

d t d t l ' 

f di t 

la solution de (r) est,de plus ,telle que 

ol b 

Plan de la démonstration 

-(i) Par la méthode de Faedo-Galerkin on construit des solutions "appro

chées U ~«our le problème (£,;,)• 

On introduit une suite des fonctions propres 

On Dose m . vw 

avec bonnes hypothèses de convergence d e ^ à ^ et d e n ^ à ^ . 

Nous allons déterminer le U" par 16 système 

I Cil'.-, * * K , ~ ^ ) + ^ K . - ^ ) - ! ^ ^ 
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qui en fait admet une et une seule solution dans un intervalle 

-(ii) on établit des estimations à priori sur les solutions U ^ . 

On démontre tout d'abord quet^-Tet les limitations suivantes: 

(2.4) Il H , - i i L - C O i T ; r t ^ ) ) 1 ° 

(2-5) Il P^h-Loj^e») * ° 
(2.6) Il W , U * , 0 N N i C 11 oit ' lXl^> «• <>)) 

avec C indépendant de l et de m. 

-(iii) on passe à la limite sur m grâce à des pnpriétés de compacité. 

D'après (2.4) -(2.6) on peut extraire de une suiteu.{ ̂ telle que: 

a Vtfc dans 1^(0 J] H lQC)) • faible-étoile 

oit dV 

On passe à la limite en JL dans (/£vM̂

e"t o n trouve alors une solution de 

(J^telle que 

-(iV) on passe à la limite sfcr t et on obtient une solution de (P) et 

la thèse. 

3. Discrétisation du problème (P) 

En ce qui concerne la discrétisation .nous avons employées les éléments 

finis d'ordre un pour,la variable x et les fonctions étagées pour la 

variable t ( voir [24]). 
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On suppose ^ c llb,borné,onvexe.On considère ил polygone convexe^inscrit 

dans (tout coté de \ 'tant plus petit que h) et une triangulation 11 

régulière" ([31] , [34] ) de \ • 

"oient Ut r, % {N les - ormiets de la triangulation,on définit la fonction 

\D• лаг 
v ' 

[*) fonction affine sur chaque triangle de T,̂  

vÇ* (x) ̂  oY, (delta de Lronecker) si est un sommet intérieur à 

О dans lii \ Ibv, • 

On va découper 1 ' intervalle [<-T̂j en m sous-intervalles egaxix: 

L^.^fiC t'o,..., vu. soit k= T/m 

On définit la fonction ôjripar 

On définit ensuite par : <SJW [0.) espace engendré par les Gr4cJ <('< (*j 

On a c V fi (0,T ; H,l(Jt)) espace des fonctions a valeurs dans Hcft.),à varia

tion bornée sur [<\T̂ | # 

31 v(b,x)6 C"(5)on définit (̂.'.«Н^ЮЬаг : 
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On considère le problème approché (Pj^):trouver U . ^ 6 M^^vi 

avec vi^ C°» x) - aoi, G O V x Ê JL » 

Ici: « • , • » désigna la dualité entre VB(0,T; HtOÙ) et son dual. 

On fait les positions suivantes: ̂ [t.xjJl 0* 0 * (9 <f ï (*) , ̂ h M
 = |;f8 Ot*̂  

Avec des déductions simples on vérifie l'équivalence du problème (P^) 

A 

à la chaine des systèmes de complémentarité 

(3.ir) j jt*. i.'BOr-o'-v.cMr-c* 

Ici: A ,B sont matrices carrées d'ordre N avec éléments respectif s: s Q J i ^ ^ j 1 ] 

M * ,M~ sont les parties positives et négatives de M : 
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Le système (3.1) admet une solution U et une seule car les matrices 

2 2 

h B + 1:A, h B sont symétriquesfirréductibles avec éléments diagonaux po

sitif s ,dominants,pourtant elles appartiennent r la classe des matrices 

définies -positives .îïature3-lement on peut calculer la solution avec les 

algorithmes fi^nis ou itératifs usuels ( [9] , [lo] , [12] , [17] , [29], [32J) 

4. erreurs d'interpolation 

Théorème III. Soit », t L~(o,T ; 4| É L^C, T • fl \ (fj) o n a . 

(4.1) l l * - * t l l * l w 4 û C^*^)[ M a t U ^ ) + « ^ « r ^ T j l l W 
(4.2) < ^ V>" UWo.-r ; H 1 ^ ) 

Démonstration 

On a 

Il M , - « , ! \| < Il u , - u T l \ \ + Il u ^ - u ^ U 

D'après (4.4),(4.5) on obtient (4.1).I1 rojulte 

(4.2.) ii(*-kocoi|^ 0> £ ̂  Î K&XWMI 1" 
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(4.7)I! wL^ï>tm t T ^ j i ^ M - ^ M l ' ï * <- a 1 « M i a 0 i T . 

D'après (4.6),(4.7) on obtient (4.3). 

5. erreur d approximation 

Avec l'usage des valutations (4.l)-(4.3) et avec la méthode de H.?al>[14] 

mis en éxecution dans le cadre fonctionnel mentionné pour les problèmes 

(P) ot (P) fnxM*4avons 

Théorème IV. Soit: U t L ^ T ; ^O1)) avec ^ t C(0J\ H*(&î) solution de (P); 

solution de (P ̂ );alors résulte 

(5.1) Z I I K ^ J ^ t ^ - C ^ - ^ w ) ^ ! ! ^ ) + 1 1 ^ - ' ^ ^ a ) 1 ! ^ ] + 

T) éno ns t rat ion 

On a L 

(5.2) L il *ĉ ; - * ( K - . > H T W * £ * l • Î F . * ' - M 3 Î 'vyfi) 

Il ::uffit donc A* prouver : 

au lieu de (5.1). 

Nous avons les inégalités de (P) et de (P., ): 
0 e " 
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D'après (5.4),(5.5)ona ^ 

( 5 . 6 ) « ckib - V . u ^ - u » + ( а ^ ь ^ М - ^ ° 1 1 * S [ t U ^ . ^ ^ V 

En ce qui concerne le p renier terme de (5.6) on a: 

(5.7) « <К*ь , а к ц » = f (. ^ CK) , 0 ) = i - £ [ « 

(5.C) « i t . u » -- i II и - С О Н ^ ц ) - l l a t 0 ) l l L t № ) 

oit 
1'après ( 5.7 )-( 5.9 ) on obtient : 

(5.10) « «Uitv, - dît , a, h-it >> = V 11
 ^ h W ^ m . ^ - O l ^ t 

.'"'ar ra port nu d m i e r terme de (5.6) on a 

On déduit alors de (5.6) l'estimation suivante: 

(5.12) ^ £ ! (M O»-0l£№) + 1 I K M - ^ t t l l ^ -
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II 0*)-**v, O v ù l l ^ • H(^- "icv.) 0 * ) l l L t c ^ V ̂  ivc , ̂  e Hc^. 

On va choisir 

Avec ce choix de v on a 

LViv.tre part on a 

(5.1*5 Il * f ) o ) | | ^ C 8 > ) ¡1 -(^hSm '
 ei'U " "Wl,«t№) 

On achève la démonstration en utilisant (4.1 )-(4.3),(5.12)-(5.14). 
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