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Valutation de 1l'erreur d'approximation,via éléments finis d'ordre un,

pour une inéquation parabolique relative aux convexes dépendant du temps

F.Scarpini M.A . Vivaldi

1. Introduction et prélimindlres

- ’ L4 S ,l £3 0] .
Tous avons £tudié le probleme dévolution avec contraintes unilaterales

dénencant du temps,c'est a dire le probléme (P): trouver w € K
T

[Tede vows v oo Legvowy o fvedbeo Vel
o t
Tei: b est un ouvert,borné,de fron‘t;ié:tt‘eIi assez régulitre;Q, est le cy-
linére (O,T)XDJ;Z. est la frontiére lat‘erale(O,T)x[‘de G ;le crochet <.,
2 -1 )
d4signe la dualitsé L(O,T;ﬂ C“-)),l(ﬁ,T)' H:@&la forme bilinéaire modéle ¢ ( s
est definie par Q(u,v\ 1(3100{“)(3”“; K est 1'ensemble convex fermé :
\K: 3{1). ve Lt (,OT W CQ,)) / l'l,_(t x)(\f@:x) Yy, (5, %) H.éwo(lf
On suppose virifides: la condition initiale

u(o,x) = W, (%) DP.p. sur Q: , avec Uy (x) €& Ht(&)

et les hypothéses =ur les contraintes et sur :

pe Lot ), ‘:‘l_%n e (o, ') , L=t
LMZ SRR Y N (R O o e Q
| e L* (o, H'(RY) .

Il est bien connu qu'il y a des résultats d'existence, d'unicité et de régularité pour

le probléme (P), dd a M. BIROLI [3] , [4] , u. BREzIs [7], J.L. LIons [23] , [26] .
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niello[li}ont etudié le probléne avec!ny noins réguliers.

/ .
2. Regularité
~our faire le traitenent numfirique et avoir & la fois une 4stimation de
l'erreur d'anproximation,nous avons denontrées dsux théorémes de rigula-—
rité, depuis avoir ramené par traslation le probleéme au cas?iwet Yizo.

™Méorene I On curpose

poe LMot whhem) %_LLL ¢ L7 (@)

: .o . 4 , z-g, ,F"
fel (a) e BE (YW TR L poe
“"ors le probline (P) admet une solution unique W telle que

w e Lr(OIT ) NZ'.'CQ‘)> ) %—? S LPCC‘> '

e plan de la dduonstration est le zuivant: nous avons considéré le pro-

vlime d'évoiution penalisé [23]
du + - f .
' Mi~Aua+L(_u8-\{))-Lwa;a b e G
dt 3 £
(2,)
W (0 %) = o ) o b .
- (1) existence et unicité d'une solutionu de (2).

Le probléme{t;)admet une solution uatellé que

L, e R e T WYY C\%} ‘ Lb(o'T;V\]“x%ﬁ)) Fh\;
. . BT

voir J.L.Lions [23].

Cour virifier que la solution de@% ect unigue,il smffit remarquer gue:

T (C“‘»“\’Y“'(“V\Uy) L) - L (b -y s ) ze,
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-(ii) estimation & priori sur U, .

Par des méthodes standards,nous avons obtenues les estimations suivantes

(2.1) “ e | ,,( ) * CHS”LPCO\)
2.2 (“a )
(2.2) H Y ”LP(O\) { “ p(Q) + “ A‘{)“LPC ) $ ‘LF( i

t
ou C ddésigne une costante gui dépend seulement de p.

“nfin avec l'usage essentielle d'un théoréme de régularité[22]pour le

vrobléme d'évolution

Ciu’z_ﬁu, =
TR

w, (0, %) = Wo (%)

avee g - - pelus) ) Belw) = (_%;w_ %_;'

nous avons obtenue l'estimation

N “ o -2 b
(2.3) || u, |l (o,r N’“'*’UL)) “L(Q) illgllu.@)\u W "w e ~CQ)§

-(iii) convergenge desu% 2w ,&ruce L des proﬁhétés de conpacité.

On peut,d'aprés (2.3),cxtraire une suite,encore notéeustelle que
P Y Lb 2

by > w  dawn L (0T, W "'(D,)) nw> (O\T; L" (@) faible

On a alors

(wg -y )+ — (w- q))+ dans L'@)fort

~

= I
u’a —> uJ I n

et,compte tenu de (2.1),(2.2)

Lw—tp§+: o , W =o0
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On deduit maintenant gde @%):

T ' ve
j cdug veu > 4 Q/()%,v-u,&)~<§,v-ui)‘oH:Zo V ovelld
¢ ot

et la theése en passant ¥ la limite.

Théoréme II 3i on ajoute les hypothéses ultérieures

e e LT W) ) hent
dt : dt?

el (07 000 %‘% e () woc KA RWTRQ)

la solution de (T") est,de plus ,telle que

poe (0T wr ) dwe (0,75 w )L (o L),
dt | T

Tlan de la démonstration

-(i) Tar la ndthode de Faedo-Galerlkin on construit des solutions "appro-

(M 1T \
cheées —our le probleme (fh).

"M introsuit une suite des fonctions propres

~- Aw :}\LL"L L= L, .,
"
i o= O 2WT .f
™
On pose . - - »
- Z Ug (t) v ()
u“i,w\r Tol=t
M R t\, '1“ x
q;’Wb - Z_ (5L (. 4 (,
i - : -
W owm = L oW (*)

svec bonnes nypothéses de convéersence deW } et dew, & o,

L ,
-r - N g . i, - b N ‘ﬂle
fjous alions dfterminer le k nar lé syste

R e D NN T)

(£, ) | o =(

b (ox) = Wom (O
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qui en fait admet une et une seule solution dans un intervalle [O,Ewl‘

-(ii) on établit des estimations A priori sur les solutions u&w.

On demontre tout d'abord queL;;Tet les limitations suivantes:

(2.4) n u’i,,m “ L“‘CO' T ' H"C“-)) < C

(2.5) || ;-l;‘"'”"“l_“(on‘ M)

(2.6) || g_t_vga.w I

C
1 < G
1* (0,75 he (V)
avec C indépendant de ¢ et de m.
~(iii) on passe & la limite sur m grﬁce % des pmpriétés de compacité.

D'aprés (2.4) -(2.6) on peut extraire de U;, une suiteu  telle que:

1y
W, p - Wy dans LMCO.T; Hi@‘)) faible-étoile
({EEJV - é:g; Tt Lfs(Q[T; L}CQD> I "
dt db

On passe & la limite enr,dans (ﬁ;“;)et on trouve alors une solution u&de
!
Cfatelle que

0 /. u.a," :D, RL’O ‘T'L"Q
%z GFL CQ,T; Ht(yﬁ) ) %rr ¢ L CQ;T, A ('j) CO ) C’)

-(iV) on passe & la limite s@r ¢ et on obtient une solution de (P) et

la thése.

3. Discretisation du probléme (P)

En ce qui concerne la discretisation ,nous avons employdes les éléments
finis d'ordre un pour la variable x et les fonctions étagées pour la

variable t ( voir [24]).
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D,

2 ~
On su:.nose h: c IPL,bomé,cmvexe.On considere un polycone convexeYinscrit

dans SL (tout coté de Qxh “tant vlus petit que h) et une triangulation "

résrulidre” T (Dl] ’ {33‘.]d ) de Sbh .

“oient X, i‘-l,..‘,N les ommets de la triangulation,on definit la fonction

h
\{) ] nar

\;;:‘ {x\) fonction affine sur chaque triangle de T‘n
i

&gt‘ (x) = é;“ (delta de lLronecker) si X, est un s.mmet intérieur AN

A
X

i9°fx = 0 dans SN oy,

Cn va & 'icouver l1l'intervalle [L,T]en m sous-intervalles egaux:

[t'b;t'b+l[ = 0

Ly W soit k= T/m

On définit la fonction 8, thar

‘ { t
GK“;) {‘i b 6[tz> 'L+l[

BTl o b efo kel Ut TL  mEomert
by -4t B =T
- { b Lo Tl |
On ¢45init cnsuite S:h par :ﬂS;‘h(’Q) esvace engendré par les C;’v}L{\/r E:(:‘):,s
e @ S?“" < vh CO‘T ) H:(@) espace des fonctions a valeurs dans H:(k),é. verig-

tion vornée sur [0,T]
L

. L
31 v U:,x) e C (Q) m @4,init \j%<~t‘x)€g:htﬂ)p€“r .
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Soit \k‘“, N { Yiw v Vew © S, (@) :(\P‘-)t ¢ Vew * (L\)")L E

On considére le probléme approché (th):trouver Wy, € M KW

avec Wy, (0% ) = “or, (x) Vxe
cl T dt T -u > t VU’ EW
a< Dy, cuyy Y+ ] (g Vi) db 2 (Sn"u». *h kU
dt ° vc()!x) uojza)
Teis ¢+, ¥ des1gml la dualité entre VB(O T “ @» et son dual.

On fait les positions suivantes:u, (},,x) Z_ U G G? ? ()l v_h ) Z_Z V gka ‘ﬂ‘)

2Rzo
Avec des déductions simples on verifie 1l'équivalence du probléme (th)
% la chaine des systimes de complementarité

4 A %

>
ge 02 Y]
) -1 i

() { M° = ROB (00T Y rw AU® -

v st gt T ) o ez d, ..., wed
Hy (0 eh) = MI (-0 o

g U™ Y

(3.lm) n-m g h‘!—B CUw.__u'M-*)
O 2 P G W UDEL

tv

Ici: A,B sont matrices carrées 4! ordre N avec éléments respectlfs Q'J QH‘,%]

by /»(W?\. OnaT Wb“"”} RN ‘W"fm “‘(“0 ‘?)“f

ut ,M~ sont les parties positives et negatives de M:

(). [ mslent] (Y ey fd ]
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Te systéme (3.1) admet une solution U et une seule car les matrices
hZB + kA, n°B sont synmetriques,irreductibles avec iléments diégonaux TO-
sitifs ,Jominants,vourtant elles appartiennent & la classe des matrices
définies mositives.Haturellement on peut ccleuler la gsolution avec les

algorithmes Fi-nis ou itératifs usuels ([9],[10],[12],[17],[29L[3j)

4. Zrreurs d'interpolation

Théorime ITI. Soit w & \—N(G;Ti“l@m, %“1; € LL(CvT} Ht@')) on a:
) 2
(4- l) “lb “r,“ ,_CQ) é. C (\’lu-\' \(b>[ “ %HL‘.CQ) -+ \\ M“LCOCO‘TBHaCQ«))]

(2.2) |- ul)@;)l\ By Chillw ! “{0, T M (Q))

, L clw )_l
(4.3) ” w-UWg utL(O)T‘ Ht,(_ﬂ-)’\) < C CMLﬁv 4 )[ “ t C 6T W UL\>'\' I w HEL/
Dénonstration
On a \
Nw-ugll ¢\l w-ugp, o+ W wy, -ugl
wm-{ bes d 2 >
v S wl'dr < \\ - w
(£.4) “u“-ul‘“\f‘(&) < g,o e ‘Xf;“ 3% \a';\ at M)
v ’ \ w
0 st | Ll x ) -wy (E, X)\c\)( < Chl “ ORI o))
(6.5) g, -4y “‘Ll((l) - Tte(oi,ﬂT)d\Fc\ | b (mr[ﬂ;’

Dtaprés (4.4),(4.5) on obtiont (4.1).I1 rduulte

(4.2) |l (w-up) (el CV) itewr w(tx) Wy (; )| ax < Ch H‘”“‘”@T H‘GL))“}

(0,7) &
N 'w 4 ten d
8 D (ol < T e g0 hes et i dor 1)
v - R



DiID Qulbx)-ug, ¢ Jdx < CH “““L“Cot ! Q%Br o

D'aprés (4.6),(4.7) on obti-nt (4.3).

(a.7) 10 (v, I)“LCQ)< T ew Fr)

5. Srreur d'azproximation

Avec l'usage des valutations (4.1)-(4.3) et avec la mithode de R.Pallf{_lzﬂ
mis en <“xecubtion dans le cadre fonctionnel nmentionnéd pour les problémes
b o ™ Y a ns
(P) ot (Akh),auwg von
vyl oo 1,0y
Thdéoreéme IV. Joit: We L {f)u ; H CYL}> avoe g:%G.L CC,T; Hi(_h)) solution de (P);

solution de (P alors résulte

)i
N /0 ’ ™\ ]
(5.1) g {l(_“‘wmtm>(/t‘b> *C‘b‘“uh)ctb-&\) “LIGL\) + u- H,KL,JCTM. Lzac.)+
L=

Uy,

I/&
+ “““”““&(p,r;ntam‘) = 0 (hrk )

Tinonstration

On a - t'c, . .
S o N < o{x\ S odr &k P

(502) &/ . “ t (_,t'b) - u/ (,l:'b"t / ‘t LL(/S(}\)\ - il K CDJ b& ‘l d.t C\t »-‘/)\"
C= i

I1 ~ufsit donc e miouver !

5 ) L N ¥
(5.3) Z H u‘uh(/t'(,) - W Wh (,tv—&) “L"CYL‘) C‘L v.h/k “LCQJJ

) SN |
K™y,
+ |l w- LL“‘\"HL“'CD,T‘, H:@\)) - 0 (h + /

au lieu e (5.1).

lious avons les inézalités de (P) et de (Plfh):

T

S cdu u-vy o+ owfu,uev) —(Vg.uf—v)-d’c <o, ¥ well
dt

o)

5.4) w el

T

TS

(i e V) < 1 s Vi) w Vi Ll
5 © <L du"-h U. ety O ilyn fnT Yy U K kb
(5-7) the‘%Kh olb‘ Kk W.\n 0
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D'aprés (5.4),(5.5) on a
T

| - - o\‘l < A Iu,,-U' +
(5.6) << %%mh-—é% iuwh_ui>>-+gca,(wuh W Uy, w} SO{(3+ % uh)

- w-y \o“: + «-duuv.,u,—w’w,, >?
+ (-z,-f‘AUo‘ j__%‘_ , u,v'h-'lfﬁ + Q,(U, Ul KV\)‘ ;,_F

“n ce nui -oncerne le nremier terme de (5.6) on a: .

w i w. [ " (t l .
(5.7) << %F}hl thiw = 2 ( “uh(ﬁu),“um(bz)‘“uhén~g>"zgi thes, Q%@
t

=t 7 &
L
+ lt\ u’Kh (tL) - U’Kh (.t“b-l‘) ‘ll L‘u f_.Q,\) - L\Ch (t -4 \’ \\ CQ«)} = %“u:k,\n LT)\\LLCQ>*
2 _b H Wit v (h) Uin (b t)“,_ YR f. | wi @)\l ()

d | Y L u Ol
(5.0) << dw u > = 3 | w CT)\lch) 3 L(R)

ot
(u%th'uCﬂ>‘<wmﬂﬂ)w@)

1
(5.9) << 9lun w o> + K éﬁ; ,uwh>> =

dt ot

Tesrds (5.7)-(5.8) on obtient:
e , 2
(R.,1C0) «idumh,&w W 4L>>:;i,z; “uxh&a'*WmLhnﬂ“Gawf
L e 0"" -0—("" ) Uh 2 oot
L
L
ol L (e DOl 0y = % I () - wiew (O] o gy

“ar ra nort tu d rnier terme de (5.6) on a

N‘/V N\
(5.11) << - AWin | =T, 20 = .-‘ (u,u “b) U'mh(,tb—l - h) (/tb}/
ol b ' .

On deduit alors de (5.6) l'ustimation suivante:

oy T | e () -ty (Bl
=

% NuU) ‘Luht >“

LO LC@

L

el o wtay 1] bellgyle ol +1ebegle
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" Wih ™ U’“ "-CQ) + \ Kh“LC H (;Q}) mh“L?.(O’T; Ht)(ﬁ» +~*/ NLLCQ)
e ) Ll gy e G gy ¥ we e, e Ny

On va choigir

T < ng {WL!AW'“(\?*’uKhBS , View = W1 ,

Avec ce choix de v on a .
(5.,13) ‘lukh'\f”ﬁ(g)é I Yy - CWOIHU@§W%{%phyCQ)O

D' tre vart on a

< ORIl el

4 |
(5.11)‘]ib(ﬁ)“Lwh(C)HLFCQD = H'L(P>‘ }T \ zC\ <

noachive la dfonstration en utilisant (4.1)-(4.3),(5.12)-(5.14).

(]
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