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THEOREME DE LA LIMITE -CENTRALE POUR UN
PRODUIT SEMI-DIRECT D'UN GROUPE DE LTE RESOLUBLE

SIMPLEMENT CONNEXE DE TYPE RIGIDE PAR UN GROUPE COMPACT

par Albert RAUGI

Soit R un groupe de Lie résoluble connexe . Nous désignons
par Ad la représentation adjointe de R . Nous disons que R est de
type rigide si les valeurs propres des éléments de Ad R sont toutes
de module égal a 1

Soit G un produit semi-direct d'un groupe de Lie résoluble
simplement connexe de type rigide par un groupe compact . Si A est
une mesure de probabilité sur les boréliens de G , nous savons que
({1]) , lorsque G n'est pas compact , la nl®Me onvolse , A de

converge vaguement vers z&ro . Nous nous proposons de trouver une suite

d'homéomorphismes {Un}n>1 de G , tels que la suite de mesures de

probabilité {Un(kn)}n>1 converge vaguement vers une mesure de proba-
bilité sur G pas trop dégénérée

Nous commengons (partie I) par étudier le cas d'un produit
semi-direct d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe par un
groupe compact . Nous montrerons par la suite (partie II) que le cas

général se raméne 3 ce cas particulier






1. Théoréme de la limite centrale pour un produit semi-dircct

d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe par un

groupe compact

Soit G = anK le produit semi-direct d'un groupe de Lie
nilpotent simplement connexe N par un groupe compact K associé 2
un homomorphisme continu n de K dans le groupe des automorphismes
de N . Le produit de deux éléments g = (u,k) et g' = (u',k') de

G est défini par gg' = (u [n(k)(u')], kk').

Soit » une mesure de probabilité sur les boréliens de G.
iéme - n
Nous savons ([1_]) que la n convolée, X , de X converge va-
guement vers z&ro. Nous nous proposons de trouver une suite d'homéo-

morphismes(si possible d'automorphismes) {Yn} de G , tels que

nzl

la suite de mesures de probabilité {Vn(An)}n>1 converge vaguement

vers une mesure de probabilité sur G , non dégénérée, en un sens 3a

préciser.

1. Analyse du Probléme

Nous désignons par LR T les projections de G res-
pectivement sur N et K ; nous notons A1 et AZ les images de 2

respectivement par T:'1 et sz

(1.1 La projection nz(kn) de 2" sur K est 1a'n'®™® convolée

de Ay - Désignons par K(AZ) (resp. k(xz)) le sous-groupe compact



de K engendré par le support S(kz) de Ay (resp. par

S(x,) [S(AZ)]_1). k(kz) est un sous-groupe distingué de K(AZ) ;

. P .
nous disons que AZ est apériodique si K(Az) = K(kz). Nous savons

que, ([f7j), pour tout élément k de S(AZ), la suite de mesures
iy

de probabilité {ek_n * n>1

converge vaguement vers la mesure

-

. " . . .
de Haar normalisée m de (A,)}. En particulier quand X est apé-

2

converge va-

n
2

guement vers la mesure de Haar normalisée m de K(>,)

riodique, la suite de mesures de probabilité {a

}

n>1
D'autre part, nous avons, avec les notations précédentes
p s ’

(1.2) Proposition.

Soit (Xi) une suite de v.a. indépendantes définies

i>1
sur un espace probabilisé (o,a,P) , 3@ valeurs dans G , et de loi

commune x . Soit {U_}

nips1 une suite d'homéomorphismes de N tels

que : la suite demesures de probabilité sur N {Un o n](kn)}n>1

converge en loi vers une mesure de probabilité v ; et, pour tout

entier naturel p , pour toute fonction { continue, a support com-

pact sur N ,

i ) X - f =
1;m E[If o U_ o T (Xgee X)) - f o U o m (X, xn_p)l] 0

Pour tout €lément k de K, et tout entier naturel n , posons

K N -n_
\ﬂ(g) - (Un o n](g) ’ k “Z(g))'

Alors, pour tout élément k de S(x,), la suite de mesure
de probabilité sur G {Vﬁ(xn)}n>1 converge vaguement vers la mesure

de probabilité produit v @ m . En particulier lorsque 1A, e€st apé-

o e..n A - 21z .
riodique, \n(k ), (e désignant 1'élément neutre de K), converge

vaguement vers la mesure produit v & m.

De (1.1) et (1.2), il résulte que le probléme considéré se

raméne d trouver une suite d'homéomorphismes {Un}n>1 de N possé-



dant les deux propriétés énoncées dans la proposition (1.2) et pour
.. n . PP
laquelle la limite vague v de U o nT(A } soit non dégénérée

(i.e. non portée par une sous variété propre de N).

(1.3) Pour toute mesure de probabilité u sur G , nous dési-
gnerons par Qy 1'opérateur de transition sur N , identifié a
G PN
/K , a4ssocié a u ; nous avons
0 f(v) = [ f(g.x) w(dg)
G
= [ . fnx)(v)]) uw(du,dk) (v e N) ,
NxK

pour toute fonction borélienne f sur N pour laquelle, le second

membre est défini pour tout u € N . Pour une mesure de Dirac Eg ,
g € G, nous notons Qg au lieu de QC . S1 w et y' sont deux
7 [¢]
o
mesures de probabilité sur G , nous avons Qu Qu' = Qu'*u En

particulier si wu est une mesure de probahilité sur G idempotente,
c'est-a-dire est la mesure de Haar normalisée d'un sous-groupe com-

pact de G , alors Qu est un projecteur.

Avec ces notations, nous avons, pour toute fonction boré-

lienne bornée (ou positive) sur N ,

fi

[yf @) o (A % e ) (du) = Q) £(v) (v eN)
N 1 v A

Pour étudier la suite de mesuresde probabilité w1(xn) s

L s s oz . . . n
nous sommes ainsi amenés a €tudier la suite d'opé€rateurs {Qk}n>1

Cette étude sera faite dans la section 2 dans une situation particu-
liérement favorable. Par la suite (section 5) nous montrerons que le
cas général (moyennant des hypothéses de moment sur 1) se ramene

"toujours 3 cette situation particuliére. Nous terminons cette sec-

tion 1 en donnant une démonstration de la proposition (1.2)
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Preuve de la proposition (1.2)

Nous commengons par établir un lemme.
(1.4) Lemme

Soit {un} une suite de mesures de probabilité sur un groupe

n>1
compact K , convergeant vaguement vers une mesure de probabilité u
Alors pour toute fonction f continue sur K , nous avons

lim sup |/ £(xK) w_(dk) - [ £(xK) w(dk)| = 0
n xeK K

Preuve du lemme (1.4):

Si h est une fonction continue sur KX , nous posons
X P
[lhl]_ = sup | h(x)] et nous notons h™ , la translaté a gauche

xeK
de h par 1'élément x de K (i.e. hx(k) = h(xk) , Yk € K).

Soit f une fonction continue sur K . Pour tout entier

naturel non nul m , posons

£ (x) = sup lfK £ (xk) v, (dk) - IK f(xk) v(dk)] , (x e K).
‘n>m

On vérifie aisément que 1l'on a

-1
£, < £ (y) + 2 1| £ - £, , ¥(x,y) e KxK ;

d'ot

-1 : -1
£, = £.001 < 2 supt][£ - £l , e - £,

A

Y(x,y) € KxK ;

et par suite, pour tout entier m > 1 , la fonction fm est continue
sur K
Soit € un réel > 0 . ({fm < e})m>1 est une famille crois-

sante d'ouverts de K . Comme la suite {“r} converge vaguement

n>1

\
vers u, cette famille constitue un recouvrement ouvert de K . De
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la compacité de K , il résulte alors qu'il existe un entier m(e)

pour lequel K = {fm(s) < ¢} . Le lemme est prouvé.

La proposition (1.2) résulte alors du lemme suivant.

(1.5) Lemme

Soit (Xi)i>1

une suite de v.a. indépendantes définies sur
un espace probabilisé (e,a,P), a valeurs dans G , et de loi com-
mune /7; pour tout entier naturel non nul n , nous posons

S =X, ... X
n 1 n

Soit {U_ 1} une suite d'homéomorphismes de N tels

n'n>1

que, pour tout entier naturel p , pour toute fonction f continue,

d support compact sur N,

)) =0

1im E[|f ¢ U o mq(S) - foll o n1(sn_p

n
Alors les v.a. Un ) n](Sn) et nz(Sn) sont asymptoti-

quement indépendantes ; c'est-da-dire que pour toute fonction conti-

nue f , 3 support compact, sur N et pour toute fonction h conti-

nue sur K , nous avons

lim |E[f o U o w (S ) h o n,(S )] - E[f o U o =, (S )]JE[ho m,(S)]|=0.
n

Preuve du lemme (1.5)

Pour tout entier naturel p , nous avons

E[f o U o m,(S)) h o nZ(Sn)] - E[f o U o (5] E[h o wz(sn)l

< a(n,p) + &(n,p)

avec,
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a(n,p) = IE[(f 0 Uy 0 my(Sp) = £ o Uy o a(S,_ ) ho nz(sn)]'

A

[Ihl ], E[If o U o my3(S,) - f o Uy o n](sn?p)|1

g(n,p) {E[f o Uy o my(S,_)(h o m,y(S) - Efh o nz(sn)])]}

Comme les v.a. (Xi)i>1 sont indépendantes et de loi ?* ,

nous avons
s(n,p) < [IEl1, [EDfg hiry(s, ) 0aE (@] - [x h(1) 25 (ak)

-n
- a 242 . P V5 .
Soit k, wun €lément de S(XZ) - Ky Sn—p kO s'écrit

-(n=1) (-1 oy N-Tq e -(m-2) o =Tr . xRS (Pt )
kg ™1 (g T, (X kg ™1 [ig (720 (g 1™ 5 XYk )Ky L, g g ' Oty _p kg KE
et appartient donc, P-p.s., a k(kz) . On en déduit aque

8(n,p) < |I£]],

M:Eup fK h(kg xk) w,(dk) - th(kgk) o (dk) |

(r))
: n

ol {un}nz1 désigne la suite de mesure de probabilité {Ek_n * Az}nzl

0

. N
Comme la suite {un} converge vaguement vers m , du

n31

lemme (1.4) il résulte que 1'on a 1im sup B(n,p) = 0
p n2p

D'autre part, 1'hypothése du lemme (1.5), nous assure que

pour tout entier p fixé 1im o(n,p) =0
n

Le lemme (1.5) est prouvé.
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2. "Résolution'" du Probléme dans une situation particuliére

(2.1) Nous pouvons toujours supposer, qu'en tant qu'espace topo-
logique, N est un espace vectoriel réel de dimension finie et que
pour tout élément k de KX , n(k) est un automorphisme d'espace
vectoriel de N . [En effet, si ce n'est pas le cas, munissons l'al-
gébre de Lie (L(N), [ , ]) du produit o défini par la formule

de Campbell-Hausdorff,

u°\r=u+\r+.12_[u’vj+... (U,VCN);

nous savons que l'application exponentielle de N est un isomorphisme
de groupe analytique de (X (N),o) sur N ; le groupe G est alors
isomorphe au produit semi-direct (L (N),o) X:i(n) K , ol pour tout

k € K , on désigne par o (n)(k) 1'automorphisme de (LN,L ., D

~

et par suite de (L (N),o) , tangent & 1'automorphisme n(k) de N].

D'autre part, quitte 3 remplacer G = N x, K par

N x K(kz) , Ious pouvons supposer que K(AZ) = K

Nous faisons alors sur le couple (G,X) 1'hypothése suivante
I1 existe sur l'algébre C[N] des fonctions polynomes sur
N, 3 coefficients complexes, une notion de degré pour laquelle

i) VT e C[N] , T(uv) = T(u) + T(v) + Pp(u,v) , (u,v e N),

ol PT est une fonction polynome sur N x N dont le degré global,

dg P.. , est inférieur ou égal 3 celui, dgT , de T ; et les valuations

T
partielles de P , val P/u et val P/v , sont supérieurés ou égales

ai
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ii) ¥T € €[N] , dgT o n(k) = dgT , ¥k e K
iii) Pour toute forme linéaire A sur N de degré 1 ,

/ sup [AC() (W) A (du) < +=

N k
et jN fK A(n(k) (1)) m(dk) A (du) = 0
(2.2) Remarque. Une notion de degré sur E[N], s'obtient obli-

gatoirement en choississant une base {fi}1<i<p de l'espace vectoriel
N, en attribuant un degré 3 chaque fonction coordonnée Yi o 1<i<p ,
associée 3 cette base et en convenant que le degré (resp. la valuation)

du polynome nul est (-=) (resp.(+=))}. Nous disons alors que

il1<i<p est une base de référence pour cette notion de degré.
Pour qu'une notion de degré vérifie 1'hypothése i)
resp ii)) de (2.1) il faut et il suffit que les relations de i)
(resp. 1i)) soient vérifiées par les fonctions coordonnées (yi)1§i§p
d'une de ses bases de référence. Dans ce cas, on remarquera que 1'élé-
ment neutre et l'inverse d'un &lément wu du groupe N coincident res-
pectivement avec 1'€lément nul et 1'opposé de wu dans le groupe ad-
ditif de 1'espace vectoriel N . En outre, pour toute forme linéaire

A de degré 1 sur N (i.e. pour toute combinaison linéaire des fonc-

tions coordonnées Yi de degré 1), nous avons

A(uv) = A(u) + A(v) = A(u+v).

(2.3) Pour tout élément u .de N , désignons par Lu(resp. Ru)
la multiplication @ gauche (resp. 3 droite) par u sur N . Pour tous
éléments g = (u,k) de G et T de C[N] , nous avons, (voir (1.4)),

QT = T o 1u o n(k))
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D'aprés les hypothéses ii) et 1ii) de (2.1), on voit qu'ainsi

G opére 4 droite sur (}Dﬂ et les sous-€spaces

CK[N] = {T ¢ C[N] : dgT < 2}, ¢ ¢ N ; en outre, nous avons

(Qg = QIT(+) = Prlu,n(k)(+)) + T(w) ,
qui montre que

dg(Qg -Q )T < dgT -1, Vg = (u,k) ¢ G, VT « C[N]
Soit u une mesure de probabilité sur G . Posons

2{u) = supl{t e BN : IN sup |T o n(k)(uw)| n](u)(du)-< +o YT ¢ Cgﬁﬂ} .
7 keK
De ce qui précéde, il résulte que Qu opé€re sur Cg(u)[ﬁj,

(on convient que €, _[N] = €[N]!), et nous avons

(z.4) Lemme

Soit u ‘une mesure de probabilité sur G . Alors pour

tout T e mk(u)[N] R
dg(Qu _Qﬂz(u)) T < dgT -1

Si de plus, w vérifie IN Au) 7, () (du) = 0 , pour toute

forme linaire A de degré 1 sur N , alors

ag(Q, - Q ()T 1 deT - 2

(2.5) L'opérateur Q, (I - Q) = (I - QJQ, de €[N] ne pos-
? ' ?
1.

séde pas la valeur propre En effet, si T e C[N] vérifie

QAZ(I - Qm)T = T , nous avons .
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p) (I - Q)T ;
1an n
2
et par suite, puisque la suite de mesures de probabilité
PRI T

{—g—-————z} converge vaguement vers m , T = Qm(I - Qm)T =0

n n>1

11 s'ensuit que (I - OA (I-Qm)) est un opérateur bijectif de C[N].
2

Désignons par 7 1la mesure de probabilité sur N définie

par fN n(k)(k1) m(dk). Appelons A 1la mesure de probabilité sur N
définie par

AE) = [y £ ) (W) A (du,dk)

pour toute fonction borélienne bornée f sur N

Posons

[
|

-1
y = Qu(Q - Doy +Quq, - DI - QI - Qd Q- DYy,

W@ - DY * Q- DI - Q (1 - o)1 ;. - D

D'aprés le lemme (2.4), l'opérateur L, baisse le degré

de tout élément de CZ(A)[N] d'au moins deux unités.

Nous avons alors

(2.6) Proposition

» Soient G = anK un produit semi-direct d'un groupe de Lie
nilpotent simplement connexe par un groupe compact K et A wune me-
sure de probabilité sur G . Supposons que le couple (G,A) vérifie

\

les hypotheéses de (2.1).
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Alors, (avec les notations de (2.5)), pour toute fonction

polynome T sur N de degré < ¢(1), la suite de fonctions poly-

1

nomes dg—T/Z

Q? T} converge, uniformément sur tout compact de N,
n>1

{—
n

1 dgT/2
vers z&ro si dgT est impair, vers la constante —————— L, T
(dgT/2)!

si dgT est pair.

Une démonstration de la proposition (2.6) sera donnée dans
la section 3. On remarquera que cette proposition améliore un résultat

de Guivarc'h ([2] coroellaire de la proposition 2).

Nous allons 3 présent donner deux corollaires.

(2.7) Corolliaire.
Soit (G,x) comme dans la proposition (2.6). Supposons

que A vérifie, en outre, 1'une des deux propriétés

1 AZ ou fA(u) A1(du) = 0 , pour toute forme linéaire

A de degré 1 sur N
Alors, pour tout élément T de Cg(x)[N] de degré pair,

nous avons

1987/2 ¢ o (q - pydeT/2 g
A

Preuve.

Si A = A ® AZ , nous avons (QA - I)Qm = QAZ(QT - I)Qm .

Par suite, dans les deux cas envisagés dans le corollaire, l'opérateur

Q

m

@ - DI -, (- epl7l - D,

baisse le degré de toute fonction polynome de degré < £(1) d'au moins



12)
trois unités. Nous avons alors

dgT/2

L2 1 < [ou_ - 121 - @ - 1) T

A

(2.8) Corollaire.
Soit (G,?) comme dans la propositidn (2.6). Soit a un
él1ément de N vérifiant

(+) A@) - ([1 - Q, (1 - I )

pour toute forme linéaire A sur N de degré 1

Alors, pour tout €lément T de Cg(x)[N] de degré pair,

nous avons

LdgT/Z T = (Q _ I)dgT/Z T ,
A (@)
ol A(a) = l-a,e) ¥ A * ©(a,e) et A(a) = fKn(k) o 7, (A(a)) m(dk).

Preuve.
Pour tout élément a de N vérifiant la relation (%), on

voit facilement que 1l'on a

jN A(u) ﬂ1(€(_a’e) x A E(a,e))(du) = 0 , pour

toute forme linéaire A de degré 1 sur N . Autrement dit la mesure

de probabilité sur G , a(a) , vérifie 1'hypoth&se du corollaire (2.7).

Or pour tout entier naturel n > 1 , nous avons

n -1 n
Q = Q(a,e) Qk(a) Q(a,e)
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On en déduit que

. 1 n dgT/2 1 dgT/Z
im —go577 Q T —a———— (Q -1 Q Q___-1)
T ST YEY (8.e)”  dehy, v
car dg(Q(a e) ~ I)T < dgT - 1 ; d'olu le corollaire

(2.9) Choisissons une base b = {e } de 1'espace vectoriel

1<1<p
N qui soit une base de référence pour la notion de degré sur CDﬂ
considérée en (2.1), (voir remarque (2.2)). Notons {xi}1<i§p
le systéme de fonctions coordonnées associé 3 cette base. Pour tout
réel t > 0 , nous posons

X (u)

Ug(u) = a§;—7— (u € N) ;

i=1 t

puis

Wk = 2w, 0, (k) e Nx K

(2.10) Soient u et v deux éléments de N . Pour tout

ie¢ {1,...,Pp} , Ecrivons, (hypothése ii) de (2.1)),
x; (uv) = x;(u) + x;(v) + P.(u,v) ,

ob P, e C[N x N] tel que dg Pi < dg X5 s valPi/u et valPi/V > 1

Alors, pour tout i € {1,...,p} , nous avons

x; (U (U () Uy (D))= x5 (@) + x;(v) ;35%;77 PL(U; o (W) , Uy (V)
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¢t par suite,

lim Xl(Ut(U1/t(u) U1/t(v)))= Xi(u) + Xi(\’) + ﬁ(u,v) ’

{2+
ol F; est le polynome sur N x N quil se déduit de Pj en conser-

vant uniquement les monomes de degré dg Xy
En posant

u - v = lim Ut(U1/t(u) U1/t(V)) R

to e

on vérifie facilement que 1'on définit un produit nilpotent sur 1'es-

pace vectoriel N ; nous notons Nb le groupe de Lie nilpotent simple-

ment connexe (N,¢) . Pour tout t > 0 , U: est un automorphisme
de Nb
(2.11) Pour tout élément g = (u,k) de G , nous posons

I1/dg Xi

¢p(8) = ¢y (u) = sup sup [x;(n(k)(u)]
1<i<p keK

La condition (%) IG ¢§(g) A(dg) < +e )

est équivalente a
[ sup [T(n(R) (W) 1?9872 (du) < += , VT e €[N]
N keK

et est par conséquent indépendante du choix de b

Nous avons alors
(2.12) Théoréme

Soit (G,») vérifiant les hypothéses de (2.1). Supposons
qu'en outre A vérifie la condition (*) de (2.11). Désignons par

b = {ei}1<i<p une base de référence pour la notion de degré sur
-7 ]
C[N] considérée en (2.1) et par {xi}1§i5p le systéme de fonctions
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coordonnées associé 3 cette base. e e

Alors, (avec les notations de (2.9) et (2.10)), la suite de
mesures de probabilité {Ug 0 n](kn)}n>1 converge vaguenent vers la

loi au temps 1 du semi-groupe de convolution {“i}t>0 sur Nb de

générateur infinitésimal

>
ot
[=h
o) —

{1:dg x,=2} {i,j:dg xi=dg xj=1}

N . 1 )
oli, pour toute fonction f de classe C sur N ,

f(u-tei) - f(u)
t

D,f(u) = lim ,ueN , ie{l,...,p}

t-0

En outre la suite d'homéomorphismes {Ug}n>1 vérifie les
hypothéses de la proposition (1.2) ; les conclusions de cette propo-

sition s'appliquent donc.

Une démonstration du théoréme (2.12) sera donnée dans 1la
section 4 . Nous terminons cette section en faisant quelques commen-

taires.

(2.13) Remarque. Pour savoir dans quels cas nous avons effecti-
vement résolu le probléme posé, nous devons étudier le semi-groupe
{vileso de g.i. A
Chaque- D, , l<i<p , est un champ analyticue de vecteurs tangents, in-
i s

-~

. b s g P N .
variant 3 gauche sur N ; c'est-d-dire un élément de 1'algeébre de lie,

¥xPy , de NP .
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Si pour tout i e {1,...,p} , dg x. > 2 , A est un élément

de Qf(Nb). Nous avons alors v, = ¢ R
t tfo

fn = ) (L e N ; et par suite UE o ﬁ](kn) converge

0 ] X.) e.
{i:dg x;=2}

AT 1

vaguement vers la mesure de Dirac €
0

S'il existe des coordonnées Xy de degré 1 , alors A

s'écrit sous la forme

1 ] 2
A=1p*5 ) Z] avec s e N

ol Zi , 0<i<s , sont des €léments de ;f(Nb).

Désignons par (21(A) la sous-algeébre de Lie de cf(Nb)
engendrée par les é&léments Zgs---sZg ; €t par ;fZ(A) 1'idéal de

:f](A) formé par les éléments de ;f](A) de la forme

avec Ai e R, T<ic<r et Y €Eﬁ1(A), Q:(A)]

En omettant 1'indice A , désignons par Ly et L, les

sous-groupes de Lie connexes de Nb posseédant respectivement Q?]

et ;fz pour algebre de Lie. L2 est un sous-groupe distingué de

L,

Nous avons alors (voir [4])

1) si ;f1 =<Zg (i.e. L, = LZ), le semi-groupe de convolu-

tion Ve de g.i. A est absolument continu par rapport 3 la mesure

de Haar de L] , avec une densité de classe c”

2) si =Z} # ;fz

. b . . .
pulsque N est nilpotent simplement connexe, L1 est un produit

, nous avons <Q: = QZ ® R Z0 et par suite,
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semi-direct de L., par (R,+). Le semi-groupe de convolution vy de
s

g.i. A s'écrit alors Ve T by 8 €c > ol Ky est absolument conti-

nue par rapport a la mesure de Haar de L2 avec une densité de clas-

©

se C
Posons I = {i e {1,...,p} : dg xX; o= 1}. Dans le cas ol 1la

matrice carrée ((L, Xy .\'j))i el est définie positive, la sous-
rA. b}

algébre de Lie de Jf(Nb) engendrée par 21,...,Z§ est €gale 3 celle

engendrée par les D. , ielI. ;51(A) est alors la sous-algébre de

éf(Nb) engendrée par ZO et les Di , 1 e I &fz(A) est 1'idéal

de cf1(A) formé par les éléments de ia de la forme

FAiDi+Y , A e R et \'ew1,£1]

(2.14) Lemme .

Soit (G,r) vérifiant les hypothéses de (2.1). Supposons
en outre que 2(x) > 2 . Désignons par G, le sous-groupe fermé
de G engendré par le support de X et par a un élément de N

vérifiant la relation (%) du corollaire (2.8).

. . , .
Alors si la matrice ((LA X3 Xj))i,jcl n'est pas définie

positive, nous avons, (en identifiant N et K a des sous-groupes

de G)

. -1
GAc: ho(aka )

ol My est d'une part un sous-groupe fermé propre de N , distin-

gué dans G , contenant le groupe dérivé de N , et d'autre part un

sous-espace vectoriel propre de N.

]
Preuve : D'aprés le corollaire (2.8), la matrice considérée n'est
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pas définie positive si et seulement s'il existe une forme linéaire

non nulle A sur N , de degré 1, telle que

(nm pour A(a) -presque tout €lément g de G , A o n1(kg) = 0
Yk e K
Soit NO = {ueN: Ao n1(ku) =0 Yk ¢ K} . NO est

un sous-groupe propre de N , distingué dans G et contenant le

groupe dérivé de N ; en outre NO est un sous-espace vectoriel pro-

pre de N

De (1), il résulte alors que a G, ac= NOK ; c'est-da-dire
1

GAC:Z NO (a Ka )

(2.14) Pour k € K et u e N, définissons

n® () () = lin U (1K) (U (),

tr+x
On voit facilement que cette limite existe et que 1'on a ,

nb(k)(ei) = ) x;(n(k)(e))e. , ¥ie {1,...,p}
{j;dg xj=dg Xi} J J

N PR b . .
"D'ol 1'on déduit que n est un homomorphisme continu de

K dans le groupe des automorphismes de Nb

Nous notons Gb = Nb x K le produit semi-direct du groupe

n
de Lie nilpotent simplement connexe Nb par le groupe compact K

associé 3 nb . Le produit + de deux &léments (u,k) et (v,h)

de Gb est défini par

(u,k) - (v,h) lim Ut(Ul/t (u,k) U1/t(v,h))

tor+tow
b . b
Pour tout t > 0 , Ut est un automorphisme de G
Pour toute mesure de probabilité u sur N x K , désignons

b p - b . AN ,
par Qu 1'opérateur de transition sur N~ , identifié 3 Gb/k ,
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associé a u (voir (1.3)).

Alors, nous avons

(2.15) Lemme
Soit (G = N X K , ») vérifiant les hypothéses de (2.1).
Choisissons une base b de N et notons Gb = Nb Xy K le groupe
n

associé 3 cette base par le procédé ci-dessus.
Alors, pour toute fonction polynome T sur N de degré
.. . 1 n
< £(2), les limites des fonctions polynomes ndgT 5 Qy T et

—a—%77 (Ql.z)n T sont les mémes
n“8 ' .

Preuve : Soit u une mesure de probabilité sur N . D'aprés (2.10),

on voit facilement que, pour tout é€lément T de Cﬂ(u)[N] ,

dg(Q) - Q)T < dgT - 2

et méme

dg(Q) - Q)T < dgT - 3,
si [y A(u) w(du) = 0 , pour toute forme linéaire A sur N de de-
gré 1 ,

D'autre part, pour tout k e K , nous avons
dg(T o n(k) - T o nb(k)) < dgT - 1 VI e C[N] , d'ol pour toute

mesure de probabilité u sur K,

dg(@> - Q)T < dgT - 1

A

et par suite

ag(l1 - o, (1 - Q)]

, -1
[1 - Q?Z(I - Q)] )T < dgT -

On en déduit alors que,

dg(LY - L,)T < dgT - 3 , VT e €,y [N]

Le lemme s'en déduit immédiatement.



(2.16) Remarque.
Désignons par A7 1a '™ convolée de A dans Gb . Du
lemme (2.15), du corollaire (2.8) et du théoréme (2.12), il résulte

alors que les suites de mesures de probabilités,

b b b . b .
U o n1(x“) =7, 0 Un(x“) , U o ﬂ1(kn ) = ﬂ]([Un(x)]“ Yy,
UE(XTETD) et UE(A(a)n.) = [Uﬁ(x(a))]n' , convergent vaguement vers

la méme mesure de probabilité, pour tout élément a de N vérifiant

la condition (#) du corollaire (2.8).

En particulier, lorsque X = Ay ® Ay ou | A(u)x1(du) = 0,
N

pour toute forme linéaire sur N de degré 1 ,

W o LTSI ﬂ1([UE(X)Jn.) , UE(TH

. L .
. ) oet [T,

convergent vaguement vers la méme mesure de probabilité.



5. Démonstration de la proposition (2.6)

Soit 1 une mesure de probabilité sur G . QU oplére sur
ER(U)EN] ; nous notons A(uw) 1l'ensemble des valeurs propres de Qu

et pour <o € A(u), nous posons

F0) = (Te€, (I i3 ken, (q - 2151 = 0y

>

1

E_() {T e CQ(U)[N] : QT = «T) ;

- H
nous avons

c, N = 8 F (u)
L(U){ 1 cen(u) ° H

(3.1) lLemme

Soit u une mesure de probabilité sur G , portée par K

Alors
a) Tout é€lément de o4(u) est de module < 1
b) S¥ « e 4(uw) avec Ja| = 1 , nous avons

T € FQ(U) <=> T € Ea(u) <=3 Q. T = oaT , VYk € S(u)

k
<) e F (v) = Ey(m) , F,(w) = E, (m)
aen(u) =11} o 0 1 1
& F () = E (;) , ® F (v) = E;(m)
faed(i):lal<1y © 0 foen(y):]a]=11 © 1

ot S(r) désigne le support de v, m{resp %) la mesure de Haar

normalisée du sous-groupe fermé K(u) (resp. k(u))engendré par S(w)

(resp. par S(u)[S(u)]—1).
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Preuve du lemme (3.1)

Soit ( , ) un produit scalaire quelconque sur 1l'espace

vectoriel €[N ; en posant

<T,T'> = | (QkT,QkT')dk (T,T" ¢ €[N} ) , nous obtenons un
K
produit scalaire sur ¢[N] ,» pour lequel les opérateurs Qk , ke K,

sont unitaires (i.e. IIQkT||2 = <QT,QT> = <T,T> = }|Ti|2 )

YT ¢ C[N]).

Soit T wun élément de C[N] , nous avons

QT = £ QT »(dk) ;

comme dans 1'espace de Hilbert de dimension finie (Equ[N},< , >)
toute sphére de centre 0 est strictement convexe, il s'ensuit que

HQ,TI < [IT[,

& moins que QT = Tq , Vke S(u) , avec [|Ty|| = ||T]]

L'affirmation a) du lemme s'en déduit immédiatement.

Soit T € Fa(u) . Des relations

Q. Q, =Q Q =Q Q - Q Q
m H Qm Qm k k

vérifiées pour tout élément k de S(u) , il résulte que les fonc-
tions polyndmes QT et (I - Q.)JT appartiennent respectivement a
m m
Fa(ek) = Eo(ek) et Fa(u). Si Jaf < 1, nous avons Eu(ek) = 0
car Q, est unitaire ; par suite Q,T = 0 . Supposons que [a] = 1
m

et désignons par & 1le plus petit entier tel que (Q —aI)z(I— )T=0.
g p p u Y
! m

Si 2> 1, le polynbéme T' = (Qu-a1)£—1(I—Qm)T appartient a Eu(u),
m



[§e)
|3
~

It

d'aprés ce qui précéde nous avons alors QkT‘ aT' Vk  S(u) ; d'ou

(I - Q)T =T' =0 . 11 s'ensuit donc que £ = 0

N ; c'est-d-dire
m
T

QkT = Yk !k(u) . Comme nous savons en outre que Q.T (qui est égal

a4 1) appartient a Ea(ek) , 1'affirmation b) ainsi qﬂe les deux
dernieres &galités de c¢) sont prouvées

Enfin si T« Fa(u) . Ious avons (Qu - aI)QT = 0 , pour un
certain entier 2 . D'od (1 -a)“QmT =0 et QT =0 si of!]

Si T-+= F](u) , d'aprés b) nous avons QkT =T, Yk-S(u) , et par

sulte QmT = T . Le lemme est ainsi démontré

Pour simplifier 1'écriture , nous notons Q (resp. P) 1l'opé-

rateur QA {resp. QA ) . Si r<®N et o<N' , nous notons Agseees
2

a. les composantes de « et nous posons [ lal] = eyt .. Fa

D'autre part , si t< R, , nous désignons par |t] 1a partie entiére

de t
D'aprés le lemme (2.4) , nous avons dg(Q - P)T < dgT - 1
v Ta?CQ(A)[N] ; par suite en écrivant Q = (Q - P) + P , nous avons
dgT o a a.
SN N, LY O r p '(q-p)P 2...(0-P)p 1
ndgT/Z ndgT/Z i=0 {ae{O,...,n~j}J+1:lIal[=n—j}
Posons
o _ . _ _ _
Ry I Qm s Ry (1 Q) P (I Q)
0 ) 0 _ A0 _ ‘
R =R, =Q et P’ =Q I

pour tout entier naturel p , nous avons

Z. j*
{ae{0,...,n-7}

D _ oP , P P o_ o1 Py | p_
QP = RE + R, RD = (1 -q) PP (I -q) et RY=qQ
1 n - dgT
—— QT s'écrit alors I b2 ) yn(j,i)
ndg'l/Z , j=0 3 5{0,1}J+1
N coiN o 1 ..
ou Yn(J,l) ndgT/Z 1-1 ¢(331:Q)

o] [=n-3)

.. 2 rjL'-M
avec ¢(j,i,a) = R; (0 - PIR;"...(Q - P)RVTT
1 2 Ty+1
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3.2 Lemme.

Soient j €{0,...,dgT} et 1ic {0,1}J+1 avec
|11l < [(dgT + 1) / 2] . Alors la suite de fonctions polynomes

vy_(j,1) converge vers zéro , uniformément sur tout compact
n

Preuve. Notons o(1),...,0(s) , (resp. o(s+1),...,0(j+1)), avec

s < [(dgT + 1)/2], les entiers & de {1,...,j+1} tels que i, =1
(resp. i2 = 0) . Nous avons
v, (5,1) = ~—~dg;/2 > SRS I
n - Osao(s+1),...,ao(j+1)5n—3 o(s+1) T ey
$(j,1,8)
od , pour tout £¢ N et tout seN” » 8, (s) = card {(BeN“:|]8]] = 2}

et o est 1'élément de NIt qui se déduit de a en remplacant les
composantes ao(i) , 1¢{1,...,s} , par zéro

D'aprés le lemme (3.1) , les valeurs propres de l'opérateur
R sont de module < 1 et différentes de 1 ; il s'ensult que la

0

n
suite d'opérateurs de C[N] , {pgo Rg} est bornée . D'autre part

nz1 °’
pour tout f2<«N et tout s~ N',Eg(s) est un polynome de degré (s-1)
en £ dont le terme de plus haut degré est 25-1/(5-1)! . Le lemme

(3.2) est alors clair
3.3 Lemme
Soient je¢{0,...,dgT} et 1 t{0,1}3+1 avec

Plill> [(dgT + 1) / 2] + 1 . Alors v,(3,i) est une constante qui

est non nulle seulement si dgT est pair , (1il| = dgT/2 + 1
i1 = ij+1 = 1 et 1 ne posséde pas deux composantes nulles consécu=
tives

Preuve.Dééignons par N(i) le nombre de couples (ik’ik+1) , 0sksy
égaux 4 (1.,1) ; nous avons

N(i) = 15)]:<<_j [ +ip /2 2 2 00El -5 -2 . '

Comme 1'opérateur R1(Q -P)R1 = Qm(Q_‘ I)Qm baisse le degré de tout
A

polyncme de CQ(A)EN] de deux unités , nous avons , pour tout



o ¢ {0....,n-710%1 |

dg ¢(Jj,i,a) < dgT - (j+N(i))

A

dgT - 2||1]] + 2
qui montre que ¢(j,i,a) est une constante qui est non nulle seule-
ment si dgT est pair , ||i|| = dgT/2 + 1 et N(i) = 2]|il] - j - 2

Le lemme (3.3) s'en déduit immédiatement

Des lemmes (3.2) et (3.3) , il résulte que si dgT est impair

la suite de fonctions polynomes {———l—— QnT} converge
dgT/?2 n1i

, uniformé-
ment sur tout compact , vers zéro.

Supposons que dgT soit pair . Pour tout entier k , no-

0

tons S (resp. V., V') 1'opérateur Q_(Q - I)Rg(Q - 1)Q, (resp.

Qm(Q - I)Qm » I) . Des lemmes (3.2) et (3.3) , il résulte que

1 .. } N .
—_— QnT s'écrit 61(n) + §_(n) , ou 61(n) est une suite de
deT/2 Z
n

fonctions polynomes convergeant , uniformément sur tout compact ,

vers zéro et

dgT/2
§,(n) = 3 z b_(s,B)
2 s=1 ;. mSH1 n
{BeN”" "o | |8l ]|=dgT/2 - s}
avec 1
s,B) = —M— dgT/2
wn( ) g1/ . T En‘lllll( gT/2)
n {aeN”: ] |a|l<sn-(s+dgT/2)}
B, a. B B a_ B
vis w2 ..y Ss Sy Stlp
Désignons par ays-e-adg les différentes valeurs propres de P
de module 1 et distinctes de 1 . Nous avons (lemme (3.1))
q
Ry = (I - QJIP(I -Q) =( -Q)Pr1 ~Q )+ ¢ a.n.
0 m m & X j=1 1

od 1; désigne la projection de C[N] sur Fai(xz) = Eai(kz) ; et

*
par suite , pour tout élément k de N ,
q
k _ k.. bk
Ry = (1 - QIP (I -0Q)+ I a;m
m m =

1

Pour tout entier naturel k , nous posons

S = Q@ - D - QIPKT - g @ - DY,

25)
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sk = a¥ q (0 - D1;(0 - DQ, , icisq

i
S+1

Soient s c¢{0,...,dgT/2} et 8 N avec
ilgj| = dgT/2 - s . Nous avons
v (s,8) = z . 2, (s:8,])
j£{0,-~-,q}
avec 1 4T/ 2
's,R,j) = —— L g T/2
én(S B,3) a1/ 2 . n_llallt g )
n {asN”: | la]|<sn-(s+dgT/2)}
B, «a B. . a_ B
v s, v Ss.5v sty
J1 Js
1 n-(s+dgT/2)
- —— t - (dgT/2) n (s,8,3)
dgT/2 k=0
" 81 %1 Bs ®s 8 +1
oi  n, (s,B8,j) = 5 v 's.'...v 3s.%v Tt
k J1 Js

{aiNS:ila[|=k}
En notant que

1 = Qm + ni / (1—ai) ’

(I - P(I - Q)"

Ho.0
—

(1 - QPl(1-q) +
120 m m 1

la propesition (2.6) résulte alors du lemme suivant

3.4 Lemme

Soient p et q deux entiers > 1 ; x1,...,xq des nombres
complexes différents de 1 et de modules 1 ; u une fonction réelle

de NP telle que b u(l) <« + « . Alors , pour tout entier r > 1,

] 1L[N 11 10
lim — I ¢ (r) X X, ...x_*ul yeeasl )
n' "t ,_, " n-k , 1 q q+1 p*q
n k=0 {1NPY | |1 ] =k}
= 1, ve L 1 z P u(l) ;
1-x1 1-xq r! 1I'N
1 1
lgm LI En_k(r) T x11 xqq -1 !
= 1 1. -
. k=0 {1LNP2||1||=R} r! 1 X, 1 xq
.1 1
lim — ¢ ¢ (r) b u(l,,...,1.) = — ¢ u(l)
_k 1’ y
r k=0 © P p
n {1 (Np:lllll=k} T' I(N
)
Preuve. Posons 11 lq
— B(k) = I X, ...xq u(1q+1""’1p+q) 3

{1 NP 11 =K}



k
nousS avons B(k) = I o(s) 1(k-s) , en posant , pour tout entier
s=0
5 1, 1
a(s) = pX u(l) et 1t(s) = b Xg o eeeX q
(LNP: | ]1] =5} (LN g1 =5}
q
Considérons le polynome Q(x) = T (1 - xxi) ; 11 est facile de voir
i=1
q s+1 -
que 1(s) = b X3 /Q'(1/>:i et par suite
i=1
4 k k-s
B(k) = I (x;/Q"(1/x;)) T o(s) x;
i=1 s=0
D'ol
L g(k) = 2 (x;/(1-x)Q'(1/x5)) T o(s)
k>0 i=1 -1 . 520
= (1/Q(1)) T o(s)
s>0

Le lemme (3.4) résulte alors du lemme élémentaire suivant.

3.5 _]_:emme

Soient x un nombre complexe différent de 1 , de module 1

et {Bk}k>0 une série convergente . Alors , pour tout entier r > 0,
n
lim L z (n-—k)r xk = 1]
r k=0 r! 1-x
n
lim— £ - e = 1 1 g
B v k=0 k r! k0 K

27)



4, Démonstration du théoréme (2.12)

Nous posons r = sup{dg X T<i<p} ; r est indépendant

du choix du systéme de fonctions coordonnées {xi} de 1'e.v. N

1<i<p

Pour faciliter la lecture, nous distinguons deux cas.

Nous supposons que X vérifie, outre 1'hypothése iii)
de (2.1), la condition m(») > 2 sup(r,2). [On notera que d'aprés
1'inégalité de HOélder, cette derniére hypothése entraine la condition

() de (2.11)] .

La démonstration du théoréme se fait en trois étapes.

lére étape . Elle est suggérée par la remarque (2.14).

Pour prouver le théoréme (2.12), nous pouvons supposer que

pour tout t > 0, UE est un automorphisme de G (i.e. G = Gb ,

voir (2.14)). En effet, nous avons

(4.1j Proposition
Soit (Xi)i>1 une suite de v.a. indépendantes, 3 valeurs
dans N x K , et de loi commune A . Alors la suite de v.a.
_ b b
AL = Un o n](X1...Xn) Un o 111()(1 Xn)

. 2
converge vers z&ro dans L™ .

Preuve de la proposition (4.1)

Désignons par M 1le produit direct des groupes de lie

nilpotent simplement connexe N et Nb ; par n @ nb 1I'homomorphisme

de K dans le groupe des automorphismes de M défini par


http://automorphism.es

29)

[ & " (0T () = ()W), AR, (uv) e X x N

et par H = M X @nb K le produit semi~direct de M par K associé
N b

a n@n

Si u est une mesure de probabilité sur N x N x K , nous

notons Qu l1'opérateur de transition sur M , identifié a H/

K ’
associé @ u (voir (1.3)). Soit X = (Y,U) wune v.a., 3 valeurs dans

dans N x K , de loi ; nous notons X' 1la loi de la v.a. (Y,Y,U),

a valeurs dans N x N x K

Avec ces notations, nous avons, pour tout i e {1,...,p},

2 1 n
E[Xi(An)] - ;a§~§; QAI Ti(o) ’

ol Ti désigne la fonction polynome sur N x N définie par

2 \
Ti(u,v) = (xi(u) - xi(v)) , uet veN

Nous définissons une notion de degré sur €[M] = €[N x N] ,

-

en attribuant un degré 3 toute fonction polynome T de c[N x N]

de la forme T, & T, , ol T, et T, sont des &léments de c[N], -

(i.e. T1 R Tz(u,v) = T1(u) Tz(v) , Y(u,v) ¢ N x N) ; le degré de T ,

noté dgT , est par définition égal 3 dgT1 + dgTz . Le couple (H,r')

vérifie alors les hypothéses de (2.1)

Considérons la base b & b = {(ei,O),(O,ej), 1<i,j<p}

de N x N. Avec les notations de la remarque (2.14), Mbe est le pro-

b b®b

duit direct de N~ par lui-méme et H est le produit semi-direct

de Mbﬁb par K associé a nP 8 nb

Le lemme (2.15), appliqué au couple (H,2»'), nous dit que

1 n o4 1 b&b.n .
T. = I;m fagz; (Qx' ) Ti N Yi e {1,...,p} >

n n \

~ : L 2 - b&b . ceiz o
o QE?) désigne 1'opérateur de transition sur M , identifié a




Hb@b/K , associé a ' . Or nous avons, pour u e N et i€ {1,...,p}

(ngb n

T

) Ti(u) = E[[Xi 0 n](X1-...-Xn-(u,e))—xj 0 wl(X]-...-Xn-(u,e))]2]=0

11 s'ensuit que 1lim ~—l—7 Qn, Ti = 0 et la proposition (4.1) est
i

prouvée.

2¢é étape. Nous supposons donc que V¥Vt > 0 | UE est un au-

tomorphisme de G
Soit (X.)

dans N x K, de loi commune A . Nous posons, pour tout entier naturel

;)i>q une suite de v.a. indépendantes, a valeurs

n>1 ,

i
]

5, (0)

[l

K
s G

) oo Un(X.l...Xk) = ﬂ1(Un(X1)...Un(Xn)) , Yk e {1,...,n};

puis

s, (t) = (1-{nt}) sn(fl‘%]—) + {nt} sn(L’%il) , ¥te [0,1],

ol nt désigne la partie entiére de nt et {nt} = nt - [nt]| .
g P

Pour tout e N, nous posons |lullZ = § xZ(w
i=1

(4.2) Proposition.

Pour tous réels s et t de [0,1] ,

B[S, - s, 117] scle-sl

ol C est une constante > 0 indépendante de n , t et s

Preuve de la proposition (4.2) - '

Nous commengons par prouver qu'il suffit de montrer la propo-
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sition pour des réels s et t de la forme 5 avec ke {0,...,n}
Admettons donc un instant que la proposition soit vraie

pour les réels de cette forme et considérons deux réels s et t

de [0,1] wvérifiant s < t
Nous avons
Sn(t) - Sn(s) = {ntlu + v + (1 - {ns}) w ,

avec

- [nt]+1 ntl
u=3S.( n ) - SR

v = § ([nt!) - s ([nsl+1)
n n n- n

>

et

w

I

S ( ns[+1) -5 (Ins[)
n n n n

De 1z relation
2 2 2 2
[lax + by + cz||” < (a+ b+ c)(a|[x||” +bllyl|” + cl||z]|) , a,b,c>0 , x,y,zeN

il résulte que 1l'on a

E[IISn(t) - Sn(s)llz] < é%({nt} +

[nt] - [ns] -1 + 1 - {ns})

D'ot

E[I]Sn(t) - Sn(s)llz] < 3C(t - s) , si [nt] - [ns] > 1

Si [nt] = [ns] , nous avons

- nt]+1 nt
5.(8) - S_(s) = n(e-s) (s lntltly s ([ntly,

et

C n(t-s)?

I A

e[ 115, 0) - 5,117

C (t-s)

iA



car [nt] = [ns] implique que n(t-s) < |

Ceci dit soient k et ¢ deux entiers de {0,...,n} tels

que £ < k . Pour tout i e {1,...,p} , posons

i

Ti(u,v) Xi(UV) = Xi(u) 3 (U,V € N) 5

nous avons

T, (u,v) = x, (v) + P.o(u,v)

avec dg P, < dg X5 s val Pi/u et val Pi/v > 1

Par suite

- £ - -
e [l 05,5 - 5,617 = e[l (Ts 9177 s, )

2 2 -1 k 2
RSN BN RSO
or [s.A17" s &) srtecrit no o (Xy...X (), L)) ,
~'n'n nn 2 717 e Mgk ’

. . - L N
ol El,k(n) est une v.a. indépendante de Sn(ﬁ) et ayant la méme

. -2 .
loi que Sn(hﬁ“) . La proposition (4.2) résulte alors du lemme suivant.

(4.3) Lemme.
Pour tout élément T de Cg(x)[N] de la forme
G a
1

Xq ' e xpp , ou a1,...,ap e N , et pour tout &lément k de

{0,...,n} , nous avons

E[T(s,EN]| < cmy &HIET?

ot C(T) est une constante > 0 indépendante de k et n

Preuve du lemme (4.3).

Nous avons ~
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BT, ] = ~ggr7z & T (O)

dgT/2 1 K
) (EH§T77 Qy T (0))

il

=Rk

(

D'aprés la proposition (2.6), la suite kd;T 3 Qt T (0)

est convergente. Le lemme est ainsi prouvé.

(4.4) De la proposition (4.2), il résulte que le processus Sn(t)
vérifie les hypothéses du corollaire 1 du chapitre I, sec. 6 de [ 8 ]
Désignons par ([0,1]) la tribu des boréliens de [0,1] et par o
la mesure de Lebesgue de [0,1]. Nous savons alors que pour toute
suite d'entiers, on peut extraire une sous-suite {nk}k>1 pour laquel-~
le i1 est possible de construire des processus xngt,w'i et x_(t,w')
sur 1'espace probabilisé (%' = [0,1],D ([0,1]) , ») tels que

i) pour tout entier £ et tous réels t]"“’tz s
(xnk(t1),...,xnk(t2)) et (Snk(t1),...,Snk(t2)) ont méme loi, pour

tout entier k

ii}) pour tout t € [0,1] > X, (t) converge en probabilité
k
vers x_(t) , quand k tend vers 1'infini

3éme étape. Désignons par {nk}k>1 une suite d'entiers
pour laquelle il est possible de construire des processus X (t) et
t
x_(t) ayant les propriétés 1) et ii) de (4.4). Alors le processus

x_(t) vérifie la proposition suivante

(4.5) Proposition. .

. . 2 5
Pour toute fonction sur N , de classe C~ , 3@ support



compact,

E, [£(x, ()] = £(0) + jg E [Af(x,(s))]ds , vt e [0,1] , ot F

désigne 1'espérance associée 3 la mesure op.

Preuve de la proposition (4.5).

En posant S](t) = S_ (t) et x!(t) = x_ (t) , on se raméne
k n, k n,
au cas ou {nk}k>1 est la suite des entiers naturels. Pour alléger

1'écriture, nous nous placons donc dans cette situation.
. 1T
Pour toute fonction f sur N , de classe C , 3 support

compact, et pour tout &lément v de N , nous posons

flu(tv)) - f(u)
t

D f(u) = lim
v t->0

(u € N)

Nous avons

i e, 2 1€ {1,...,p}

va = .E xi(v) Dif s ol D. =D
i=1 i

et (formule de Taylor), pour tous u,v € N , il existe 8 € ]0,1[ tel
1 12
que f(uv) = f(u) + va(u)+ v va(u(ev))

Choisissons une partition tj = 0 < t, < ...< ty =t de [0,t]

et écrivons, pour tout entier naturel =n ,

q [nt.]
£(s, (1)) - £(0) = £(s (1)) - £¢s, (A O e R
J= . ;
{nt._d
- £(S (= N}

n
D'aprés la proposition (4.2), il est clair que

lim [E[£(S (1)) - f(sn(LE%l))]] =0 .

n .

nt. ] _ [nt.]
Posons Ej(n) = [Sn(g——%:l—)] 1 Sn( 1y L, 5 e {1,...q) ;

n

~

Ej(n) s'écrit moo m, (X, ... x[ntj~1])(ij(n)) ol Yj(no est une v.a.
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nt. ] [nt.}-[nt._.]
indépendante de Sn(*——%——~) et de méme loi que S _( : n —)

D'aprés la formule de Taylor, nous avons

[nt.] [nt. ]
05, (=) - £05 () =)+ geim)

avec
§ Inty ] 4
3y T x; (25()) Dy£(S, (— N+ 5 1<i?2<p x; (25 (n) xg (25 (n))
o S

DD £(s_(—21717)
et
B.(n) = ) <. (2 x (= [DD{[S(_[it_.i:_l]~ es ] -
j(n) = Feitaep X, “j(n)xl( j(é)) i s, 1) ( j(n))

[nt._1]
B} DiDRf[Sn(———%___)]]

D'aprfs le lemme (1.5), via la proposition (4.2), les v.a.
}.'n et S -
J( ) (

tenu de la proposition (2.6), nous avons alors

) sont asymptotiquement indépendantes. Compte

dgxi/Z
(1) lim E[e; ()] = ) v, (t5 =5 )
n : {ie{7,...,p}:dgx; pair} -

Ep[Dif(xw(tj_1))]

dgx.x /2
- op o (E. -t )t .
© {1s<i,es<p:dgx;x, pair} 7’ ) ]
E [D;D flx, (t5 )]
dgx./2 dgx.x,/2
a Y. = 1 L. * et o = 1 L, * X.X
ou i (dgxi72i! A X5 i,e (dgxiXQ/Z)! A i%s

D'autre part, pour i,2 € {1,...,p} , j € {1,...,9} , posons,



[nt

1

. -]
ég,g(n) E[xi(ij(n))xg(ﬁj(n)) [Dile[Sn( % 1“)(92j(“))] -

[nr._1]
- Dy sz(sn(—'—}n——))ﬂ

Pour dgx; + dgx, >3 , nous avons, en appliquant 1'inégalité

de schwartzet le lemme (4.3),

([ntj]—[ntj_i];/Z]([nti]—Lntj_i]

)
s mls [z 11D Ell, suw ),
l 1’27 I- L l,)\- I 1 9. .]5qu n n
ot C. , est une constante > 0 indépendante de n et de la parti-
tion (tj)1§ij de LO,t] .
Soient 1i,2 € {1,...,p} avec dgx.1 = dgx2 = 1. Pour tout
e >0 , il existe o > 0 tel que pour tout u e N vérifiant
lul] < ¢« , on ait
il:g 'Di DQ f(uv) - Di D, f(u| < e
Nous avons alors
6] 1 < eB[Ixg Gy x5 1]+ 2l1n D, 11,
E[lxi(zj(n)) Xl(zj(n))|1{llzj(n)]I>d}]
[nt.J-[nt. .]
< AR bt 2 2oz,
<ol , € . ) + 2/ DD E] ] »’é[xi(zj(n))‘\ﬁ(zj(n))]
4 2
B[ 5 m[]7]
( ] )
2|ip.p, €| nt.}-Mnt. .1 1/27 [nt.]-[nt. ]
127" = D N - -1



ol Cj , et Ci , sont des constantes > 0 indépendantes de n et
3 b

de la partition (tj)1§ij de [O,t] .

On en déduit que pour tout e > 0 , il existe a > 0

tel que

q . C nt.]-[nt, J1/2

X Bj(n) < ? z IS% 2(n)l < (C]+—§J sup (— J 1~1') + ecg
j=1 j=1 1<i,2<p ™ 1<j<q n -

ol C1 , CZ et C3 sont des constantes > 0 indépendantes de n et

de la partition (tj’lfij de f[0,t] .
De 1'inégalité
[nt.]-[nt; ;] 11/2 /2, 1
J j=17y1/2 to-t._ )+ < (ti-t:_4) +— )
( n A S B DAt IS S B /
il résulte que,
C
q 2 1/2
f . (n < eC, + (C, + ==)( sup (t.- t. .) +
Ye > 0 ,3a>0,|j;};16]()|_93 1 o 1:ij3 j-1
+ —l).
/n

On en déduit que, pour tout e > 0 , il existe o > 0 tel

que, pour tout entier naturel n ,

! q .
ELees, () - £ - 1 eie]| < [elees ) - e i)
.
7 _X Bi(n)’
i=1
CZ 1/2
h €C3 * (C1+";)1§??q(tj'tj_1) +3(n),

od 6§(n) est une suite de réels positifs, indépendante de la partition
]

(tj)1<j<q , convergeant vers z&ro et C1 » Cy s C3 sont des réels‘> 0

indépendants de n et de la partition (tj)1§j§q de [O,{] .



En faisant tendre n vers 1'infini, nous voyons que
(2) pour tout ¢ > 0 , 1l existe o > 0 tel que
C

> - T - i a < g + +_._2_ - 1/2
E[f(x,(t))] - £(0) 121 Lim E[a; ]| < €5+ (€ SSEACIIRY

D'aprés la proposition (4.2), pour toute fonction continue
h sur N , & support compact, la fonction, t » E[h(x_(t))], est con-
tinue. De (1) il s'ensuit que, lorsque sup (t.-t._1) tend vers

‘]<j<q J

zéro, lim ? Elaj(n)l tend vers fg Ep[Af(xw(s))]ds. La proposition

(4.5) résulte alors de (2).

Fin de la preuve du théoréme.

D'aprés la proposition(4.2), pour tout t e [0,1} , la

est bornée ; l'ensemble des lois des v.a.

suite {E[I ENEGN 2} b

1> 1

{Sn(t)}n>1 est donc relativement compact pour la topologie de la con-

vergence étroite. De (4.4) et de la proposition (4.5), il résulte que

la seule valeur d'adhérence de cette famille de probabilité est'la loi

b

au temps t du semi-groupe sur N de g.i. A. Il s'ensuit

Vedeso

que, pour tout t e [0,1] , S,(t) converge en loi vers v, et la

premiére assertion du théoréme est démontrée.
D'autre part, des propositions (4.1) et (4.2) il résulte
que pour tout entier naturel p , la v.a.

b . b , .
Un ) n1(k1...Xn) - Un ) n1(k1...xn_p)

“ 2
converge vers z€ro dans L

On en déduit que la suite d'homéomorphismes %Ug}n>1 de N

vérifie les hypothéses de la proposition (1.2). La démonstration du
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théoréme, dans ce premier cas, est donc achevée.

Cas Général

Le passage du cas précédent au cas général se fait par un
procédé de troucature analogue 3 celui utilisé dans [5]. Nous indi-

quons la marche 3 suivre, sans entrer dans les détails.

Pour tout entier naturel n > 1 , désignons par a

1'élément de N défini par

Vie {1,...,p} , x(a) =
fN xi(u) 1{¢h(g)/ﬁ} X (du)

si dg X = 1

Nous posons alors, pour g = (u,k) € N x K et pour tout

entier naturel n > 1

3

(u, k) si ¢y ()
Tg(g) =

3

(a,,K)  si 4 (u)

Jour tout entier naturel n > 1 , la mesure de probabilité

1(\) sur G vérifie 1'hypothése iii) de (2.1) et £(TD(A) = +a

Nous avons
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(4.6) Lemme

Avec les notations précédentes,

Lim 2" - [T2()17] = 0
n
Preuve : On voit facilement que

2
1™ - (T2 (TR < nal{e, > VAY) < [ en(g)1 (g)_ r(dg) ,
Tn I b IG b {4 >¥n)

qui tend vers zéro, quand n tend vers 1'infini.

(4.7) Lemme

Pour toute fonction polynome T sur N , nous avons

. 1 .
llme:TQ T=20 S1 dgTiS
n n b

T ()

n
lim Q T = QT si dgT < 2
n b

2 ()

Preuve : voir lemme (4.11) de [5'] .

Soit T wune fonction polynome sur N . Soit XA une mesure
de probabilité sur G vérifiant 1'hypothése 1ii) de (2.1) et
2(x) > dgT . L'expresssion Lng/zT (voir (2.5)), ne dépend de A

que par xz et les moments . :

IN P) A(dw) , [ P Adw) , Pe €[N ;



[ P(u) X(du) , P e C,[X]
N

Pour toute mesure de probabilité A sur G vérifiant 1'hkypotheése
1ii) de (2.1) et () > 2 , nous pouvons donc donner un sens 3

\ . dgT/2 : :
l'expression Lx T , pour toute fonction polynome T <sur N

En tenant compte du lemme (4.6) et en procédant comme pour

la preuve de la proposition (2.6), on montre alors la proposition

(4.8) Proposition.

Soit (G,r) vérifiant les hypothéses du théoréme (2.12)
Alors pour toute fonction polynome T sur N , la suite de fonctions

polynomes {—35%77 [Q
n

n h -
T} converge, uniformément sur tout

Tg(x) n>1

compact de N , vers z&ro si dgT est impair, vers la constante

1 LdgT/ZT

g1/ 20 ] A si dgT est pair.
g !

D'aprés le lemme (4.6), nous sommes amenés, pour prouver le

~

théoréme (2.12), & &tudier la suite de mesures de probabilité.

{Un 0 n](ng(xn)]n)} v . A l'aide du lemme (4.6) et de la proposi-
N n>1

tion (4.8) on procéde alors comme dans le cas étudié précédemment en

remplacant les v.a. (X par les v.a. (Tg(Xi))i>1

i>1

41)



5. Théoréme de la limite centrale pour un produit semi-

direct d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe

par un groupe compact

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats de
la section 2 pour établir un théoréme de la limite centrale pour un
produit semi-direct d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe

par un groupe compact.

Définitions et Notations

(5.0) Soit G = N X, K un produit semi-direct d'un groupe de Lie

nilpotent simplement connexe N par un groupe compact K

Pour simplifier 1'écriture, nous identifions N et K a
des sous-groupes de G ; tout é€lément g de G s'écrit donc de fagon
unique g = uk avec ue N et k e K; N est un sous-groupe distin-
gué de G et, pour tout couple (u,k) e Nx K , n(k)(u) s'écrit
kuk ™!

D'autre part, nous identifions N a3 son algébre de Lie
(N,[ , ]) munie du produit o défini par la formule de Campbell-
Hausdorff (voir (2.1)) ; le produit de deux éléments g = uk et
g = u'k' de G s'écrit donc gg' = [u(ku'k ]kk' = uoAdk(u')]kk' ,
ot pour tout k € K , Adk désigne 1'automorphisme d'algébre de Lie
de (N,[ , 1) (et par suite 1'automorphisme de groupe de (N,o)) tan-

1

gent 3 1'automorphisme u » kuk ' de N .
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(5.1) Moments d'une mesure de probabilité sur un groupe L.C.D.

compactement engendré ([27])

Soit H un groupe localement compact a base dénombrable,
compactement engendré. Une application borélienne 8 de H dans R,

€st appelé jauge (resp. fonction sous-additive) si elle vérifie.

Ygy,82 ¢« H 8(giep) < 8(gq) + 8(g,) + C (resp 6(g;g,) = 8(gqy) *+ 8(gy))s
ou C est une constante > 0 indépendante de g; et g;

Une jauge 6 de H est dite principale s'il existe un voi-
sinage compact V de 1'unité engendrant H tel que

{x:6(x) < nlee V® , Vn ¢ NF

Sur un groupe L.C.D. compactement engendré, il existe des
jauges principales et si 8§y est l'une d'elles, pour toute autre
jauge ¢ nous avons :Vg e 1l 6(g) = Cq 8,5(g) + c,
ol C, et C, sont des constantes > 0 indépendantes de g e H.
Il s'ensuit que si pu est une mesure de probabilité sur H , 1'expres-’
sion [ 5O(g)]a p(dg) < +» , pour o > 0 , est indépendante du choix

de 60 ; dans ce cas nous disons que u possé&de un moment d'ordre a

(5.2) Moments d'une mesure de probabilité sur G

Appelons r 1la longueur de 1'algébre de Lie nilpotente .
(N, T 1) et désignons par

N s x=N s N = L =N = O T = T - (o), 12 suite

centrale descendante de N . Pour tout i e {1,...,r} , désignons

1

i ~ . i+ 1
par m un supplémentaire de N dans N~ . Nous avons
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(1) i

T
N= & m ; sSi u e N, nous notons u sa composante sur m
1 . . -
Supposons les sous-espaces m , i e {1,...r} , de N normés par
Il || , on définit une fonction ¢ sur N par

o(u) = sup ||u(i)||1/i (u e N)

T<iz<r

-~

On sait ([3], lemme I11.1) que, quitte 3@ remplacer les normes données

par des normes homothétiques, ¢ est une jauge principale sur N

En posant, pour g = (u,x) € N x K ,

v(g) = sup ¢ (Adk(u))
KeK
nous obtenons une jauge principale sur G . Nous disons donc qu'une

mesure de probabilité u sur G posséde un moment d'ordre « > 0 si

[ % (g) u(dg) < +=
G

(5.3) Définition.

Soit ( 31)i>1 une suite décroissante d'idéaux de N telle
que 31 = N et 31 = (0) pour i >s + 1, s N* . Pour
ie {0,...,8} , notons a; la dimension de 1'espace vectoriel
N/ji+1 Nous disons qu'une base ordonnée {ek}Tgkfp , (p=q5) , de N
est adaptée 3a la suite d'idéaux (ﬁl)i>] si pour tout i e {1,...,s},
vérifiant qQ; # 959 » {eq b1 2o eq } est une base d'un supplé-

i
. i+1 g 17
mentaire de ') dans % .
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(5.4) Soit A wune mesure de probabilité sur G . Nous désignons
par =, (resp. m,) 1la projection de G sur N (resp. K} et nous
écrivons Ay o= ni(x) , 1 = 1,2 . Nous notons m(resp. %) la mesure
de Haar normalisée du sous-groupe compact K(AZ)(resp. k(xz)) de K
engendré par le support, S(1,) , de ), (resp. par S(Az)[S(AZ)]—l).
Quitte 3 remplacer G = NK par G = NK(AZ) , NOUS pOUVONS Supposer
que K(AZ) = K . Nous disons que AZ est apériodique si k(xz) = K
Nous posons X = fK Adk(x]) m(dk) ; X est une mesure de probabilité

sur N

(5.5) Soit u wune mesure de probabilité sur N possédant un
moment d'ordre 1 (i.e. f o(u) u(du) < += , voir (5.2)). Appelons ¢
l'application naturelle dg N sur N/[N,N]' D'aprés (5.2) 1'intégrale
f Z(u) 4(du) a un sens et défini un élément e(u) de N/[N Nj . Nous
N 5]

disons qu'une mesure de probabilité u sur N est centrée si v

posséde un moment d'ordre 1 et si e(u) = 0

Théoréme de la limite centrale dans le cas centré

Nous supposons que la mesure de probabilité sur N , i |

est centrée (voir (5.4) et (5.5)).

(5.6) Notion de degré sur l1'algébre des fonctions polynomes

sur N ([2]).

Désignons par {ek}1<k<p une base de N adaptée a la suite

centrale descendante, (Nl) de N (voir (5.2) et définition (5.3));

i>1
et par {xk}1<k<p le systéme de fonctions coordonnées d@ssocié 3 cette

base. Nous définissons une notion de degré sur C[N] , en attribuant
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un degré i chaque générateur Xy o T <k <p; le degré de Xy s noté

dg X, » est par définition égal au plus grand entier i tel que ey

i

appartienne a3 N On convient que le degré (resp. la valuation)

du polynome nul est (-=) (resp. (+=)). 11 est facile de voir que cette

notion est indépendante du choix de la base adaptée.

(5.7) Crochet de Lie associé 3 une base de N adaptée 3 sa suite

centrale descendante

Soit b = {e;} une base de N adaptée 3 sa suite

t<icp
centrale descendante, ‘(Ni)]<i<r . Pour tout i e {1,...,1r} ,
N ~ . N, . i
{ep- . 1,...,ep_} , ot p; = dim ( /N1+1) et Py = 0 , est une base
1-1 1

2 . i i+ i
d'un supplémentaire m' de N dans N°.

Pour tous 1 et j appartenant a {1,...,r} , nous avons

. . .
[mi,m?]= N'"T - ® m y
{2:2>1+]}

Pour u € m* et v € m’ , nous notons [h,vlb la composante
de [u,v] sur m''J ; puis pour u et v appartenant & N , nous
posons

[u,v]b = <iZ' [ui’vj]b )

£1,)<r

r T

ol u= ) u; avec u. e m' et v= ) v avec v. e m’
i=1 J._.1

I1 est clair que 1l'application de N x N dans N qui au

couple (u,v) associe [u,v]b est hilin€aire alternée. D'autre -part,

pour uemn, vem , wen', avec i,j,% € {1,...,1} ,

[u,[v,w]b]b n'est autre autre que la composante de [u,[v,w]] sur
i+7+ . . PP - s 4 A :
mttITE ; i1 s'ensuit que [ , ]b vérifie 1'identité de Jacobi. On

en déduit donc que [ ]b est un crochet de Lie sur N , vérifiant

b
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—
tiean

12 Yso1 s jigiy :
ym Lo m 7T Jb' "]bTI)C: m ", pour iy ¢ {1,...,r} ,

joe {1,...,8} ; et (N,[ s ]b) est une algébre de Lie nilpotente

de longueur inférieure ou €gale 3 1r . Nous notons °h le produit

sur N associé au crochet de Lie [ | ]b par la formule de

Campbell-Hausdorff.

(5.8) Soit b = {ei} une base de N adaptée 3 sa suite

T<i<p
centrale descendante. Si f est une fonction de classe C1 sur N

et v un élément de N , nous définissons

“f(u ° tv) - f(u)
va(u) = 1lim -
t-0 t

Si A posséde un moment d'ordre 2, nous désignons par A le géné-

rateur infinitésimal,

P,

b 1
AT =) (L, x;)D, + Y (L, x. x.) D. D, ,
i=p1+] A z 1<3,j2pyq A1) 1]
ot L, est défini en (2.5) et D; =D, , 1ic¢ {1,...,p}
1

Pour tout v e N, le champ analytique de vecteurs tangents
invariant & gauche, DV , sur (N,ob) , S'identifie 34 1'élément v

de 1'algébre de Lie (N,[ , ]h) de (N,op)

La sous-algébre de Lie de (N,[ , 1) engendrée par les
éléments e; > 15_ii_pJ , est égale a (N,[ s ]). D'aprés la définition
du crochet de Lie [ s ]b (voir (5.7)), 11 est alors clair, que
la sous-algébre de Lie de (N,[ , ]b) engendrée par ces éléments
est égale a3 (N,[ , ]b)

Lorsque la matrice ((LA Xy Xj))i,jc{T,---,P1d

donc (remarque (2.13)) que le semi-groupe de convolution

, NOus savons

b
(vt)t>0 sur
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(Nyop) de g.i. Ab est absolument continu par rapport 3 la mesure

o

de Haar de (N,ob) , avec une densité de classe C

L'adaptation du lemme (2.4) a la situation précédente, nous

dit que la matrice ((LA X. X.))

i X i,jc{1,...,p1} est définie positive

si et seulement si la mesure X n'est pas portée par un sous-groupe

1

fermé de G de la forme Njy(a K 'a) ol : N, est un idéal propre

de (N,[ , 1), K-invariant (i.e. Adk(NO)C: N, , Yk ¢ K), conte-

0
nant [N,N] ; et a est un élément de N vérifiant

-1 rs
(1 xp(a) = (1 -0, (1-q,)] Uy (dwy s, Vi e,y

[On notera que des propriétés de Ng > il résulte que le groupe
No(a k_1a) est le méme pour tous les éléments a de N véri-

fiant (1)].

Si A=y R A, ou A, est centrée, on peut pren-

dre pour a 1'élément neutre de G

Nous avons alors

(5.9) Théoréme.

Soit X wune mesure de probabilité sur ( possédant un

moment d'ordre 2 et telle que X soit centrée. Soit b = {ei}1<i<p

une base de N , adaptée 3 sa suite centrale descendante. Pour tout

(u,k) ¢ N x K et pour tout k0 e K , posons
x.(u)
- i -n
(U,k) = (12)1 dgxl 2 ei > ko 1‘)

b,k

v O
. 'n

Alors, pour tout ko € S(AZ) , la suite de mesure de

probabilité sur N x K , {Vb’ko(xn)}rp1 converge vaguFment vers la

Y

mesure de probabilité produit v? @ m . En particulier lorsque 1,
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s 1 b,e, .n R b
est apériodique , {V *7"(4 )}ni1 , converge vaguement vers vy & m

Preuve du théori3me (5.9)

Pour la notion de degré sur C€[\] définie en (5.6), le
couple (G,2) vérifie les hypothéses de (2.1) : compte tenu de la for-
mule de Campbell-Hausdorff, 1'hypothése i) (resp. ii)) est une consé-
quence des relations [Ni,Nj]CZ Ni+j , Yi,j > 1, (resp. du fait que

i

les N~ , i > 1 , sont stables par les éléments Adk , k € K) ; enfin

1'hypothése iii) signifie que X est centrée.

En remarquant d'une part que la condition (*) de (2.11) équi-
vaut 3 l'existence d'un moment d'ordre 2 pour A et d'autre part que
les groupes (N,ob) et Nb associés a b respectivement en (5.7)
et (2.9) coincident, nous voyons que le théoréme (5.9) résulte du

théoréme (2.12).

Théoréme de la limite centrale dans le cas général

A est une mesure de probabilité sur G possédant un moment

d'ordre 1

(5.10) Suite graduée d'idéaux de N associée 3 A

Considérons 1l'ensemble

E={(2,k) e NxN : 0 <k <2}y {(1,7)} muni de la relation d'or-
dre total > définie par
L > g
(2,k) > (2',k") <==>{ ou
L = & et kzk'

On vérifie aisément que 1l'ordre ainsi défini sur E est

celui qui est induit par la bijection
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c E - m*
- ol . . -
(2,k) » o(2,k) = {Z(Q 1)/2 + k + 2 si ¢ > 2
ks si g =1

Nous appelons suite graduée d'idéaux de N associée a ),
la suite décroissante d'idéaux de N définie de la facon suivante

a 1’O(X) =N, 311’1(X) = C—1(e(7)) et zjg’k(k) , (2,k) € F avec

c 1 L P P L . - .
£ > 2 , est 1'idéal de N formé des é&léments de N qui s'écrivent

[u],[uz,...,[u2_1,u2]...] , Uy,-..,u, € N, ool au moins k éléments

parmi les u, , ie {1,...,2¢} , appartiennent a c—1(e(7)). Nous
' £ .k .
avons :SQ’O(A) = N , Y>> 1 ;0 ’k(x) =0 si ¢ >71 et

fkon,nt R oo]e AR KT Gy pour (2,k) et (10,k') e E

~

(5.11) Notion de '"degré suivant )" sur CD@
Désignons par {ek}1§k§p une base de N adaptée 3 la sui-
te graduée d'idéaux de N associée a X (voir définitions (5.3) et

(5.10)) ; et par {xk} le svstéme de fonctions coordonnées as-

12kep
sociée 24 cette base. Nous définissons une notion de dégreé sur E[N]
en attribuant un dégré 3 chaque générateur Xy T<k<p ; le degré
suivant 2 de Xy o noté dgA Xy est par définition égal 2 1 si
e, n'appartient pas a n? , égal & sup{s+t :(s,8) ¢ E, e ¢ 385t (2}

K appartient a NZ . On convient que le degré (resp. la valua-

si e
tion) suivant A du polynome nul est (-«<) (resp. (+«)). 11 est fa-
cile de voir que cette notion de degré sur C[N] est indépendante du
choix de la base de N adaptée a la suite graduée d'idéaux associée

~

a A.

Dans le cas oli 1la mesure de probabilité 1 est centrée, la
suite graduée d'id€aux associée & * n'est autre que la suite cen-

trale descendante de N ; nous retrouvons alors la notion de cegré
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définie en (5.6).

(5.12) Crochets de Lie associés a une base de N adaptée a

217 %0, (2,K)eED.

Soit b = {ei}liijp

une base de N adaptée d la suite
d'idéaux {ﬂﬁ’k(k),(l,k) e E}. Pour tout €l&ément (£,k) de E ,
posons

= aim /75X (00 (voir la définition de o en
(5.11))

si A est centrée q, = aq; , si X n'est pas centrée q, = qq * 1

9% (2,k) -1

Pour tout é&lément (2,k) de E vérifiant gq # q ,
o(2,k)-1 a(2,k)

{e e } est une base d'un supplémentaire

Yo, x)-1"1 777 T, K
2. k

m K ge 107009 gans 1% K0y L o (2g-k) = o (a(2,K)+1)

Pour tous couples (2,k} et (&2',k') de E , nous avons

() = @ n°J

[-sz,k
m m
- {(s,j)eE:(s,j)>(e+2"' ,k+k")}

’

,l',k']:jl+2',k+k'

9[]\ 2' kl
Pour u e m? et vem °’ , hous notons [u,v]b la

m2+2‘,k+k'

composante de [u,V] sur Si u € N , pour tout couple

(2,k) %K

(2,k) de E , nous notons u la composante de u sur

nous avons

L) ; NERS!
(%,k)eE {(2,K)eE:e<1}

Pour u et v appartenant 3 XN , posons alors



2,k Ltk
['U’V]b ) {(K k [ ot ' . EU( ),\’( )]b
k), (27, k" )ebig, 0t <1}

I1 est clair que 1'application de N x N dans N qui au

couple (u,Vv) associe [u,v]b est bilinéaire alternée. D'autre part,

2 k y!k! Q,” kn
m’ wemnm °

pour u € , V. e m , , avec (&,k),(#,k"),

(¢, k") ¢ E , [u,[v,w]b]b n'est autre que la composante de

[u,[v,w]] sur mE AT AT Rk kT ; i1 s'ensuit que [ , ] vérifie
1'identité de Jacobi. On en déduit que [ , lb est un crochet de Lie
de N , vérifiant s
£. I k.

" v,k L,k PRy TRy
1 2°772 s-17"s-1 ? 1 ’1=1
, [m yeeym > S='m ® S]b"']b]bc: m* 1 s

it

£,k
[m
pour (li,ki) e E, i¢e {1,...,8} ; et (N,[ s ]b) est une algpébre
de Lie nilpotente de longueur inférieure ou €gale a r . Nous notons
°h le produit sur N associé au crochet de Lie [ s ]b par la for-

mule de Campbell-llausdorff.

D'autre part, nous définissons un nouveau crochet de Lie

[ ]'b sur N en posant, pour u et v e N ,

[U,V] lb - [U‘U(1 :1) ’V_v(1’1)]b

Nous notons oé le produit sur N associé & ce nouveau cro-

chet de Lie par la formule de Campbell-Hausdorff. Nous avons

u o b\l = (U‘U(1’1)) (],1)) + 11(1’1) + \7(1,1)

ob(v—v
pour u,v e N

' b ; - . .
Nous notons ad(resp. ad et ad'b) la représentation adjoin-

te de 1'algébre de Lie (N,[ , 7)(resp.(N,[ , ]b) et (N,[, 1"y



(5.13) Soit b = {e.)

. la base de N considérée en (5.12).
1°1<1<p

Dans le cas ol n'est pas centrée, posons

f = IK Adk(eqz) m(dk) ;

f est un élément K-invariant de N et f - €y, € [N,N]. Nous dési-
2
gnons par b la base de N qui se déduit de b en remplagant eq
2
par f
Désignons par By 1'1ément de N défini par
[/ X4 (u) Y(du)]f si A n'est pas centrée
N 2
T, =
0 sinon

T, €st un €lément K-invariant de N .
Nous munissons 1'espace N x R , (resp. N x K x R), du pro-
duit, noté oé ,» (resp. noté multiplicativement), défini par
(u,t) oﬁ(V,S) = (Uoé Exp adB trb(v) , t + s) pour u,v e N et
s,t e R,

[resp. (u,k,t) (v,k',s) = (uoy Expad’ tr, (Adk(v)),kk', t+s)

(uof Ad k (Exp ad” te  (v)) , kk' , t+s) ,

(car b est K-invariant), pour u,v € N , k,k' € K et t,s ¢ R]

Nous notons M(b) (resp. H(b)) 1les groupes ainsi obtenus.
M(b) est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe qui est un pro-
duit semi-direct de (N,og) par (R,+) . H(b) est un produit semi-
direct de (N,oﬂ) par le produit direct des groupes K et (R,+) ;
c'est donc aussi le produit semi-direct du groupe de Lie nilpotent

simplement connexe M(b) par le groupe compact K
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(5.14) Soit b = {ei}1§i§p la base de N ~considérée en (5.12) et

(5.153). Si { est une {fonction de classe C1 sur N xR et z est

un élément de N x R nous posons

Flyop tz) - £(y)
t

D _f(y) = 1lim
z t=0

pour Yy € N x R

Désignons par AP la mesure de probabilité produit

»* e ;1 8e sur GxR. Lorsque A posséde un moment d'ordre

2 sur G Xb posséde un moment d'ordre 2 sur H(b). Nous consi-

2

dérons alors le générateur infinitésimal,

;
1
A° = ¥ L <.) D + = L, x:x.) D D
. ; (Tb X)) Pie,0) * 2 1fi§ij2 b *i%5) Pre 0 (e5,0)

Do,y o

oli L b est défini en (2.5).

Définissons sur N x R 1le crochet de Lie suivant

_(u,t),(v,s)] = ([u,v o+t v - S[T ,ul _, 0), pour u,v e N et
[_ b -]b [b ]E b 5

t,s e R , o b désigne la base de N qui se déduit de b en rem-

s

placgant eq par f = | Adk(eq ) m(dk), dans le cas ot A n'est pas
2 K 2 '

centrée et b =b si A est centrée. L'algébre de Lie du groupe

M(b) est alors (N x R,[ , 1 Notons equ(b) l1'application expo-

b)'
nentielle du groupe M(b) ; pour tout €lément =z de N x R , le champ
analytique de vecteurs tangents invariant 3 gauche DZ sur M(b)
s'identifie a4 1'élément exp&}b)z de 1'algébre de Lie (N xR,[, ]})
de M(b) ; en particulier si 2z est de la forme (u,0) avec u ¢ N

'

ou (0,t) avec t eR , D s'identifie 3 z
z
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Dans le cas ot la matrice (( est définie

X. X, ..
LAb 1 J))1flstqZ
positive, on voit alors que 1l'on a (avec les notations de la remarque

(2.13)) ,

j;](Ab) = N x R et jé(Ab) = N

Si bien que le semi-groupe de convolution (v?)t>0 sur
M(b) de g.i. Ab , S'écrit (u? [§] Et)t>0 oll u? est absolument con-

tinue par rapport 3 la mesure de Haar de N avec une densité de clas-

[+ o}

se C

L'adaptation. du lemme (2.14) 3 la situation présente, nous
dit que la matrice précédente est définie positive si et seulement si
la mesure X n'est pas portée par la classe de T, modulo un sous-

espace fermé de G de la forme ;\.‘O(aKa-1

) , ou : NO est un idéal
propre de (N,[ , ]J), K-invariant, contenant [N,N] ; et a est un

€lément de N vérifiant

(1) x;(a) = (1-Q (1) “xi)(jN u Ay eTg1(du)) Vie {1,...,q,}

[On notera que des propriétés de Ny » il résulte que, pour tous €1é-

ments b et ¢ de N , bNOKc = b'NOKc' = Nob'Kc' , on

xi(b') xi(b) et xi(c') = xi(c) ¥i € {1,...,q2}
et ]
xi(b') = xi(c') =0 Yi e {q2+1,...,p}

1

Si bien que d'une part le groupe NO(aKa_ ) est le méme pour tous

les &€léments a de N vérifiant (1) et d'autre part

1 Caran]
) = Ny(aka™ ') 7.7,

I (a¥a !
T ho(dha

Si A, * e _y est centrée ousi X =iy 8 1,', on peut
T

prendre pour a l'élgment neutre e de G
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(5.15) Théoreéme

Soit A une mesure de probabilité sur G possédant un mo-

ment d'ordre 2. Soit b = {ei} une base de N adaptée a la suite

1<iz<p
graduée d'idéaux de N associée @ A (voir (5.10)). Pour tout

(u,k) ¢ N x K et pour tout k, € K , posons

0
b,k x. (uo(-n1,3}) _
Vn O(U’k) = ( g 1 A b ei ’ kon k)
i=1  dg'xy/2
n

Alors, pour tout ko € S(Xz) , la suite de mesures de proba-
b,k
O(A )}

bilité sur N x K, {V_ n
de probabilité produit u? & m . En particulier, lorsque A, est apé-

n>1 converge vaguement VeTrs la mesure

riodique, {Vg’e(kn)}n>1 converge vaguement vers u? ® m

Preuve
Munissons 1l'espace N xR (resp. G xR =N x K x R) du

produit, noté o (resp. multiplicativement), défini par
(u,t) o (v,s) = {u o Exp adth (v , t + s8) ,
pour u,v € N et s,t € R

[resp. (u,k,t) (v,k',s)

(usExp adth (Adk(v)), kk', t + s)

(uoAdk (Exp adth (v)), kk', t + s) ,

pour u,v € N , k,k' € K et s,t € R)

Nous notons M et H 1les groupes ainsi obtenus. M est un
groupe de Lie nilpotent simplement connexe qui est un produit semi-
direct de (N,o) par (R,+). H est un produit semi-direct de
(N,o) par le produit direct des groupes K et (R,+) ; c'est donc
aussi le produit semi-direct du groupe de Lie nilpotent‘simplement

connexe M par le groupe compact K



Soit (X.) une suite de v.a. a valeurs dans G , indépen-

dantes et de lci commune *» . Ecrivons Xi = Yi ki , 1 >1, ou Y,
et ki sont des v.a. 3@ valeurs respectivement dans N et K . En

tenant compte que 1'élément de N , LI est K-invariant, le produit

X, X 1™ = XX (-nt
n

s'écrit alors N_ K avec
1 n b 1 n 'n

b)
N, = 2, o [Tbo Adk,(Z)) o (-Tbﬂ o...0 [(n—1)Tb o Adkj...k _{(Z)) o

(-(n-1)1)]

Z] o Exp adTb (Ak1(22ﬁ o-.-0 EXp ad(n—1)1b (Adk1...kn_1(2 ))

en posant Z; =Y. o (-t,) , 1>1 ,

et K =%k ... Kk
n 1 n

Pour tout entier naturel n > 1 , nous voyons donc que

DI

1 <i<n , a valeurs dans N x K x R , indépendantes et de loi com-

(Nn,Kn,n) est €gal au produit dans H des v.a. (Zi , ki R

mune A

Nous définissons une notion de degré sur €[M] = C[NxR],
en attribuant un degré i tout &lément T de C[NxR] de la forme

T, 8T, ou T, ¢ CIN] et T, € C[R] ; 1le degré de T est par défi-

nition égal 2 dg" T, + 2dg T, , od dg’ T, est défini en (5.11) et

est le degré habituel d'un élément T, de C[R].

dg T ?

2

Pour cette notion de degré sur C€[M], le couple (H,Ab)

vérifie les hypothéses de (2.1) : 1'hypothése i) est une conséquence

%,k

des relations [J"’7 (1) , jgl’k'(A)J < jl+£’k+k‘(k), V(e,k) et

(¢',k') ¢ E; 1'hypothése ii) résulte du fait que les idéaux jg’k(x)

de N, (2,k) ¢ E, sont stables par les é€léments Adk , k ¢ K ; enfin
]
1'hypothése iii) signifie que X #* ¢ est centrée sur N

h



Puisque la mesure de probabilité X possede un moment

b

dre 2 sur G il en est de méme de la mesure AP sur H ; A

b4

fie alors la condition (%) de (2.11). En remarquant alors que le
1

pe Mb associée 3 la base b' = {(ei,O)_: T <1 <p} U{(0,1)}

1'espace vectoriel N x R (voir (2.9)) coincide avec le groupe

M(b) construit en (5.13), le théoréme (5.15) résulte du théoréme

(2.12). -

58)

d'or-
véri-
grou-

de
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17 . Théoréme de la limite centrale pour un produit semi-direct

d'un groupc de Lie résoluble simplement conncxe de type

rigide par un groupe compact

Soit R un groupe de Lie résoluble connexe avant (SL,LT, ])
pour algébre de Lie. Désignons par Ad 1la représentation adjointe
de R ; d'aprés le théoréme de Lie nous savons qu'il existe une base
de R qui triangularise simultanément tous les €lé&ments de AdR. Nous
disons que R est de type rigide si les valeurs propres des éléments
de AdR sont toutes de module égal a 1

Nous avons

(6.1) Théoréme

Soit R un groupe de Lie résoluble connexe. Désignons par
D(R) 1'ensemble des parties semi-simples des éléments de AdR ;
D(R) est un groupe de Lie connexe abélien qui est en outre compact
si R est de type rigide. On munit alors 1l'espace produit R x D(R)

d'un produit - explicitement décrit tel que

1) (R,+) est un groupe de Lie nilpotent connexe et
(R x D(R),-) est le produit semi-direct du groupe (R,-) et du groupe

de Lie abélien connexe D(R)

ii) 1'application R » (R x D(R),*) , ou D(r)
r » (r,D(r))

désigne la partie semi-simple de Adr , est un isomorphisme de groupes
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de Lie de R sur son image.

Preuve du théoréme.

Choisissons une sous-algébre de Cartan P ode S (i.e. une
sous-algébre nilpotente de R qui est son propre normalisateur).
Désignons par ad 1la représentation adjointe de "_ . Pour

N

PR N (O
toute forme linéaire complexe o sur J , posons

o= txe 3 F ey (aap - «aIDX) = 0 VP e B}

Notons A& 1'ensembhle des formes linéaires o telles que
- # (0)
Nous avons

DR € _ :
SR

et [-g\‘a’ RE]: g&+8 , Ya, BeA
Si u e R, nous notons u_  sa composante sur 3%, @ € A
nous avons u = ) u_ . Posons
o€l

a(u)=a(uo),ue&,aeA ;

nous savons ([6]) que

1) @ est une forme linéaire sur Y nulle sur le nilradical
dee SL (i.e. le plus grand idéal nilpotent de N.,) ; et tout é1é-

ment u de N tel que af(u) = 0 Yo € A , appartient 3 N

2) Tout €lément o« de & est la différentielle en e d'un
homomorphisme ¢y de R dans (C*,x). Pour tout o e & , ¢y prend
la valeur 1 sur le nilradical N de R (i.e. le plus grand sous-
groupe distingué nilpotent de R) ; et tout élément 1r :de R pour

lequel ¢ (r) = 1 Va e A, appartient 3 X
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[D‘aprés le théoréme de Lic, nous pouvons trouver une hase
de N qui triangularise simultanément les &l&ments de AdR ; alors
la famille {¢O,acA} n'est autre que la famille d'homomorphismes dé-

finie par les é1éments diagonaux].
Pour tout o« e A -{0} , S%lc: [SV’QQJC C:th
Par suite,
. P pe . . .
Ro=a+ M (somme non nécessairement directe).

Désignons par P 1le groupe de Liec connexe de R ayant
pour algeébre de Lie ; nous avons R = NP (décomposition non néces-

sairement unique).

(6.2) Lemme

Pour tous &léments 1 de R et A de D(R), posons

n{(A)(r) = (exp Au) p ,

~

ot r s'écrit (exp u)p avec u e Jf et peP

On définit ainsi, sans ambiguité, un €lément n(A)(r) de
R ; n est un homomorphisme continu de D(R) dans le groupe des auto-

morphismes de R

Preuve
Pour tout 1r € R , désignons par D(r) 1la partie semi-simple

de Adr ; nous avons

D(r) u= ) ¢ (r) u R (u ¢ R)
aed ¢ ¢
D(r) posséde les propriétés suivantes

i) D(r) = D(p) , pour tout p e P tel que rp_] e N

[car o, (N) = {1} Vo e 8].
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ii) D(r) u = u , Yu e Jf{gQ} [car g = 1]

iii) D(r) est un automorphisme d'algéhre de Lie de 2

[car barg = Pq ¢p €t LSLQ,Q%J = V, pour «,B8 € & avec

a a+p

a + 8 € 4]

iv) D(r) commute avec tous les é€léments de AdP
[car les sous-espaces 'Sﬁ , o € & , sont stables pour les éléments

de AdP].

A 1'aide de ces quatre propriétés, on vérifie aisément
tout d'abord que
(exp A u) p= (exp Au') p'
pour A € D(R) et pour wu,u’' ¢ JE, p,p' € P avec
(exp u)p = (exp u')p' ; et ensuite que n est un homomorphisme conti-
nu de D(R) dans le groupe des automorphismes de R

Le lemme est prouvé.

Posons alors
-1
R r][“(D(T] ))(r,)] , pour tout T, , T, € R

On voit facilement que 1'on définit ainsi un produit nilpo-
tent sur R ; n est un homorphisme continu de D(R) dans le groupe
des automorphismes de (R,-) ; et 1'application
R > (R,) X D(R) est un isomorphisme de groupes analytiques

r (r,D(r))

de R sur son image

]
Désignons par D(S) 1l'ensemble des parties semi-simples des
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é1éments de ad<\_ ; nous avons

D(u) v = ) a(u) v, s (u,v e ‘¥
aed

Posons alors

[u,v]' = [u,v]

(D(u) v - D(v) u) , (u,v e ) ;

puis

[(u,A), (v,B)]"

([u,v]* + Av - Bu , 0) , (u,v e R ; A,B e D(N).

[, ]" est un crochet de Lie sur R_ ® D(¥) et 1le groupe de Lie

(R,*) X D(R) posséde (R e D(RX),[ . ]') pour algébre de Lie.

Le théoréme (6.1) est ainsi démontré.

(6.2) Seit G =R Xy K un produit semi-direct d'un groupe de Lie
résoluble simplement connexe de type rigide R par un groupe compact
K.

Munissons 1'espace produit R x D(R) x K du produit -

défini par (voir lemme (6.2))
(r,D(s),k) « (r',D(s'),k') = (r["(D(r—1S))(€(k)(r'))] ’

D(s) D(e(k)(s')),kk")

pour r,r',s,s' € R et k,k' € K ; nous notons H le groupe ainsi

obtenu. H est un produit semi-direct du groupe nilpotent simplement
connexe (R,+¢) par un groupe compact. L'application ¢ de G dans
H qui au couple (r,k) associe le triplet (r,D(r),k) est un iso-

morphisme de G sur son image.

Nous sommes ainsi ramené 3 la situation de la section 5 ;
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les résultats de cette section nous donnent donc un théoréme de la 1i-

mite centrale pour G

(6.3) Exemple

Soit G 1le groupe constitué par 1'espace produit € x R
muni du produit

1t

(z,t)(z',t') = (z + e " "z'", t + t').

G est le revétement simplement connexe du groupe des dépla-
cements du plan.

Le plongement qui résulte du théoréme (6.1) est le suivant

v : G » H

(z,t) = ((z,t),e )

ot H est le groupe constitué par 1l'espace produit € x R x T muni
du produit

. . . .
(z,t,e*5)(z',t7,e™5") = (2 + 321, t + ¢, et (5737

1 est donc un produit semi-direct de (R3,+) par le tore T

Désignons par A wune mesure de probabilité poss&dant un mo-

i)Yisq

valeurs dans € x R , indépendantes et de loi commune . Si g est

ment d'ordre 2 sur G ; et par {(Zi’t une suite de v.a. 3

un élément de G , nous notons z(g) = X1(g) + iXZ(g) et t(g) ses

composantes respectivement sur € et R

D'aprés la section 5 , nous avons

ler_cas : Nous supposons que IG t(g) r(dg) = 0 (i.e. que la mesure

- - . '
v(}) est centrée dans R3 (notations de la section 5)).



Supposons que X ne soit pas portée par le sous-groupe
€ x {0} de G . Désignons par a 1'élément de G défini par

[g 2(8) r(dg)
z(a) = et t(a) = 0

1-f e't(8) 5 (qp)
G

.z 2 3
La mesure de probabilité € ¢ * X * e, estcentrée dans R
a

Alors, d'aprés le théoréme (5.9), la suite de v.a.

it i(t1+...+t _])
z, 2 + e Z, *...+ e n Z t, +...+ t

n Vo

=

covariance o? 0 0 , oll
0 0? 0
i 0 0 o%o
.2 2
oy = fG lz(g)| if1 * A * ¢_(dg)
1 - 1t(g) 2
= [o l2(g) - 1) [o 2(8) 2(dg)|° »(dg)
[qe A (dg)
et
2 2
o5 = var t; = [. t7(g) A(dg)

Cette loi limite est non dégénérée si et seulement si

n'est portée ni par € x {0} , ni par a({0} x R)a_1

28me_cas : (cas général)

Désignons par 1t 1'élément de G défini par:

2(1) =0 et t(r) = [ t(g) r(dg)

65)
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Supposons que la mesure A * e _, ne soit pas portée par le sous-
T

groupe € x {0} de G et notons a 1'élément de G défini par

[ z(e) » * e _; (dg)
z(a) = G i , t(a) =0

1_IG eit(e) 4 . G

T

La mesure de probabilité € 3 * A xe est centrée dans R3

Alors, d'aprés le théorcme (5.15), la suite de v.a.

it i(t1+"‘+tn—1)
. - (z + e Z, *...% e z ty *...tt - n jG t(g)A(dg)
no /n ’ /n

converge en loi vers la loi gaussienne centrée de matrice de

covariance o? 0 0 R ol
06 0
] 0 0 o%_

2 2
1 fG lz(g)l Ea_1 * ) % 61_13 (dg)

Q
t

ilt(e)-fgt(2)r(de)]

-e

i

[ lz(g) - [~ 2(@2(dg) )% A(dg)
° i[t(e)- [t ()2 (dm)] °

1-[. e (dg)

et

[

o, = var t, = fG tz(g) A(dg) - (fG t(g) X(dg))z

Cette loi limite est non dégénérée si et seulement si A

n'est portée ni par € x {t} , ni par a({0} x R) a”l <.
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