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THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE POUR UN 

PRODUIT SEMI-DIRECT D'UN GROUPE DE LIE RESOLUBLE 

SIMPLEMENT CONNEXE DE TYPE RJGIDE PAR UN GROUPE COMPACT 

par Albert RAUGI 

Soit R un groupe de Lie résoluble connexe . Nous désignons 

par Ad la représentation adjointe de R . Nous disons que R est de 

type rigide si les valeurs propres des éléments de Ad R sont toutes 

de module égal à 1 . 

Soit G un produit semi-direct d'un groupe de Lie résoluble 

simplement connexe de type rigide par un groupe compact . Si A est 

une mesure de probabilité sur les boréliens de G , nous savons que 

([1]) , lorsque G n'est pas compact , la n

i e T n e convolée , > n , de A 

converge vaguement vers zéro . Nous nous proposons de trouver une suite 

d ' homéomorphismes ^ n ^ n > - | ^ e ^ » tels que la suite de mesures de 

probabilité ^ n ^
n ^ n > 1 converge vaguement vers une mesure de proba­

bilité sur G pas trop dégénérée . 

Nous commençons (partie I) par étudier le cas d'un produit 

semi-direct d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe par un ' 

groupe compact . Nous montrerons par la suite (partie II) que le cas 

général se ramène à ce cas particulier . 





1 Théorème de la limite centrale pour un produit seroj_-di_rcc_t 

d fun groupe de Lie nilpotent simplement connexe par un 

groupe compact . 

Soit G = Nx^K le produit semi-direct d'un groupe de Lie 

nilpotent simplement connexe N par un groupe compact K associé à 

un homomorphisme continu n de K dans le groupe des automorphismes 

de N . Le produit de deux éléments g = (u,k) et g ! = (u',k f) de 

G est défini par gg 1 = (u [n(k) ("')"]» kk ' ) . 

Soit A une mesure de probabilité sur les boréliens de G. 

Nous savons ( [ M ) que la n

l e m e convolée, A n , de A converge va­

guement vers zéro. Nous nous proposons de trouver une suite d'homéo-

morphismes (si possible d 1 automorphismes) ^ n ^ n > 1 ^ e ^ ' te-*-s c l u e 

la suite de mesures de probabilité ^ n ^ * n ^ n > 1 converge vaguement 

vers une mesure de probabilité sur G , non dégénérée, en un sens à 

préciser. 

1. Analyse du Problème 

Nous désignons par TT̂  et r. les projections de G res­

pectivement sur N et K ; nous notons A ̂  et A ^ les images de A 

respectivement par v et TT̂  • 

(1.1) La projection ^ ( A 1 1 ) de A n sur K est l a ' n i e m e convolée 

de A 2 . Désignons par K ( A ^ ) (resp. ft(A2)) le sous-groupe compact 
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de K engendré par le support S ( A ; ? ) c ^ e A 2 ( r e sP- P a r 

S ( A 2 ) [S C A 2)]
 1 ) . K ( A 2 ) est un sous-groupe distingué de K ( A 2 ) ; 

nous disons que \^ est apériodique si K ( A 2 ) = K ( A 2 ) . Nous savons 

que, C C 7 3 ) » pour tout élément k de S ( A 2 ) , la suite de mesures 

de probabilité {z _^ * >v2^n>1 converge vaguement vers la mesure 

k — 

de Ilaar normalisée m de k ( A ? ) . En particulier quand A 2 est apé­

riodique, la suite de mesures de probabilité ^2^n>1 converge va­

guement vers la mesure de Haar normalisée m de K(> ? ) . 

D !autre part, nous avons, avec les notations précédentes : 

(1.2) Proposition. 

Soit ( X ^ ) ^ > ^ une suite de v.a. indépendantes définies 

sur un espace probabilisé (fi,a,P) , à valeurs dans G , et de loi 

commune A . Soit {U } . une suite d 1homéomorphismes de N tels 
n n>1 1 

que : la suite démesures de probabilité sur N {U 0 ^ ( A 1 1 ) } 1  n r n 1 J n> 1 

converge en loi vers une mesure de probabilité v ; et, pour tout 

entier naturel p , pour toute fonction f continue, à support com­

pact sur N , 

lim E[|£ 0 U 0 T r 1 ( X i . . . X ) - f 0 U 0 T T 1 ( X 1 . . . X )|l = 0 . L ' n 1^1 n- n 1 v 1 n-p' 1 J 

n J 

Pour tout élément k de K, et tout entier naturel n , posons 

Alors, pour tout élément k de S ( A 9 ) , la suite de mesure 

de probabilité sur G ^ ^ ^ n ) ^ n > i converge vaguement vers la mesure 

de probabilité produit v S m . En particulier lorsque A ? est apé­

riodique, V ^ ( A n ) , (e désignant l félément neutre de K ) , converge 

vaguement vers la mesure produit v S m. 

De (1.1) et (1.2), il résulte que le problème considéré se 

ramène à trouver une suite d fhoméomorphismes {U } - de N possè-
n n> I 
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dant les deux propriétés énoncées dans la proposition ( 1 . 2 ) et pour 

laquelle la limite vague v de U n o 7 r ^ ( A D ) soit non dégénérée 

(i.e. non portée par une sous variété propre de N ) . 

(1.3) Pour toute mesure de probabilité y sur G , nous dési­

gnerons par Q l'opérateur de transition sur N , identifié à 

/jç , associe a y ; nous avons 

<V(v) = / f(g.x) y(dg) 
G 

= / . f(u[n(k)(v)]) y(du,dk) (v c N) , 
NxK 

pour toute fonction borélienne f sur N pour laquelle, le second 

membre est défini pour tout u e N . Pour une mesure de Dirac , 

g e G, nous notons Q au lieu de Q . Si y et y 1 sont deux 

^ c o 

mesures de probabilité sur G , nous avons 0 Q t = Q . . E n 

particulier si y est une mesure de probabilité sur G idempotente, 

c'est-à-dire est la mesure de Haar normalisée d'un sous-groupe com­

pact de G , alors 0^ est un projecteur. 

Avec ces notations, nous avons, pour toute fonction boré­

lienne bornée (ou positive) sur N , 

J Nf(u) ^ ( A 1 1 * c v)(du) = f(v) , (v e N) . 

Pour étudier la suite de mesures de probabilité ^ (*n) , 

nous sommes ainsi amenés à étudier la suite d'opérateurs ^Q>^ n>i 

Cette étude sera faite dans la section 2 dans une situation particu­

lièrement favorable. Par la suite (section 5 ) nous montrerons que le 

cas général (moyennant des hypothèses de moment sur A) se ramène 

toujours à cette situation particulière. Nous terminons» cette sec­

tion 1 en donnant une démonstration de la proposition ( 1 . 2 ) 



4) 

f (x) = sup | J f(xk) y (dk) - J K f(xk) y(dk)| , (x e K) 
n>m 

On vérifie aisément que l'on a : 

-1 
f m(x) < f m(y) + 2 || f X y - f|| œ , V(x,y) e KxK ; 

d ' où 

l fm ( x ) - V ^ l ^ 2 s u P < M f X y 1 - *IL . iU y x 1 - flL> > 

Y(x,y) £ KxK ; 

et par suite, pour tout entier m > 1 , la fonction f est continue 

sur K . 

Soit e un réel > 0 . ({f < e}) - est une famille crois-

m m> l 
santé d'ouverts de K . Comme la suite ^ r ^ n > i converge vaguement 

i 

vers y, cette famille constitue un recouvrement ouvert de K . De 

Preuve de la proposition (1.2) 

Nous commençons par établir un ]emme. 

(1.4) Lemme : 

Soit ^ n ^ n > i
 u n e suite de mesures de probabilité sur un groupe 

compact K , convergeant vaguement vers une mesure de probabilité u . 

Alors pour toute fonction f continue sur K , nous avons 

lim sup |/ f(xk) p (dk) - /„ f(xk) y(dk)| = 0 . 
n xcK k 

Preuve du lemme (1.4): 

Si h est une fonction continue sur K , nous posons 

||h|| = sup | h(x)j et nous notons h X , la translaté à gauche 
xeK x 

de h par l'élément x de K (i.e. h (k) = h(xk) , Vk e K ) . 

Soit f une fonction continue sur K . Pour tout entier 

naturel non nul m , posons 
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1 im 
n 

E [ £ O U n 0 T T 1 ( S n ) h O T T 2 ( S n ) ] - E[f O U n O TT 1(S n)]F.[h O 7T 2(S n)] =0. 

Preuve du lemme (1.5) : 

Pour tout entier naturel p , nous avons 

E[f o U R o 7 i 1 ( S n ) h o * 2 ( S n ) ] - E[£ o U n o ^ (S n)] F. [h o ^ ( S ^ l 

< a(n,p) + 6(n,p) . 

avec, 

la compacité de K , il résulte alors qu'il existe un entier m(c) 

pour lequel K = ^ m ^ z ) < e} . Le lemme est prouvé. 

La proposition (1.2) résulte alors du lemme suivant. 

(1.5) Lemme : 

Soit (^i^î>i u n e s u i t e de v.a. indépendantes définies sur 

un espace probabi1isé (G,a,P), à valeurs dans G , et de loi com­

mune >• ; pour tout entier naturel non nul n , nous posons 

n 1 n 

Soit ^ n ^ n > 1
 U n e s u ^ - t e d 1 homéomorphismes de N tels 

que, pour tout entier naturel p , pour toute fonction f continue, 

à support compact sur N, 

lim E[|f o U o TT (S ) - f o lïn o TI1 CS )|] = 0 . 
n F 

Alors les v.a. U n o 1T-j(Sn) et ^ ^ n ^ s o n t asymptoti-

quement indépendantes ; c'est-à-dire que pour toute fonction conti­

nue f , à support compact, sur N et pour toute fonction h conti­

nue sur K , nous avons 
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a(n,p) = F['(f o U n o T r 1 ( S n ) - f o U n o ^ ( S n )) h o ^ 2 ( S n ) ] 

< | |h| \ œ E[|£ o U n o W l ( S n ) - f o U„ o n , ( S ) | ] 

B(n,p) = | E [ £ O U n o n 1(S n_ p)(h o i r 2(S n) - F. [h o * 2(S n)])] 

Comme les v.a. sont indépendantes et de loi >-

nous avons 

6(n,p) < MflL E [ / K h( 1r 2(S n ) k)xP (dk)l - / K h(k) >n

2 (dk) 

Soit kr» un élément de Sf^~) . kft S k? s 1 écrit 
u 2 0 n-p 0 

et appartient donc, (P-p.s., à K(X 2) . On en déduit que 

6(n,p) < ||f|L sup / h(kj xk) u (dk) - / Kh(kjk) p n(dk) 

n 
ou { y n } n > 1 désigne la suite de mesure de probabilité {e _ n * X2*n>1 

Comme la suite ^ V J

n^ n>i converge vaguement vers m , du 

lemme (1.4) il résulte aue l'on a lim sup B(n,p) = 0 . 
p n>p 

D'autre part, l'hypothèse du lemme (1.5), nous assure que 

pour tout entier p fixé lim a(n,p) = 0 . 
n 

Le lemme (1.5) est prouvé, 
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2. "Résolution" du Problème dans une situation particulière 

(2.1) Nous pouvons toujours supposer, qu'en tant qu'espace topo­

logique, N est un espace vectoriel réel de dimension finie et que 

pour tout élément k de K , n(k) est un automorphisme d'espace 

vectoriel de N . [En effet, si ce n'est pas le cas, munissons l'al­

gèbre de Lie ( J£ (N), [ , 1 ) du produit o défini par la formule 

de Campbell-Hausdorff, 

u o v = u + v + ~ [u,v] + . . . (u,v c N) ; 

nous savons que l'application exponentielle de N est un isomorphisme 

de groupe analytique de (à£(N),o) sur N ; le groupe G est alors 

isomorphe au produit semi-direct (o£(N),o) x ^ ( n )
 K > °ù pour tout 

k e K , on désigne par <à£ ( n ) (k) 1 ' automorphisme de ( X ( N ) , [ , ~\ ) 

et par suite de (o£(N),o) , tangent à 1 1automorphisme n(k) de N] . 

D'autre part, quitte à remplacer G = N x K par 

N x^ KfX^) , nous pouvons supposer que ^{^^) = K . 

Nous faisons alors sur le couple (G,A) l'hypothèse suivante : 

Il existe sur l'algèbre C [N] des fonctions polynômes sur 

N , à coefficients complexes, une notion de degré pour laquelle 

i) VT e <C[N] , T(uv) = T(u) + T(v) + P T(u,v) , (u,v c N) , 

où P T est une fonction polynôme sur N x N dont le degré global, 

dg P T , est inférieur ou égal à celui, dgT , de T ; et les valuations 

partielles de P , val P/u et val P/v , sont supérieures ou égales 

à 1 
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ii) VT c C[N] , dgT o n(k) = dgT , Vk e K . 

iii) Pour toute forme linéaire A sur N de degré 1 , 

/ sup |A(n(k)(u))|x (du) < +~ 
N keK 1 

et J N / K A(n(k)(u)) m(dk) X v(du) = 0 

( 2 . 2 ) Remarque. Une notion de degré sur C [ N ] , s'obtient obli­

gatoirement en choississant une base {£^ ̂ i<i<p ^ e l fespace vectoriel 

N, en attribuant un degré à chaque fonction coordonnée y^ , 1<ifP , 

associée à cette base et en convenant que le degré (resp. la valuation) 

du polynôme nul est (-°°) (resp. ( + 0 0) ) . Nous disons alors que 

{f.}- - est une base de référence pour cette notion de degré, 
î 1<î<p r 

Pour qu'une notion de degré vérifie l fhypothèse i) 

resp ii)) de (2.1) il faut et il suffit que les relations de i) 

(resp. ii)) soient vérifiées par les fonctions coordonnées (y^)l<i<p 

d'une de ses bases de référence. Dans ce cas, on remarquera que l'élé­

ment neutre et l'inverse d'un élément u du groupe N coïncident res­

pectivement avec l'élément nul et l'opposé de u dans le groupe ad­

ditif de l'espace vectoriel N . En outre, pour toute forme linéaire 

A de degré 1 sur N (i.e. pour toute combinaison linéaire des fonc­

tions coordonnées y^ de degré 1 ) , nous avons 

A(uv) = A(u) + A(v) = A(u+v). 

( 2 . 3 ) Pour tout élément u .de N , désignons par L^fresp. F 1 

la multiplication à gauche (resp. à droite) par u sur N . Pour tous 

éléments g = (u,k) de G et T de C Q{] , nous avons, (voir (1-4)), 

Q T = T o I o n(k)) . 
e U 

i 
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(2.5) L'opérateur Q (I - Q m ) = (I - Q m ) Q x de <C[N] ne pos­

sède pas la valeur propre 1. lin effet, si T e C[N] vérifie 

Q. (I - Q )T = T , nous avons , 
A N m 

D'après les hypothèses ii) et iii) de (2.1), on voit qu'ainsi 

G opère à droite sur C [N] et les sous-éspaces 

C

£ [
N ] = <T c C[M] : dgT < l} , Z c IN ; en outre, nous avons 

(Q g - Q k)T(-) = P T(u , n(k)(-)) + T(u) , 

qui montre que 

D § ( Q G - Q K

) T < ds T - 1 > vs = ( U > K ) , V T c C[N] 

Soit p une mesure de probabilité sur G . Posons 

l(p) = sup{£ e K : L sup |T o n(k) (u) | r, (p) (du) •< + <*> , VT c C [N] } . 
' keK 

De ce qui précède, il résulte que opère sur C£(p)t-]N!-1> 

(on convient que C + e o [Xl = !J > c t n o u s avons : 

(2.4) Lemme 

Soit p une mesure de probabilité sur G . Alors pour 

tout T c <C0 f . [N] , 
l (P) J 

-Qw 2( W)î T < dgT - 1 . 

Si de plus, p vérifie J N A (u) * (p) (du) = 0 , pour toute 

forme linéaire \ de degré 1 sur N , alors 

à ^ V ~ Q , 2 ( u ) ) T - d g T " 2 
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L x = V Q A " D Q M

 + Q M ( Q X " nCi " Q A / 1 " Qm)J « A " DQ : 

D'après le lemme (2.4), l'opérateur baisse le degré 

de tout élément de C ^ ^ f N ] d'au moins deux unités. 

Nous avons alors : 

(2.6) Proposition : 

Soient G = Nx^K un produit semi-direct d'un groupe de Lie 

nilpotent simplement connexe par un groupe compact K et A une me­

sure de probabilité sur G . Supposons que le couple (G,A) vérifie 

les hypothèses de (2.1). 

1 n 

T = - ( Y Q ft ) ( I - Q ) T ; n 

et par suite, puisque la suite de mesures de probabilité 

A ̂  • • *"̂ 2̂ 

{ } converge vaguement vers m , T = Q ( I - Q ) T = 0 . 
n n>1 m m 

Il s'ensuit que (I - Q X ( I - Q M ) ) est un opérateur bijectif de C [ N J . 

Désignons par A la mesure de probabilité sur N définie 

par / n(k)(A ) m(dk). Appelons A la mesure de probabilité sur N 

définie par 

* ( £ ) = /jsfxK f ^ C k " 1 ) ^ ) ) *(du,dk) , 

pour toute fonction borélienne bornée f sur N . 

Posons 
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Une démonstration de la proposition (2.6) sera donnée dans 

la section 3. On remarquera que cette proposition améliore un résultat 

de Guivarc'h ( [ 2 ] corollaire de la proposition 2 ) . 

Nous allons à présent donner deux corollaires. 

(2.7) Corollaire. 

Soit (G,A) comme dans la proposition (2.6). Supposons 

que A vérifie, en outre, l'une des deux propriétés : 

A = A.j 8 A 2 ou /A(u) A ^ d u ) = 0 , pour toute forme linéaire 

A de degré 1 sur N . 

Alors, pour tout élément T de
 C£(x)M d e

 d e 8 r é P a i r > 

nous avons 

LdgT/2 T = r )dgT/2 T 

Preuve 

Si A = A 1 S A 2 , nous avons (Q^ - I)Q m = Q x (Q_ - I)Q m . 
2 A 

Par suite, dans les deux cas envisagés dans le corollaire, l'opérateur 

V\ - - Q,2n - Qm)]"
1(Q, - DQ m 

baisse le degré de toute fonction polynôme de degré < £ ( A ) d'au moins 

Alors, (avec les notations de (2.5)), pour toute fonction 

polynôme T sur N de degré < £(*), la suite de fonctions poly­

nômes {•••, \/2 QA ^ converge, uniformément sur tout compact de N , 

n 8 n>1 

! dgT/2 
vers zéro si dgT est impair, vers la constante L. T 

(dgT/2)! 

si dgT est pair. 
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trois unités. Nous avons alors 

LîgT/2
 T = CQm(Q_ " D Q M ]

D G T / 2 T = (Q_ - I ) d 2 T / 2 T 
À 

(2.8) Corollaire. 

Soit (G,A) comme dans la proposition (2.6). Soit a un 

élément de N vérifiant 

(*) A(a) = ([I - Q x (I - Q l i l)]"
1A)(/ i u A,(du)) , 

2 ^ 

pour toute forme linéaire A sur N de degré 1 . 

Alors, pour tout élément T de
 C£(X)T

N] d e degré pair, 

nous avons 

LdgT/2 T = ( Q _ I }dgT/2 T ^ 
A ~>JJJ 

où X(a) = £(_ a j e-) * A * e ( a > e ) et X(a) = / n (k) o I R ^ x C a ) ) m(dk) 
9 9 K 

Preuve. 

Pour tout élément a de N vérifiant la relation (*) , on 

voit facilement que l'on a 

/ N A(u) ^ U ç - a . e ) * X * e ( a , e ) ) ( d u ) = 0 ' p O U r 

toute forme linéaire A de degré 1 sur N . Autrement dit la mesure 

de probabilité sur G , A(a) , vérifie l'hypothèse du corollaire (2.7) 

Or pour tout entier naturel n > 1 , nous avons 

QA = Q(l,e) Q A ( a ) Q(a,e) 
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On en déduit que 

lim — 
n n 

Q * T = - ^ V - (Q - i)dsT/2

 Q r ;T = - X r - (Q - I ) d g T / 2 T 
d 2 1 / 2 A ( ^ ) ! T Û T ( a ' e ) ( ^ f T 0 ! x T i J 

car dg(Q, . - I)T < dgT - 1 ; d'où le corollaire 
(̂a, e j 

(2.9) Choisissons une base b = * ei^i<i<p d e l !espace vectoriel 

N qui soit une base de référence pour la notion de degré sur C [ N ] 

considérée en (2.1), (voir remarque (2.2)). Notons ^ xj^i<i<p 

le système de fonctions coordonnées associé à cette base. Pour tout 

réel t > 0 , nous posons 

b F
 x i ( u ) 

U t ^ - - ^ r i e i ^ e N ) ; 

puis 

uj(u,k) = (U*(u) , k) , ((u,k) e N x K) 

(2.10) Soient u et v deux éléments de N . Pour tout 

i € {1,...,p} , écrivons, (hypothèse ii) de (2.1)), 

x i(uv) = x i(u) + x i(v) + P i(u,v) 

où P i e (CjN X N] tel que dg P i < dg x i , valPj/u et vaiP^V > 1 . 

Alors, pour tout i c {1,...,p} , nous avons 

* i ( U t ( U 1 / t ( u ) U 1 / t C v ) ) ) = X i ( u ) + X . ( V ) . -xjLjj P ^ U ^ C u ) , U 1 / t ( v ) ) 
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(2.11) Pour tout élément g = (u , k ) de G , nous posons 

4>b(g) = * b(u) = sup sup |x (n(k)(u):, | 1 / d g X i 

1< i <p keK 

2 

La condition (*) jQ * f e(g) A(dg) < +«> 

est équivalente à 

/ sup | T ( n ( k ) (u)) | 2 / d g T A-(du) < + ~ , VT e cfN] 
N kcK 1 

et est par conséquent indépendante du choix de b . 

Nous avons alors : 

(2.12) Théorème : 

Soit (G,A) vérifiant les hypothèses dé (2.1). Supposons 

qu'en outre A vérifie la condition (*) de (2.11). Désignons par 

b = ^ ej LJi <i<p
 u n e base de référence pour la notion de degré sur 

C[N] considérée en (2.1) et par ^ xi^i<i<p l e système de fonctions 

et par suite, 

lim x i ( U t ( U 1 / t ( u ) U 1 / t ( v ) ) ) = X i ( u ) + x.(v) + ÏÏ7(u,v) , 

où est le polynôme sur N x N qui se déduit de P^ en conser­

vant uniquement les monômes de degré dg x^ . 

En posant 

u • v = l i m œ U t ( U 1 / t ( u ) U 1 / t ( v ) ) , 

on vérifie facilement que l'on définit un produit nilpotent sur l'es­

pace vectoriel N ; nous notons le groupe de Lie nilpotent simple­

ment connexe (N,*) • Pour tout t > 0 , est un automorphisme 

de N b . 



15) 

En outre la suite d Thoméomorphismes tU^> n >^ vérifie les 

hypothèses de la proposition (1.2) ; les conclusions de cette propo­

sition s'appliquent donc. 

Une démonstration du théorème (2.12) sera donnée dans la 

section 4 . Nous terminons cette section en faisant quelques commen­

taires. 

(2.13) Remarque. Pour savoir dans quels cas nous avons effecti­

vement résolu le problème posé, nous devons étudier le semi-groupe 

{ v t ) t > 0 de g.i. A . 

Chaque- , 1 <i<p , est un champ analytique de vecteurs tangents, in­

variant à gauche sur N b ; c'est-à-dire un élément de l'algèbre de Lie, 

=£(Nb) , de N b . 

coordonnées associé à cette base. ...... 

Alors, (avec les notations de (2.9) et (2.10)), la suite de 

mesures de probabilité {U b o 71-j ( ) n > •] converge vaguement vers la 

b b 

loi au temps 1 du semi-groupe de convolution ^vr-^t>0 S u r A^ ^ e 

générateur infinitésimal 

A = l (L x )D + 1 I (L x x ) D D , 
{i:dg x. = 2} A 1 1 2 {i,j:dg x ^ d g x. = 1} 1 3 

où, pour toute fonction f de classe C 1 sur N , 

f(u-te ) - f(u) 
D. f (u) = lim ~ , u e N , i e { 1 , . . . , p } . 

1 t + 0 Z 
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s'écrit sous la forme 

1 

'0 ' 2 
1 ' 2 * 

A = Z N + -y l Z. avec s e K 
i = 1 

ou , 0<i<s , sont des éléments de c^(N^) 

Désignons par ^ ( A ) la sous-algèbre de Lie de JC(N^) 

engendrée par les éléments Z Q , . . . , Z ; et par <^ 2(A) l 1idéal de 

(A) formé par les éléments de ot ^ (A) de la forme 

j , A i z i + y 

avec A i e R , 1<i<r et Y c (A), (A)] 

En omettant l'indice A , désignons par et L 2 les 

sous-groupes de Lie connexes de possédant respectivement 

et ^ 2 pour algèbre de Lie. L 2 est un sous-groupe distingué de 

Nous avons alors (voir [ 4 ] ) : 

1) si ot^ = *L1 (i.e. L^ = L 2) , le semi-groupe de convolu-

tion v de g.i. A est absolument continu par rapport à la mesure 

00 

de Haar de L^ , avec une densité de classe C 

2 ) si , nous avons ^ - ̂  @ R Z Q et par suite, 

puisque N*3 est nilpotent simplement connexe, L-j est un produit 

Si pour tout i e {1,...,p} , dg x. > 2 , A est un élément 

de <^(N^). Nous avons alors v = e f , où 
t t t 0 

f n = l (L, x.) e. c N ; et par suite U° o i ; . . ( A n ) converge 
{i:dg-x i = 2} n i 

vaguement vers la mesure de Dirac e f 

0 

S'il existe des coordonnées x^ de degré 1 , alors A 
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semi-direct de par (R,+). Le semi-groupe de convolution \'t de 

g.i. A s'écrit alors vt = pt ® Gt ' O Ù pt e s t absolument conti­

nue par rapport à la mesure de Haar de L 2 avec une densité de clas-

se C 

Posons I = {i G {1,...,p} : dg x. = 1}. Dans le cas où la 

matrice carrée f f L x- x.)). . T est définie positive, la sous-
A 1 J 1 , J ë I R 

algèbre de Lie de oC (N b) engendrée par Z ^ , . . . , Z ^ est égale à celle 

engendrée par les D^ , i e I. <>L ^ (A) est alors la sous-algèbre de 

^(N* 3) engendrée par Z Q et les , i e I ; X^[A) est l'idéal 

de ^ ( A ) formé par les éléments de de la forme 

y A - D. + Y , A . e DR et Y e {et. . 
ici 1 1 1 U 1 , 1 J 

( 2. 14) Lemme. 

Soit (G,A ) vérifiant les hypothèses de (2.1). Supposons 

en outre que £ ( A ) > 2 . Désignons par G A le sous-groupe fermé 

de G engendré par le support de A et par a un élément de N 

vérifiant la relation (*) du corollaire (2.8). 

Alors si la matrice x^ xj))j j €j n'est pas définie 

positive, nous avons, (en identifiant N et K à des sous-groupes 

de G) 

G A ( = N

0 ( a k a ~ 1 ) 

où est d'une part un sous-groupe fermé propre de N , distin­

gué dans G , contenant le groupe dérivé de N , et d'autre part un 

sous-espace vectoriel propre de N. 

Preuve : D'après le corollaire (2.8), la matrice considérée n'est 
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pas définie positive si et seulement s'il existe une forme linéaire 

non nulle A sur N , de degré 1 , telle que : 

( 1 ) pour A f a ) -presque tout élément g de G , A o ^ ( k g ) = 0 

Yk £ K 

Soit N Q = {u e N : A o ^ ( k u ) = 0 ¥k e K} . N Q est 

un sous-groupe propre de N , distingué dans G et contenant le 

groupe dérivé de N ; en outre NQ est un sous-espace vectoriel pro­

pre de N . 

De ( 1 ) , il résulte alors que a ^G^ acz N^K ; c'est-à-dire 

G A c= N (a K a~ 1) . 

( 2 . 1 4 ) Pour k e K et u e N , définissons 

n b(k)(u) = lim U t(n(k)(U 1 / t(u))) , 

On voit facilement que cette limite existe et que l'on a , 

n b(k)(e.) = l x.(n(k)(e ))e , Vi c { 1,...,p} . 
1 {j;dg X j = d g x.} 3 1 J 

'D'où l'on déduit que n b est un homomorphisme continu de 

K dans le groupe des automorphismes de N b . 

Nous notons G b = N b x ^ K le produit semi-direct du groupe 

n 

de Lie nilpotent simplement connexe N par le groupe compact K 

associé à n b . Le produit • de deux éléments (u,k) et (v,h) 

de G b est défini par 

(u,k) • (v,h) = lim U t ( U 1 / t (u,k) U 1 / t ( v , h ) ) 

b b 
Pour tout t > 0 , est un automorphisme de G 

Pour toute mesure de probabilité p sur N x K , désignons 

par Q b l'opérateur de transition sur N b , identifié à G b/K , 
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associe à p (voir (1.3)). 

Alors, nous avons : 

( 2 . 15) Lemme : 

Soit (G = N x K , A) vérifiant les hypothèses de ( 2.1). 

b b 
Choisissons une base b de N et notons G = N x ^ K le groupe 

n 

associé à cette base par le procédé ci-dessus. 

Alors, pour toute fonction polynôme T sur N de degré 

< £(A), les limites des fonctions polynômes dgT/2 ^A T e t 

dg\/2 ( Q \ ) n ̂  sont les mêmes . 

Preuve : Soit p une mesure de probabilité sur N . D 1 après ( 2.10), 

on voit facilement que, pour tout élément T de C ^ ^ ^ [ N 

dg(Q^ -Qvrr < dgT - 2 

et même 

dg(Q^ - Q y)T < dgT - 3 , 

si /JJ A(u) y (du) = 0 , pour toute forme linéaire A sur N de de­

gré 1 . t 

D'autre part, pour tout k e K , nous avons 

dg(T o n(k) - T o n b(k)) < dgT - 1 VT e C [N] , d'où pour toute 

mesure de probabilité p sur K , 

dgCQ^ - Q y)T < dgT - 1 ; 

et par suite 

dg([l - Q X z ( i - Q m ) F 1 - [I - Q Ï 2 d - Q^)] _ 1)T < d gT - 1 . 

On en déduit alors que, 

dg(L^ - L X)T < dgT - 3 , YT e C ^ ( X ) [ N ] • 

Le lemme s'en déduit immédiatement. 
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(2.16) Remarque. 

Désignons par A la n convolée de A dans G . Du 

lemme (2.15), du corollaire (2.8) et du théorème (2.12), il résulte 

alors que les suites de mesures de probabilités, 

U b(Â~(ây n) et U b( A ( a ) n ) = [U b ( A (a))] n , convergent vaguement vers 

la même mesure de probabilité, pour tout, élément a de N vérifiant 

la condition (*) du corollaire (2.8). 

En particulier, lorsque A = A- ® A ? ou / A(u ) A.(du) = 0 , 
1 1 N 1 

pour toute forme linéaire sur N de degré 1 , 

convergent vaguement vers la même mesure de probabilité. 
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^' démonstration de la proposition ( 2 . 6 ) 

Soit y une mesure de probabilité sur G . opère sur 

[Nj ; nous notons A (y) l f ensemble des valeurs propres de 

et pour a e £ ( y ) , nous posons 

F J Y ) = { T c C £ ( p ) [ N ] : 3 k £ K , ( Q p - a l ) k T = 0 } , 

E (U) = { T e C . n ( , \ l : Q T = a T } ; 
A i (Y J L J X Y 

nous avons 

a e A ( y ) 

( 3 . 1 ) Lemme : 

Soit y une mesure de probabilité sur G , portée par K . 

Al ors 

a) Tout élément de A ( y ) est de module < 1 

b) Sï a e A ( y ) avec |a| = 1 , nous avons 

T e F (y) < = > T e E (y) < = > Q VT = aT , Vk € S ( y ) . 
a ~ J a K 

c ) © F (v) = E n(m) , F . C v ) = E ^ m ) 
<X£A(p)-{1} 

© F (y) = E (m) , © F (u) = E 1 (m) 
{ a e A ( y ) : |a| <1 } " U ( a e A ( y ) : |o| = 1 } 

où S(y) désigne le support de y , m(resp m) la mesure de Haar 

normalisée du sous-groupe fermé K(y) (resp. R(y))engendré par S(y) 

(resp. par S(y)[S(y)] 1 ) . 
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à moins que Q ^ T = T Q , Vk e S(y) , avec | |T 
0 

L'affirmation a) du lemme s'en déduit immédiatement. 

Soit T e F ( p ) . Des relations 

m H M m m m 

vérifiées pour tout élément k de S(y) , il résulte que les fonc­

tions polynômes Q^T et (I - Q^)T appartiennent respectivement à 

m m 

F (e,) = E (G,) et F (y). Si | aj < 1 , nous avons E (e,) = 0 
CI X Ot K Oc a K. 

car Q k est unitaire ; par suite Q^T = 0 . Supposons que |a| = 1 

m 

et désignons par l le plus petit entier tel que (Q - a l ) (I-Q )T=0. 

A-1 m 

Si £ > 1 , le polynôme T' = (Q - a l ) (I-QJT appartient à E (y) , 
y m a 

Preuve du lemme (3.1) : 

Soit ( , ) un produit scalaire quelconque sur l'espace 

vectoriel C[N] ; en posant 

< T , T ' > = / (Q, T , Q , T ' )dk ( T ,T ' e C[N] ) , nous obtenons un 
K 

produit scalaire sur C[N] , pour lequel les opérateurs , k E K, 

sont unitaires (i.e. | |Q RT] |
 2 = <Q kT,Q kT> = <T,T> = | | T| | 2 , 

VT e <£\} 

Soit T un élément de C [N] , nous avons 

V = ( ^ k T P ( d k ) ; 

K 

comme dans l'espace de Hilbert de dimension finie (^(jgj[^]>
< > > ) 

toute sphère de centre 0 est strictement convexe, il s'ensuit que 

M Q T l l < | | T | | , 
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d'après ce qui précède nous avons alors Q-^T! = aT ' Vk S(y) ; d'où 

(I - Q )T' = T' = 0 . 11 s'ensuit donc que £ = 0 ; c'est-à-dire 
m 

Q^T = T Vk * r v(p) . Comme nous savons en outre que Q^T (qui est égal 
m 

à T) appartient à E (e,) , l'affirmation b) ainsi que les deux 

dernières égalités de c) sont prouvées . 

Enfin si T F a(u) ? nous avons (Q^ - al) T = 0 . pour un 

certain entier l . D'où (1 - a ) £ Q T = 0 et Q T = 0 si a ^ 1 . 
v J x m -m 

Si T -: F^(y) ; d'après b) nous avons Q^T = T , Vk r S(y) , et par 
suite 0 T = T . Le lemme est ainsi démontré . 

m 

Pour simplifier l'écriture , nous notons Q (resp. P) l'opê-

> r 

rateur (resp. ) . Si r c LN et a <. (N , nous notons , . . . , 

les composantes de a et nous posons = o.^ + ... . 

D'autre part , si t c R , nous désignons par [t] la partie entière 

de t . 

D'après le lemme (2.4) , nous avons dg(Q - P)T < dgT - 1 

V T ,: jlN] ; par suite en écrivant Q = (Q - P) + P , nous avons 

1 i dgT ai a ? aî+i 
_ L _ Q N T = — J E I P (Q-P)P ...(Q-P)P 3 T 

d g T / 2 ^ dgT/2 i=0 , J A --iJ + 1.il i\ n s n a {a*{0, .. . ,n~j} J :||a||=n-j} 

Posons 

R°o = 1 - % > Ro = C 1 - V p f I - V 

R? = R, = Q et P° = Q° = I ; 

pour tout entier naturel p , nous avons 

Q p = Rg + R? , Rj = (I - Q m ) P p (I - Q m ) et R P = Q 

1 n d « T 

Q T s'écrit alors E T. ï^CJ.i) 

m 

n d ê T / 2 ' " ! j=0 i c { 0 j } j + 1 ' n 

où Yn(j,i) = - ^ 7 7 , j n

 Z . J + 1 .... . 

n b {at {0, . . . ,n-j } J : | j cy | | =ti-j > 
ai a ? a • + 1 

avec <KJ,i,cO = (0 - P ) R , . . . ( Q - P ) R . J 'T . 
1 2 + 1 
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3 . 2 Lemme. 

Soient j c { 0 , . . . , dgT} et i M O . 1 } ^ 1 avec 

< [( dgT + 1 ) / 2 ] • Alors la suite de fonctions polynômes 

Y n(j,i) converge vers zéro , uniformément sur tout compact . 

Preuve. Notons a ( 1 ) , . . . , a (s) , (resp. a(s + 1 ) , . . . , a (j+1 )) , avec 

s < [(dgT + 1)/2], les entiers £ de {1,...,j+1} tels que i = 1 

(resp. i = 0) . Nous avons 

Y (j,i) = — £ 5 (s) 

où , pour tout £ c IN et tout s t IN * , ç f s) = card { B< (Ns : | | 3 | | = M 

et S est l'élément de BsP + 1 qui se déduit de a en remplaçant les 

composantes a

a ( î ) ' * c ^ » • • • > P a r zéro . 

D'après le lemme (3.1) 5 les valeurs propres de l'opérateur 

R sont de module < 1 et différentes de 1 ; il s'ensuit que la 
n 

suite d'opérateurs de C [N] , { Ig Rg^n>1 ' e S t bornée • D'autre part 

pour tout £ T (N et tout sr , ^ (s) est un polynôme de degré (s-1) 

s-1 

en £ dont le terme de plus haut degré est £ /(s-1)! . Le lemme 

(3.2) est alors clair . 

3 . 3 Lemme 

Soient j c {0 , ...,dgT) et i^{0,1>^ + 1 avec 

I U I \t L (dgT + 1 ) / 2] + 1 . Alors Y (j,i) est une constante qui 

est non nulle seulement si dgT est pair , | | i| | = dgT/2 + 1 . 

= ij+i = 1 et i ne possède pas deux composantes nulles consécu­

tives . 

Preuve. Désignons par Nfi) le nombre de couples (i^i^-]) , 0< k< j , 

égaux à (1.1) ; nous avons 

N(i) = Z r ( i v + i v + 1)/2] > 2 ! | i| | - j - 2 . 
1<k<j K k + l » 

Comme l'opérateur R 1 (Q -P)R^ = Q n l(Q_~ I)Q m baisse le degré de tout 

polynôme de ^£(A) M de deux unités , nous avons , pour tout 
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a <: { ( K . . . ,n - j , 

dg (Kj,i,a) < dgT - (j+N(i)) 

< dgT - 2||i|| + 2 

qui montre que 4>Cj,i,a) est une constante qui est non nulle seule­

ment si dgT est pair , ||i|| = dgT/2 + 1 et N(i) = 2||i|| - j - 2 

Le lemme (3.3) s'en déduit immédiatement . 

Des lemmes (3.2) et (3.3) , il résulte que si dgT est impair 

la suite de fonctions polynômes { Q nT} converge , uniformé-
dgT/2 n>1 

ment sur tout compact , vers zéro. n 

Supposons que dgT soit pair . Pour tout entier k , no­

tons S k (resp. V , V°) l'opérateur Q M ( Q - I ) R J ( Q - I ) Q ^ (resp. 

Q M ( 0 - I)Q , I) . Des lemmes (3.2) et (3.3) , il résulte que 

Q n T s'écrit 6 1 (n) + 6 (n) , où 5.(n) est une suite de 

deT/2 1 2 1 

n 

fonctions polynômes convergeant , uniformément sur tout compact , 

vers zéro et 
dgT/2 

6 2(n) = E Z * n(s,B) 
5 = 1 {Bc!Ns + 1 : | | 3| |=dgT/2 - s) 

avec -
^ n ( S ' e ) = ~WTo E Ç n - | | £ | | ( d S T / 2 ) 

n g l / Z {aciNS: | |a| I <n-(s+dgT/2) } 
8, a, 8- 8 a 8 
1 1 2 s s s + 1 

V S V . . .V S V T . 

Désignons par a..,...,a les différentes valeurs propres de P 

de module 1 et distinctes de 1 . Nous avons (lemme (3.1)) 

R 0 = (i - Q m ) P d - Q m ) = (i - Q / n - QJ + ji a . n , 

où n i désigne la projection de C[Nj sur F

a . (
X 2 ^ = E a . ^ X 2 ^ ' 6 t 

par suite , pour tout élément k de !N , 

k k q k 
R* = (I - Q )P K(l - Q ) + Z a K n. . 

m m i = 1 

Pour tout entier naturel k , nous posons 

s l ' V e * - " ( i - Q J P k d - QJCQ - D Q m 

m m 
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S i = a i V Q ~ I ) n i ( Q " I ) Q m ' • 

Soient s c { 0 , . . . , dgT/2} et 8 «Ns + 1 avec 

j|e|| = dgT/2 - s . Nous avons 

* n ( s , e ) = .£ Ç n(s,B,j) , 

j.;{0, . . . , q } S 

avec -, 

Cjs.B.j) = ' T. C -, M l d g T / 2 ) 
^dgT/2 { a m s . | | a | | < n _ ( s + d g T / 2 ) } 

&^ a1 6 s a s Bs+1 
V S- 1...V S. V T 

J 1 J s 

1 n-(s+dgT/2) 
= ! E ç , (dgT/2) n,,(s,e,j) 

dgT/2 k=0 n K K 

n 6, a 1 6 a 6 -
où n k(s,B,j) = E V l S . ...V s S j S V s 'T . 

{ a c <NS: j | a | |=k> 1 S 

En notant que 

(I - P(I - 0 J ) " 1 = Q + E (I - Q J P ^ I - QJ + ? n / (1-a ) , 
m m 1>0 m m i=1 1 1 

la proposition (2,6) résulte alors du lemme suivant : 

3 • 4 Lemme 

Soient p et q deux entiers > 1 ; x-,..- ,x des nombres 
' H 

complexes différents de 1 et de modules 1 ; u une fonction réelle 

de telle que i u(l) < + œ . Alors , pour tout entier r > 1, 

n k U { 1 JNP q : | | l| |=k) 

= -L- 1- E u(l) ;• 
•]-x. 1-x r! V <NP 

1 q 

-I • 1 V R <- I 1 q 1 1 .1 lim — 2 5 ,(r) i x . ..x M = ... -
n r k=0 n _ k / i a,P i I, i I i i q r! 1 -x, 1-x n i 11 fNy : | 11 | | =k> 1 q 

^ m ~r / n ^ - ^ 0 1 u(l . . . , ! ) = 1- E u(l) . 

Preuve. Posons 1- 1 
S(k) = E . . . X Q « u ( l q + 1 , . . . , l p + q ) ; 

{ l U N P + q : | | 1 | 
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k 
nous avons B(k) = E ° ( S ) -R(k-s) , en posant , pour tout entier 

s = 0 
s ' 1 1 

o(s) = S u(l) et T(SJ = E x^.-.x q . 

{L tNP: | 111 |=s} {1.• !Nq: | 111 |=s> 
q 

Considérons le polynôme Q(xï = H (1 - xx.) ; il est facile de voir 
i = 1 1 

q s + 1 
que T ( S ) = L x. /Q'(1/x-) et par suite 

i=1 1 1 

6(k) = ? (x./Q'CI/x.)) E o(s) x^" s . 
i=1 1 1 s=0 1 

D'où q 
I 6(k) = E (x./(1-x.)Q'(1/x )) E O F S ) 

k>0 i=1 1 1 1 s>0 

= (1/QCD) Z a(s) 
s>0 

Le lemme ( 3 . 4 ) résulte alors du lemme élémentaire suivant. 

3•5 Lemme 

Soient x un nombre complexe différent de 1 , de module 1 

et { ek^k>0 u n e s ^ r ^ e convergente . Alors , pour tout entier r > 0, 

1 " , ,,r k 1 1 
lim — l (n-k) x = 

n r k=0 r! 1-x 
n 

1 n r 1 
lira — E (n-k) &, = — E $, 

n r k = 0 K r! k>0 K 
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4. Démonstration du théorème (2.12) 

Nous posons r = sup{dg x^ , 1<i<p} ; r est indépendant 

du choix du système de fonctions coordonnées ^ xî^1<i<p de l'e.v. N 

Pour faciliter la lecture, nous distinguons deux cas. 

1er cas 

Nous supposons que A vérifie, outre l'hypothèse iii) 

de (2.1), la condition m(X) > 2 sup(r,2). [On notera que d'après 

l'inégalité de Hôlder, cette dernière hypothèse entraîne la condition 

(*) de (2.11)] . 

La démonstration du théorème se fait en trois étapes. 

1ère étape . Elle est suggérée par la remarque (2.14) 

Pour prouver le théorème (2.12), nous pouvons supposer que 

b b 
pour tout t > 0, U est un automorphisme de G (i.e. G = G , 

voir (2.14)). En effet, nous avons : 

(4.1) Propos it ion : 

Soit ^i^i>i u n e s u i t e de v.a. indépendantes, à valeurs 

dans N x K , et de loi commune A . Alors la suite de v.a. 

A = U B o T T 1 ( X 1 . . . X ) - U B o TT- (X--. . . - X I 

n n 1 v 1 n n 1 1 nJ 

converge vers zéro dans L^ . 

Preuve de la proposition (4.1) : 

Désignons par M le produit direct des groupes de Lie 

nilpotent simplement connexe N et N b ; par n S n b ï'homomorphisme 

de K dans le groupe des automorphism.es de M défini par 

http://automorphism.es
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[n S n b(k)](u,v) = (n(k)(u) , n b ( k)(v)) , (u,v) e X x N b ; 

et par H = M * n g n b K le produit semi-direct de M par K associé 

a n ® n 

Si p est une mesure de probabilité sur N x N x K , nous 

notons 0^ l'opérateur de transition sur M , identifié à H / K , 

associé à y (voir (1.3)). Soit X = (Y,U) une v.a., à valeurs dans 

dans X x K , de loi X; nous notons X F la loi de la v.a. (Y,Y,U), 

à valeurs dans N x X x K . 

Avec ces notations, nous avons, pour tout i e d , . . . , p } , 

E [ x i ( A n } 3 = ^ d h î T i ( 0 > • 

où T\ désigne la fonction polynôme sur N x N définie par 

T i(u,v) = (x i(u) - x i ( v ) )
2 , u et v e N . 

Nous définissons une notion de degré sur C[M] = C[N X N] , 

en attribuant un degré à toute fonction polynôme T de C [N X N] 

de la forme T 1 8 12 , où 1^ et T 2 sont des éléments de C[N], 

(i.e. T 1 8 T 2(u,v) = T ^ u ) T 2(v) , V(u,v) e N x N) ; le degré de T , 

noté dgT , est par définition égal à dgT 1 + dgï 2 . Le couple (H,X !) 

vérifie alors les hypothèses de (2.1) . 

Considérons la base b ® b = { (e^, 0) , (0 ,e^ ) , 1 <i , j <p> 

b Sb 

de N x N. Avec les notations de la remarque (2.14), M est le pro­

duit direct de N b par lui-même et H b 8 b est le produit semi-direct 
, wb&b . ̂  ^ b ~ b 
de M par K associe a n S n 

Le lemme (2.15), appliqué au couple ( H , X ' ) , nous dit que 

i m - a k " S " ' T i = l i m -T£T T i > Vi e {1,...,p} , 

n _ 5~ i A n ^ 6 i A 

où q\®° désigne l'opérateur de transition sur M b S b , identifié à 
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H^^/K , associé à A ' . O r nous avons, pour u e N et i r {!,..., p} 

2 
(O , ) T.(u) = E 

^ A 1 

[x i o TT1 (X 1 • . . .-Xn-(u,e))-xi o TT1 (X 1 • . . .-X n-(u,e))] 0 

1 Il s'ensuit que lim —* Jj) , 
n „ g X i x 

0 et la proposition (4.1) est 

prouvée 

2è étape. Nous supposons donc que Vt > 0 , est un au­

tomorphisme de G . 

Soit ^i^i>V u n e s u * t e ^ e v - a * indépendantes, à valeurs 

dans N x K, de loi commune A . Nous posons, pour tout entier naturel 

n> 1 , 

S n(0) = 0 

S

n

( ï ï } = *1 0 V V - ' V s l î 1 ( U n ( X 1 ) , , ' U n ( X n ) ) ' Vk <: (1,... ,n}; 

SJt) = (1-{nt}) Ŝ fl̂ l) + {ntl Sn(Mîl) f vt e [0,1] , 

puis 

n n n 

où [nt] désigne la partie entière de nt et {nt} = nt - [nt] 

i » i » 2 F 2 
Pour tout u e N , nous posons | |u| | = ) x-(u) 

i=1 1 

(4.2) Proposition• 

Pour tous réels s et t de [0,1] , 

l|S n(t) - S n(s) < C t - s 

dû C est une constante > 0 indépendante de n , t et s 

Preuve de la proposition (4.2) - 1 

Nous commençons par prouver qu'il suffit de montrer la propo-
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sition pour des réels s et t de la forme — avec k c {0,...,n} 

Admettons donc un instant que la proposition soit vraie 

pour les réels de cette forme et considérons deux réels s et t 

de [0, l] vérifiant s < t . 

Nous avons 

S n(t) - S n(s) = {ntlu + v + (1 - {ns}) w , 

avec 

u 
S (IntlH) _ s (Intl} 
n v n ' n v n 1 ' 

s (ML) _ s (M*
1 

S (Cns1+1) - s (iHll) 
n v n J n v n J 

De la relation 

|ax + by + cz|| 2 < (a + b + c)(a||x||2 + b||y||2 + c||z||2) , a,b,c>0 , x,y,zeN 

il résulte que l'on a 

E[| |sn(t) - s n(s)| |
2 [nt] - [ns] - 1 

v = 

+ 1 - {ns}) 

n v n n v n 

et 

W = 

D'où 

:[l|s n. El I |S_ (t) - S n(s) < 3C(t - s) , si [nt] - [ns] > 1 

Si [nt] = [ns] , nous avons 

S (t) - S (s) = n(t-s)(S ( M + 1 ) - S (-̂ 1)) 

et 

S (t) - S (s) | | 
n J n J 1 1 

< C n(t-s) 

< C (t-s) 

< ^ ( { n t } + 
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car [nt] = [ns] implique que n(t-s) < 1 

Ceci dit soient k et £ deux entiers de {0,...,n} tels 

que l < k . Pour tout i e {!,...,p} , posons 

T i(u,v) =* XjCuv) - x i(u) , (u,v e N) ; 

T i(u,v) = x.(v) + Pj(u,v) , 

dg P^ < dg x. , val P^/u et val P^/v > 1 . 

[x. (Ts (-)l 1 S (-)) + L i v n ktyj J n ir J 

+ P. (S (-) ,[S s (-))"] 2I 
i w n 9 L n n J n rr J 

[x. (S (-) - S (--))] 21 = E 
L i v nK\\J n vn J | 

Or [ S n ^ ) r 1
 S n(£) s'écrit n o ̂(^...^(^yn)) , 

°ù In v( n) e s t u n e v.a. indépendante de S (—) et ayant la même 
3c y K n n 

Nous avons 

nous avons 

Par suite 

E 

avec 

loi que ( ) . La proposition (4.2) résulte alors du lemme suivant 

(4.3) Lemme. 

Pour tout élément T de C^,^[N] de la forme 

x^ ... XpP , où a ^ , . . . , a e N , et pour tout élément k de 

(0,...,n) , nous avons 

E [ T ( S N ( £ ) ) ] | < C ( T ) ( £ ) d g T / 2 

où C(T) est une constante > 0 indépendante de k et n . 

Preuve du lemme (4.3) . 
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K [ T ( S N ( £ ) ) ] = Q \ T ( 0 ) 

k d g T / 2 1 k 

{P (zÀrj2 T ( 0 ) ) 

1 „k 

k̂  

est convergente. Le lemme est ainsi prouvé. 

D'après la proposition (2.6), la suite -• , 1

T / 9 T (0) 

( 4 . 4 ) De la proposition ( 4 . 2 ) , il résulte que le processus ^ (t) 

vérifie les hypothèses du corollaire 1 du chapitre I, sec. 6 de [ 8 ] 

Désignons par ^ ( [ 0 , 1 ] ) la tribu des boréliens de [ 0 , 1 ] et par p 

la mesure de Lebesgue de [ 0 , 1 ] . Nous savons alors que pour toute 

suite d'entiers, on peut extraire une sous-suite ^n]c^]c>i pour laquel­

le il est possible de construire des processus x (t,^ f) et x^ft,^') 
n k 

sur l'espace probabilisé ( û f = [0,1],3b ( [0 , 1 ] ) , p) tels que 

i) pour tout entier l et tous réels t-j,...,t£ , 

(x n (t 1),...,x n (t £)) et (S n (t 1),...,S n (t £)) ont même loi, pour 
k le k k 

tout entier k . 

ii) pour tout t e [û,l] , x (t) converge en probabilité 
n k 

vers x œ(t) , quand k tend vers l'infini . 

3ème étape. Désignons par ^ n k ^ k > 1 U n e s u * t e d'entiers 

pour laquelle il est possible de construire des processus x (t) et 
n t 

x œ(t) ayant les propriétés i) et ii) de ( 4 . 4 ) . Alors le processus 

x œ(t) vérifie la proposition suivante : 

( 4 . 5 ) Proposition. 

2 
Pour toute fonction sur N , de classe C , à support 



34) 

compact, 

E p[f(x œ(t))] = f(0) + / J C p[Af(x o o(s))]ds , Yt c [ 0 , 1 ] , où E P 

désigne l fespérance associée à la mesure p . 

Preuve de la proposition (4.5). 

En posant (t) = S (t) et x' (t) = x (t) , on se ramène 
K n k

 n k 

au cas où ^ n ^ ^ > i e s t ^ a s u i t e des entiers naturels. Pour alléger 

l'écriture, nous nous plaçons donc dans cette situation. 

Pour toute fonction f sur N , de classe c \ à support 

compact, et pour tout élément v de N , nous posons 

n rr ï T- ffu(tv)) - f(u) , x n 

D f(u) = lim —^—^ p2
 — - y ( u e N) 

Nous avons 

D f = f x.(v) D-f , où D. = D , i e {1,...,p} ; 
. - i l i e. r 

1=1 

et (formule de Taylor), pour tous u,v c N , il existe 6 c 3 0 > 1 C t e l 

que f(u v) = f(u) + Dyf(u)+ \ Djf(u(Gv)) . 

Choisissons une partition t Q = 0 < t^ < ...< t = t de [0,t] 

et écrivons, pour tout entier naturel n , 

r -i q [nt.] 
f(S n(t)) - f(0) = f(S n(t)) - f(S n(l^-)) + l { f ( S n ( — ^ ) ) -

J ' ))>. - f(S ( )) 
v n v n } J 

D'après la proposition (4.2), il est clair que 

1 im 
n 

E[f(S n(t)) - f(S n (l2ll))J = 0 . 

[nt. J 1 [nt.] 
Posons Y.(n) = [S f 1=J-)] " S (— ]-) , j c - N . N ^ - N . N , , . {1 ,. . .q} ; 

l . (n) s'écrit n o * 2 (
X 1 ... X ^ n t ^ ) d j ( n ) ) où £j (nO est une v 
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[nt ] [nt.]-[nt ] 
indépendante de S n( £ ) et de même ]oi que ( J — 

n v n 

D'après la formule de Taylor, nous avons 

f ( S „ ( — J-)) - f(S„( J-i-)) = a.(n) + U,(n) , 
n n 

avec 

j(n) 

et 

p [nt. J -, 

J x.(£.(n)) D.f(S ( n

3 " ' )) + \ 1 x (Z (n), x 2 ( Z (n)) 
i=1 1 J 1 n n L 1<i,*<p 1 ^ J 

D.D,f(S ( J——)) 
i il 1 n •* 

I x (Z (n))x (Z (n)) 
1<i,£<p 1 3 1 3 . 

[nt. ] 
D.D f[S ( (ez.(n))] 
i j 1 n n 3 K j 3 3 J 

[nt. J 

D.D.£[S ( 
1 «• L n n ' J 

L(n) et S ( 

D'après le lemme ( 1 . 5 ) , via la proposition (4.2), les v.a. 

[nt 1_ 1]_ ) 

n v n 
sont asymptotiquement indépendantes. Compte 

tenu de la proposition (2.6), nous avons alors 

( 1 ) lim E [ a .(n)] = I Y ^ t - t 
{ie{1,...,p}:dgx i pair} 

dgx i/2 

n 

E [D.f(x (t. J ) ] 

" {1 <i , 2,<p : dgx^x^ pair) ' ' J 

E [D.D f(x (t. J ) ] , 

ou Y. = 
dgx./2 

x^ et a 

dgx ix £/2 

i,l " (dgx.x./2)! u \ 
xiXl i " ( d g x ^ Z ) ! A 

D'autre part, pour i,£ e {1,...,p} , j e U,...,q} , posons, 
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« J

i > £Cn) = E : . ( I j ( n ) ) x £ ( I . ( n ) ) [ d . D ^ [ S n ( — ^ - ) ( e ^ (n) ) ] -

" D i D

t

f c s n ( — i - L ) ) ] J 

Pour dgx^ + dgx^ >3 , nous avons, en appliquant l'inégalité 

de schwartzet le lemme (4.3), 

, i , r n i i [ " t j - ^ i - ! ] 1 / 2 ! [nt]-[r.t ] 
2 C | |D D^ f l | œ sup ( i 2 - L . ) ( 3 3_ L _ ) , 

1> x- _ i»*- 1 1<j<q n 

où C. e s t une c o n s t a n t e > 0 i n d é p e n d a n t e de n e t de l a p a r t i -

tion O y ^ q de [0,t] 

Soient i,l e {1,...,p} avec dgx^ - dgx^ = 1. Pour tout 

z > 0 , il existe a > 0 tel que pour tout u c N vérifiant 

;|u|| < a , on ait 

sup |D f(u v) - D. D £ f(u)| < e 
ueN 

Nous avons alors 

l < 5 J

i j £ ( n ) l f ^ • 2 | | D . D £ f| 
I l x i ( E j ( n ) ) x

A ( r j ( " ) ) 

E[|x.(Z.(n)) x £ C ^ ( n ) ) | l { | , z _ . ( n D | | > a K 

[nt.J~[nt. J y — 7 .5 — 
J

 n'
 J ~ ) + 2 | | n i D 1 f | | c e ^ [ x J(Z . ( n ) ) x 2(I j ( n ) ) ] 

^ [ I M n ) M 2 ] 
( i ) 

2 H W I L . [« t J -Fn t ] 1/2-j [nt ] - [nt ] 
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où Cjfi
 e t C i i s o n t des constantes > 0 indépendantes de n et 

de la partition ( tj) 1<j< q

 d e [0>t] • 

On en déduit que pour tout e > 0 , il existe a > 0 

tel que 

j=1 -1 

9 , C ? [nt.]-[nt. J 1/2 

j = 1 1<i,£<p X'* " 1 a 1 < j < q n j 

où C 1 , C 2 et C 3 sont des constantes > 0 indépendantes de n et 

de la partition t tj-'i<j< q

 d e [0 ,"t] • 

De l'inégalité 

il résulte que, 

Ve > 0 , 3a > 0 , | i B.(n)| < eC + (C + ( sup (t - t - J 7 + 

j = l 1 J 1 1 < j <q •» J 

/n" 

On en déduit que, pour tout e > 0 , il existe a > 0 tel 

que, pour tout entier naturel n , 

| C[f(S n(t)) - f(0) - CT.(n)] < F[f(S n(t)) - f(S n(-M-))] 

! Bi(n) 
i=1 

< eC + ( C + — ) sup (t.-t, J + «(n), 
* 1 a 1<i<a J J 

où <$(n) est une suite de réels positifs, indépendante de la partition 

^ tj^1 <j <q ' c o n v e r 8 e a n t v e r s z é r 0 e t C 1 » C 2 ' C 3 s o n t d e s r é e l s > 0 

dépendants de n et de la partition ^tj^l<j<q d e C° > * 

1/2 

in 

i=1 
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En faisant tendre n vers l'infini, nous voyons que : 

(2) pour tout c > 0 , il existe a > 0 tel que 

E[f(x œ(t))] - f(0) - ? lim E[a (n)] < EC + (c Jli)sup (t.-t. J 1 / 2 

i=1 n J 6 1 a1<j<q J r l 

D'après la proposition (4,2), pour'toute fonction continue 

h sur N , à support compact, la fonction, t -> IE [h (x (t) )] , est con­

tinue. De (1) il s'ensuit que, lorsque sup (t.-t. 1 ) tend vers 
1<j <q J 

zéro, lim \ E|a.(n)| tend vers E [Af (x a (s) )] ds. La proposition 

j = 1 J p « 

(4.5) résulte alors de (2). 

F in de la preuve du théorème. 

D'après la proposition (4.2), pour tout t c [0,1] , la 

ite {E l|S n(t)|| j } n > i
 e s t bornée ; l'ensemble des lois des v.a. 

{ S n ( t ) ) n > ^ est donc relativement compact pour la topologie de la con­

vergence étroite. De (4.4) et de la proposition (4.5), il résulte que 

la seule valeur d'adhérence de cette famille de probabilité estla loi 

au temps t du semi-groupe (^ t) t >g sur N de g.i. A. Il s'ensuit 

que, pour tout t e [û,l] , S n(t) converge en loi vers v et la 

première assertion du théorème est démontrée. 

D'autre part, des propositions (4.1) et (4.2) il résulte 

que pour tout entier naturel p , la v.a. 

U B o T T 1 ( X 1 . . . X ) - U B o ïï1(XT...X ) 
n 1^1 n^ n 1 1 n-p' 

converge vers zéro dans L 2 . 

On en déduit que la suite d ' homéomorphismes ^ u ^ n > i ^e ^ 

vérifie les hypothèses de la proposition (1.2). La démonstration du 

sui 
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théorème, dans ce premier cas, est donc achevée. 

Cas Général 

Le passage du cas précédent au cas général se fait par un 

procédé de troncature analogue à celui utilisé dans [" ̂  1 • ^ T ° u s in(3 

quons la marche à suivre, sans entrer dans les détails. 

Pour tout entier naturel n > 1 , désignons par 

l'élément de N défini par : 

a 

n 

( 0 si dg x. 

Vi e { 1 , . . . ,p) , x.. (a n) = < 

h — 

si dg x. = 1 

Nous posons alors, pour g = (u,k) c N x K et pour tout 

entier naturel n > 1 

(u,k) si <f>b(u) < /n 

(a n,k) si * b(u) > /n 

i }our tout entier naturel n > 1 , la mesure de probabilité 

h b 
T°(A) sur G vérifie l'hypothèse iii) de (2.1) et i(TN(A) = +°° 

Nous avons 
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(4.6) Lemme 

Avec les notations précédentes, 

l i m l U " - [ T ° ( X ) ] N | | = 0 
n 

Preuve : On voit facilement que 

qui tend vers zéro, quand n tend vers l'infini. 

( 4 . 7 ) Lemme 

Pour toute fonction polynôme T sur N , nous avons 

l i m dgT/2-T 0 . T = 0 si dgT > 3 
n n

 T b ( A ) 

lim Q T = Q X T si dgT < 2 
n T b ( x ) 

Preuve : voir lemme (4.11) de [ 5 ] . 

Soit T une fonction polynôme sur N . Soit A une mesure 

de probabilité sur G vérifiant l'hypothèse iii) de (2.1) et 

£(À) > dgT . L'expresssion L f g T y / 2 T (voir (2.5)), ne dépend de X 

a 
que par ^ e t ^ e s moments.: 

/ P(u) A,(du) , / P(u) X(du) , P c C i[N] ; 
N N i ' 
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/ P(u) A (du) , P c C-[N] 
N 

Pour toute mesure de probabilité A sur G vérifiant l'hypothèse 

iii) de (2.1) et £ ( A ) > 2 , nous pouvons donc donner un sens à 

l'expression L'^^^^T , pour toute fonction polynôme T sur N . 

En tenant compte du lemme (4-6) et en procédant comme pour 

la preuve de la proposition (2.6), on montre alors la proposition : 

(4.8) Proposition. 

Soit (G,a) vérifiant les hypothèses du théorème (2.12) . 

Alors pour toute fonction polynôme T sur N , la suite de fonctions 

polynômes { A t/f [Q k ] R T} converge, uniformément sur tout 
nagi/z T (A) n>1 

n v J 

compact de N , vers zéro si dgT est impair, vers la constante 

1 L d g T / 2 T s i d g T e s t p a i r -

(dgT/2)! 

D'après le lemme (4.6), nous sommes amenés, pour prouver le 

théorème (2.12), à étudier la suite de mesures de probabilité. 

{U n o TT-j ( [ T b ( A n ) ] n ) } . A l'aide du lemme (4.6) et de la proposi-
n> 1 

tion (4.8) on procède alors comme dans le cas étudié précédemment en 

remplaçant les v.a. (X^) ^ par les v.a. ( T n ^ i ^ i > 1 
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5. Théorème de la limite centrale pour un produit semi-

direct d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe  

par un groupe compact 

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats de 

la section 2 pour établir un théorème de la limite centrale pour un 

produit semi-direct d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe 

par un groupe compact. 

Définitions et Notations 

(5.0) Soit G = N x K un produit semi-direct d'un groupe de Lie 

nilpotent simplement connexe N par un groupe compact K . 

Pour simplifier l'écriture, nous identifions N et K à 

des sous-groupes de G ; tout élément g de G s'écrit donc de façon 

unique g = uk avec u e N et k e K ; N est un sous-groupe distin­

gué de G et, pour tout couple (u,k) c N x K , n(k)(u) s'écrit 

kuk" 1

 f 

D'autre part, nous identifions N à son algèbre de Lie 

(N,[ , ]) munie du produit o défini par la formule de Campbell-

Hausdorff (voir (2 . 1 ) ) ; le produit de deux éléments g = uk et 

g' = u'k' de G s'écrit donc gg' = [u(ku'k" 1)] kk' = [uoAdk(u' )] kk' , 

où pour tout k e K , Adk désigne 1 1automorphisme d'algèbre de Lie 

^ e (̂ T> [ > ]) (et par suite 1 ' automorphisme de groupe de (N,o)) tan­

gent à 1 ' automorphisme u kuk"^ de N . 
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(5.1) Moments d'une mesure de probabilité sur un groupe L.C.D. 

compactement engendré ( [ 2 "j ) 

Soit H un groupe localement compact à base dénombrable, 

compactement engendré. Une application borélienne 6 de H dans IR+ 

est appelé jauge (resp. fonction sous-additive) si elle vérifie. 

V g 1 , g 2 «: H ô(g 1g 2) < «(g-,) + ô(g 2) + C (resp 6 ( g l g 2 ) < 6 ( g 1 ) + 6 ( g 2 ) ) , 

où C est une constante > 0 indépendante de g-j et g 2 • 

Une jauge 6 de H est dite principale s'il existe un voi­

sinage compact V de l'unité engendrant H tel que 

{x:.Ô(x) < n}*= V N , Vn c M* . 

Sur un groupe L.C.D. compactement engendré, il existe des 

jauges principales et si <SQ est l'une d'elles, pour toute autre 

jauge 6 nous avons :Vg e II 6(g) < C 1 <5Q(g) + C 2 

où Cj et C ? sont des constantes > 0 indépendantes de g e H. 

Il s'ensuit que si p est une mesure de probabilité sur H , l'exprès-' 

sion /[ 5 Q ( g ) ] a y(dg) < + œ , pour a > 0 , est indépendante du choix 

de 6 ; dans ce cas nous disons que p possède un moment d'ordre a . 

(5.2) Moments d'une mesure de probabilité sur G . 

Appelons r la longueur de l'algèbre de Lie nilpotente -

> ]) e t désignons par 

N 1 = N = > N 2 = [N,N]=> . . . = > N r = [N,N r" 1]=3 N r + 1 = (0) , la suite 

centrale descendante de N . Pour tout i e {1,...,r} ,* désignons 

par m"*" un supplémentaire de N^ +^ dans N̂ " . Nous avons 
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(5.3) Définition. 

Soit ( D 1 ) . <, une suite décroissante d'idéaux de N telle v J i > 1 

que 3 = N et = (0) pour i > s + 1 , s e N* . Pour 

i e {0,...,s} , notons q^ la dimension de l'espace vectoriel 

^Aji + I • Nous disons qu'une base ordonnée ^ ek^l<k<p ' ^P = cls^ ' ^ e N 

est adaptée à la suite d'idéaux ( ' ^ 1 ) i > i s i pour tout i c {1,...,s}, 

vérifiant ? q ^ , {e + 1 e } est une base d'un supplé-
q . , q i 

i+1 * J ~ 
mentaire de 3 dans • 

r ,.. 
N = ® m ; si u c N , nous notons u ' sa composante sur m . 

i=1 

Supposons les sous-espaces m 1 , i e {1,...r} , de N normes par 

|| || , on définit une fonction $ sur N par 

$(u) = sup | | u ( l ) | | 1 / 1 (u e N) . 
1 < i <r 

On sait ([3], lemme II.1) que, quitte à remplacer les normes données 

par des normes homothét iques, <$> est une jauge principale sur N . 

En posant, pour g = (u,x) e N x K , 

*(g) = sup *(Adk(u)) 
kcK 

nous obtenons une jauge principale sur G . Nous disons donc qu'une 

mesure de probabilité y sur G possède un moment d'ordre a > 0 si 

/ * a(g) VJ (dg) < +» 
G 
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(5.4) Soit X une mesure de probabilité sur G . Nous désignons 

par T i^(resp. TT 2) la projection de G sur N (resp. K) et nous 

écrivons X^ = TT^(X) , i = 1,2 . Nous notons m(resp. m) la mesure 

de Haar normalisée du sous-groupe compact K(X 2)(resp. K ( X 2 ) ) de K 

engendré par le support, S(X^) , de X^ (resp. par S ( X 2 ) [ S ( X 2 ) ]
 1 ) . 

Quitte à remplacer G = NK par G = N K ( X ? ) , nous pouvons supposer 

que K ( X 2 ) = K . Nous disons que X^ est apériodique si ^ ( x p = ^ ' 

Nous posons X = / K Adk(X^) m(dk) ; ~X est une mesure de probabilité 

sur N . 

(5.5) Soit \i une mesure de probabilité sur N possédant un 

moment d'ordre 1 (i.e. / <j>(u) y (du) < +°° , voir (5.21). Appelons £ 

[N,NJ 

N N 
l'application naturelle de N sur / r x XTi . D'après (5.2) l'intégrale 

/ S (u) J(du) a un sens et défini un élément e(u) de *V r\, \rï • Nous 
N L N> NJ 

disons qu ?une mesure de probabilité p sur N est centrée si y 

possède un moment d'ordre 1 et si e(p) = 0 . 

Théorème de la limite centrale dans le cas centré 

Nous supposons que la mesure de probabilité sur N , X , 

est centrée (voir (5.4) et (5.5)). 

(5.6) Notion de degré sur l'algèbre des fonctions polynômes 

sur N ( [2] ) . 

Désignons par { ek^i<k<p u n e b a s e d e N adaptée à la suite 

centrale descendante, f ^ 1 ) ^ ! ^e N (voir (5.2) et définition (5.3)); 

et par ^ xk*l<k<p * e s y s t ^ m e de fonctions coordonnées associé à cette 

base. Nous définissons une notion de degré sur ([[N] , en attribuant 
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Soit b = {e^}.j <^ <p une base de N adaptée à sa suite 

centrale descendante, ' ( N ^ ) - j<i< r • P o u r tout i e U,...,r} , 

* e p + i>-'"* ep.* > où Pj, = dim (N/jyji+l) e t p o = 0 ' e s t u n e b a s e 

d'un supplémentaire m* de N*+*' dans N 1 . 

Pour tous i et j appartenant à { 1 , . . . , r } , nous avons 

{l:£>i + j } 
m 

Pour u e m 1 et v e m** , nous notons [u» vlb ^ a composante 

de [u,v] sur m 1 + ̂  ; puis pour u et v appartenant à N , nous 

posons 

1<i,j <r J b 

r r 
où u = T u^ avec u- e m 1 et v = ] v^ avec v, c m-* l u- avec u- e m 1 et v = J v. 

i=1 1 1 j=1 3 

Il est clair que l'application de N x N dans N qui au 

couple (u,v) associe [u,v] b est bilinéaire alternée. D'autre -part, 

pour u e m 1 , v e m** , w e m £ , avec i,j,£ e { 1 , . . . , r } , 

[u,[v,w] b] b n'est autre autre que la composante de [u,[v,w]] sur 

^1 + 3 + 2, . ^ s i e n s u j L t q u e j~ ^ -j vérifie l'identité de Jacobi. On 

en déduit donc que [ , ] b est un crochet de Lie sur N , vérifiant 

un degré à chaque générateur , 1 < k < p ; le degré de x^ , noté 

dg x^ , est par définition égal au plus grand entier i tel que e^ 

appartienne à N 1 . On convient que le degré (resp. la valuation) 

du polynôme nul est (-«) (resp. (+«)). Il est facile de voir que cette 

notion est indépendante du choix de la base adaptée. 

(5.7) Crochet de Lie associé à une base de N adaptée à sa suite 

cent raie descendante 
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s 

[m 1 , [m
 2,...[m S ~ 1 , m s ] b . . .] b ] b <= m^

 1 ^ , pour ij r {l,...,r} , 

j c {1,...,s} ; et (N,[[ , j b ) est une algèbre de Lie nilpotente 

de longueur inférieure ou égale à r . Nous notons o b le produit 

sur N associé au crochet de Lie F . 1 par la formule de 
1 -b 

Campbell-Haiisdorf f. 

(5.8) Soit b = {e.}- . une base de N adaptée à sa suite J i 1 <i <p K 

centrale descendante. Si f est une fonction de classe C 1 sur N 

et v un élément de N , nous définissons 

• f(u oh tv) - f(u) 
D f (u) = lim 2 . 

1 t-0 t 

b 

Si x possède un moment d fordre 2, nous désignons par A le géné­

rateur inf initésimal, 

P 2 

A b = l (L x i ) D i + \ l (L x. x.) D. D , 

où L A est défini en (2.5) et D i = D e , i c. {1,...,p} . 

i 

Pour tout v e N, le champ analytique de vecteurs tangents 

invariant à gauche, D r̂ , sur (N,o b) , s !identifie à 1 félément v 

de l'algèbre de Lie (N, [ , ] b ) de (N,o b) . 

La sous-algèbre de Lie de (N, [ , 1) engendrée par les 

éléments e^ , 1<i<p l , est égale à (N,[ , ] ) . D'après la définition 

du crochet de Lie [ , ] b (voir (5.7)), il est alors clair, que 

la sous-algèbre de Lie de (N, [ , ] b) engendrée par ces éléments 

est égale à (N,[ , ] b) . 

Lorsque la matrice ((L, x. x.))- - n ^ \ > nous savons 
A 1 J 1 , J C i I , . . . , p - i U 

donc (remarque (2.13)) que le semi-groupe de convolution ( vt^t>0 s u r 
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(N,o^) de g.i. A est absolument continu par rapport à la mesure 
oc 

de Haar de (N,o^) , avec une densité de classe C 

L'adaptation du lemme (2.4) à la situation précédente, nous 

dit que la matrice ((L, x* x.))- • X 1 est définie positive 
A 1 1 1>! €«.'>«-->PlJ 

si et seulement si la mesure A n'est pas portée par un sous-groupe 

fermé de G de la forme Ng(a K ^a) où : N Q est un idéal propre 

d e (N> L > ]) y K-invariant (i.e. Adk(N 0)cr N Q , Vk c K) , conte­

nant [N,N] ; et a est un élément de N vérifiant 

(1) x. (a) = ([I - Q, (I-Qj]~ 1x.) (/ u A (du)) , Vi c{1,...,p } . 
1 A N III _L x T I I 

[On notera que des propriétés de N Q , il résulte que le groupe 

Np(a k ^a) est le même pour tous les éléments a de N véri­

fiant (1)] . 

Si A = \ 8 \ ou A^ est centrée, on peut pren­

dre pour a l'élément neutre de G . 

Nous avons alors : 

(5.9) Théorème. 

Soit A une mesure de probabilité sur G possédant un 

moment d'ordre 2 et telle que A soit centrée. Soit b = ^e^ -] <\<p 

une base de N , adaptée à sa suite centrale descendante. Pour tout 

(u,k) e N x K et pour tout k Q e K , posons 

b ' k f l F x i ( u ) -n 
V n V , k ) = ( } H a v . / 7 e, , V k) . 

iil d g x . / 2 e i 
n 

Alors, pour tout k^ e S(A^) , la suite de mesure de 

probabilité sur N x K , { V b ( A n ) } n > ^ converge vaguement vers la 

b ^ 
mesure de probabilité produit V | S m . En particulier lorsque A 2 
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est apériodique , * v

n

, e ^ n ^ n > 1 * converge vaguement vers v . . 8 m . 

Preuve du théorème (5.9) 

Pour la notion de degré sur C [N] définie en (5.6), le 

couple (G,A) vérifie les hypothèses de (2.1) : compte tenu de la for­

mule de Campbell-Hausdorff, l'hypothèse i) (resp. ii)) est une consé­

quence des relations [\ T 1,N J]C= N 1 + J , Vi,j > 1 , (resp. du fait que 

les N 1 , i > 1 , sont stables par les éléments Adk , k e K) ; enfin 

l'hypothèse iii) signifie que X est centrée. 

En remarquant d'une part que la condition (*) de (2.11) équi­

vaut à l'existence d'un moment d'ordre 2 pour A et d'autre part que 

les groupes (N,o^) et associés à b respectivement en (5.7) 

et (2.9) coïncident, nous voyons que le théorème (5.9) résulte du 

théorème (2.12). 

Théorème de la limite centrale dans le cas général 

X est une mesure de probabilité sur G possédant un moment 

d'ordre 1 . 

(5 . 10 ) Suite graduée d'idéaux de N associée à X . 

Cons idêrons 1'ensemble 

E = { (£ ,k ) c IN x IN : 0 < k < U u U 1 J ) > muni de la relation d'or­

dre total > définie par 

( £ , k ) > U ' , k ' ) < = = >J ou f 

U = £ et k > k ' 

On vérifie aisément que l'ordre ainsi défini sur E est 

celui qui est induit par la bijection : 
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c : E 

(*,k) - o(*,k) = 

IN 

a ( A - 1 ) / 2 + k + 2 

k + 1 

si £ > 2 

si z = 1 

Nous appelons suite graduée d'idéaux de N associée à A, 

la suite décroissante d'idéaux de N définie de la façon suivante : 

3 1 ' ° ( A ) = N , 3 1 J ( A ) = c" 1(e(Â)) et ^ * ' K ( A ) , (£,k) c F avec 

£ z 
k. > 2 , est l'idéal de N formé des éléments de N qui s'écrivent 

[u 1,[u 2,...,[u^_ 1,u £]...] , u ^ , . . . , u z € N , où au moins K éléments 

parmi les u. , i c { 1 , . . . , £ } , appartiennent à c 1 ( e ( A ) ) - Nous 

avons ^ £ ? 0 ( A ) = N £ , VA > 1 ; ^ ' K ( A ) = 0 si S > r et 

D £ , k( A)/J £ f ' k V ) ] c ^ ̂  + ,k+k!

 ( x ) p o u r ( ^ k ) e t y k n c E . 

( 5 . 1 1 ) Notion de "degré suivant A " sur C [N] . 

Désignons par ^e]<^i<]c<p
 u n e b a s e de N adaptée à la sui­

te graduée d'idéaux de N associée â A (voir définitions ( 5 . 3 ) et 

( 5 . 1 0 ) ) ; et par ^x]^-|<k<p ^ e système de fonctions coordonnées as­

sociée à cette base. Nous définissons une notion de degré sur (C [n] 

en attribuant un degré à chaque générateur x^ , 1<k<p ; le degré  

suivant A de x^ , noté dg^ x^ , est par définition égal à 1 si 

n'appartient pas à N , égal à sup{s+£ : (s,£) e E , e^ c ^ z y f V (A)} 

2 

si e^ appartient à N . On convient que le degré (resp. la valua-

tion) suivant A du polynôme nul est (-°°) (resp. ( + °°)). Il est fa­

cile de voir que cette notion de degré sur C [Ni est indépendante du 

choix de la base de N adaptée à la suite graduée d'idéaux associée 

À A . 

Dans le cas où la mesure de probabilité A est centrée, la 

suite graduée d'idéaux associée à A n'est autre que la suite cen­

trale descendante de N ; nous retrouvons alors la notion ce degré 
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définie en (5,6). 

(5.12) Crochets de Lie associés à une hase de N adaptée à 

{3*' k(À),(*,k) 5E}, 

Soit b = (e.K . une base de N adaptée à la suite 
i 1 < i<p r 

d'idéaux ' ' (A),(£,k) e E}. Pour tout élément (£,k) de E , 

posons 

s. k 
% ( £ k)-1 = c** m ^T/3 ' ^ (voir la définition de o en 

(5.11)) ; 

si À est centrée q ? = q 1 , si A n'est pas centrée q1 = q 1 + 1 . 

Pour tout élément (£,k) de E vérifiant q f q 
"°(*,k)-1 a(£',k) 

{en +^ en } est une base d'un supplémentaire 
qo(*,k)-1 1 qo(£,k) 

^ r% k f 

o,Jvo-

Pour tous couples (£,k) et (£ !>k') de E , nous avons 

m * > k de 3 ° ' °(A) dans 3 * ' k ( A ) , où (£ f t,k n) = a~ 1 (a (£,k) +1 ) 

r m £ ' k

f m A , ' k , ] c = i A + £ , f k + k , U ) = • 
{ ( s , j ) e E : ( s , j ) > U + £',k+k')} 

£ k l ' k ' 
Pour u e m 5 et v e m 9 , nous notons [u,vJ b la 

r -i £ + £ ' k+k ' 
composante de J_u, v J sur m 9 . Si u G N , pour tout couple 

(£ k ) ^ k ( £ , k ) de E , nous notons uK 9 J la composante de u sur m * 

nous avons 

u = I u(*> k) - l u ^ > k ) 
0,k)eE {(£,k)cE:£<r} 

Pour u et v appartenant à N , posons alors 
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r i v r U >k) U ' > k ' )i [u,v] = 1 ' J ,v v * J]< 
{(£,k),(£',k')cE:£,£'<r} 

Il est clair que l'application de N x N dans N qui au 

couple (u,v) associe [u,v] b est bilinéaire alternée. D !autre part, 

£ k 9 ' k' £" k M 

pour u e m ' , v e m" , w e m ' , avec ( IL ,k) , ( k ' ) , 

(£ n,k M) f. E , [u,[v,w]^]^ n'est autre que la composante de 

R R N I £ + £ '+£ M,k+k'+k M R I - -r-
[U,LV,K J J sur m ' ; il s'ensuit que [_ , J b vérifie 

l'identité de Jacobi . On en déduit que [_ , e s t un crochet de Lie 

de N , vérifiant 
' s s 

i 1,k 1 £ 2 , k 2 Vl' ks-1 ^ s,k i = = l 1 

L m » L"1 , . . . , [m ,m ] b . . . J b J b C r m 

pour (£^,k^) e E , i c {1,...,s} ; et (N,[ , ] b) est une algèbre 

de Lie nilpotente de longueur inférieure ou égale à r . Nous notons 

le produit sur N associé au crochet de Lie [ , J b par la for­

mule de Campbell-IIausdorff. 

D'autre part, nous définissons un nouveau crochet de Lie 

f , ] ' ^ sur N en posant, pour u et v e N , 

[u,v]' b = [ u - u ^ ^ v - v 0 ' 1 ^ 

Nous notons le produit sur N associé à ce nouveau cro­

chet de Lie par la formule de Campbe11-Hausdorff. Nous avons 

U . ' b V - ( U - U ^ ' 1 b . b C Y - V ^ 1 * ) + u t 1 ' ^ + V ^ ' ^ , 

pour u,v e N . 

Nous notons ad(resp. ad b et ad' b) la représentation adjoin­

te de l'algèbre de Lie (N,[ , ] )(resp.(N,[ , et (N,[ , ] ' b ) ) . 
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(5.13) Soit b = {e.}- - la base de N considérée en (5.12) K J i 1<i<p 

Dans le cas où A n'est pas centrée, posons 

f = L Adk(e ) m(dk) ; 
k q 2 

f est un élément K-invariant de N et f - e^ e [N,N] . Nous dêsi 

gnons par b la base de N qui se déduit de h en remplaçant e 

Désignons par l'iément de N défini par 

[/ x (u) .A(du)]f si A n'est pas centrée 

0 sinon 

est un élément K-invariant de N . 

Nous munissons l'espace N x |R , (resp. N x K x R ) , du pro­

duit, noté o £ , (resp. noté multiplicativement), défini par 

(u,t) o^(v,s) = (uo* Exp ad tT^(v) , t + s) pour u,v e N et 
b 

s, t e R , 

[resp. (u,k,t)(v,k',s) = ( u o £ Expad^ t T b(Adk(v)),kk', t + s) 

= ( u o £ Ad k (Exp ad b t T b ( v ) ) , kk' , t+s) , 

(car est K-invariant), pour u,v e N , k,k' c K et t,s c R] . 

Nous notons M(b) (resp. H(b)) les groupes ainsi obtenus. 

M(b) est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe qui est un pro­

duit semi-direct de (N,o£) par (IR, + ) • H(b) est un produit semi-

direct de (N,o£) par le produit direct des groupes K et ( R , + ) ; 

c'est donc aussi le produit semi-direct du groupe de Lie nilpotent 

simplement connexe M(b) par le groupe compact K . 

par f . 

q 2 
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( 5 . 1 4 ) Soit b = { e . ) i • la base de N considérée en ( 5 . 1 2 ) et 
1 ' f J 1 P 

( 5 . 1 5 ) . Si f est une fonction de classe sur N x IR et z est 

un élément de N x DR nous posons 

f(yo' t z) - f(y) 
D f ( y ) = lim ? — 

2 t->0 z 

pour y € N x (R . 

Désignons par A b la mesure de probabilité produit 

LA * C

T -il ® ei s u r G x IR . Lorsque A possède un moment d'ordre 
b 

2 sur G , A b possède un moment d'ordre 2 sur H(b). Nous consi­

dérons alors le générateur infinitésimal, 

h q 5 1 
A = l t L b x i ) D f e 0) + 1 l ( L b x i x i } D f e 0) D ( e . 0) 

+ d ( o , d • 

où L u est défini en (2.5). 

Définissons sur N x (R le crochet de Lie suivant : 

[(u,t) , (v,s)] b = (|u,v]£ + t [ r b , v ] _ - s [ x b , u ] _ , 0 ) , pour u,v e N et 
b b 

t,s e U , où b désigne la base de N qui se déduit de b en rem­

plaçant e par f = j Adk(e ) m(dk), dans le cas où Â~ n'est pas 

q 2 K q 2 

centrée et b = b si A est centrée. L'algèbre de Lie du groupe 

M(b) est alors (N x (R, [ , ] b ) . Notons e xP\j(b) l'application expo­

nentielle du groupe M(b) ; pour tout élément z de N x IR , le champ 

analytique de vecteurs tangents invariant à gauche D^ sur M(b) 

s'identifie à l'élément exp~j b^z de l'algèbre de Lie (N x (R,[ , ] b) 

de M(b) ; en particulier si z est de la forme (u,0) avec u e N 

ou (0,t) avec t e (R , D s'identifie à z . 1 

z 
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Dans le cas où la matrice ((L ,x. x . ) ) i • • e s t définie 

positive, on voit alors que l'on a (avec les notations de la remarque 

(2.13)) , 

Xi (A b) = N x IR et £ 2 ( A
b ) = N . 

Si bien que le semi-groupe de convolution ( vt^t>0 S U T 

b b b 
M(b) de g.i. A , s'écrit (u t S £t^t>0 °" y t e S t ab solument c o n ~ 

tinue par rapport à la mesure de Haar de N avec une densité de clas-

00 

se C 

L 1 adaptât ion- du lemme (2.14) à la situation présente, nous 

dit que la matrice précédente est définie positive si et seulement si 

la mesure A n'est pas portée par la classe de modulo un sous-

espace fermé de G de la forme NgfaKa ^) , où : NQ est un idéal 

propre de (N,[ , 3 ) , K-invariant, contenant [N,Nj ; et a est un 

élément de N vérifiant 

(1) x.(a) = ( I - Q (I-Q ) " 1 x . ) ( / u X 1 * s (du)) Vi c { 1 , . . . , q 2 ) 
1 2 N L 

[On notera que des propriétés de NQ , il résulte que, pour tous élé­

ments b et c de N , bN QKc = b'N QKc' = N 0b'Kc' , où 

x ^ b ' ) = X i ( b ) et X ^ c ' ) = x ^ c ) Vi e {1,...,q 2} 

et 
X i ( b ' ) = x ^ c ' ) = 0 Vi e { q 2 + 1 , . . . , p } -

Si bien que d'une part le groupe N Q(aKa ^) est le même pour tous 

les éléments a de N vérifiant (1) et d'autre part 

x b N ^ a R a " 1 ) = N Q(aKa~
1) 

Si A * e ^ est centrée ou si À = L S ? on peut 

b 
prendre pour a l'élément neutre e de G . 
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(5.15) Théorème 

Soit A une mesure de probabilité sur G possédant un mo­

ment d'ordre 2 . Soit b = ^ ei^-]<j< D

 u n e base de N adaptée à la suite 

graduée d'idéaux de N associée à A (voir (5.10)). Pour tout 

(u,k) e N x K et pour tout e K , posons 

v b , k 0 r r ? X i ( U ° ( ~ n T b ) }

 p v - n v , 
V N (u,k) = ( J —TT-TZ e i > k 0 k ) ' 

1=1 dg x i/2 
n 

Alors, pour tout kg e S ( A 2 ) , la suite de mesures de proba-
b ' k 0 n 

bilité sur N x K , (V (A ) } n > - | converge vaguement vers la mesure 
b ^ 

de probabilité produit P^ S m . En particulier, lorsque A 2 est apé­

riodique, ^ r n , 6 ^ n ^ n > 1 converge vaguement vers y b Q m . 

Preuve : 

Munissons l'espace N x IR (resp. G x IR = N x K x IR) du 

produit, noté o (resp. multiplicativement), défini par 

(u,t) o (v,s) = (u o Exp a d t T ^ (v) , t + s) , 

pour u,v e N et s,t e R . 

[resp. (u,k,t)(v,k T,s) = (uoExp a d t T f e (Adk(v)), kk', t + s ) 

= (uoAdk(Exp adtx b (v)), kk', t + s) , 

pour u,v c N , k,k' e K et s,t e R ) . 

Nous notons M et H les groupes ainsi obtenus. M est un 

groupe de Lie nilpotent simplement connexe qui est un produit semi-

direct de (N,o) par (R,+). H est un produit semi-direct de 

(N, 0) par le produit direct des groupes K et ( R , + ) ; c'est donc 

aussi le produit semi-direct du groupe de Lie nilpotent ^simplement 

connexe M par le groupe compact K . 
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Soit t^i^î>i u n e s u i t e de v.a. à valeurs dans G , indépen­

dantes et de Ici commune A . Ecrivons X. = Y- k. . i > 1 , où Y-

et k^ sont des v.a. à valeurs respectivement dans N et K . En 

tenant compte que l'élément de N , , est K-invariant, le produit 

X.....X T n = X-...X (- I I T l) s'écrit alors N K avec 
1 n b 1 nK bJ n n 

N n = Z 1 o [Tfc o AdkjCZj) o ( - T B ) ] 0 . . . 0 [ ( n - 1 ) T B o Adk, . . .kn_-, ( Z N ) 

(-(n-1)xb)] 

= Z 1 o Exp adf b (Ak^ ( Z 2 ) ) 0 . . . 0 Exp a d ( n - 1 ) T B (Adk^. . . k n_ 1 (Z^) ) 

en posant z i = Y i ° (~Tb^ 9 * - ^ 9 

et K .= k . . . k 
n 1 n 

Pour tout entier naturel n > 1 , nous voyons donc que 

(N n,K n,n) est égal au produit dans H des v.a. (Z.^ , k^ , 1) , 

1 < i < n , à valeurs dans N x K x R , indépendantes et de loi com-

mune A 

Nous définissons une notion de degré sur C [ M ] = (C [NxR] , 

en attribuant un degré à tout élément T de (C [NxR] de la forme 

T 1 S T 2 où T 1 e Œ[N] et T 2 c (C [|R] ; le degré de T est par défi­

nition égal à dg* T 1 + 2 dg T 2 , où dg X T 1 est défini en (5.11) et 

dg T 2 est le degré habituel d'un élément T 2 de C [R] . 

Pour cette notion de degré sur (C [M] , le couple ( H , A B ) 

vérifie les hypothèses de (2.1) : l'hypothèse i) est une conséquence 

des relations L0* , K(A) , ^ ' ^ ' ( A ) ] <= * } I + * , K + K ' ( A) , V(£,k) et 

(£',k') e E ; l'hypothèse ii) résulte du fait que les idéaux j 9 (A) 

de N , (£,k) e E , sont stables par les éléments Adk , k e K ; enfin 

l'hypothèse iii) signifie que A * c _.j est centrée sur N . 

T b 

o 
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Puisque la mesure de probabilité A possède un moment d'or­

dre 2 sur G , il en est de même de la mesure A b sur H ; A ^ véri­

fie alors la condition (*) de (2.11). En remarquant alors que le grou-

b f 

pe M associée à la base b ! = {(e^,0) : 1 < i < p} U {(0,1)} de 

l'espace vectoriel N x R (voir (2.9)) coïncide avec le groupe 

M(b) construit en (5.13), le théorème (5.15) résulte du théorème 

(2.12). 
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* * • Théorème de la limite centrale pour un produit semi-direct 

d'un g_roupe de Lie résoluhle simplement connexe de type 

rigide par un groupe compact 

Soit R un groupe de Lie résoluble connexe ayant CSL,L > 3 ) 

pour algèbre de Lie. Désignons par Ad la représentation adjointe 

de R ; d'après le théo.rème de Lie nous savons qu'il existe une base 

de 5 1 qui triangularise simultanément tous les éléments de AdR. Nous 

disons que R est de type rigide si les valeurs propres des éléments 

de AdR sont toutes de module égal à 1 . 

Nous avons : 

(6.1) Théorème 

Soit R un groupe de Lie résoluble connexe. Désignons par 

D(R) l'ensemble des parties semi-simples des éléments de AdR ; 

D(R) est un groupe de Lie connexe abélien qui est en outre compact 

si R est de type rigide. On munit alors l'espace produit R x D(R) 

d'un produit • explicitement décrit tel que : 

i) (R,*) est un groupe de Lie nilpotent connexe et 

(R x D(R),*) est le produit semi-direct du groupe (R, #) et du groupe 

de Lie abélien connexe D(R) . 

ii) l'application R -> (R x D (R) , • ) , où D(r) 

r - (r,D(r)) 

désigne la partie semi-simple de Adr , est un isomorphisme de groupes 
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de Lie de R sur son image. 

Preuve du théorème. 

Choisissons une sous-algèbre de Cartan de St. (i.e. une 

sous-algèbre nilpotente de qui est son propre normalisateur). 

D(3SIGNONS par ad la représentation adjointe de S\_ . Pour 

toute forme linéaire complexe a sur 5^ , posons 

= {X e yS : 3 l e IN / (adP - a ( P ) I ) £ ( X ) = 0 VP c 3> } 

Notons A l'ensemble des formes linéaires a telles que 

^ a i (0) • 

Nous avons 

0 ' aeA a 

Sycr ^ , V a . g e A 

Si u G S.- , nous notons u^ sa composante sur , a e A ; 

et 

nous avons u = ) u Posons 
aeA 

(u) = a(u Q) , u e 5^ , a e A 

nous savons ( ) que 

1) a est une forme linéaire sur nulle sur le nilradical 

<̂ f de ^So (i.e. le plus grand idéal nilpotent de S L ) ; et tout élé-

ment u de ^ tel que a(u) = 0 Va e A , appartient à o Y -

2) Tout élément a de A est la différentielle en e d'un 

homomorphisme $ de IR dans (C , x) . Pour tout a e A , ^ prend 

la valeur 1 sur le nilradical N de R (i.e. le plus grand sous-

groupe distingué nilpotent de R) ; et tout élément r » de R pour 

lequel ^ a t
r ) = 1 Va e A , appartient à N . 
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D(r) u = i 4>a(r) u a , (u c 3.) 
ae A 

D(r) possède les propriétés suivantes : 

i) D(r) = D(p) , pour tout p e P tel que rp ^ c N 

[car • (N) = {1 } Va e A] . 

[D'après le théorème de Lie, nous pouvons trouver une base 

de ^ qui triangularise simultanément les éléments de AdR ; alors 

la famille {$ , a e A } n'est autre que la famille d'homomorphismes dé­

finie par les cléments diagonaux]. 

Pour tout a G A -{0} , 3̂  c= [5L .%]C CL <tfC 

Par suite, 

= y + cA (somme non nécessairement directe). 

Désignons par P le groupe de Lie connexe de R ayant 

pour algèbre de Lie ; nous avons R = NP (décomposition non néces­

sairement unique). 

( 6 . 2 ) Lemme 

Pour tous éléments r de R et A de D(R), posons 

n(A)(r) = (exp A u) p , 

où r s'écrit (exp u)p avec u e X et p G P . 

On définit ainsi, sans ambiguité, un élément n(A)(r) de 

R ; n est un homomorphisme continu de D(R) dans le groupe des auto-

morphismes de R 

Preuve : 

Pour tout r e R , désignons par D(r) la partie semi-simple 

de Adr ; nous avons 
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ii) D(r) u = u , Vu £ <fî (\Ç [car $ Q = 1 ] 

iii) D(r) est un automorphisme d'algèbre de Lie de 

^ C a r *a+(S = *a *B G t C ^ a ' ^ B ^ > P ° u r a ^ e A a v e c 

a + 6 e A] 

iv) D(r) commute avec tous les éléments de AdP 

[car les sous-espaces 'So } a e A , sont stables pour les éléments 

de AdPj . 

A l'aide de ces quatre propriétés, on vérifie aisément : 

tout d'abord que : 

(exp A u) p = (exp A u') p' 

pour A e D(R) et pour u,u' c , p,p' c P avec 

(exp u)p = (exp u')p' ; et ensuite que n est un homomorphisme conti­

nu de D(R) dans le groupe des automorphismes de R . 

Le lemme est prouvé. 

Posons alors 

r 1 • r 2 = r 1[n(D(r~
1))(r 2)] , pour tout r 1 , r 2 e R . 

On voit facilement que l'on définit ainsi un produit nilpo-

tent sur R ; n est un homorphisme continu de D(R) dans le groupe 

des automorphismes de (R,*) ; et l'application 

R (R,*) x^ D(R) est un isomorphisme de groupes analytiques 

r - (r,D(r)) 

de R sur son image . 

Désignons par D($Q l'ensemble des parties semi-simples des 
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éléments de adSx ; nous avons 

D(u) v = l OT(u) v a , (u,v e ' P O • 
ae A 

Posons alors 

[u,v]' = [u,v] - (D(u) v - D(v) u) , (u,v e ^ ) ; 

puis 

[(u,A),(v,B)]' = ([u,v]» + Av - Bu , 0) , (u,v e ̂  ; A,B c D(S)). 

[ , ] 1 est un crochet de Lie sur © Df ' Ï J et le groupe de Lie 

(R,*) D (R) possède D(9L),[ , ]') pour algèbre de Lie. 

Le théorème (6.1) est ainsi démontré. 

(6.2) Soit G = R K un produit semi-direct d'un groupe de Lie 

résoluble simplement connexe de type rigide R par un groupe compact 

K. 

Munissons l'espace produit R x D(R) x K du produit 

défini par (voir lemme (6.2)) 

(r,D(s),k) • (r',D(s'),k') = (r [n (D (r""1 s) ) (ç (k) (r ' ) )] , 

D(s) D(Ç(k)(s')),kk') 

pour r,r',s,s' e R et k,k' e K ; nous notons H le groupe ainsi 

obtenu. H est un produit semi-direct du groupe nilpotent simplement 

connexe (R,*) par un groupe compact. L'application ^ de G dans 

H qui au couple (r,k) associe le triplet (r,D(r),k) est un iso-

morphisme de G sur son image. 

Nous sommes ainsi ramené à la situation de la section 5 ; 
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(6.3) Exemple 

Soit G le groupe constitué par l'espace produit (C x R 

muni du produit 

(z,t) (z',t !) = (z + e X t z ' , t + t') . 

G est le revêtement simplement connexe du groupe des dépla­

cements du plan. 

Le plongement qui résulte du théorème (6.1) est le suivant : 

* : G -> H 

(z,t) - ((z,t),e 1 1 :) 

où H est le groupe constitué par l'espace produit C x R x T muni 

du produit 

(z,t,e i s)(z',t',e i s !) = (z + e i s z ' , t + t' , e l ( s + s , ) ) ; 

3 
H est donc un produit semi-direct de (IR ,+) par le tore T . 

Désignons par X une mesure de probabilité possédant un mo­

ment d'ordre 2 sur G ; et par ^ z i , t i ^ i > i U T i e s u i t e de v.a. à 

valeurs dans C x R , indépendantes et de loi commune X. Si g est 

un élément de G , nous notons z(g) = x^ (g) + ix 2(g) et t(g) ses 

composantes respectivement sur C et R . 

D'après la section 5 , nous avons : 

2il=g§i : N o u s supposons que / G t(g) X(dg) = 0 (i.e. que la mesure 

3 * 
*(X) est centrée dans R (notations de la section 5)). 

les résultats de cette section nous donnent donc un théorème de la li­

mite centrale pour G . 
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Supposons que A ne soit pas portée par le sous-groupe 

<C x {0} de G . Désignons par a l'élément de G défini par 

z(a) = 
/ G z(g) A(dg) 

1-J e it(g) 
et t(a) = 0 

La mesure de probabilité E -1 * * * c a e s t c c n t r ^ e dans R 

a 

Alors, d'après le théorème (5.9), la suite de v.a. 

it. 
- i(t n+...+t ,) 

z, + e 1 z 9 + e 1 n " 1 z 
1 2 n *1 + - - ' + *„ 

) 

converge en loi vers la loi gaussienne centrée de matrice de covarian-

covariance c, 0 0 

0 a'. 

0 0 o! 

ou 

°1 = / G |z(g)I 2 e_ 1 * A * e a(dg) 
a 

/ G h (g) i t f g 1 / G z(g) x(dg)r x ( d g ) 
1-/ e l t l g J A(dg) 

et 

o\ = var t 1 = / G t 2(g) A(dg) 

Cette loi limite est non dégénérée si et seulement si A 

n'est portée ni par C x {0} , ni par a({0} x R)a ^ . 

|g!B§_£§§ : (cas général) 

Désignons par T l'élément de G défini par» 

Z ( T ) = 0 et t(x) = / G t(g) A(dg) . 
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Supposons que la mesure X * e ne soit pas portée par le sous-
T 

groupe C x {0} de G et notons a l'élément de G défini par 

(a) 

/ z ( g ) * * e _i (dg) 
_G r_J 

1-/ e i t ( ^ X * E (dg) 
, t(a) = 0 

La mesure de probabilité e * X * z est centrée dans R" 
a x a 

Alors, d'après le théorème (5.15), la suite de v.a. 

it. . i(t., + ... + t J 

Z 1 + e 1 z 2 + e 1 n " 1 

_ 
z n t 1 +...+ t n - n JG t(g)A(dg) 

/n 

converge en loi vers la loi gaussienne centrée de matrice de 

covarlance 0 0 

0 o j 0 

0 0 a! 

ou 

° 2 = J G |z(g)| 2 £ _ i * A * E _ ^ (dg) 
a x a 

= /r lz(g) " 
1-e 

i[tCg)-/ nt(g)A(dg)] 

. i [ t ( g ) - / r t ( g ) X ( d g ) ] 

1-/ G e b A ( d g ) 

j G z(g)A(dg)| Z A(dg) 

et 

o 2 = var t 1 = / G t 2(g) A(dg) - (/G t(g) A ( d g ) ) 2 

Cette loi limite est non dégénérée si et seulement si A 

n'est portée ni par C x {T} , ni par a({0} x R ) a - 1 T. 
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