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TEMPS D'ENTREE DANS |0,«[ ET MAXIMA
DE SOMMES PARTIELLES DE VARIABLES ALEATOIRES

INDEPENDANTES ET DE MEME LOI (D'APRES N.H. BINGHAM)

Christian RICHARD

I - Introduction et potations

Le but de ce papier est 1'étude asymptotique du maximum des
sommes partielles de variables aléatoires (Xk) indépendantes et de

méme loi : M = max S

{avec S, = X, +...+ X, ).
0<ken kM k

k
Cette €tude donne des résultats différents selon qu'on a

ou non une certaine condition de centrage sur les Xi

Nous nous intéresserons ici essentiellement au cas centré,
et nous montrerons qu'on peut alors donner une estimation de la proba-
bilité pour que Mn appartienne a8 un intervalle I (compact)

P(M_ e T).

En particulier, nous obtenons que si les Xi sont symétri-
ques (sans autre condition) ou si les Xi sont centrées et admettent

un moment d'ordre 2, alors P(Mn e I) est de 1'ordre de

=
Ces résultats se trouvent dans [1] et [2].

La rédaction donnée ici s'inspire de ces articles et en



simplifie certains passages.

S, =0 , S =X, +...+ X , M = max Sk
Oikgn

(Xn) indépdendantes, de méme loi

T = inf{n 3 1 |S_ > 0} T'* = infin > 1 [S_ < 0}

soit v la loi de S et V = okt

T



IT - Remarque préliminaire

Théoréme 1

n

)

=

Si >

1
N P(S. < 0) ~ v quand

alors la fonction L définie par

= exp

It ~18

1

lente quand s *+ 1.

, avec 0 < y < 1,

k
EF [P(Sk < 0) - y] est a variation

Démonstration

Soit H 1la mesure suivante

1

"

i~ 8

Kk [P(Sk < 0) = Y] €k

Définissons les fonctions suivantes

(M A0 = [} % et dn(t)
(2) a() = 5 e an(r)
3) () = A
* En posant s = e on a alors
) Sk
- A = T PGS, < 0) - v]
k=1
(o] k -
- a(d) = ] st [P(Sg 2 0) -]
k=1
- L) = 2(n)




* d'autre part, on a

I A = —ad)  (4)

D'aprés (2), on obtient

o

AL -1

xa(d) = a(-e M7 (1-s) 7 sK [P(S, < 0) - v] (5)
k= .
R ~ -2
ol on a posé s = e
* Posons a, = [P(Sk < 0) - v]
1T )
Notre hypothése est rappelons-le = ) a. > 0

=0

I1 est connu (théoréme d'Abel) qu'alors on a

o

(1-s) ki sk A > 0 quand s 4+ 1 (i.e. A + 0)
=1

puisque (1-e A)NA quand X > 0 , on aura d'aprés (5)

ra(r) > 0 quand i > 0 (6)

Comme de (3) et (4), il vient

Zz?i% = exp |A(pr) - A(N)]| = exp I-fik a(u)du
= exp |—f? ta a(tx)é% pour p > 0
(7)
il résultera alors de (6) et (7) que ’
%Eij) > 1 quand X > 0

ce qui signifie que ~ 2(2) est & variation lente 3 z€ro et par

conséquent que L(T%E) est 3 variation lente quand s + 1, ce qui

démontre le théoreme. | |



Remarques sur le théoréme 1

1) L'hypothése du théoréme exprime une condition de centrage
puisque
S
S car P(]~%—EX1|>5)+O d'aprés
a- EX; > 0 ==> P(-2<0) >0 (
n la loi faible des grands nom-
bres)
Sn A
b- EX1 < Q ==> P(—H < 0) » 1 (on change Xi en —Xi)
Plus_précisément
: S
- 8i EX; < 0 alors P(S_> 0) = p(_% > 0) >
Sn
Pl - EXy| 2 EX))

et d'aprés le théoréme suivant (Katz)

S
P( {’1--.13)(‘1

1 nZ*a

a > 1
>¢)

< +o

e~18

N

la série )
1

wH =

- P(Sy > 0) est convergente

Le comportement de Mn est alors relativement simple puis-
que S_ +-= p.s. donc M, est p.s. borné. La limite p.s.
M = lim M~ a été étudiée : (cf [5] P 2 page207). Les arguments em-
ployés pour cette &tude sont du méme type que ceux que nous utiliserons
par la suite dans le cas centré.

- Si EX; > 0 1'€tude est analogue.

- 11 s'avére donc que le cas le plus difficile est celui ol EX, = 0.



2) Précisons un peu L sur des exemples
a- UConsidérons le cas EX; =0
EX 2 = 1
i
]3[)(iIZ+-6 < o avec § > 0

Il résulte du théoréme central limite que
X
S o -5

1 2
P(S_. > 0) = P(~§ > 0) ~» e dx =
n /n mIO

)

{(d'ol y =

BOf —

Nf —

et en conséquence grice au théoréme de vitesse de convergence, on
|2+6
<

peut dire que sous 1'hypoth&se E|X on a
1 cste " .

|P(Sn > 0) - fl < 5577 ("cste'"=constante)

La série ¢ = 1 {P(S, > 0) - l} est alors absolument

ko1 K k 2
: ll {P(S, > 0) - l}| _Cste
convergente puisque K K " 7 < k1+&/2
ot sk 1
Il en résulte que 1lim ) 3 {P(S, > 0) - =} = ¢
21 Kk k 2
st1 k=1
' 1 -C
d'ot L(T:E) voe quand s + 1
b- Si X, a une 1loi symétrique diffuse, alors
1 1

P(Sn < 0) = i ¥n , donc y = 5

Alors L(ris) = 1

_ 1-s
Corollaire :
— _—
Si = rzo P(S. > 0) >~ o avec 0 <p <1
Alors exp ; —§E P(S, < 0) = ! L( ! ) 0 <s <1




Démonstration
v sk 1
e A
E (_k 1 © Sk
d'oli exp “— P(S, < 0) = exp ) = [P(S, < 0) - v]
x=1 Kk K (i-s)Y k=1 ¥ K- ’
i 1
= — L ('—:—- Ofl Y = 1 - p
(1—S)Y 1-s
on peut en effet appliquer le théoréme 1 avec 1 - p puisque
1 n ;1 B :
_— p S 0 = - —
nrzo(r:) 1 nnzop(srw) ]

III - Obiet de 1'étude

Nous voulons démontrer le théoréme suivant

n
Si - Yy P(S,.>0) > pquand n > « avec 0 < p < 1
n T ' :
T=0
" vaguement
alors ML T (n) r(1-o) P(Mn € -) > A

(ol L désigne la fonction 3 variation lente définie au

théoréme 1).



IV - Début de la démonstration

Comme on a M > 0 (puisque M_ = max Sk et S0 0) 1le
no= n 0>k>n

résultat cherché équivaut d uné convergence sur les transformées de

Laplace i.e.

-AX

Vi 0 ) - VO) (0 HM) = feT du(x)

En d'autres termes, 1l s'agit de montrer que

-A Mny |, Lin) v ()

E(
° ntr(1-1)

A M
n . .
Mais comme E(e ) est une suite monotoue en n , il

est équivalent de montrer que

n -Ax M nT-Q n

Y E(e Ty o — L(n) V()

r=( r(2-2)
En effet, on a le lemme suivant : (facile)

-

Soit L wune fonction a variation lente, {an} une suite

monotone telle que qn >0, 0 <a <=

1
Alors q0+q1+...+qn v FTETTTHQL(H) <m=>

1 a

Ok ’1L(n)

11 suffit donc d'appliquer le théoréme 1 et de poser a = 1-p

On doit donc démontrer que
n -A Mr n1"D n
Z E(e ) v rry L) VY

Rappelons 1'énoncé du th&oréme de Karamata (cf [4], sec~



tion XIIT, 5, théoréme 5, p.423)

Si a_ >0 ¢(s) = ) a_ s" « >0 , alors

L(n) <=> ¢(s) » —— L(+—)

(1_5)(1 1-s

quand s ¢+ 1 ol L est 3 variation

lente.
-2 M
Appliquons-le a a. = E(e r). Alors
T .n - M 1 1.
I sTE(e M L35 V)
n=0 (1-s)
D'autre part
* v * i n 1
Ve § VT vy = T VT = ) o]t = ———
n>0 n>0 n>0 T=v(A)
I1 est donc &quivalent de montrer que
o -2 M
n . n 1 1 1
I s E(e ) v T =) 335
n=0 {(1-s) 1-E (e T)
ou encore grice au corollaire
® n -2 My ® Sk 1
Z s E(e ) ~ [exp E = P(S, < 0] - xS, (1)
n=0 k=1 1-E(e )
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V - Démonstration de (1)

Pour obtenir (1), il est naturel d'essayer

1°) d'exprimer les lois des M, en fonction de la loil de
(T,S;)
2°) d'exprimer les relations entre (T,ST) et les lois

individuelles des (Sn)

~ 1°- Grace 3 un lemme de dualité la premiére partie est fa-

cile
Proposition 1
0 <s <1 x>0
) -A M © -AS ©
7 os" ECe My=17% st E(e “;T'>2 1-03 s" p(m>m)]
n=0 2=0 m=0
Démonstration
Posons T' = inf{k ¢ [1,n] / S, = M}
-2 Mn I -2 Mn 4
On a E{e ) = kzo E(e T = k) (car 1les LT'n = k]
sont disjoints)
n - Sk
= kzo E(e ,S0 < Sk" ’Sk-1 < Sk" s
Sn < Sk)
n -x S
- k 1~ . .
kZO E(e Lso < sk]n M8y < sk]
TN
A

o~ ¥
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Les variables aléatoires A et B sont indépendantes car
dans A n'interviennent que X1""’Xk et dans B n'interviennent

que Xk+1""’xn et les (Xi) sont indépendantes.

Donc

- M
E(e 11) -
k

-1'S
E(e szO < SpseeesSpy < SPIPSE < Sgse58,55y)

e~

0

a) On a : P(Sk+1 < Sk,...,sn < Sk) = P(T > n-k)

En effet

+ Remarquons d'abord que les variables aléatoires

* * % N
(X1""’Xk’sk) et (X1""’Xk’sk) ol
ES * ES
X" = Xk’ .,Xk = X1 , Sk = Sk

ont mémes lois jointes parce que les (Xi) sont indépendantes et de

méme lci.

[NB : Ceci est connu et utilisé sous le nom de principe de dualité

(cf [4] section XII.2, p.377)]

- Donc
P(Sk+1 < Sk,...,Sn < Sk) = P(Xk+1 < 0,,,,,Xk+]+,,,+xn < 0)
= P(X1 < 0, ,X1+ +Xn_k < 0)
= P(:ﬁ,] S 0, ,Sn-k 5 0)

1)
v )
—_
—3
\
=
1
o
~
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b On a :
- Sk - A Sk
E(e ,S0 < Sk,...,Sk_1 < bk) = E(e ;T > k)
En effet
On obtient toujours grice & la méme remarque que
-2 S
Ny k .
Efe ,S0 < Sk,...,Sk_1 < Sk)
*
~A S
a k -~ * * * #*
= E(e sSg7 < Sg eS8l < S )
=X 8
= E(e ,Sk > 0, ,S1 > 0)
- Sk
= E(e 359 > 0, ,Sk > 0)
-2 S
= E(e k ; T‘* > k)
c) Finalement, on a obtenu
-2 Mn n -X Sk N
E(e ) = ) E(e :T'" > k) P(T > n-k)
k=0
d'ol
o -2 M © n -2 S
Yy s Efe Ty = 3 ¥ sk E(e k;T'* > k)-n*k P(T > n-k)
n=0 n=0 k=0
¥
-2 M
ceci existe car E(e ny <
d'ot
o -2 M © -2 S "
7 s"Ee ™M =]V stre Tt 7 s™ P(T > m)
n=0 2=0 m= .

~ 27 Pour obtenir (1), il suffit donc de montrer que
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Proposition 2

log(§ sS"P(T>m) = | L B(S <0) )
m=0 n=1
w0 -2 S
L 1 STEE st (3
1—E(sT e Ty =0

De telles égalités ne sont pas évidentes, elles nécessitent
des ingrédients puissants (lemmes combinatoires, ou théorémes sur les
fonctions analytiques) ; elles sont toutefois aujourd'hui classiques.
Nous reproduisons ici l'essentiel des démonstrations connues afin de

rendre ce papier plus intrinséque. Voici deux méthodes

Ea Utilisation des fonctions analytiques (démonstration compléte)

Les relations (A) et (B) résultent immédiatement de la pro-
position suivante ot 1'on fait 8 = -3 (X réel) dans (a) et (c) et

8= 0 dans (b).

Proposition 2bis

8S,

w Kk 85
(ay 1- E(sTe T) = exp[v y §E E(e k;Sk > 0)]
k=1 %
® 6S. o k 8S .
® ] s“EEe KT> K =exp[-2 SEe X5 ¢ o)l
k=0 k=1
= 6 S = k 6S
(© 1 sEe KT*>m=em{§‘%Em k;%>oﬂ
k=0 : k=1
X 8Spix o k 8S ,
k=1 -
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od 0 <s <1 partout et Re” < 0 dans (a) et (c)
(6 ¢ C)

Ret > 0 dans (b) et (d)
(Re = partie réelle)

(On comparera 3 la démonstration faite dans le cas de v.a. 3 valeurs

dans Z , au lieu de R, faite dans [5], p.181)

I1 suffit de démontrer (a) et (b) ; la démonstration de

(c) et (d) serait analogue.

Démonstration

Posons, pour Reé < 0

£(8) = [1 - B(s” e )] . exp[kj S E(e K5 > 0]
=1
et pour Red > 0
i 8S 0 k 6S
g(e) = [ 7 5K E(e X,T » k)] . expl[- } §F E(e k,Sk < 0)]
k=0 T k=1

I1 s'agit de montrer que

£(9)

1 pour Red < 0

it
_

g(”)

pour Red > 0

Pour celd, il suffit de faire les remarques suivantes :

'ST >0

1°) Grice aux relation évidentes
Sg ¢ 9 pour To> k

On voit que ces fonctions sont holomorphes donc analytiques

sur les domaines respectifs Red < 0 et Red < 0, continues et bornées
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sur Re6 < 0 et Red > 0 . (facile).

2°) Montrons que f(8) = g(6) pour Re? =0

Posons 8 = ia

Par définition de f et g , il suffit de voir que

Kk iaS iaS k ia$

Y s E(e k,T > k) = [1—E(ST e NI . éxp N EF E(e k)
k=0 k=1
Puisque ‘

o iaS T-1 iaS

. k k k k
> s® E(e 1¢ ) = E s e car 1g our k>T

klo : [T>k] (kzo ) [T>k}=0 P -

et

g iuSk ~ 1 (ol ijlest la
> exp ) = E(e ) = exp(-Log(1-su(a))) = —=——  fonction carac-
=1 T-su(a) téristique dewu)

On peut réécrire 1'égalité a démontrer sous la forme

1

R —

T-su(a)

ieS,., -
T—E(ST e T)J

Or ceci est facile a vérifier. En effet,

T-1 iaS D iaS, ] o iaS
E| ¥ sKe ¥ -k ¥ sKe Ki _E y s¥ e k]
i k= k=T |

I1 n'y a pas de probléme de convergence car 0 ¢ s < 1

> iaSk' o K 10LSk
- E| ) s e = Y s E(e ) (d'aprés le théoréme de Lebesgue)
k= =

- D'autre part
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T+k  1%STix

X k T 1a(ST+k*ST) iaST)

= s E(s” e e
k=0
Mais ST+k—ST est indépendant de T et ST d'ol
© iaS, - ia8S © ia (S -S..)
E[ 7oosK e kJ =g(sTe T . v sKge THRTY
k=T k=0
d'on
o iaS iaS o -
E( ) sk e k) = F(sT e F) ) sk ula) (car ST+k—ST a méme
k=T k=0
loi que Sk)
ia$S
=1 E(ST e T) .
1-su(a) ]__J
3°) [ Les fonctions f et g sont donc analytiques,
(=) respectivement sur Red < 0 et Res < 0, conti-
nues et bornées sur Resd <0 et Reo > 0 . D'autre
part elles sont égales sur Res = 0
Le lemme suivant indique qu'elles sont constantes et comme
Yim f£(8) = 1 , la proposition 2bis est démontrée.
Re 6+
I1 reste donc 3 voir que
Lemme
Sous les hypothéses (-) , f et g sont constantes
Démonstration

Définissons une fonction M par



17

f(98) Reo < 0
M(8) = v
gle) Reg > ¢
M est continue et bornée ; si nous réussissons i montrer

gu'elle est analytique, elle sera alors constante grice au théoréme
de Lio ville.
Or M est analytique sur Res < 0 et Resg > 0 et continue

partout, il résulte alors du théor&me de Morera qu'elle est analytique

partout.
En effet
% Enoncé du théoréme de Morera

Si F : € > € est continue et telle que fYF(z)dz =0

pour tout circuit y , alors F est analytique sur C

F

* I1 suffit donc de voir que fyM(z) dz = 0 pour tout
circuit vy.

I1 suffit pour cela de se limiter aux circuits qui coupent
1'axe des imaginaires, car la relation est connue pour les autres en

raison de 1'analycité sur Re® < 0 et Res < 0.

S
,////““ﬂ F {— RN
yd
l"// Y
é Y3/\ /YS
N |
\ \__\\_____‘~ — ‘J J /
_T€~ \~\\/
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Soit e >0
- 3 n>0 Jz=z'| < n ==> |M(z) - M(z')| < & (sur tout compact)

puisque M est continue.

- Soit €' = inf(n,e) et considérons les courbes Y3345 Vg tel-
telles que Long Yg < g’

Long Yq < e’
Alors

* ]jYS M(z) dz + IYS M(z) dz| < ¢ en raison de la continuité de M

* ljy M(z) dz| < sup [M(z)| x long Y < € sup M(z)
¢ ey zey

* ]]Y M(z) dz| < sup |M(z)| x long Y, < € sup M(z)
4 Zey Zey

I1 en résulte que

., M(z) dz + [ M(z) dz + [ M(z) dz + [_ M(z) dz est aussi petit
5 Y6 Y3 Y4

qu'on veut,d'ol le résultat.

La proposition 2bis est donc démontrée et le théoréme aussi

par conséquent. (]

\

E} Utilisation d'un lemme combinatoire (démonstration abrégée)

Posons: T

T

Iz

1= T
inf{ n>T] ; Sn7 ST } ,

1
T > S

AL
T Tr—1

inf{ n>Tr_i_1 ;

Ce sont les dates successives des records de la suite de v.a. (Sn).

I1 est facile de voir (et connu) que les v.a. T1 , TZ—T1 s e 1r—Tr_1

sont indépendantes (2> 0) et de méme loi notée .
Tr a donc pour loi *T

Nous noterons enfin t(s) 1la fonction génératrice de t “Desel)
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AT -
(s) = [t()]F
Grice 3 un lemme combinatoire astucieux (cf.[4],section XIT,
6, p.393-4) on peut démontrer (cf.[4],section XII, 7 ,p.394-7) que:

o 1 _ _ 1
Lz P(T,=n) = 5 P(S;>0)

r=1

log(F\(+(sN™) = dog smqgy - B % P50

k=0
1 v kS
5 = 7 s5 ¥ P(T. = k)
- L ~ X
1 T(S) k=0 nio n
IR CRED I 1 S
k=0 n=1 n
== 'l + v k
kX1 s P (k est un record)

p(o < Sk,S < Sk,...’sk“."j < Sk)

Or P(k est un record) 1

P(S] >0,Sz>0,..., Sk>0)

P(T'™ > k)

N S T ¥ k 1 T s"
d'od log( J P(T'" > k) s7) = log(y=(sy) = 21 =5 P(S, > 0)

k=0 n

pour des raisons de symétrie, on a donc

log| ¥ P(T > k) sX| = 7§ = P(S, < 0)
k=0 =1

c'est-d-dire (A).



20

# Il reste 3 prouver (B) i.e.
o -2 S
7 s* E(e LR L B I
220 T "ASp
1-E(s” e )
Nous avons
P(S1 > O,S2 > 0, ’Sn—1 >0, 0 < Sn < Xx)
= P(Sr < Sn <X (r = 0,1, ,n-1))
= P(n est un record et Sn < X)
w -
= ) P(n est le r° record et S_ < x)
r=1 n
:rz" P(rl‘r=n,snix) x > 0 nz]
* »
i.e. P(T' >n, S =<x) = r£1 P(T.=n, S = x) pour
Ainsi
-ASn n -xS
E(e ; T >n) = J E(e ™, 7. =n) pour n > 1
r=1 r
d'ou
o 0 -AS . ° n -x S
1+ 7 s"ue M, T smny= 1+ ] s ] Ee T
n=1 n=1 r=1
© o ~A S
= 1+ 7 ¥ s"E(e n,T],
r=1 n=r
© -1'S
=1+ ] ] s"Ee ", T,
r=1 n=1
r-1 n -2 S
(puisque ) s L(e n, T. =mn) = 0)

i}

n)

1v



D'autre part 2 S
o -2 S T T
} s" E(e T =n) = E(e 's T
n=1 T -x Sp .
= E(e s )
en vertu du fait que (S - S T - T ) sont indépendantes et
Ty T 7T r-1

de méme loi que (ST,T).

I1 en résulte que

) -A S ® -A
1+ 2 §1E(e n ,T"* >m) =1+ X E(e S'I‘ST)r
n=1 r=1
B 1
N -1 S,
1-BEe T s
w© -2 S
d'ot § s E(e O , > ) = _1 S
=0 T T
1-E(e s )

La relation (B) est donc démontrée. [ ]
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VIII - Circonstances sous lesquelles la condition suivante est

satisfaite

P(_Sk < 0) » vy avec 0 < y < 1

S
-
W~

(1) Nous avons vu au paragraphe 1- que lorsque les X3
ont une distribution commune symétrique alors la condition (*) est
1

satisfaite avec vy = 5

(2) On a vu aussi que la condition (*) est satisfaite

[ Ry =Y
RO

avec vy si EX. =0

(3) Supposons que les Xi appartiennent au domaine d'at-

traction d'une loi stable d'exposant o # 1 , avec la restriction

E Xi =0 pour o > 1 ., et sans restriction pour o<l

Dans ces conditions, on sait qu'il existe une suite
: S

A1""’An de constantes telles que KE converge en loi vers une
n
variable aléatoire stable.
Ainsi
S
P(S, < 0) = p(xﬂ < 0) >y quand n -+ =
n

On démontre que si la fonction caractéristique de la loi

limite stable est



23

t e R
- e, ..t IO N
exp {-9¢t| (1 + 1BT¥T tg (7))} ol O<a<l ou 1<usg2
c>0
\ T<g<1
= ] 1 - LA
alors Y= sty arctg (-8 tg 2)
(4) Supposons que Y1’f"’Yn sont indépendantes, de méme

loi u, p étant la loi de Cauchy symétrique, de fonction de réparti-

tion

P(Y1 < x) = % = % + % arctg x , et de fonction caractéristique

p(t) = e

- Soit R_ =Y, +...+ Y
n 1 n p

I1 est bien connu que ~§ a pour loi u (puisque de loi de Cau-

chy symétrique est stable d'indice 1).

~ Posons alors X 1 ou a est une constante.

1
=<
J
M)
=]
O
c
p-‘
o
A\

k k

On a alors

1}

P(S, < 0)

P(R. -na<0)=P(R
n - n

A

n a)

it
jae]
—
~<
A

p @)

“arctg a

+
|

Ainsi, pour <y arbitraire compris entre 0 et 1, on peut

en choisissant correctement a construire 3 partir de la loi de
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Cauchy symétrique une suite de variables aléatoires indépendantes et

de méme loi satisfaisant la condition (*) avec la limite Y.

(5) Pour une discussion plus approfondie sur la condi-

tion (), voir [3],[6],[7].

(1]

(2]

[4]

[s]
L6]

(7]
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