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PROCESSUS CONTINUS INVARIANTS

PAR CHANGEMENT DE TEMPS

Rapport N° 84 par

J.B. GRAVEREAUX et J. JACOD

O ~ INTRODUCTION I -PARTIZ DETERMINISTE
On considére un processus (Xt)t>0 a trajectoi- I-1. L'espace canomigue. Soit E_ un espace polonais
res continues sur [0,3[, ou ¥ =inf(t: Xt:A) , A nuni de la distance d. On considére un point A exté-
étant un point absorbant, et tel que les trajectoi- rieur a Eo , et on pose E:EOU{A} et d(x,A) =®
res ne soient constantes sur aucun intervalle [t,T[ pour tout X€E, .

d eu : herche 4 définir ce qui i -
e longueur non nulle: on cher @ qdts N désigne l'ensemble des applications w de {[0,m]
d te i iant h e it
ans ce processus, reste invariant par changemern dans E telles que: w(t)=A pour 3 F(w)=
d téch e t .
e l'échelle des temps inf(t: w(t) =4) (donc «w(w)=4), w(.) est continue

Pour cela on utilise des changements de temps sur [0,3{w)[ et non constante sur [t,T{(~) quel
(At)t70 continus a droite, croissants au sens large. que soit t<I(w) .
e le ucessus t sformé "passe par les mé-
Pour que le processu ransform pa P Un "palier" de la trajectoire w est un intervalle

mes points dans le méme ordre', il faudra exiger la i s . )
P ’ € (non réduit 3 un point) de longueur maximale sur lequel

croissance stricte de A (w) sur le complémentaire . . ,
. w est constante, Au voint I, «w peut ne pas avoir de

de l'ensemble des paliers semi-ouverts ([r,s[ ou la - . . . ' .
limite a gauche, mais en aucun cas ¥ n'est l'extrémi-

trajectoire X.(w) est constante. té droite d'un palier.

Dans une premiére partie, purement déterministe, On note W(w) le fermé de [O,m] formé des points
B 3

: i - te e ne rela- .
on definit les w-changements de mps, et u re.a O et w, et du complémentaire de l'ensemble des pa-

t d'équi ' ce canonique f1 des R
ion quivalence sur l'espa anoniq liers ouverts de la trajectoire w .

trajectoires: w,w'efl sont équivalents s'il existe

un w-changement de temps faisant passer de w a w'. On note mlw) (resp. n(w)) le fermé droit (resp.

On définit également une notion de "“temps invariant', fermé gauche) minimal de [0,] dont la fermeture

— . AN
et la tribu des invariants, tribu dont les atomes est m(w): m(w) (resp. n(w)) est aussi 1l'ensemble

sont les classes d'équivalence. On montre aussi que, formé du point ® (resp. O) et du complémentaire

de l'ensemble des paliers semi-ouverts de la forme

fr,sf (resp. 17Jr,s]).

se donner une classe d'éguivalence, revient a se
donner la suite (XR«) , ©ou les RK sont les ins-
tants de sortie d'une famille denombrable de boules Pour rel0,wm] on pose rg:sup(t<r: tem(ew))
convenablement choisies. et rdzinf(t>r: tem(w)), avec les conventions
sup(@) =0 et inf(¢) =w . S'il y a lieu, on précise-
ra r(w,g) ou r(w,d). Si ré&m(w) (resp. n(w)),

l'intervalle contigu a4 m{w~) (resp. n(w)) conte-

Dans la seconde partie, on applique ces résultais
4 la construction d'une probabilité P sur la tribu
des invariants, a partir de la distribution conjoin-
te des (XRo() ; on termine en donnant une condition nant 1 est Crg’rd[ (resp. jrg’rd])'
nécessaire et suffisante (malheureusement difficile On a Y(w)e n{w), et T(w)e m(w) si et seulement
a utiliser) sur les distributions fini-dimensionnel- si Y(w)=w. On a aussi ]’g(w) = I(w) .

les des (XR,() pour qu'une telle construction soit On note enfin M, M, N les parties de 0x[0,®]

possible. de coupes respectives m(w) ,m(w) ,n(w). Si T est

La continuité imposée a X n'est pas essentielle, une application de f. dans {0,®] on note [T son
mais simplifie considérablement certains énoncés. graphe, et on pose T (@) =T)(w,d) et Tg(w) =
Nous espérons aborder le cas continu & droite ail- T(w)(w,g).

leurs. Nous espérons aussi développer dans un arti-

cle ultérieur des exemples, et notamment étudier le I-2. Les changements de temps. Soit we fL.

probléme de la construction des classes de processus

de Markov invariantes par changement de temps. DEFINITION: Un w-changement de temps est une appli-




cation a: m(w)—>s[0,®m] qui est continue a droite

et strictement croissante, et vérifie a(m)=w.

(le seul intérét de l'hypothése a(w)=m est de

simplifier certains énoncés).
CT(w)

temps. On définit a”

On note l'ensemble des w-changements de

fi(w) —>[0,®7 par

¢} si r=0
a (r) = a(r) si rg<r
sup(a(s) : sem(w),s<r) sinon;

a  est croissante au sens large et continue & gau-

che; ce n'est pas un prolcongement de a, a(r)

rem(=){}n(w) .

car

et a (r) peuvent différer si

Enfin, on définit la trajectoire changée de

temps w? en posant pour tout te€[O,®]:
P. = inf(semlw): a(s)> t)
a
wi(t) = wlp),

avec la convention:
e

inf(@) = o ; il faudra montrer

bvien-slr que Remarquons que p  est

croissante et continue 3 droite, et que, m(w)

ctant un fzrme droit, on a P € m{w) pour tout t.
On a aussi Pt:inf(se m(w): a(s)zt) car a est
strictement croissant sur m(w) .

Si tesoin est, on precisera: Pt(w,a) .

Les propriétés suivantes, faciles a montrer,

sont laissées au lecteur:
(1) Py = T &= a'(rg)s tca(r) si rem(w).

a-(((’t)g)s t<alp,)

2) inf(t:p . 258) = a—Efg))
; . _ a (s si s<s
inf(t: Py s) = {a(s)g sinon . d
(2) { Pa=(r)y = Ta st reml)
) Pa(r) = r si rem(w)
Finalement, en utilisant la continuité de w, on
obtient:
W@ (r)) = w(r) si rem(w)
W,
wila(r)) = w(r) si rem(w) .

THEOREME 1: 5i wefll et aeCT(w), on a wief

et S =aT(y(w)) .
Démonstration. Si t<a (¥), on a pt<‘S d'aprés
(3), donc w?(t) £A. si tya (y) on a Pe=@,

toujours d'aprés (3), donc wa(t) = A.

étant continue a droite et w
0,5, «?

fo,a” (L. siot,
t et si tea (3), Ptn croit vers un limite s

telle que s<p <5¥. (2) entraine que a—(sg)ét

D'autre part, ?.

étant continue sur est continue a

droite sur De plus, croit vers

et que t“sa(()t ) pour tout n, donc on obtient
n
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télim(n)Ta(etn)g a(?d) . Or a (sgistsa(sd) , bpar
sulte P, =8, d'aprés (l;. Donc w (tn) =w(f'tn? ,
tend vers w(s) :u(sd) zw"(t), d'ou la continuite

de w% sur [0,a ()[.

a (%)
mité droite d'un palier de w?

n'est pas l'extré-
Comme Ig: §yoil

d'éléments de m(w)
Y, (w(s, )

tnza(sn) , on voit que

Il reste a montrer que

existe ume suite (Sn) crois-

avec non cons-
° (tn)
croit strictement vers a~(Y) et que w (tn) =u(sn)

d'ou le

sant strictement vers
tant. En prenant
résultat.m

n'est pas constant,

PROPOSITION 1 :

n(w?) .

a est une bijection de m(w) sur

Démonstration. D'abord, a est injective sur m(w)

Soit
t<m

car elle est strictement croissante.
Si Si
t, (t,)

qui décroit strictement vers t avec w(tn) £

tem(w) .

t=w on a a(t):mem(wa). on a td=

donc il existe une suite d'éléments de

m{w)

w(t) pour tout n. 3i snza(tn) et s=alt), 8.

H

décroit strictement vers s et wa(sn) :w(tn);éw(t)

w3(s) : donc a(t)e m@?).

Réciproquement, soit senm(w®) . S5i sz on a
s=za(m). Si s<@m 1l existe une suite (Sn) d'é-
léments de m(wa) décroissant strictement vers s
avec wa(sn) ;éua(s) . FS décroit (au sens large)

n
vers p et ps<psn; donc s:a(ps) d'aprés (2)
et s est l'image d'un élément de mlw) par a .l

I-3. L.es classes d'égquivalence. Sur 2 on définit

2.

la relation R: wRw'e= (Ja€ CT(w) avec w'=w

PROPOSITION 2: R est une relation d'éguivalence.

Démonstration. R est réflexive, car si on prend

a(r) =r pour tout rem(w) on a aeCT(w) et
a
=ty donc w7(t) sw(ty) =w(t) .
R est transitive: en effet soit wefl, ae CT(w),

w'zw?, ale CT(w') .

On pose a"=za'oa; étant don-
né que m(w') est l'image de m(w) par a, et que
a (resp. a') est continu & droite et strictement

croissant sur m(w) (resp. m(w')), il est immédiat
a"e¢ CT(w) . Enfin si re m(w) ,
W (a"(r)) =@(r) =w' (a(r)) = @3 (a"(r)) d'aprés

" 1]
(4): donc wdoan = (w')a oa" sur m(w); mais

que on a

" )
nw® ) et a((w')® ) sont 1'image de m(w) par
a", d'ou l'on déduit que wa"= (w')a' R
R est symétrique: en effet i wefl, aeCT(w)

et w' =ua, on note a'
qui applique m(w!')
a'e CT(w') , et

a e CT(w)

ltapplication
I1
Done

inverse de

a, sur m(w) . est clair

que s1

a'oa(r)=r.

a" ,
et w~ =«w d'aprés le début

a" =

a'ea, on a
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)
de la démonstration, ce quil entraine que w= w .8

I-4 Les éléments invariants. On commence par une

liste de définitions, dams laquelle F désigne un
ensemble quelconque. Comme un changement de temps
ne conserve pas em général le point & 1'infini,
nous sommes conduits & considérer des processus dé-

finis sur l'intervalle [O,m].

DEFINITION : (i) Une application 2: ) —>F est
dite "invariante" (a-i) si 2(w) = Z{w') pour
tous w,w' tels que wRwW'.

(ii) Un processus Y : Ax[0,w]1—>F est dit in-
variant (p-i) si: ¥wefn, ¥aeCT(~), ¥te(0,mw],
Tw?,t) = Y@,p,) .

(iii) Une_partie A de Ax[0,w] est un ensemble

est un p-i.

est un temps
invariant (t-i) si c'est le début d'un ensemble in-

invariant (e-i) si l'indicatrice IA

(iv) Une application T: N—C0,m]

variant contenant [T] et [y,m].

Le processus canonique X(w,t) =«(t) est donc
un p-i, et de méme tout processus constant. [T,m]
est un e-1. O et ¥ somt des t-i. Si T est le
début d'un e-i contenant [T]J, alors TAY est

un t-i.

PROPOSITION 3 : Soit Y un p-i et Js,t[ un inter-

valle contigu & mw) . Alors Y(.,w)
sur [s,t].

est constant

Démonstration. On a
ae CT(w)

valeur. On a

tem(w) . On peut trouver un
tel que a (s) =aft), et on note u cette
u(w?,g) =u d'aprés (1)
a'e CT(w®)

pt=p®,a') . On a alors

ue mw?) et

et la proposition 1. Soit

'
(ua)a = w et

tel que
a' (u) =
P;:U

s<t=a'(u) par la proposition 1, d'ou

pour tout ref[s,t] d'aprés (1). Y étant un p-i,

on a Y(w,r) = Y(wa,PI") =Y(wa,u) pour tout ref(ls,t].s

PROPOSITION 4 : Soit une application T: 2—[0,wm].
[TlcN et si
pour tous wefl, a€ CT(w) .

T est un t-i si et seulement si
T(@?) =a™ (T(w))

Démonstration. (i) Soit T le début d'un e-i1 A con-
tenant [TJ et [Y,w]. D'aprés la proposition 3,
[s,t] tel que
T(w) = inf(t: IA(w,t) =1)
T(w)¢3s,t] si

par suite [TJcN.

IA(w,.) est constante sur tout
Js,t[)E(w) =@ ; comme
et (w,T(w))e A on a donc

Js,tLE(w) =9 :

a € CT(w)
t<a (T(w)) on a Pi< T(w)

D'autre part soit et p=plw,a). Si
d'aprés (1), donc
IA(wa,t) = IA(w,Pt) =0 et T(w?)za (T(w)). Si

=a (T(«)) on aura p,=(T(w)),, car T(w)e n(w),

donc IA(wa,t) =I,(,p) =I,(e,(T&)),) =1; par

suite T(wa) ca (T(w)), et finalement T(®) =

a (T(w)).

(ii) Supposoms inversement que T vérifie ([TlcN
ot T(w®) =a (T(w)) . Soit A=[T,®]: oma [TJcA
et [y,®JcA (car T<Y), et T est le début de A.
Il reste & voir que A est un e-i: mais on &, comme

précédemment: t<a (T(w)) =T(-?) e po< T,

a
donc IA(w ,t) = I{T(wa)g t} =I{T(u)s Pt} :IA(w)?t) N |

Si T est une application: 0 — 10,2, et si
Acn, on pose:
T sur A v T sur {Te N}
TA ={ c T=
¥ sur A, Tg sur {T¢ N}
5 _{Td sur {T<Td/\Xé N
b1 sur {T<Td/\X€N}C.

Voici une série de propriétés dont la démonstration

est laissée au lecteur.

PROPOSITION 5: Soit 5, T, T des t-ij soit ¥
(resp. Z) un p-i (resp. a-i) a valeurs dans F
(resp. G) et f une application: FxG —>H .

(a) SAT et SVT sont des t-i. si T TT' (resp.
TnJ,T' ), alors T! T ) est un t-i. 7 est
un t-i.

®) Tis_my Tis<my Yo <

(¢) Us,T1,[s,7L,3s,7),1S,TC sont des e-i.

(d) Si Aca, T, est un t-i si et seulement si

(resp.

sont des a-i.

IAﬂ{T<T} est une a-i.
(e) £(Y,2) est un p-i.

() ¥(.,7(.)0
(g) S1 A est un e-i, et R=35Ainf(te A), alors
R est un t-i.

est une a-i.

Toutes ces propriétés sont bien-siir & comparer

aux propriétés des temps d'arrét et processus usuels.

PROPOSITION 6 : Soit T un t-i et Y un processus a

valeurs dans un espace métrique F muni de la dis-

tance d, et continu sur [O,YL. Alors S=
SAinf(t>T: d(YT,Yt)z c)

est un t-i.

Démonstration. Soit A=[T,@I{N(C¥,®IUfda(¥y, V)3 c});
c'est un e-i contenant [SJ et [T,m], de début
S (appliquer (c),(e),(f) de la proposition 5).8

I-5. Une représentation canonique. On va maintenant

construire, pour chaque classe d'équivalence, un

représentant "canonique",

Commengons par une série de notations. I dési-
gnera l'ensemble des "mots™: un mot est défini comme
une suite indexée par N* d'éléments de N , tous
nuls 4 partir d'un certain rang. La suite identique-~
ment nulle est notée O . Pour un mot « , «(p)

est sa p-ieéme coordonnée (ou lettre) et sa longueur
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est fje| =sup(p: «(p) #0), donc |0|=0. Soit
Ip ={xeIl:|x|g<p}. On considére un point extérieur
a I, qu'on note w, et om pose |@|{=0, I=
i@, T =1 Uie}.

On définit sur I une relation d'ordre total
< telle que x< @ pour tout xeI, et dont la

restriction 4 I est l'ordre lexicographique.
On aura encore besoin des notations suivantes:
si «€I, si neN et si peN™, on désigne par

e(%n le mot de coordonnées

«(q) si q<p
xgn(q) ={a(q) +n si q=7p
0 s qQ>Dp.

Pour p=0 on convient que «8n=g . A un mot

non nul on assocle le mot a(x) de coordonnées

«(q) si q# lxi
al(a) = {4(q) -1 si q=l«|

et on pose a(0)=0.
Remarquons qu'on a: « 1=inf((3€fp tx<B), et

a(x) =sup($eI|,” 1 p<x} sl «£Q.

LEMME 1 : Il existe une bijection strictement crois-

sante u de I dans un_sous-ensemble de (0,17,

telle gue u(Q) =0, gue u{m)=1, et gue u(I)
soit partout dense dans [0,17.

Démonstration. On considére une fonction h de
[0,o[ dans [0,1[ qui croit strictement et con-
tinliment de 0 & 1 quand la variable croit de O
a ® (par exemple h(t) =,%Arctgt ). On pose

u(0) =0, u(m)=1, et pour ny1, pyl:

u(«gn) = u(x) + [u(dpgll) -~ u{«)Ih(n) ,

formule gqul permet de définir, par récurrence sur
|x], 1la fonction u sur I tout entier. Cette
formule montre aussi que u est strictement crois-
sante. Enfin, le fait que 1l'image u(I) est par-
tout dense dans ([0,1] est trivial.s

On fixera dorénavant une telle bijection u . Dé-
finissons maintenant, pour chaque « e-l_, des ap-
plications R, et 5, de fl dans [0,®] par
Sg(w) = RQ(U) =03
si p»1, xel

Sc(g(n+1)(w) =
(N 5@y Anf(e> Ry@): a@o(Ry@))w(t))y 27P) ,
ou S (w) s1 S (w)< R .. (w)

R,(w) ={ ¥ ¥ Aq<p «31

T (w) sinon

S @) = By () = T(w) 5

x o
p-1"’ nzo , )’:a(gn:

L
(om a ainsi une formule de récurrence sur lx|).

D'aprés les propositions 5 et 6, les R, et 5,

sont des t-i. On pose encore:

I(w) = {xel: Rd(w)<)'(w)}
glw) {R,(«) e},

On a:

Fw) = m)[10,3(w)]
6)
{“GI(W),«<B(=)R“(H)<RF(U).

LEMME 2: (a) Soit «€I~t0}. 5i sup(u(P):
R<xs PeIlw) égale ulx), alors w(s-) n'existe
pas, et I (w) =sup(RP(w) : Q< Be [(w)) .

() S8i e I(w), u(x)=1iaf(u(B):f>=,Pe1()).
Démonstration. (a) Supposons l'hypothése satisfaite.
Il existe alors une suite (Bn) d'éléments de I(w)
telle que u(Bn) croisse strictement vers u(«)
quand nT+a;> . A partir d'un certain rang, on aura

u(alx))< u(‘%n)< u{=) , d'od nécessairement a partir

[0

d'un certain rang: {Zn(p) =x(p) si p<ix], (}n(p)
*(p) -1 si p= x|, (Zn(p)=kn si p=lixi+1, ou
knTm quand nTm (remarque: Qn(p) est éventuel-

lement non mul si pzlxi+2).
Par suite, si y = a(&')qgln , avec q=|x|+1, et
si tn:RK (w), (5) entraine que pour tout n on a
y=
1€ 1) et dlw(t),«(t .))»2 1, comme w est

continu sur [0,¥(w)[, il faut donc que lim(n)'f v
Y(w) et que w(¥-) n'existe pas, d'on (a).

(b) Soit s =Rd(w) , t= (Ra(u))d . Comme o € I(e)
et )‘g: ¥, on a nécessairement t<7¥(w) . Donc
w(s) est valeur d'adhérence de 1'ensemble
«w(Jt,t+c]) pour tout c>0 . Donc, pour p assez
grand, «%16 I(w) et lim(p)¢,u(0<%2,) =ulx) par cons-
truction, d'ou le résultat.s

DEFINITION: On mote no l'ensemble des cwel tels
que S(e)<1, et R (w) = u(a()g pour tout « € I{w).

Remargue: si weno on a pour tout o« € I(w) :
u(a()ggsup(u(‘?) : B<x,BeI(w)); or, d'aprés le lem-
me précédent, cette borne supérieure est strictement
inférieure 4 wu(x) . On a donc u(a’)g< u{x) . Ceci
étant encore vrai, évidemment, si wu(x)>7Y, on a
finalement u(o()g<u(«) pour tout «e€I tel que
ulx) #%5. On en déduit que le complémentaire de m(w)
est partout dense.s®

Soit wef . On définit une application a:

m(w) —»TL0,m] en posant:

u(x) si t :P';((“‘)< S(@), B (w)e mlw),
(7) a(t) ={ pfa(s): s>t ,seg@)Imw)) st
tem(w) N g(w)
+@ si t=m.

LEMME 3: On a aeCT(w) et waeﬂ.o.

Démonstration. Soit t, t'em(w), t<t', Il est
évident que a(t)< a(t'). Supposons que a(t) =
a(t') : d'aprés (7) il n'existe alors aucun « tel
que t<R_(w)gt', donc t'=td d'aprés (6), con-

tredisant ainsi le fait que t =td: donc a est
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strictement croissante. Par ailleurs elle est con- recopier la preuve du théoréme 2.

tinue a droite d'aprés le lemme 2-(b d A .
P me (b), donc ae Nous allons maintenant déterminer 1'image j(ft)

CT(w) . . . .
de 0 par l'applicatiom j. Si veV, on note I(v)
Montrons emnfin que waen_o . D'abord J(w®) = 1'ensemble fa: vi(x) /£ Al.
a (¥(w)), qui est trivialement inférieur a 1.
Comme chaque R, est un t-i, on a I(wa) =I(w) . DEFINITION : Soit WV l'ensemble des veV tels que:
On a Ro(f‘ﬂ) =o=u(9_)(wa,g) . Soit w¢ Iw)N{0}; (v-1) - si xe_ili“l)\ {0}, on a P=alx)eI(v) et
si t=§“(w) on a ts=t (car [R,JcN) et d(v(g),v(x)) =2 ;
t<3(c), domc le lemme 2 entraine que a (t)< (v-2) - 5i «xe I(v)~{0}, il existe n<w® tel gue
u(=)< a(t) ; comme Rd(wa) =a (t), la propesition a(«)M?ﬂné I(v);
1 implique alors que R (0?) =u(x)(w?,g) . & (v=3) - si xeI(v), <8, bel(v){J{m}, 11 existe
= ¥ I(v) avec wx<y<f .
LEMME 4 : Soit w,w'en avec I(w)=I(~'). On (vo44) - 5i axe€e I(V) ,nxz jul, B =inf(y>~:ye Inﬂl(v)) ,
- ' = our tout yeI(v) avec x<y<
a R (#)=R (') pour tout xe€T. bour tout avec P oona

sup(d(v{x),v(8)) : se I(v) ,axb=y)< 2
(v=5) -~ si aéI(v),n>/\°<I,5=1nf(l>“1561nn1("))’
et st Pe I(v), ona alve),v(f))s2™"

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat
pour o € I(w) =1(w') . Posons t=zul(«), s=tl(wg),

s'=t(w',g) . Ona s<t et s'<t car wylen .

Supposons que s5<s'; comme s'=s'(w',g) il (dans ces expressions, inff=m).

1 L] L)
existe yeI(w') avec y<x et s<Ry(w')<s PROPOSITION 7: Ona j®)c W .

d'aprés (6); mais ye I{(w), donc comme s<u(y)<t
’ Démonstration. Soit wefl et v=jw); ona I(v)s=

il vient Hb,(w) zu(y)(w,g) =8, ce qui contredit le
I(w) . (v-1) est immédiate a partir de (5) et du fait

fait que s:Rx(t—/) alors que y<«: donc s'<s,
que w est continue sur [0,¥[. (v-2) provient du

et on montre de méme que s<s', d'ou s=s8'.#
fait que w est limitée a4 gauche en Ra((“’) si o€
\
THEOREME 2 : Toute classe d'éguivalence admet un Iv) {9}'
représentant et un seul dans _O.O . On démontre (v-3) par l'absurde: s'il n'existe pas
- Fa P & i = <
Démonstration. L'existence a été vue dans le lemme de tel ¥ , alors necessairement (RG(‘-“”g Rﬁ(w)

3, 11 reste 4 montrer que si w,w'eﬂ_o avec RF(w) » Ce qui est impossible car RF(Q) est dans

wRo! , on a w=w' ., Comme chaque R, est un t-i n(w) .

on a I(w)=I(w'), donc g(w) =g(w') d'aprés le Montrons (v-4). D'aprés la définition méme de § ,

lemme 4, On a aussi w(Rq(w)) =w'(R~(w')) pour on a R‘;(w)‘ ngl(w) . D'autre part Ra(w) =

tout w, et il en découle immédiatement que w =w'.® sup(Ré(w) : $E I{w),d<y )< R‘;(w) d'aprés (5)
pour tout y tel que ox<y<Bf et ¥e€I(v). Donc
sup(d(v(x),w(s)): B (w)<ssR,(w))< 27", d'oa le

I-6. Une autre caractérisation des classes d'équiva- résultat cherché en se restreignant aux s = Ry (w) .

lence. On & vu que le point w(Ra( (w)) ne dépend Enfin, (v-5) suit immediatement de la continuité

que de la classe d'équivalence de w. On peut se

de w et de 1l'inégalité RR(N)S 5, 1(w) N
demander si la donnée de tous ces points ne suffit g
pas & déterminer cette classe, et on va voir que On va maintenant montrer que j(l1) =V° . Pour
c'est en effet le cas. cela on considére un veV , et omn va construire

un weﬂ.o tel que j(w)=v. Si u est la fonction
construite au lemme 1, soit F={ulx):xeI(v)}.
On pose ¥ =sup(teF), F, = {u(x) :weI(v)nInf et
Y =sup(te F ).

I . -
Soit V=E'x{a}. Si veV onnote v=(vl)) 3

seg coordonnées: on a v(®)=4.

Définissons maintenant 1'application j:
L —» V par: . g
On pose également, pour t€[0,m]: t®=

sup(s<t :se F) et td=iuf(s;t:s€F) . Remarquons

que 08=0, et (tHdotd,

) ) = w(R (W) 81 wel.

THEOREME 3: On a j(w) = j(w') si et seulement si

wRw!

On définit d'abord une application y: F—> E

par y(u(x)) =v{x) si «eI(v).
Démomstration. D'aprés ce qu'on a vu précédemment,

wRw' entraine j(w) = j(w') . Réciproquement, si LEMME S: (a) On a SéF.

Jjw) = j(w'), 1l suffit de montrer que w =u' quand (b) Si teF {0}, on a tet .

on suppose que w,w'eN, : mais il suffit alors de
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(c) 8t t<y,_ , alors anfo,t] est fini; si
Fn est infini, alors Tp=7¥-
(d) si t95ct=tdcwm, alors teF.

Démonstration. Pour obtenir (a) on suppose Y& F:
il existe xe€ I(v) avec ¥ =ulx); (v-3) appliquée
4 x et f=w entraine l'existence de & I(v)
avec x<y<f, ce qui contredit le fait que T est
la borne supérieure de F.

Si t=u(x)e FN{0}, d'aprés (v-2) il existe n
tel que § =a(=())°(?+1n¢‘ I(v). (v-1) entraine que si
p<y<x, alors Y¢I(v), donc t8c u(f)< t, donc

on a (b) .

(c) est montré par récurrence sur n. C'est évi-
dent pour n=0. Supposons (c) satisfaite par Fn.
Soit t<Y¥ ... Si 3 =3 ., comme F [\[0,t] est
fini , leﬂfo:” sera encore fini d'aprés (v-2).
Si ¥ _<¥%

n

alors Fn est nécessairement finie

n+l’
(hypothése de récurrence), donc Fnﬂﬂto,rnj est
finie par (v-2); il reste a4 considérer

Foog (V13,13 81y ct<y o

fini car, par (v-1), Fnﬂﬂ]‘rn,m[ est constitué

cet ensemble est

d'une suite croissante (éventuellement finie) ten-

dant vers Y41 * D'ot la premiére partie de (c).

Si F est infini et ‘Snzx on ne saurait

n+l
avoir F
n

n+l’
fini, car d'apres ce qui précéde,

. .. _ . R
Fn+1ﬂ[0,}n] serait fini: donmc Xn+1_)' d'aprés
l'hypothése de récurrence. Cette hypothése entraine

aussl que si Fn+1 est infini et Xn<3’ alors

n+l’
Fn est fini, donc on a Kn=u(o<)€ Fn; de plus on
a necessairement u(xng,lm)e Fn+’l pour tout m, et

In+1 = u@gl)e‘F : d'ou Yhe1 =
d

(d) Soit tB<t=t%wm. Pour tout n assez grand
il existe, d'aprés (c), cxn,pnel(v) tels que
rn=u(xn)< tssn=u((3n) , et Fnﬂ]rn,sn[=¢. Mais
(v-1) implique l'existence de q,<n tel que
Pn(p) =°<n(p) (resp. °(n(p) +1, resp. 0) si
P<a, (resp. P=q, , resp. p>qn) . 81 sup q, =

@, alors sn-rn\o , ¢e qul contredit le fait que
I3
t

par (v-1).

<t . Donc sup (n) qn=q<co et s € F pour tout
n. D'aprés (c) la suite décroissante (sn) est
constante a partir d'un certain rang n,, et comme

t=td ona t=s €F.B
bo

I1 est clair que (v-4) et (v-5) sont équivalentes
a:
(v-4') - #¥n, ¥seF , si t =inf(ran 1r>s),
alors ¥re¢ Fﬂ[s,t[, sup(d(y(s),y(r*')):r'e F[Irs,r])
<2,
(v-5') - ¥n,¥san, 8l t=inf(reF,:r>8) et si
te F, alors d(y(s),y(t))< 2™n

LEMME 6: (a) y est continue a droite sur F et 1i-

mitée a gauche le long de F.

(b) y est limitée & gauche le long de F(]10,5[.

Démomnstration. (a) Soit u(o(n)s F, décroissant vers
t. Ona t<¥, domc pour n assez grand, d'aprés

le lemme 5 i1 existe B tne Fn avec sn5t<tn et
F (11s ,t,[ =0 . Posoms p_ =1inf(q: u(x)<t.). On
a p <o et lin(n)Tle:?l. On applique (v-4') & 8 ,
dfou d(vlx ), vl ))& 27"
(y(u(«n))) est de Cauchy dans Eo , donc convergente,
et si de plus t€F on a également d(y(t),v("(q))f

PRt pour qzp,, donc lim. ylule )) = y(t).

si P,aZ D, - La suite

(b) Soit u(«n)eF croissant vers t<7J. D'aprés
le lemme S5 il existe s, € Fn avec Fnﬂ]sn,t[=¢ et
s <t . On pose alors p = inf(q: u(a(q)) sn) et on

termine comme pour (a).®

Les deux lemmes précédents montrent que la formule
ci-dessous définit complétement l'application w:

(0,] —>E.

y(u(x)) si t<td-u)eF
(8) w(t) ={ lim(w(s) : s€ F,s\t) &1 t=t%<T,tgF
a st tz7T

(t<td<S entraine tdeF, car (td)d=td, et par

l'assertion (d) du lemme 5).

LEMME 7: (a) On a wen et 3s(w)=73.
(b) s1 tB=t, alors t(w,g)=t.
(c) si teF, (t5)8-t8-t(w,g) et t=t(w,d).
(d) On a F~{0}c m(w) et Fl{o}=8(w).

Démonstration. (a) La continuité a droite de w est
évidente, d'aprés le lemme 6. De méme si te t , la
continuité & gauche en t est évidente. Soit t tel
que 0<t = tfe Y. On sait déja, d'aprés le lemme 6,
que w(t-) existe. Si 5, = sup(re Fn ir<t) et

tn=1nf(ran: rzt), on a S 9t €F s <ttt

n ’
d'aprés le lemme 5, et snft , tn\td. D'od, en appli-
quant (v-5'): d(w(sn),w(tn))s 278 d'od w(t=) =

w(td) zw(t) .

On a: w(t) =A &« t2Y par construction, donc
Y(w) = y. Enfin pour voir que Y(w,g) =T, on remar-
que que 8.y d'aprés le lemme 5; par suite
Fﬂ[\'-c,)’[ contient une infinité de points pour
tout ¢>0; donc w ne peut étre constante sur cet
ensemble, d'aprés (v-1): domc wefl.

(b} On refait exactement le raisonnement preécé-
dent avec un t quelconque au lien de 3 .

(c) 81 t=zux)e F et si (t5)5<t5, ona 8=
=ulc)e F; ol y vérifie P<cy<«, om aura donc
¥¢ I(v) , ce qui comtredit (v-3), et par suite
(t5)8-t8 on applique alors (b) a s=t%, pour
obtenir s(w,g)=s, d'ou t(w,g) =8 par (8). Pour
montrer que t(w,d)=t, on considére s=inf(re F:

tB

r>t); d'abord, s1 t<s on a sg=t<s=sd<cn,
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domc sB€F d'aprés 1¢ lemme 5(d); mais, de la méme
maniére que ci-dessus, cela contredirait (v=-3):
domc s=t., Par suite Fn[t,t+c] contient une
infinité de points, et i« ne saurait étre constante
sur f[t,t+c] d'aprés (v-1).

(d) H(w)c FU{®} de mamiére évidente, et
F\{0lca(w) car m(w)={t:t{w,d) =t} et il suf-
fit d'appliquer (c). On em déduit #(w) =F Ut®} .

THEOREME 4 : j est une bijection de ‘n'o sur W .,

Démonstration. Etant donmé le théoréme 3, il mous
reste & vérifier que l'application w définie par
(8) appartient a D et vérifie jw)=v.

On a J(w)cl1l de mamiére évidente. On va mon-
trer par récurrence que tout «xe& I vérifie:

(9) x e I(w) —-—)R’((w) = (ux)) (w,8) ,
(10) w(R (W) = wix).

Clest évident pour x =0 et « =m . On suppose que
ces relations sont vérifiées pour tout § eIp_,l ,
alnsi que pour tout f§e Ip avec §<x, O x€1

est dommné; on va montrer que o' =o($1 vérifie éga-

lement (9) et (10), ce qui nous suffira.

Pour q< p-1, on pose @q =a(81; on a donc
fp=2.

Si x@&I(v) on aura «'¢€I(v) d'aprés (v-1),
soit v(x')= A, o vérifie (10), domc R, (W) = Y (w) ,
donc R, ,()=F(w), donc «'¢I(w) et u(R"(,(w))
= A: «' vérifie bien (9) et (10).

Dams la suite on supposera que o€ I(v) et on
motera s=R (0)<J(w), v=zulx)e Fp » v=u(xt)
et t=5 ,(w). Rappelons que, par (9) et (10) ap-
pliqués 4 «, @w(r) =w(s) =vix) sl re[s,v], et
que 8=V8<V (lemmes 5(b) et 7(a)). On distingue
deux cas:

(a) Supposons que o'e I(v). (v-1), (8) et le
lemme 5(a) entrainent: tgv'<3S(w), d(e(s),w(v')) =
27P | ot t=inf(r>s: dw(s),w(r))>2"P). Soit
qg p~1; si qu(w) =J(w), ona t<R$q(u) de ma-
niére évidente. Montrons qu'om a encore t< R@ ()
i Ry (¢)<¥(w) . En effet, on a alors qu(w) =
(n(Bq) g’ puisque pq vérifie (9) , donc si
tz2 Rv (w) on a R%(u)s v'; mais, si on applique
(v-3) & ' ot By» OB voit que d'aprés le lemme
7(c) on a v'<(n((!q))5=u(pq)('~,s)=RB (@), ce qui
est contradictoire. Par suite on a biem t< qu(w)
pour tout qgp-1, domc R _,(w)=t<J(w) d'aprés
(5). Le lemme 7(c) entraine encore v'szv'(u,g) H
comme tgv' et w est constante sur Ev",v'j, on

a tg v"; supposons que t< v& ot appliquons

(v-4') & v: on obtiemt que te[v,v"[ et v"< v,

donc d(w(v),w(t))< 2P, ce qui contredit la défi-
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nition de 5, . Finalement, on a montré que ¢t =
v'8 . yi(w,g), dome aussi w(t) ""('é) =w(v'), et
o' vérifie (9) et (10).

(b) Supposons maintemant que '@ I(v). Soit
§' = inf(¥e IpﬂI(v),w(z{) . Comme o'¢I(v), ona
nécessairement [3‘ =$q pour un qg< p-1. Mais si
r=u@'), (v-4') entraime que S ,(w)>r, donc (5)
entraine que R«,(u) =Y¥(w), sl bien que «' vérifie
(9) et (10).m

II - PARTIE PROBABILISTE

II-1. Introduction. On mote X le processus canoni-

que Xt(w) zw(t) . On ne s'intéresse qu'aux proprié-
tés du processus X qui sont indépendantes de 1l'échel-

le de temps considérée.
Par suite:

1°) Au lieu de considérer la tribu F=o(X_:s€[0,®])
on comsidére G=F[]I, od I={Acf: I
est la "tribu des invariants".

4 ©5t une a-i}

2°) De la mé8me fagon, au lieu de la filtratiom
(gt)tao’ ol £‘t=a‘(xszsst) , on considére la famil-
le des (), . r» o G.=F [1I.

3°) A la place de la famille T (resp. ’f) des

temps d'arrét relatifs a (F (resp.

=t)t; 0

, . N
(£t+)t;0) , est définie dans [1] une famille d'ap

plications de £ dans [O,m], contenant en particu-
lier les Rq: on note § cette famille de 'temps
d'arrét invariants", pour laguelle les R, et les
tribus G_ jouent le rdle imparti dans la théorie
classique aux temps constants T=t et aux tribus

Ey-

La donnée de (‘1’9-(24)«“'(*3«)«61
probabilité P sur (n,g) constitue le "processus

) et d'une

invariant par changement de temps X ". Citons, sans
démonstration, le résultat suivant, qui ne sera pas

utilisé dans la suite.

PROPOSITION 7 : Soit T une application: L-—[0,m7.
Pour que Te S il faut et il suffit que T soit un
t-i vérifiant {T<Y}eF, TeT et TATeT'.

Remarquons que la famille __§ n'est pas contenue
dans '£+: en effet, si tout t-i appartenant a "£+
o8t aussi dams §, inversement 3§ contient des
t-1i qui ne sont pas dans E* , et notamment des dé-
buts d'intervalles contigus a M. Ce qui précéde
justifie notre définition des t-i, dans laquelle N

et mon M joue un rdle privilégie.

Dans la suite de cet article, nous ne considére-

rons plus les tribus @

«» mais seulemsnt (__5
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I1-2. Etude de la tribu G . Sur 1l'espace W on
considére la tribu W

engendrée par les applica-

tions: vm> v(x) de W dans E. On a la pro-
position suivante:
PROPOSITION 8: QOn a G= 3'1(\_1") .

Démonstration. En utilisant (5) on vérifie (par

~ ©t les Rx

(utiliser la continuité de

récurrence sur
des (F

X sur

l«l) que les § sont

t+)-temps d'arrét

[0,¥[), donc Xp ~est F-mesurable. Comme
o

R, est un t-i, X

HOICHES SO

Comme
i (V°)<:G

R est aussi I-mesurable

on en déduit que

Réciproguement, pour montrer gque H =3 (¥°)
on va considérer les atomes de la
tribu H et appliquer le théoréme de Blackwell [2]:
@, r)

sous~-tribu séparable de F,

contient G,
est un espace de Blackwell, et H est une
donc d'aprés ce théo-~
réme il nous suffit de montrer que tout atome de
Soit donc

appartiennent au méme atome de H,

L]

est réunion d'atomes de H. w, wte ) ;
si w et w!
le théoréme 3 entraine que w et «!' sont dans le

méme atome de I, donc aussi de G, d'ou le résul-

tat.®
En fait, on a un peu mieux:

PROPOSITION 9 :

jective,

L'application j: G—> W est bi-
d'inverse j-l.

Démonstration. D'aprés la proposition 8, l'applica-
tion k=3 de W

montrer 1l'injectivité, considérons

dans (=} est surjective, Pour
AE=V° et

B = k(4) , B, =Bnﬂo . Le théoréme 4 entraine que
i(By) = 4. i(k(a)) =4,
Ae W d'od l'injectivité de k et le fait que son

inverse est j.m

Par suite on a pour tout

I1-3, Construction d'une probabilité sur (2,G).

D'aprés la proposition 9, il est équivalent d; cons-
2,8,
On notera donc avec la méme

myg) ’

truire une probabilité sur
lité sur (vo,¥).
lettre P une probabilité sur
(w ,\__P) .

ou une probabi-

ou son image
par j sur

Si P est une telle probabilité, il est naturel
de lui associer la famille TP = (PJ:J partie finie

de I) des "distributions fini-dimensionnelles"

de P: P; estla probabilité sur (E,l_])J définie
par

(TT a) = P( ﬁ fviv(a)ea }),

xeJ ~€J
od les A, sont des éléments de la tribu borélienne
E de E. )

A l'inverse de ce qul précéde, 11 est naturel de
partir d'une telle famille P de distributions

fimi-dimensionnelles. A l'aide du théoréme de Kolmo-
gorov, si cette famille P forme un systéme "compa-
tible", on construit ume probabilité P sur (V,Y¥)
(od V est la tribu sur V engendrée par les appli-
cat ons coordonnées) de distrimutions marginales ¥ .
wey, a
trouver des conditions (mécessaires et suffisantes
P(W) =1,

I1 reste alors, aprés avoir momtrer que

81 possible) sur 1P pour que

Remarquons auparavant gque, si la propriété
P(Ww) =1
P (puisque celle-ci détermine entiérement P ), par

ne dépend effectivement que de la famille

contre elle ne s'exprime pas directement en gémnéral
en fonction de cette famille 1P,
le cas présent ol nous avors supposer X continu
fo,s,

seralt pas le cas si le processus X avait seulement

Cependant, dans

sur cette difficulté s'estompe (ce qul ne

des trajectoires continues & droite ! )

Introduisons la notation suivante: si
C O DDA
croissante, choisie de maniére arbitraire parmi cel-
les qui vérifient: «,p € Jn(v(,ﬁ) at U(n)Jn(-(,ﬁ)
= {SeT:x<ssP). Soit Jl(x,f) = (BN~ p].

u,‘}e-f

avec x<B , on désigne par une suite

THEOREME 5: 0On a V°€\=f.

Démomstration. Pour tout i1<5 om note Vi l'en-
semble des veV qui vérifiemt les conditioms
(v-j) pour j=1,..,i, de sorte que WP =V5. Le

résultat découle alors des égalités suivamtes, qui
ne sont que des traductions immédimtes des conditions
(v-j), et qui sont miges sous une forme adaptée au

théoréme suivant:

CK = {v(x)=a}.
v = () e +ctMvata) £a,d0v(), ¥(a(x)))

x e IN{Q} -|«|}]
Vo= L () far il (raco, 0,40 -41]]

cI~{0}

eI
+c°ﬂc ﬂ(U U

(n) yed)ix,B)
5 v'ﬂ[ﬂ[c +c°ﬂ(U)

vy ﬂ[
¢)]]
)

er'(o( ®) 4

<3
]

Vv, =V c +c il )
j+ n[ ﬂ [ n n>'“' 0<§_€{d ( “npn ,(np J]
ou p=n
ol on pose:
=gl , = c, , c ct
Fq “8 Aa(no °<O‘n txlp (p<an 3q>ﬂ pp
Ba(np = m [C), *

¥EI, x<Y<P,

+cS 11-?11; N -
i) o sedg,y)  °

+ C°n{d(v(«>,v(5))s 2 ap]
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v, = V“ﬂ[fjl[c« +C§ﬂ[ ﬂ E"‘«nc *

’ 0> ju |

S yy . --h 1
R, u“pﬂ{d(v(u),m%),sc 1l
lep<ix|=-1
ou p=n
S1 maintenant on écrit que F(Vi) =1 pour tecut
i<5, les Vi étant definis dane la preuve ci-
dessus, on obtient le corollaire euivant (dans

1*énonce duquel chaque o (=« ) est fini).

THEOREME 6 : Scit IP=(P,) uL_systeme compatible

de probabilités fini-dimensionmellec sur 1'espace

produit V. Pour gque ¥ =egcit ascocié a une pro-

babilité P sur (2,3), néceseairement unigue, ii

faut et il suffit gqu'elle verifie les conditions:

c-1: ¥xeIN{Q1, Q}['J(a(m)):AAV(«)]:C:

p{a(o( )

c-2: ¥xel~i0},
1t

Plata) ”[v(w¢a,d(v(a(«)),v<«)>< 27 =0
c-3: ¥x€eIN{O},
lim}P [V(ﬂ()éA/év(a(x}'M?ﬁn)] =C;

(n)! 12l mel
c-h4: ¥, Bel, xcf,

}xix?an(""f’)[vw) AAAVB) vy} =a ¥red (2 6))=0;
c-5: ¥uxel,

lim{Pp [
(n) Inler@)

c=6: ¥x€I1, ¥n» {xt, ¥p tel gue CsigI=xi-1 gu

v(x) £a,v(y) =A ﬂcgn(u,g)] =G

p=n, si [zq:rxgl, ¥y avec «<y<f , si enfin
a:

( = ™
Lia) =d e, )L, 8

‘p+11"1!‘2n} y QR a

iig&lﬁ? PL(q)[v(a)féA, V() AA st pal, V(B A
1 pour p<ign, vi(y)£4a , v§)£aA
et d(v(x),v($))> 2™® - a pour un

SéJq(«,B)] = 0
c-7: ¥xel, ¥orix]l, ¥p tel gue Tgp<i=i-1 ou

p=n, si [;q:a(gl et L:{Cp,..,ﬁn,«}, cn a:
PL[v(o();SA, V(Bi)zA pour p<i<n, v(Kp)t’A,

d(v(a(),v([?p))> 21 =0.
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