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PROCESSUS CONTINUS INVARIANTS 

P.AR CHANGEMENT DE TEMPS 

Rapport N° 84 par 

J.B. GRAVEREAUX et J. JACOD 

0 - INTRODUCTION I - PARTIE DETERMINISTE 

On considère un processus ( X t ) t > Q à trajectoi- 1-1. L'espace canonique. Soit E q un espace polonais 

res continues sur n°»^C» °ù J" = inf(t: X =A) , A muni de la distance d. On considère un point J\ exté-

étant un point absorbant, et tel que les trajectoi- rieur à E , et on pose E = E Q |J(a 1
 e t d(x,A) = gd 

res ne soient constantes sur aucun intervalle Ct,XC pour tout x e E Q . 

de longueur non nulle: on cherche à définir ce qui, , , ^ , 
Il désigne l'ensemole des applications LO de L O , O D J 

dans ce processus, reste invariant par changement / \ ^/ N 
dans E telles que: c^(t) = A pour t> T(^) = 

de l'échelle des temps. . ^. * .< . . A . t s 

m f ( t : co(t) -à) (donc <^{œ) = A ) , u>( . ) est continue 

Pour cela on utilise des changements de temps sur CO,T(^)C et non constante sur [ t , q u e l 

( A t ) t > Q continus à droite, croissants au sens large. que soit t < î . 

Pour que le processus transformé "passe par les mê- . . „ , _ ^ . , . . ̂  

Un "palier" de la trajectoire <̂> est un intervalle 

mes points dans le même ordre", il faudra exiger la , , , . ̂  . . ^. , , 
(non réduit a un point) de longueur maximale sur lequel 

croissance stricte de A (<*>) sur le complémentaire . ^ , 
u> est constante. Au point j , co peut ne pas avoir de 

de l'ensemble des paliers semi-ouverts 0 , s [ où la _ . . . , 
limite a gauche, mais en aucun cas ï n'est l'extremi-

trajectoire X (tu) est constante. , , , 
te droite d'un palier. 

Dans une première partie, purement déterministe, V , - . , r ^ i ^ - , • ^ 

On note m(^) le ferme de [0,O D J forme des points 

on définit les to-changements de temps, et une rela- , . , . , ^ . , , . " 
0 et GD , et du complémentaire de l'ensemole des p a -

tion d'équivalence sur l'espace canonique SI des . 

^ liers ouverts de la trajectoire ou . 

trajectoires: (o,tu'€lV sont équivalents s'il existe 
, i. j 4. ^ - v On note ra(uj) (resp. n(<->)) le fermé droit (resp. 

un u>-changement de temps faisant passer de tu a tu 1 . F v F 

' i v 4.- j !»+. „ -; fermé gauche) minimal de C0,gd1 dont la fermeture On définit également une notion de "temps invariant", ° u » j . i. • u J *. i 4. e s ^ ffl(UJ) m(to) (resp. n(u>)) est aussi l'ensemble et la tribu des invariants, tribu dont les atomes v , v ^ v . N T j « ' - , . formé du point OD (resp. 0 ) et du complémentaire 
sont les classes d'équivalence. On montre aussi que, * F 

, , J I - • T 4, - de l'ensemble des paliers semi-ouverts de la forme 
se donner une classe d'équivalence, revient a se * 
donner la suite (X„ ) , où les R sont les ins- £r,sC (resp. 3 r » s ] )• 

R« « 

tants de sortie d'une famille denombrable de boules Pour r^CO,aD] on pose r^ = sup(t<r: t€m(<~>)) 

convenablement choisies. et r^ = inf(t>r : t€ m(u>)) , avec les conventions 

Dans la seconde partie, on applique ces résultats sup(0) -0 et inf(0) _ QD S il y a lieu, on précise-
» n , X . - - 1 - 4 - - r» 4. ^ K

 r a r(u> g) ou r(^,d) . Si r^m(uj) (resp. n(w)) t a la construction d'une probabilité P sur la tribu , 0 ' ' v J J i 

, . . . , 4 . - J T J - 4 . - U 4 . - - l'intervalle contigu à m(<^) (resp. n(<->)) conte-
des invariants, a partir de la distribution conjom- ° r 

x i. -, 4. - . . 4 . - nant r est Cr ,r,[ (resp. ]r . r , ] ) . 
te des (X^ ) ; on termine en donnant une condition g d L r J g» d J 

nécessaire et suffisante (malheureusement difficile On a T(^)€ n(t^) , et T(^)e m(<-0 si et seulement 

à utiliser) sur les distributions fini-dimensionnel- si ï(w) = OD . On a aussi ï g ^ ) = ̂ (^) • 

les des (X R^) pour qu'une telle construction soit 0 n n Q t e e n f i n ^ , M , N les parties de £L*Z0,a>l 

possible. d e c o u p e s respectives m(^) , m(^) , n(u>) . si T est 

La continuité imposée à X n'est pas essentielle, une application de XL dans [ 0 , O D 3 on note £T 2 son 

mais simplifie considérablement certains énoncés. graphe, et on pose T d(^) = T(w ) (̂ >,d) et T g(w) = 

Kous espérons aborder le cas continu à droite ail- T(*>)(*,g). 

leurs. Nous espérons aussi développer dans un arti-

cle ultérieur des exemples, et notamment étudier le 1-2. Les changements de temps. Soit u>e IL . 

problème de la construction des classes de processus 

de Markov invariantes par changement de temps. DEFINITION: Un vo-changement de temps est une appli-
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cation a: mM — - ^ 0 , ool qui est continue à droite t ̂  l i m ( n ) t
a ( f t n

) ̂  a ( S d ) ' 0 r a ~ ( S g ^ t ^ a ( V • p a r 

et strictement croissante, et vérifie a(a>) = cd . s u i t e P t

 = S d d« après (1) • Donc * a ( t n) = o>{ f ^ 

tend vers u»(s) = ̂ ( s j = k>a(t) , d'où la continuité 
(le seul intérêt de l'hypothèse a(a>) = <x> est de a 

de UJ* sur C O , a . 
simplifier certains énoncés). 

Il reste à montrer que a"(T) n'est pas l'extré-

On note CT(^) l'ensemble des w-changements de a „ ^ „ • n 

mite droite d'un palier de ^ . Comme J = I 1 1 

temps. On définit a": m(u-0 »CO ,ao3 par . . J t , , , . . / x ^ „ 
' existe une suite (s ) d'éléments de m(^) crois-

n. 

[ 0 si r = 0 s a n t strictement vers J , avec (^(s^)) non cons-

a~(r) = < a(r) si r g < r tant. En prenant t

n =
 a ( s

n ) >
 o n v o i t ^ u e 

l sup(a(s) : sf m(w),s<:r) sinon; croit strictement vers a"(T) et que u>a(t ) = s n) 

a" est croissante au sens large et continue à gau- n ' e s t P a s constant, d'où le résultat.! 

che; ce n'est pas un prolongement de a , car a(r) 

et a"(r) peuvent différer si r t i W f ) n W . PROPOSITION 1 : a est une bijectlon de •(<«) sur 
/ a N m(ce ) . 

Enfin, on définit la trajectoire changée de 

temps u,a en posant pour tout t É C O . œ ] : Démonstration. D'abord, a est injective sur m(w) 

car elle est strictement croissante. Soit t u M . 

P. = i n f ( s € m ( u . ) : a ( s ) > t ) ^ , a* „ • ^ 

't S i t = 0 D o n a a ( t ) = 0 D ^ m ( ^ ) . S i t < O D o n a t d = 

uj a(t) = w ( p t ) , t , donc il existe une suite (t ) d'éléments de 
n 

avec la convention: inf ( 0 ) = co ; il faudra montrer ra("> décroît strictement vers t avec 

bien-sur que ~a*Sll Remarquons que est w ( t > Pourtout n . Si s n = a(t n) et s = a ( t ) , s n 

croissante et continue à droite, et que] m U ) décroit strictement vers s et " a ( s n ) ̂ ( t j à "(t) = 

étant un ferme droit, on a pt<E m M pour tout t. ^ ( s > : d 0 G C a ( t ) 6 ' 

On a aussi p = inf ( s € m(*-) : a(s)^t) car a est Réciproquement, soit s£m(u> a) . Si s = OD on a 

strictement croissant sur m ( t j ) . s = a(oo) . Si S < O D il existe une suite ( s

n) d'é-

Si besoin est, on précisera: P t(-,a) . léments^de m(u,a) décroissant strictement vers s 
avec u» (s ) (s) . f décroit (au sens large) 

Les propriétés suivantes, faciles à montrer, S r\ , . . 
vers p et p < p ; donc s = a(pc,) d'après (2) 

sont laissées au lecteur: . s ^ n , .
 s ,f n , n, ^ , £

1* 
et s est l'image d'un élément de m(uj) par a .• 

(1) p = r > a " ( r j ^ t ^ a ( r ) si re m(^) . 
^ g { ** ̂ t ^ g ^ t ^ a ( f t ) ^ 1 - 3 . Les classes d'équivalence. Sur il on définit 

m f ( t : p t * s ) = a (s g) la relation R: u, R*» (3a€ CT(") avec ^»=u> a). 
. , . N r a (s ) si s < s , 
m i ( t : p, > s) = { / \s • d 

rt l a ( s ) & sinon . 
PROPOSITION 2 : R est une relation d'équivalence. 

f Pa-(r) = r d S ± r ^ m ( u j ) 

(3) ( Démonstration. R est réflexive, car si on prend 
I p / = r si rcm(w) 

y a(r) a(r)=r pour tout re m(u>) on a ae CT(w) et 

Finalement, en utilisant la continuité de co, on p^ = t^ , donc A> a(t) =ui(t^) = *«/(t) . 

o btient: 

R est transitive: en effet soit ccéil , aeCT(<~>), 

r u; a(a~(r)) = u^(r) si rcm(oj) ^» , a'( C T ^ 1 ) . On pose a M = a'«a; étant don-
U ) \ ^ a ( a ( r ) ) = UJ(T) si r c m M . n é q u e est l'image de m(co) p a r a , et que 

a (resp. a' ) est continu à droite et strictement 

THEOREME 1: Si ueïl et a é C T M , o n ^ <J*t II croissant sur m(c^) (resp. m(~')), il est immédiat 

et *(u>a) =a"(J(«-)) . q U e a " é C T ( t o ) • E n f i n s i r € m M , on a 
_ „ u,a"(a"(r)) =w(r) =tj»(a(r)) = (̂ ' ) a ' (a"(r) ) d'après 

Démonstration. Si t < a (T) , on a p. < ï d'après . . a" ,, , ,.a' „ , , 

- 't r kk) * donc OJ o a" =(<->•) 0 a" sur m(w) ; mais 

( 3 ) , donc UJ ( t ) ^ A . Si t^a"(y) on a p. = ao , a'' . .,a\ . n , . , x 

^t m(u> ) et m((£o') ) sont l'image de m(u>) par 
toujours d'après ( 3 ) , donc u> (t) = A. ,, ,, v . , , , ̂  a" , < N a ' 

a" , d'où l'on déduit que u> = (^') . 
D'autre part, p étant continue à droite et eu _ . . A r v 

r* a

 R e s t symétrique: en effet si UJÇQ., a€CT(^) 
étant continue sur C0,*C, ^ est continue à . , a 

et a>' = , on note a' l'application inverse de 
droite sur C0,a (5)11. De plus, si t croit vers ^ , _. . , * __ 

n a , qui applique m(fc>') sur a(to) . Il est clair 
t et si t< a~(5) , P. croit vers un limite s , i X ^ , . 

J »t n _ que a'éCT(to'), et a'»a(r)=r. Donc si a" = 
telle que S ^ P , < T . (2) entraine que a"(s ) < t , „ „ m / a" . 

r t g y a'ca, on a a"éCT(^) et ^ = w d'après le début et que t ^a{0. ) pour tout n , donc on obtient 
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de la démonstration, ce qui entraine que uj : = i v , a » • suite T(^ a) ̂  a"(T(«*0 ) , et finalement T(^ a) = 

a~ ( T t » ) . 

1-4 Les éléments invariants. On commence par une ^ Supposons inversement que T Yérifie [TlcN 

liste de définitions, dans laquelle F désigne un •* T ( - a ) =a"(T(-)) . Soit A ^ T . o d J : on a C T l c A 

n . , . et E î . a O c A (car T ^ T ) , et T est le début de A . 
ensemble quelconque. Comme un changement de temps L J * 1 

, . , , , . . ,. . Il reste à voir que A est un e-i: mais on a, comme 
ne conserve pas en gênerai le point a l'infini, n 

, . . . . , précédemment: t < a~(TO) ) = T(~ a) p . ^ T O - O , 
nous sommes conduits a considérer des processus de- * t 

finis sur l'intervalle C O . Q D ] .
 d 0 B i C V " * ' t } = ^ T O * ) ^ t} = ^ T O ) * ? t ) =

 IA ("»Pt ) 

T > R . ^ T L T T M T ^ K T / * \ TT -, • i. • r. _ . Si T est une application: SI—>l0,œ3 t et si 
DEFINITION: (1) Une application Z : il > F est 

dite "invariante" (a-i) si Z ( ^ ) = Z ( W ) pour A cil, on pose: 

, 4. -, i~) t rT sur A ( T sur (T € N} 
tous w , ^ ' tels que 60Ru/ . T -< T = < 

(ii) Un processus Y : a * C O , G D l — * F est dit in- A l T sur A C , ^ T g sur iT^N} 

variant (p-i) si: ¥u,éil, ¥ a € C T ( ^ ) , ¥t€CO,aol, A | T d sur i.T < T^ A T <= N} 

Y ( - \ t ) =Y(",p t) .
 T = ( T s u r { T < T d A y ^ N } c . 

(iii) Une partie A de il* £0 , 0 0 ] est un ensemble 
Voici une série de propriétés dont la démonstration 

invariant (e-i) si l'indicatrice I est un p-i. 
m _~ j. ®st laissée au lecteur, 

(îv) Une application T : il—*CO,ao3 est un temps 

invariant (t-i) si c'est le début d'un ensemble in- PROPOSITION 5 : Soit S , T , T des t-i; soit Y 

variant contenant [T] et [*,a>]. ( £ e j L £ < z ) u n p - ± ( r e Sp. a - i A valeurs dans F 

„, x̂ /1^ \ ^ , (resp. G ) et f une application: FxG — > H . 
Le processus canonique X(u^,t) =o ( t ) est donc — 

. , - . . 4. 4. -1 ( A ) S A T et SVT sont des t-i. Si T T T' (resp. 
un p-i, et de même tout processus constant. I T Î , O D J — n ^ 

. m ^ n T i T' ) , alors T' (resp. T 1 ) est un t-i. T est 
est un e-i. 0 et y sont des t-i. Si T est le n * ' 

début d'un e-i contenant L T 1 , alors TA^ est ~ ~* 

un t-i. ( b ) ^ S - T } ' 1\S*T\> I { T g < T ]
 S O n t d e s a ' U 

(c) [S,T] , CS,TC , 1S,TJ , 3S,TE sont des e-i. 

PROPOSITION 3 : Soit Y un p-i et 1s,tL un inter- (d) Si A cil, T^ est un t-i si et seulement si 

valle contigu à m(u>) . Alors Y(.,<*>) est constant IA(1{T<T} est une a-i. 

sur £s> t 3 . (e) f(Y,Z) est un p-i. 

, v (f) Y(.,T(.)) est une a-i. 
Démonstration. On a te m(^) . On peut trouver un 

, » , — / » , , ^ (g) Si A est un e-i, et R = S A inf(te A) , alors 

ae C T H tel que a (s)=a(t) , et on note u cette 
a a R est un t-i. 

valeur. On a u e m(u> ) et u.(u> ,g) = u d'après (1) 

et la^proposition 1. Soit a'eCT(u> a) tel que Toutes ces propriétés sont bien-sur à comparer 

(uja)a = LU et p' = p(u, a, a') . On a alors a'~(u) = a u x p r o p r i é t é s des temps d'arrêt et processus usuels, 

s < t = a' (u) par la proposition 1, d'où p£ = u 

pour tout reCs.tJ d'après (1). Y étant un p-i, PROPOSITION 6: Soit T un t-i et Y un processus à 

on a Y(<-,r) = Y ( ^ a , p p = Y(u,a,u) pour tout r^Cs,tJ.i valeurs dans un espace métrique F muni de la dis­

tance d, et continu sur C0,T!C. Alors S = 

PROPOSITION k : Soit une application T : il-»>C0,œl. 5/\inf(t>T: d ( Y T , Y t ) ^ c ) est un t-i. 

T est un t-i si et seulement si CT l c N et si ^ 
7" ; n m . Démonstration. Soit A = W9œl\|(D ,<*>lU{ d(Y T, Y) > c }) j 
) = a (T ( t o ) ) pour tous t o^Xl, a€CT(*o) . T 

c'est un e-i contenant Zs3 et U T , œ l , de début 

Démonstration, (i) Soit T le début d'un e-i A con- s ( a ppii q uer (c),(e),(f) de la proposition 5 ) . • 

tenant [TU et ,oo] . D'après la proposition 3, 

I A(^,.) est constante sur tout Cs , t 3 tel que 

] s , t c D 5 ^ ) = 0 î comme T(u») =inf(t: I A(^it) =1) 1-5. Une représentation canonique. On va maintenant 

et (*>,T(w))éÀ on a donc T ( ^ ) ^ 3 s , t 3 si construire, pour chaque classe d'équivalence, un 

I s . t c n » ^ ) =0 : par suite L T ] c N . représentant "canonique". 

D'autre part soit a €CT(w) et p =p(w,a) . Si Commençons par une série de notations. I dési-

t< a~(T(")) on a p t < T(«) d'après (1), donc g n e r a 1 , e n s e m b l e d e s ""Ots": un mot est défini comme 

I A(<At) = 1 (-,p ) = 0 et T<-*)*a-(T<«)) . Si une suite indexée par X* d'éléments de 3N , tous 
A * , / v x , v , . nuls à partir d'un certain rang. La suite identique-

t = a(T(*0) on aura p =(T(o.)) , car T(^)€n(u,), 0 

T , a T . T , , / X N x m e n t nulle est notée 0 . Pour un mot * , *(p) 
donc U w ,t)=I (sp ) = I ( S ( T ( W ) J = 1 ; par ~ ' 

A a est sa p-ième coordonnée (ou lettre) et sa longueur 
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est |<*| s sup(p: <* (p)/é 0) , donc |0|=0. Soit On a: 

I = { « € l : p } . On considère un point extérieur f K w ) = Ï ( W ) N CO , î («")] 
P — ( 6 ) i 

à I , qu'on note œ , et on pose | œ | = 0 , I = [ * 6 j ^ ) f ̂  < p ^ : R ^ ) < Rp . 

LEMME 2 : (a) Soit ex e I ̂  10} . Si sup(u(P) : 
On définit sur I une relation d'ordre total 

Bé I(^)) égale u(<x), alors u>(V-) n'existe 
^ telle que <x < œ pour tout ex e I , et dont la ' s v 

~~ Pas, et T H = 8 u p ( R o ( w ) : f ^ . f É l H ) . 
restriction à I est l'ordre lexicographique. Y 

(b) Si u(«) = inf(u(p) : , p € K * ) ) . 

On aura encore besoin des notations suivantes: 
Démonstration, (a) Supposons l'hypothèse satisfaite, 

si * € I , si ne H et si p£]N*, on désigne par ^ J T , N 
Il existe alors une suite (f ) d'éléments de I(to) 

«<9n le mot de coordonnées ^ v

 n . s 

P telle que u((3 ) croisse strictement vers u(*) 
( *(q) si q < p . n 

*9n(q) = / < * ( q ) + n si q = p quand n T + œ . A partir d'un certain rang, on aura 

vO si q > p . u(aO* ) ) < u(f n) < u(=*) , d'où nécessairement à partir 

Pour p = 0 on convient que ^ n = œ . A un aot d'un certain rang: p n ( p ) = * ( p ) si p < | , ? n(p) = 

non nul on associe le mot a(«) de coordonnées *(p) -1 si p = M , p n(p) = k Q si p = |°< | + 1. , où 

f (x(q) si q / K J k n î 0 D q u a n d nfoD (remarque: (*n(p) est éventuel-

a(*)(q) = \ ^ ( q ) _ a s i q = j o < r | lement non nul si p ^ M + 2 ) . 

et on pose a(0) = 0 . , x . . . 

~ ~~ Par suite, si y n = ) q?i
n » a v e c q = Ie* 1 + 1 > et 

Remarquons qu'on a: = inf ( p € I p : *<: p ) , et s i t R = R y , ( 5 ) entraine que pour tout n on a 

a(o<) = sup(Ç € , : p<<<} si 0 . y ^ l H et d M t f l) ,*>( t ) ) ̂  2~ q ; comme est 

continu sur C0,y(^)C, il faut donc que ^ M ( N ) 1 ^ N

 = 

LEMME 1: Il existe une bi.jection strictement crois- -y^) et que u>(J-) n'existe pas, d'où (a) . 

santé u de I dans un sous-ensemble de C0,a3, ^ „ , s ^ , ̂  , ^ „ w * 

— _ (b) Soit s = R (UJ) , t = (R (w) ) Comme oc c I(c^) 

telle que u(0) =0 , que U ( Q D ) =1 , et que u(I) ^ *, j * (1

 N 

_ et y = y , on a nécessairement t^y(^) . Donc 

soit partout dense dans TO,!] . , x

 g . . 

^(s) est valeur d'adhérence de l'ensemble 

Démonstration. On considère une fonction h de ^(3t,t+cJ) pour tout c>0 . Donc, pour p assez 

[0,GO[ dans [0,1C qui croît strictement et con- grand, ~ | l e i ( ^ ) et l i m ^ | u ( c * & l ) = u(<*) par cons-

tinûment de 0 à 1 quand la variable croît de 0 truction, d'où le résultat.• 

à cd (par exemple h(t) = j^Arctg t ) . On pose 

u(0)=0, u(œ) =1 , et pour n^l. , p*<L : DEFINITION: On note n Q l'ensemble des toéil tels 

u(«gn) = u ^ + W ^ D - u M h W , . SUS. 5<«)*a,et (w) = u(«( ) g £Qiir tout « é . 

formule qui permet de définir, par récurrence sur Remarque : si ^ > É H 0 on a pour tout <x £ I(^) : 

\o(\ , la fonction u sur I tout entier. Cette u(<*) g 4 sup(u(p ) : p , p é I (<~>) ) ; or, d'après le lem-

formule montre aussi que u est strictement crois- me précédent, cette borne supérieure est strictement 

santé. Enfin, le fait que l'image u(I) est par- inférieure à u(°<) . On a donc u(<x) <u(<*) . Ceci 

tout dense dans £0,1D est trivial.» étant encore vrai, évidemment, si u(*)>r , on a 
finalement u(* ) < u(<*) pour tout <x € I tel que 

On fixera dorénavant une telle bijection u . Dé- , . 6 , _ 
_ \X\ol) AS* On en déduit que le complémentaire de m{ut) 

finissons maintenant, pour chaque <* e I , des ap- ^ , . 
' est partout dense. • 

plications R^ et S^ de II dans C0,a>3 par 

( SQ(w) =R Q(^) =0 ; S Q D(w) = R q d(^) = I(w) ;
 S o i t Coêû-' 0 n d é f i n i t application a : 

si P N T ^ e l ^ , n>0", Y = « P I : m(u.) _ ^ L 0 , œ ] en posant: 
( 5 ) { 5 ( ^ ) A i n f ( t > H y ( w ) : d H P , ( « ) ) ,w( t) 2"p) , (7) a(t) s / i û f ( a ( s ) : s > t , s f g H f ] i H ) si 

» ) t € m(w) N g(u) 
où f S r(w) si S V ( ^ ) ^ A R ~ n M u ^ 

R (u>) = i ^ M q < P ^ f 1 ^ +OD si t = 00 . 

^ L T(t^) sinon 
^ LEMME 3: On a a € CT(^) et u>aeSl . 

(on a ainsi une formule de récurrence sur l<* I ). 0 

Démonstration. Soit t , t'ç m(<*>) , t <t» . Il est 
D 1 après les propositions 5 et 6, les R̂ , et S w A „ 4 ̂  *. / X . N 

^ * évident que a(t)^a(t») . Supposons que a(t) = 
sont des t-i. On pose encore: /..x , /p,. 

a(t'; : d'après (7) il n'existe alors aucun ce tel 

I(u>) = {o(eI: R^(^)^Ï(^)J que t < R ^ ( ^ ) ^ t » , donc t « = t d d'après (6), con-

g(«o) = {R 0 <(
w) : ^ € Î } . tredisant ainsi le fait que t = t d : donc a est 

file:///x/ol
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strieteaent croiasante. Par ailleurs elle est con- recopier la preuve du théorème 2 . 

tinue à droite d'après le lemme 2-(b), donc a £ , ̂  , „ 
Nous allons maintenant déterminer l'image 

CT(^) . 
de n par l'application j . Si v e V , on note I ( v ) 

Montrons enfin que t o a e X l Q . D'abord I(^ a) = l'ensemble : v(<x)^4j. 

a~(5(^)) , qui est trivialement inférieur à 1 . 

Comme chaque est un t-i, on a I(c-a) = . DEFINITION: Soit V- l'ensemble des v e V tels que: 

On a R Q(^
a) = 0 = u(0)(- a,g) . Soit .< c I ( « ) M 0 } ; (v-1) - si « çlU) x ( o ], on_a p=a(*)<sl(v) et 

si t = Ro<(co) on a t =t (car [ R^ le N) et d(v(p) , Y O ) ) = 2 ~ * » 

t < ï < * ) , donc le lemme 2 entraine que a"(t)< ( v - 2 ) - si « é l ( v ) M 2 1 , il existe n < Q D tel que 

u(*)<ra(t) ; comme R ^ a ) =a"(t) , la proposition a ( f l < )

K f + i n ^ I ( v ) ; 

1 implique alors que R ^ a ) = u(«)(. a,g) . • <*"3> " SL * 6 l ( v ) , œ < Q, £ € l ( v ) U { o o ) , il existe 

y ^ I ( v ) avec < < p . 

LEMME if : Soit u,, u,'e il Q avec I(u>)=I(^). On (v-i+) - si ^ € K Y ) , n ̂  J e | , p = inf (^>^ : ̂  I n f l K v ) ) , 

a R (n)»R («-•) pour tout * e T . P o u r t o u t ^ I ( v ) avec ^ < 
* 0 4 sup(d(vO) ,•(*)) : Î 6 I ( T ) ^ ^ ^ ï ) < 2 " N ; 

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat , _ . ^ « , , „ . _ T p » T / x 
(v-5) - si * € I ( v ) , n ^ |* | , p = inf(y >*: x€ I | |I ( v ) ) , 

pour < x e l H = I ( w ' ) . Posons t = u O ) , s = t(t~»,g), 0 , Af t \ / o \ w . - 1 1 

et si p € I ( v ) , on a d ( v(p < ) , v ( ( > ) ) ^ 2 
s' = t(o>' ,g) . On a s < t et s'<: t car <̂ ,<̂ 'e SXQ . 

Supposons que B < S > ; comme s'=s-(^,g) il (dans ces expressions, inf0 = çç>). 

existe avec r < - et s < R y ( ^ ) < s - PROPOSITION?: Qn_a jtfDeV". 

d'après (6); mais ye I(^) , donc comme s < u ( # ) < t 

il Tient i r M , u ( , m , ) s e i ce qui contredit le Démonstration. Soit *> eH et v = j M ; on a I ( v ) = 

fait que s » H ^ ) alors que r < « : donc s ' ^ s , l M • ( v - X ) e s t i»»» é d i^e à partir de (5) et du fait 
. . , , ,, , , _ que u> est continue sur C O . T C ( v - 2 ) provient du 

et on montre de même que s ^ s ' , d ' o u s = s ' . B ^ u t u v / ̂  
fait que co est limitée à gauche en R (u>) si <*é 

°< 

THEOREME 2 : Toute classe d'équivalence admet un I ( v ) M O } . 

représentant et un seul dans il o . On démontre (v-3) par l'absurde: s'il n'existe pas 
. . . T , . . , , n de tel y , alors nécessairement (Ro(^)) =R (<*>) < 

Démonstration. L'existence a ete vue dans le lemme 0 1 P ' g * 
T n . . . - Ra(^) > c e qui est impossible car RD(<~>) est dans 

3, Il reste a montrer que si u»,u>'eiL avec ? 1 ^ * Y 
0 n(u>) 

u>Bto» , on a OJ = u>» . Comme chaque est un t-i 

on a =I(t^') , donc g(<~>) = g(^') d'après le Montrons (v-if). D'après la définition même de p , 

lemme i+. On a aussi C * j ( R ^ ( u j ) ) =^»(R^(^')) pour on a Rp(t*>)* S^^C^) . D'autre part R^(^) = 

tout u> , et il en découle immédiatement que w =*./•.» sup(R^(^) : l£ I («*>), y )^R^(^) d'après (5) 

pour tout y tel que < * ^ # < p et Je I ( Y ) . Donc 

sup(d(v(*),<a(s)) : 1^ (^)^ s<R y(w))< 2 " N , d'où le 

1-6» Une autre caractérisation des classes d'équiva- résultat cherché en se restreignant aux s = R^ . 

lança. On a vu que le point u^fc-)) ne dépend E n f i n > ( y _ 5 ) s u ± t i m m e d i a t e m e n t d e l a c o ntinuité 

que de la classe d'équivalence de ^ . On peut se d e ^ e t d e ^ ± n ë g a i l l L t ê R . • 

demander si la donnée de tous ces points ne suffit ^n^ 

pas à déterminer cette classe, et on va voir que On va maintenant montrer que = V° . Pour 

c'est en effet le cas. cela on considère un v £ V° , et on va construire 

« . ^ « « I c * « / / u un ^€fl tel que j(u>) = v . Si u est la fonction 
Soit V = E X { A } . Si v e V on note v=(v(oO) y 0 

, v * e construite au lemme 1 , soit F = Î U ( A : ) :«<el(v)l . 
sec coordonnées: on a V ( G O ) = A . ^ 

On pose 5 = s u p ( t e F ) , F^ = {u(^) : * e I(v) \ | I n( et 

Définissons maintenant l'application j : ^ =sup(te F ) 

SI—>V par: n n 

On pose également, pour t€ C0,cx>3 : t 6 = 

j (€«)(<) = ^ ( R ^ ) ) si uel. sup(s<t:s6F) et t d = inf ( s >y t : s € F) . Remarquons 
que 0 g = 0 , et ( t d ) d = t d . 

THEOREME 3 : On a j j(**>') si et seulement si 
On définit d'abord une application y : F — > E 

<oRu>' . 
par y(u(°< ) ) = v(°< ) si <*£l(v). 

Démonstration. D'après ce qu'on a vu précédemment, 

w R J entraine = jO"') . Réciproquement, si LEMME 5 : (a) On a T<^F. 

j ( i^)=j ( i j ' ) , il suffit de montrer que ~ = w ' quand ( b) ̂  t e F M O } , on a t g< t . 

on auppose que t.j,u>»^il0 : mais il suffit alors de 
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(c) Si t < Y n . alors F n n r o , t l ..t fini; al < b> * « a t limité, à gauche 1. long d. f Q j o . U -

F q est infini, alors T n = T • Démonstration, (a) Soit u ( * n ) e F , d é c r o i s s a n t e s 

(d) Si t ! < t » t d < a i , alors teT. t. On « t<Y, donc pour n assez grand, d'après 

Démonstration. Pour obtenir (a) on suppose ï £ F : 1 9 1 « ™ a 5 il existe s n , t n e F n avec s ^ t ^ et 

il existe « 6 1(1) avec ï = u ( « ) ; (y-3) appliqué. F

af)l
e

n>
 fc

nC = 0 • Posons P n = Inf (q: u(« q)< t j . On 

à « et ( U œ entraine l'existence de Ï É I(v) « P n *
œ 4 t l i B ( n ) t P n

 =

n * ' 0 n a P P l i ( » u 9 ( à 

avec ce qui contredit le fait que T est d ' ° u d<T(«p> 2 " B + si p . q s p ^ . La suite 

la borne supérieure de F . (y(u( %))) est de Cauchy dans E Q , donc convergente, 

et si de plus te F on a également d(y ( t), v(« ) ) £ 

Si t = u ( « ) € F M O } , d'après (v-2) il existe n .,-n+l p Q u r q ? p f d Q n c l l s y(„(« )) , y ( t ) . 

tel que p = a0*) ^ .n^I(v) . (v-1) entraine que si n 

TJt/ ^ ,g / P v , , (b) Soit u(« )€F croissant vers t < T . D'après 
(*<y<o<, alors y ^ I ( v ) , donc t°^u(p)«*:t, donc v ' n' c 

o n a ( b ) ^ le leame 5 il existe S R 6 F Q aTec F ^ ^ . t C » 0 et 

s <t . On pose alors p f l = inf(q : u(* ) > S q ) et on 

(c) est montré par récurrence sur n . C'est évi- . n / \ -
r termine comme pour (a).i 

dent pour n = 0 . Supposons (c) satisfaite par F . 
Soit t<Y -, . Si T =5" -, , comme F r i C 0 , t 3 est Les deux lemmes précédents montrent que la formule 

n+l n n+l n' ' 

fini, F n +^P ) f 0,tJ sera encore fini d'après (v-2). ci-dessous définit complètement l'application OJ : 

Si T <^ - , alors F est nécessairement finie ro.œl >• E . 

n n+l n l. » -» 

(hypothèse de récurrence), donc F n + 1 O t : o , T n 3 est (y(u(«)) si t < t d = u(^)eF 

finie par (v-2); il reste à considérer (8) ««(t) J li«(«-(a) : se F.sVjt) si t = t d < r , t ^ F 
F n + l H ^ n . t 3 si J B ^ t < - J B + 1 : cet ensemble est [ A s l t > T 

fini car, par (v-1), F

n + i ^ - ^ n
, a D ^ «st constitué d d d d d 

d'une suite croissante (éventuellement finie) ten- ( t < t ^ * entrain, t € F , car (t ) = t , et par 

dant vers T Q + 1 . D ' o ù la première partie de (c). l'assertion (d) du lemme 5 ) . 

Si F n + 1 est infini et 7n = ï n + 1 , on ne saurait LEMME 7 : (a) On a U>Q£l et, y(ù>) = I. 

avoir F r fini, car d'après ce qui précède, (b) Si t g = t , alors t(u>,g) =t . 

F n + 1 H i : o , l n l serait fini: donc î n + 1 = T d'après (c)Si t € F , ( t g ) 6 = t g = t(<j,g) et t * t ( w , d ) . 

l'hypothèse de récurrence. Cette hypothèse entraine (d) On a F ^ i O Î c m ( ^ ) e_t F | J m ( ^ ) . 

aussi que si F est infini et î <r T ^ , alors * * • • \ t 4.4 4 4 . - ̂  j 4 4 . ^ 4. 

n+l J n n+l ' Démonstration, (a) La continuité a droite de u> est 
F„ est fini, donc on a T = u0*)€ F ; de plus on - 4 j *. j • * -i 4 4 . g 4 . - 1 n ' n ' n ' * évidente, d'après le lemme 6. De même si t°<^ t , la 

a nécessairement u f r ^ i O e F f t + 1 pour tout m , et continuité à gauche en t est évidente. Soit t tel 

ï n + l
 = ttfr'n,1)*F: d ' o ù T n + 1 = P»r<v-1). q u e 0 < t = t S < T - On sait déjà, d'après le lemme 6, 

(d) Soit t g < t = t d^oo. Pour tout n assez grand que <*>(t-) existe. Si s n = sup(r£ F Q : r < t) et 

il existe, d 1 après (c), <* , S e I( v) tels que t = inf(r e F : r ̂  t) , on a s , t € F , s < t^t 

n n n n n n . n n n 
r n = U ^ n ^ t ^ s n = u ^ n ^ ' e t Fn**~*rn*8rS-= ^ ' Mais d'après le lemme 5 , et s Q / t , t R\t . D'où, en appli-

(v-1) implique l'existence de q n ^ n tel que quant ( v - 5 ' ) : d(u>( s n) ,<o( t ) ) ^ 2 ~ B ; d'où u>(t-) = 

P n(p) = °<n(p) (resp. <vn(p) + 1 , resp. 0 ) si ^ ( t d ) = w ( t ) . 

p < q„ (resp. p = q , resp. p > q ) . Si sup q = ^ , ^ 

n ^ ^ H n » n ' v On a : u>(t) =A -#=^ t^^ par construction, donc 

œ , alors s^ - r \ 0 , ce qui contredit le fait que w ^ r „ », . w . 

n n » H 4 y(o>) = y. Enfin pour voir que !(<«•>,g) = T, on remar-

t 6< t . Donc sup / N q = q<raD et s £ F pour tout - r - g v ^ i -

* (n) Hn 4 n c q * w u t que que S = X d'après le lemme 5 ; par suite 

n . D'après (c) la suite décroissante (s ) est P Dr*- ~ r r 4-4 4. 4 * 4 4 4. * ^ 4 4. 

n' F|(LV-c,XL contient une infinité de points pour 

constante à partir d'un certain rang n . et comme „ ^ . ^ . . 

d

 0 0 * tout c> 0 ; donc oj ne peut être constante sur cet 

t-t on a t = 6 f l ^ € F . i ensemble, d'après (v-1): donc u>e£L. 

Il est clair que (v-/+) et (v -5) sont équivalentes (b) On refait exactement le raisonnement précé-

à: dent avec un t quelconque au lieu de ^ . 

( v - V ) - ¥ n , ¥ s e F n , si t = inf (r ̂  Ffl : r > s) , (c)Si t=ru ( o c) €F et si ( t g ) g < t g , on a s * 

alors ¥ r £ F n C s , t t , sup( d(y( s) ,y(r ' ) ) : r» é F flCs.rJ ) t g=u(o<)€F; ai ^ vérifie p<rr<<*, on aura donc 

< 2 " n . y^I(v) , ce qui contredit (v-3) , et par suite 

< v - 5 ' > - ¥ n , ¥ s € F , si t = inf(r€F n:r>8) et si ( t g ) g = t g . On applique alors (b) à s = t g , pour 

t € F . alors d(y(s) ,y(t) U 2 - . 0 b t e n i r s ( * " g ) * 8 ' d ' ° ù t ( ^ g ) « 8 Par(8).Pour 

montrer que t(u» >d)=t, on considère s = inf (re F : 

LEMME 6 : (a) y est continue à droite sur F et li- r > t ) ; d'abord, si t < s on a s g = t < s = s D < 0 D , 

mitée à gauche le long de F . 

http://44.g4.-1
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domc se F d'après la le mue 5(d); mais, de la mène nition de S^, . Finalement, on a montré que t = 

maniera que ci-dessus, cela contredirait (Y -3 ) : v' g = v ' (w tg) , domc aussi <*,(t) =* w ( v p = u>(v') , et 

domc s * t . Par suite Ff(tt,t+cl contient une «' vérifie (9) et (10). 

infinité de points, et u ne saurait être constante ( b ) S u p p o s o n 6 m a i n t e n a n t que . ^ I ( Y ) . Soit 

sur [t,feu d'après < T - 1 ) . f• . inf < *€ I ^ I C T ) , «<ï> • Comme W l ( v ) , on a 

(d) ï((o)c F[J{a)J de manière évidente, et nécessairement = f q pour un q̂ : p-1 . Mais si 

F M O j c m M car m M = (t: t(u>,d) = t) et il suf- r * u ( f ' ) . (v-V) entraine que S^,(w)^r, donc ( 5 ) 

fit d'appliquer (c). On en déduit m(co) =F\Ji<x>} . entraine que R , ( w ) = r ( ^ ) , si bien que <*' vérifie 

(9) et (10).• 

THEOREME if : j est une bljection de ilQ sur V° . 

Démonstration. Etant donmé le théorème 3, il nous 

reste à vérifier que l'application ÙJ définie par II - PARTIE PROBABILISTE 

(8) appartient à &Q et vérifie j M = v . 

On a y(*>£l de manière évidente. On va mon- II-l. Introduction. On note X le processus canoni-

trer par récurrence que tout <*€ I vérifie: q u e x ^ ( w ) = u ; ( t ) # 0 n n e s . i û t é r e s s e qu'aux proprié-

(9) «x e T(f') > R (uj) s (u(«x ))(<*>, g) , tes du processus X qui sont indépendantes de l'échel-

/-.~\ /« / / v le de temps considérée. 

(10) ^ ( R ^ ) ) « v(*<) . 
Par suite: 

C'est évident pour ©c = 0 et = a> . On suppose que 

ces relations sont vérifiées pour tout 6 €l ^ , 1° ) Au lieu de considérer la tribu F = <r(Xg: s e CO, Œ>3 ) 

ainsi que pour tout £ é l avec S ^ , où ofêl on considère G ^ F f l j » où I = {Acjl : I A est une a-i} 

est donné; on va montrer que =*|1 vérifie éga- e s t l a "tribu des invariants", 

lement (9) et (10), ce qui nous suffira. 2o) D e i a même façon, au lieu de la filtration 

Pour on pose p q =*<|1 ; on a donc (lt }t> 0 ' 0 Ù ït = S ^ f c ) ' o n c o n s i d è r e l a famil-

? 0 = œ . q le des ( g j ^ , où = Ij^O ï • 

Si * £ K v ) on aura *'^I(v) d'après (v -1 ) , 3°) A la place de la famille T (resp. T + ) des 

soit v(*') = A. * vérifie (10), donc K ^ ( w ) = I ( g ) , temps d'arrêt relatifs à ( | t ) t ^ 0

 ( r e s P -

donc ^ . ( « J b T M , donc *»rfl<«) et o(R ,(<->)) (£t + ) t ^ 0 ) » e s t d é f i n i e d a n s ^ u n e f a * i l l e d'ap-

= Ai oc» vérifie bien (9) et (10). plications de II dans £0,001 , contenant en particu­

lier les R : on note S cette famille de "temps 

Dams la suite on supposera que I(v) et on A * 
d'arrêt invariants", pour laquelle les R et les 

notera s = R < T (<̂ ) , v = u(<*) £ F , v'=u(*') 
* P tribus G jouent le rôle imparti dans la théorie 

et t s S , M . Rappelons que, par (9) et (10) ap- = * ^ . 
* classique aux temps constants T =t et aux tribus 

pliqués à <*>(r) = <*>(s) = v(«x ) si r€ [ > i vl> et 
F. • 

que s = v < v (lemmes 5(b) et 7(a)). On distingue s l 

deux cas: La donnée de (Ii,G, ( G ^ € r ( X ^ ̂  j) et d'une 
probabilité P sur (•**•,(*) constitue le "processus 

(a) Supposons que «r« e I(v) . (v -1 ) , (8) et le j ' • u 1 ^ ^ v » „ • 
invariant par changement de temps X ". Citons, sans 

lemme M a ) entraînent: t ^ v ' < r ( o ) , d M s ) M v' ) ) = ^ , 
démonstration, le résultat suivant, qui ne sera pas 

2 ~ p , et t = inf(r>s: d(o,(s) ,<.>(r) ) ^ 2~p) . Soit , 
utilise dans la suite. 

q^ p-1 ; si R e (ĉ ) =T(^>) , on a t < R c (<-) de ma-
Pq ?q 

nière évidente. Montrons qu'on a encore t< Rp (<-») PROPOSITION 7 : Soit T une application: il—» Ç O ,OD1 . 

si R^ (o>)<T(u>) . En effet, on a alors R^ (u>) = Pour que Te S il faut et il suffit que T soit un 

(u(p q)j» g, puisque p q vérifie (9) , donc si t-i vérifiant { T < T } € | , T € T et T A l € T + . 

t^ Ro (CJ) on a Rft (w)^ v' ; mais, si on applique 

( T - 3 ) q à <*• et ($ * on rolt que d'après le lemme Remarquons que la famille S n'est pas contenue 

7(c) on a T ' W u C p " ) ) « . u (p ) ^ , g ) = B „ («-) , ce qui d a n 8 ï + : 9 n e f f , t » s i t o u t ^ * P P « r t e n a n t à 1 

..t contradictoire? P a r s u i U on a bie. t < B , (.») est aussi dan* S , V e r s e m e n t S contient des 

pour tout q.*p-l, donc H » - t<T<«) d ' a p r è s t-i qui n. sont pas dans T , et notamment des dé-

( 5 ) . Le 1 — . 7(e) entralne'encore »•«-••(«,«) i b n t s d'interyalles contigus à M . Ce qui précède 

ce... t^r' .t w ..t constant, aur C T ' S , T ' 3 , on Justifie notre définition des t-i, dans laquelle N 

a t * T ' « i .apposons que t < r ' « et appliquons et non M joue un rôle privilégié. 

( T - V ) à T » on obtient qae t e [ T , T ' * i : et T , 8 < • ' , Dans la suite de cet article, nous ne considère-

do»c d(w(T),«>(t))< 2 ~ p , ce qui contredit la défi- rons plus les tribus G w , mais seulement G. 
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II - 2 . Etude de la tribu G . Sur 1»espace V° on fimi-dimensionnelles. A l'aide du théorème de Kolmo-

considère la tribu V» engendrée par les applica- gorov, si cette famille P ferme un système "eompa-

tions: v ̂ > v(«) de V» dans E . On a la pro- tible", on construit une probabilité P sur (V,V) 

position suivante: (où V est la tribu sur V engendrée par les appli-

cat ons coordonnées) de distributions marginales P . 

PROPOSITION 8 : On_a G = j " 1 ^ ) . I X r e s t e a l o r s , après aToir montrer que V e Y , à 

Démonstration. En utilisant (5) on vérifie (par trouver des conditions (nécessaires et suffisantes 

récurrence sur |* | ) que les S^ et les R^ sont si possible) sur P pour que P(V°)*1. 

des (F t +)-temps d'arrêt (utiliser la continuité de Remarquons auparavant que, si la propriété 

X sur UO, T D , donc X R ^ est F-mesurable. Comme P(V°)=1 ne dépend effectivement que de la famille 

e 8 t u n t-i, X R ^ est aussi I-mesurable. Comme p ( p u i S q u e celle-ci détermine entièrement P ) , par 

j(")CO = x

R ( < (
u ; ) » 0 1 1 e n déduit que f ( V » ) c Q . contre elle ne s'exprime pas directement en général 

Réciproquement, pour montrer que H = j" 1(V°) e n fonction de cette famille P . Cependant, dans 

contient G , on va considérer les atomes de la l e c a s présent où nous avons supposer X continu 

tribu H et appliquer le théorème de Blackwell [ 2 3 : s u r C ° » y C » c e t t e difficulté s'estompe (ce qui ne 

(a,F) est un espace de Blackwell, et H est une serait pas le cas si le processus X aTait seulement 

sous-tribu séparable de F, donc d'après ce théo- d e s trajectoires continues à droite : ) 

rème il nous suffit de montrer que tout atome de G Introduisons la notation suivante: si *,j?e ï 

est réunion d'atomes de H . Soit donc ^,^'Ç-TL; a v e c ^ < p t o n désigne par (J (<*„&)) 0 une suite 

— a n^2 

si et cu% appartiennent au même atome de H , croissante, choisie de manière arbitraire parai cel­

le théorème 3 entraine que UJ et UJ% sont dans le l e s q u i vérifient: <*, $ € J^G* ,f ) et U ( n ) »P ) 

même atome de I, donc aussi de G , d'où le résul- - { £ € Ï : « £ f ^ p } . Soit cP(-<, f ) = Jn(«* ) ^ {-<- ,(? } . 

tat.m 
THEOREME 5 : On a V ° e V . 

En fait, on a un peu mieux: = 

Démonstration. Pour tout i ^ 5 on note l'en-

PROPOSITION 9 : L'application j : G — > V° est bi- semble des v ç V qui vérifient les conditions 

jective, d'inverse j " 1 . p o u r j,a,..,i, de sorte que V° * . Le 

Démonstration. D'après la proposition 8, l'applica- résultat découle alors des égalité» suivantes, qui 

tion k = j**1 de V° dans G est sur jective. Pour n e s o n t ^ u e d e e traductions immédiates des conditions 

montrer 1»injectivîté, considérons k€ f et ( v - 3 > > e t s o n t m i S e s s o u s u n # f o r m e adaptée au 

B = k(A) , B = B f ) ^ . Le théorème k entraine que théorème suivant: 

o o ^ 

j ( B Q ) = A . Par suite on a j(k(A))=A, pour tout = { V ( < * ) = a } . 

ke V° : d'où l'injectivité de k et le fait que son „ r- cfir , , ^ , / x , , ^^^ 

inverse est j . • ^ * € I \ { 0 ) * _ 2 " ' * 1 } ] 

II-5. Construction d'une probabilité sur (&,G) . 

D'après la proposition 9, il est équivalent de cons- V 3 = ^ H C ^ f Ç " ^ [ c * U c p 

truire une probabilité sur (A,G) , ou une probabi- + ^ ( l ^ O t U L J 

lité sur ( V 0 , ^ ) . On notera donc avec la même * ? (n) y€Jn(*>(*) ^ 

lettre P une probabilité sur (H,G) , ou son image v _ v O f f l [ c + c ° n ( U ^ ^ c ° ) 

par j sur (V°,V°). 3 ~ 3 * e I * + * (n) * É J n ( * , œ )
 1 

Si P est une telle probabilité, il est naturel » V ^ Q C 0 [ C + c°r)( H l ' (A<n f l ^ n p ^ 

de lui associer la famille P = ( P T : J partie finie * e I * n 2 ' * ' 0<rp<|*|-l 
_ J ou p * n 

de I ) des "distributions fini-dimensionnelles" où on pose: 

de P : P_ est la probabilité sur (E,E) J définie n . H ~ . / C\ „ 

par ' = W j ^ V W ^ ^ V 

où les sont des éléments de la tribu borélienne 

E de E . a i ° q t œ ^ € j q ( " ^ ) 

+ C^ 0{d(¥(^),v ( S ) ) ^ 2 ~ a - a } ) ] 

A l'inverse de ce qui précède, 1 1 est naturel de 

partir d'une telle famille P de distributions 
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v 5 = Mi[ nrc ^ n i n k n c . 
* e I n z \c< \ 

U (A 0{d(v(O,v(«9:))< rR])]]]].m 

ou p = n 

Si maintenant on é c r i t que P(V\) -1 pour tout 

i ^ 5 » l«s étant définis dan*; la preuve ci-

dessus, on obtient le corollaire suivant (dans 

l'énoncé duquel chaque J^(oc,p) est fini). 

THEOREME 6: Soit JP=(P T) un système compatiole 

de probabilités fini-dimensionnelles sur l'espace 

produit V . Pour que 1P scit associe à une pro­

babilité P sur (XI, G ) , nécessairement unique, il 

faut et i l suffit qu'elle vérifie les conditions: 

c-1: ¥«€ I M O 1 , P ^ a U ) ̂  |Cv(aU ) ) = â é v(* )J = 0 ; 

c-2: * I [0 } , 

P{a(*) «)£w(e> ] ^û,d(v(a(«)),v(^))< 2 ~ M 1 = C ; 

c-3: ¥ o r € l \ | 0 ] , 

l i»|P. \ a }[*(«) ̂  A / v ( a ( * ) 9 „ n ) ] = C ; 

lim|P T , r > [ v U ) vtn.vdr) =ii ¥ r ^ o (̂ ,f )] =0 
'n) 4V°'»l > ; 

c-3: ¥ « € I , 

(n) V " ' ^ n 

c-6 : ¥ * é l , ¥ri^|*| , ¥p tel que C<p$.'|^l-T. ou 

p = n , si ^ = « ^ 1 , ¥y avec y < p , s i enfin 

L(q) = J q ( « . r ) U i P p . P p + i . - - » P n J » SiL-â-

l i m U i m f P L ( q ) [ v ( ^ ) ^ A, v((t p)>ÉÀ si p > l , v ( p i ) 4 

a*0 q tûD p o u r p < i ^ n f v(f)£A , v ( 8 ) ^ 

et d(v(«),v(i))> 2 ~ n - a pour un 

S * J ( « , * ) ] = 0 ; 

c-7: ¥«x€l, ¥n>|«| , ¥p tel que l ^ p < U | - l ou 

P = n » Ci P q =*<*l £t L = lp p» - - » P n »*) .
 c n a : 

PjJ>(« ) / A , v(p i) = A pour p < i ^ n , v(f )^A, 

d(v(*),v(f ))> 2 ~ n ] = 0 . 
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