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APPROXIMATION VARIATIONNELLE
CONVERGENCE DES ELEMENTS FINIS

UN TEST

Jean CEA
I.M.S.P.
Mathématiques
06034 NICE CEDEX
France

INTRODUCTION

On s'intéresse i l1a construction systématique d'éléments finis tels QUe la solution
u, d'un probléme approché converge vers la solution u du probléme exact. La
construction de ces éléments ne-dépend pas des formes bilinéaires, elle ne dépend
que de 1'espace 4 approcher. Le résultat essentiel est la condition suffisante
suivante : le probléme approché sera "convergent” si tout élément u, de l'espace

approché a la propriété suivante : si y est une interface entre 2 éléments on a :

%) lvi'_[ulsl dc:ﬁ[u}; do, 4] = /da

Y

ol u.tsl et u.;f désignent les traces de W sur S et sur T.

Dans le cas d'éléments qui approchent des éléments de HZ(O ) on écrira la relation
() pour u D1 w o, D2uh 5 cependant la relation (&) pour w, peut étre remplacé

par une relation trés simple :

Vy 3A,Bey telque
(.

upy (A) = u (B)

On limitera notre étude au cas ot les points A, B sont des sommels vu des milieux
de cOtés, mais le résultat est plus général ,Ie§1 sert 4 définir le contexte dans
lequel on va travailler, le §2 donne une construction systématique d'éléments finis
pour l'approximation de Hl(n) .

Dans le §3 on s'intéresse a 'approximation de Hz(n)



v d Ge d: L2
§1. LES PROBLEMES VARIATIONNELS ot f est donnée dans L7(q)
v — I{v) est une forme linéaire et continue sur T

1. Le probléme de Neumann d'ordre 2m

m
L'espace V: H () Le Probléeme P : déterminer v € V telque:
0 est un ouvert borné de R" de frontiére réguliére ; on rappelle que
ve HM0) o v € 1%@q), DPve L) (1.3) a(u, v) = Lv) vev
pour tout multi-indice p=(p,,...,p ) telque |p|=p, +...+p =<m
1 n ' 1 n . R . N
Py .-+ +py On sait que ce probléme admet une solution et une seule. Pour les problémes
DPv=d g v . variationnels cf J.LIONS - E.MAGENES [ 7.
Xy .. 9x 1
1 n
On pose :
(u,v) . = Z (Dpu, p? ) 2. Approximation de 1'espace H™(q) : I'espace V"
\'a P LZ(O) - h

L'espace produit F

Dans [ 7 J.CEA introduisait I'espace V comme un sous espace de 'espace

La f bilinéai :
orme ilinéaire afu, v) produit F :(LZ(O)) N(n, m) ; en effet soit v ¢ F, on note les composantes
pour u,v € V on pose de v de la facon suivante
a(u,v) = pz::l /ap q(x) un(x)Dpv(x)dx v=_(.., Vp,'-.-) P:(pl,---;Pn),OélplSm
) ?
0 visitlement Hm(n) peut &tre identifié avec le sous espace de F des éléments

N 4 L] P ' T
ot les ap sont donnés dans L (n) et vérifient I'hypothése de coercivité : ...) tels - que:

24 v=(v0,....,vp, .
v_=D%v,
(1.1) pZ;] 3. q (x) §p £z zp:]!dz p.p. surf p
’ ’ Notons yue :
pour tout € = (..., E ,...)eRN (w,v), = 2(u_,v) o< |plsm
P F P’ P20
le nombre N étant défini maintenant. (u, V)V _ E(Dpu, DPy) .
L%(q)
Le nombre N = N(n, m) :
N désigne le nombre de multi-indices p = (pl, cee, pn) tels que o<|p|<m. La triangulation :
Compte tenu des hypothéses, la forme u,v-— a(u,v) est bilinéaire, On partage 0 en éléments K, ,/ € L, Lun ensemble d'indices donné ;
bicontinue, coercitive au sens suivant : on suppose que ID(l n }o(ﬂl =4 .V L #1et quen = UK ; onpose
h = max (diam K, )
2 Jevn LT .
(1.2) a(v,v) = el vl v VYVeV et on suppose qu'on a, en fait, une famille de triangulations 9;1 , avec

h — o ; on suppose que la triangulation est "réguliére' (pas d'écrasement

La forme linéaire L{v) d'éléments ...) .

On prend pour veV
L(v) = /f(x)v(x) dx
0




pas trop grand (un élément qui est dans la "limite de Vh" est obligatoirement

L'espace vlrln
— dans V .)

On définit sur K un espace vectoriel V;n K de dimension finie, de fonctions
b
réguliéres (des polynomes ...) .
La notation DY : soit vy une fonction définie sur Q et telle que
" - m
v
KeT i ‘Ke Vh, K
sur 01, appartenant i Lz(n) et vérifiant

3. Les problémes approchés

;a vy, onva associer des fonction DP définies
La forme bilinéaire sur Fx F :

On la note a(u, v):

P = pP
DV v =D v,
h!K (h'K) u,veF , u=(....,up,...) v='(...,vp,...)
la dérivée DP est la dérivée ordinaire dans K. Si v, est localement un Z
~ h afu,v) = a u v
polynome , pP vy est aussi localement un polynome (dérivé du précédent) ; b4 Jg P2 a P m
on aura donc elle est coercitive sur les 3 espaces F, V, Vh
J(..., Dv ,e..) EF
m La forme linéaire sur F :
Vh sera un sous-ensemble de tels éléments ; nous étudierons plus loin v=( v )
T(oee, V yuus
le probléme du "raccordement' des vh/ p
K Lv) = (f,vo) ,
L)
Hypothése A :
. . m
Vh est un sous espace FERME de F Le probléme Ph . déterminer U € Vh tel que
Wi =0 = v =o0 B m
h F h (3.1) a(uh,vh) = L(vh) v i € Vh
Alors Vh est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire ~p ~p
(u, v) = 2 (5911, 5p_v_) s1 uhz(...,D uo,h"”) s vh:(...,D o,h"") .
vV, ox<lpl<m 12(0) entifiant
On a, en identifiant .uo’ h et uy
ﬁypothése B: u, € Vllln
Vvev, il existerhVEVh tel que (3.2) 3 a 59y DPv ax = f v dx
: " p,q P, q h* h h
lim ﬂr v - v" =0. 0 0
h>So h F Vv eV
h h
Hypothése C : Théoréme 3.1 : sous les hypothéses A, B, C et celles du probléme P, alors
On suppose q\lt:n: 1) le probléme P a une solution u et une seule
st uhth ’ ”uh”F < ¢, lim Yy U €F dans F faible 2) le probléme Ph a une solution w et une seule
alors ue€EvVv, 3) de plus
On peut interpréter les hypothéses B et C de la maniére suivante : plim ”Uh - U”F =0
on veut remplacer V par un espace voisin V, , l'hypothése B assure que I5P Pl
i.e. V¥ < m lim {{D -D u =0
Vh n'est pas trop "petit' (il y a assez d'éléments dans Vh pour approcher 1.€ p o<lpl< h=So Yh LZ(Q)

n'importe quel élément de V) tandis que 'hypothése C assure que V, n'est



Démonstration :

Les points 1) et 2) sont d3s conséquencesdu lemme de Lax Milgram ;

établissons le point 3 .

Convergence faible :

Ona : a(u,u) = Ku)

d'ol il vient

IA

lo ) < N,

F L7(0)
on peut donc extraire une sous-famille u
vers un élément w de F

llih.lls c
{ L, =W €F

alors d'aprés 1'hypothése C ona w =V ; mais

a(uh, rhv) = L(rhv)

Compte tenu des convergences W= wo, rhv ~» V ona par passage a

la limite

alw,v) = L{v) vEV

donc w=1u et u, —u dans F faible.

Convergence forte: ona:

It

a(u-uh R u-uh) a(u, u) - a(u,uh) - a(uh,u) +a(uh,uh)

It

L(u) - a(u, uh) - a(uh, u) + L(uh)

et comme w—u, cela entraine
lim a(u - uh) = L{u) - a{u,u) - a{u,u) + L{u) = o .

La coercivité entrafne alors la convergence forte.

Remarque 3.1
Ce théoréme figure dans J.CEA [ ] dans un cadre plus général; notons
les points suivants : il n'est pas nécessaire de supposer que la forme
a(u, v) est symétrique, en d'autres termes que le probléme P est issu
d'un probléme de minimisation ; l'introduction de 1'espace F a permis de

sortir du cadre de la méthode de Galerkin et d'approcher séparément les

faiblement convergente dans F

dérivées DR par des éléments de Lz( 0), l'approximation étant dite alors

EXTERNE ; dans le cas ou V th I'approximation est dite INTERNE

Remarque 3.2 :

Dans le cas de l'approximation interne, 1'hypothése C est alors automati-

quement vérifiée .

Remarque 3.3 :

On a expousé Ia méthode sur un exemple ; en réalité elle est beaucoup plus

générale et on peut 1'appliquer a des sous espaces d'espaces produits

<Hm(n ))q )

Les tests A,B,C

Pour se rapprocher du "langage Ingénieur', on emploiera le mot TEST au
lieu d'hypothése. Ainsi pour &tre assuré de la convergence de la méthode
utilisée, notre espace Vm, avec un choix particulier d'éléments finis, doit
passer avec succes les tests A, B, C.

Dans toute la suite, on va essentiellement se préoccuper du test C qui
assure le "raccordement” des éléments lorsque h + o . Notons qu'il n'y a
absolument rien & vérifier sur les formes bilinéaires et linéaires. Il ne

L'agit ici que de l'approximation des espaces.

Si on veut calculer les formes bilinéaires et linéaires par des formules de
quad: atares, alors 14 seulement on pourra introduire des tests (de consis-
tance en particulier!)

Il sembhle donc qu'il y ait une différence entre ce test C et le Patch Test cf.

STRANG-FIX [ ] et la bibliographie de 1'ouvrage.


http://llu.ll

§2 . APPROXIMATION DE Hl(a) pncRr®

1. L'espace V:l et le test C :

3
H1(D] est un sous ensemble de F‘I = (LZ(D))

U = (u,D1u, Dzu) Diu = a—gi’— i=12
De m@me V:I est un sous espacs de F‘I
v, = (v, 7 D,‘vh, savh)
ol Divh.‘l = D (Vh' ) dérivée ordinaire dans K
'K K i
(41,) ) () R - CA Ynt+ Dy ) 2
v, L5(n) L5(n)
1ere forme cu TEST C :
u € \l1 ull <&
h €V o o], = ,
1 = v EV=H(n)
u, *u € F,g
Notons que U, o € F1 signifie que, si u = (u° 1 Uy u2]
- 2 2
U, * g EL{(D) dans L°(p) faible
~ 2
D,u, =u, €L7(n) n
~ 2
Dyu, = uy €L°(0) "

il faut montrer que u‘l = D1 Ugs Uy = Dzu‘, (donc que u, € H1(n)) .
Cela signifie que V ¢ € H{n) ,
(up v o) + (ug, D, )= o 1=1,2

On peut dire les choses autrement :

2&me forme du TEST C :

“uh" <c Vo ebn) , pouri=1,2
1
Vn - A
U €Vh ham {(Di”h"!’)“(“h'oi‘p)}:"
les 2 formes sont évidemment équrivalenj:es; c'est cette 2tme forme que nous

allons utiliser.

2. Une condition suffisante pour que le test C soit passé dans H1(0L-

o

Voyons d'abord quelques définitions @ Y, € \l:l est définie localemant sur

K
), & une trace

chaque élément K de la triangulation ; on pose u: = uhl i u
K

sur la frontigre 3K, notée y u: , ou u: , ou u_s'il n'y a pas d'ambiguité.

h

.- (valeur moyenne) :

La proprictd
On dira gus u, & la propriété V.M. si ¥T, S € F/;I , ayant un cdté commun

AB ona:

S R (U Ry (VT PO
A AB Y

o
- Cotte propriété est trivialement vérifiée si u € C (n) .

On va démontrer le

Théoréme 2.4, ¢ si tout é1ément de V1 a la propriété V.M. alors le test C est passé

h

dans H1(D) .
Démonstration :

Commengons par donner une notation :



e & tout &lément u, on va associer une fonction définie sur' M, constante

sur chague K Gﬁ"h i elle sera notée ﬁh

= —— u:(x) dx ]K]:f dx

o 1
h'K 'K] K
K

e On associe a la restriction uK de U, & K une fonction EK

h N définie sur XK ,

constante sur chague cGté :

B
~K 1 K d
) P IR
A AB AB
5'il n'y a pas d'ambiguyité on écrira ﬁh y ;h au lieu de Oh R G'K, .
K h
Démontrons le théoréme ¢
Soit u_ €V tel que
u, 2 = [lu 2 + D, u 2 + B, u 2 <C
h 1 h 2 h 2 2°h 2
v, L°(0) L(n) L5(n)

scit-g-€ BH{n) eti=10u2; il s'agit de montrer le test C sous la 2&me

forms :

(2.2) 1im Ai(uh,m) =0

ol

(2.3) A 0) = (B u, s w) Lt (4.8, o) .

L%(n) 2(n)

On a, en supprimant momentanément 1l‘'indice h ,

Ay o) = ZK:(Di“"P) + (”'Di“’)
L2(K) LZ(K)
= ;I u-w.'nido'

3K
la normale extérieurs & dK ayant pour cosinus directeurs ("1 , 1]2)

grace & 1'hypothdse V.M. on a :

Ai(u,cp)= 2[ (u-t)o n do

K
3K
mais puisque U est défini par valeur moyenne et que ?5 est constante sur chajue

cHté, on a aussi

A, (u, o) - ;f (u-)(g-3)m, do
aK

En ajoutant et en retranchant U et p, on a :

Y j u-0+0-U) (p-5+d-9)7; do

Ai(u s CP) K
aK

Ce qui conduit a :

;f (u-8){o-3) Ny do + 2,;[ (u-2)(®~-3)n do
aK

K

Ai(u ’ m)

v 3 [ @8 (e-3)n 4o
3K

Sur chague coté O — U est constant, donc le dernier terme est nul d'ol :

Ai(u ) ) Bi(u ) o) + Ci(u » o)

Y[ wooe-an ao

3K

6,(u, o) ;f (u-0)p-7)n, do - );—‘-/ (76 (5-3)n,do
’ oK 3K

(2.4) ! B, (4, )

]

On peut réécrire Bi sous la forme ;

B, (u, v) =2K{(Di(u—-ﬁ), o-%)  +(u-8,0,(6-3)) }

L2(K) k)

Bi(urtp) =v(Diu, (D‘&)Lz + (U—G,Di W)La

(0) ()

on vérifie facilement que
(2.58) hl_}g Eli(uh y©) =0 .
Pour majorer Ci’ on utilise le fait que I&—;ls C(p.h et gue le nombre

d'éléments est d'ordre 12 ceci est en fait une hypothése sur la triangulation;
h
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on a en utilisant plusieurs fois Cauchy-Schwartz :
C°
_2_2:/ I‘dc./ ]"-glzdo

I8 -
aK

/ ]G—U’! do
3K

Lemme 2.1. ¢ Vv € H1(K] » pour tout coté yde Kon a:

A

I, (u s o)1

A

admettons un instant le :

(2.6) IO:— uy‘ =c ”u"H1(K)

alors il vient :

(e <c n? Y e
‘Cl Q)' Cz h K ” ”H1(K)
Ie;(u, 0))? < 6, 02 Jul?
Fe
et donc
(2.7) hl_:’lg Ci(uh yp) =0 .

Avec {2.4) , (2.5) , (2.7) on obtient (2.2) .

Démonstration du lemme :

h
Cas du carré : 'J_v= -:‘— u(x,0) dx
4 %nh
0 = ? j j u(x,y) dx dy
oo

K

x
1 y

On a : u(x,y)} = u(x,0) +JU u;(x,t) dt

d'oll en intégrant sur le carré

G hn // dx dyj u' {x,t) dt

(6 -u )h [ | ({ dx dy( uy (x,t) dtt

12

//dxdylj xt)dtl

hff dx dy |u (x, )1
//P *(x, t[l dt

a4 2 .
n? ul?,
(k)
d'od
a 2
fo-a) <y
Cas du triangle isocéle :/ on prolonge la fonction par reflexion
Yy
h sur 1'hypothénuse du triangle et on applique le
résultat précédent en remplagant la norme dans
K 1 :
o H'(K) par 2 fois la norme.
v h x

Cas général: (triangles): par une transformation affine on se raméne au cas
précédent. (cf cours CIARLET [ 7} Chap.6 - Th.3 , Th.4)

Cas général : (quadrilatéres): on partage le quadrilatére en 2 triangles.

Nous allens maintenant nous intéresser & des perturbations d’éléments qui

-passent le Test C. \

Théoréme 2.2 : si tout élément u, de V1 a la propriété suivante :

h

Si "uh" =C alors il existe mu €F tel que :

(2.8)

1lim (rru -u ) = o dans F faible et que mu_ passe le Test C
hoan T T Ya h
alors le Test C est passé dans H1(D)

Démonstration: avant de démantrer ce théoréme, fixons un peu de vocabulaire :

Ty, esten général un €lément fini plus simple que u Uy peut &tre regardé

h ?



3. Nuelques élérents qui passent le Test C dans H1(0) .

la démonstration est évidente : on retourne & 1'hypothzse C, §1 , n®2.

3.1 Ralations qui permettent de définir des valeurs royznass sur les cltds dus

Regardans maintenant quelques utilisations possibles du théoréme 2.2.
15 ants.

EXEMPLE 2.1.: on suppose cecl : si u_ est borné dans F , on peut construire

h Soit u un polynome défini sur K , soit O son transporté sur 1'€lément de

~

u ui vérifie le Test C et tel que fer
T, 8 qu référence K dant 2 sommets sont (-1,0),(+1,0) i on va se limiter aux polyno—

n
2 ~ ~ 2 2
(2'9) ”uh—nuh”LZ(n) + ; ”Di Yh T Din uh”LZ(n) = C'h”uh”F ° mes de d°5 5 on suppose gue

Al 2.8) a 1i t tcC t
ars ( ) ieu et le Tes est passe 0()(1,)(2) - a+fbx+cy] + (dx2+exy+fy2] + rgx3+hx2y

L2, 3J I 4 1 3 22 3 aq
EXEMPLE 2.2.: on suppose maintenant, que mu_ passe le test, que +ixy +Jy )+ Ix +1xX7y + mxy 4 nxy +py ]

h

2 +|'qx5+ rx4y+sx3y2+ tx2y3+ uxy4+vy5]
Tu - U ~ p dans L (D) et que VK on a

i=1,2

it
o

(2.10) f Di(uh—"uh) dx
K

Dans ces conditions (2.8) a lieu et le Test C est passé. On pose
*(s) = dfs,0)
Remarque 2.1 :
+1
m = % ‘}'(s) ds = valeur moyenne de u sur un cOté de K
Tout ce qui a été fait dans ce numéro est valable en dimension 3, (2.6) 1
v(X)+¥(-X) v
devant &tre changé en E)( B 2 Eo = ¥(o)
¥ (x)-y' (-X)
~ 2 - LAY AR
(2.6) lo-T )%= c &l Px 2
M H'(K)
mais le théortme 2.1 est inchangé. Pour étudier les différentes contributions des palynomes homogénes ug, .., ug

on dispose les résultats sous forme de tableau :

o
jod
[=

° 1 2 3 4 5
5
v(s) = a +bs +ds? +gs° ks +0s
a +0 + 4 + K +0
m = 3 ) + 3

EX= a + 0 +EiX2 + 0 4—kX4 +0
v (s)= b +2ds +3g52 +aKks> +5qsa
D, = + 0 2ds + 0 s lkx + 0
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16

3.1.1. Relations entre valeurs moyennes et valeurs ponctuslles de la fonction

~ 5 A2 32 2 4 5
u € (Pfjlx YaX ¥ 4 XY %X ,Y¥ IXYJ)
1 1 )
S (X L
type m = F(EX,EY,EZ) ot f est une fonction connue; X,Y,Z pouvant étre (37) ] * * * ( ! \/E'),A \/E,,
me- 2B oaE Xe
distinct's ou non; en fait m = f‘(?(x),W(—x),W(Y),w(—Y),v(z),\v(_zD -
o 5 5
0e (P xy) u € (P5, X Yyeea, Xy )
v -1,-X X
(3.8) ) .o s -o o ( ’ 10, 1Y)
(3.1) - (D) o<X<Y<t
m= Eg m = F(EO,EX,EY) 0<X<Y<
@ R 5
u G (P1,X)’) u 6 (PS»X y,_,,,xys)
3.2} % . - (-
( ) ( 1, + 1) (3.9) ) —— (—1,—Y—X,X,Y,1)
m = E1 0= X<Y
m =g(E1,Ex,EY) o< X<Y <1

o

€ (Pa,xay,xzyz,xya)
(3.3) (-L 1 )
- g 2 _:1_ V3 V3

E|

3.1.2. Helations entre valeurs moyennes et valeurs ponctuelles de la fonction

u et de ses dérivées premidres.

>

3 22 3
€ (Pg,x7y,u%y",xy")
On ne va pas expliciter les fonctions; on donne seulement la forme des
(3.4) % . . o (-1,0,1)

3

1
= E, 4 __Q_(EX_E") X = 1 résuitats
3X

3 22 3 m = FEy,EyD,,0,)
€ (P 7y, x5y, xy”) x' By P20y

foed

(3.5) ¢ ——o—w -X,0,+Y) les points X,Y,Z,V étant différents ou non selon les cas.
m=Eg+ oy (£, -E,) o< X<1 o <X<1
x Une premiére relation est du type :
o 3 22 3
0 € (Pyxys Xy ") S Pa.xay, 2y, xy°)
(3'_5) ) - . . - (-1,-%,%,1) (3. 10)
X2E -E £ —E, o<X <1 m = f(Ey.0,) 0o <X<1 Yo
m= ——1—-——X + —1- X o<X<1
3
K- -1
- - qui conduit & 2 cas particuliers
-Y,0,+Y)
= < - ( 1Yy
(3.1())1 X=0 o<Y<1 C<v<
(3.10) X=1 o<Y<1t — o (21,27, 47041)

2 nevY< 4



N § 42 33 24 _5 T > o
e (PS’X Yax ¥y oy xSy xy ) ,l,BJ,i\_,\,IG:Lfi_
(3.11) type Sché ma d 4P P points{sur -1, +1) |reclation
m = f(Ex,Ey,Dé) Contraintes sur X,Y,Z I e R - e
elle conduit & des cas particuliers : 0 /\ 3 =1 >3 awn The 2.1
2 2 -1 Tl S
(3'11)1 X=0, o<Y=1 ’ Y # 2z T T e ——
1 /\o\ 3 1 3 1) [3, 1)
1 1 1 -
(3.11)2 X=1, det 1 ¥ A £ o - - -
3
o 22 4z 2 /\ 3 1 10 +1 (3.2)
Enfin on a une relation du type
. 1
. 5 5 3 /\\\ 6 | 3 10 + 1 (3.3)
UG(Pslx Y:""XY) - - va
(3.12) N
m = F(Ex,Dy,DZ) YZ(z-Y)(z+Y) 4 o
0<X<1 o<Y<Z<1 4 6 3 10 +1,0 (3.4)
qul conduit aux 3 cas :
* X,0
(3. 12)1 X =1 oy —e 5 - 9 3 0 0o<X< (3.5)
- L
(3. 12)2 X=o0 —————r
6 9 3 10 x4, 2Y (3.6)
(3. 12)3 X € Jo,17 . - . o <X<1
<l
Notons ceci t on peut aussi établir des relations qui utilisent la dérivée
7 . 9 5 21 t1, 4 1 (3.7)
seconde; nous ne le ferons pas ici. / \ Vs
14 Il 8 : 15 | 5 21 Y, +X, 0 (a.8)
3.2 Ruelques €léments
On choisit comme degrés de liberté les éléments qui servent & exprimer m dans
les relations précédentes. Notons que dans plusieurs cas on ne fixera pas tous +X,0, 1
Tes degrés de liberté. 9 15 | 5 21 b<X <Y < 1 (3.9)
d = nombre de degrés de liberté imposés pour passer le Test C -
p = nombre total de degrés. T
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type] S c¢c h é m a d*P points relation
X o

10 3 o< X <1 (3.10),

11 i : 3 4, X (3.10),

12 5 0, +X, Y (3.11),
’ contrainte

12 /\ﬂ‘s\ 5 o+Xx, vy (3.11),‘
OO contrainte
9, X,y

13 A 5 con%rainte (3. 1”2
i3 /\o\ t1,EX,tY

%] s 21 contrainte (3. 1“)2

S

+1,4X,+27 )

14 A 5 0<Y<zZ<1 (3.12)4
o,ty,rz

o /\ s 0<Y<Z<1 (3.12),
+X,tv,*

16 ///\\\ 5 o<X<1 (3.12),
. - o<Y<Z

20
type d d” P points - relation
0 4 >2 annun Th-2-1
1 a Pyxy 11 (3.1)
L 1 B -
2 ( 8 Py o (3.2)
’ T — \/3
3 [__—v—‘\ 8 PS + 1,0 (3.4)
33 22 .
P, x"y,x"y * X0
: 12 ' xy ’ 0<X=<1 (3.5)
P, x"y x2y +1 X
5 2 [T o (3.6)
xy o<X<1
6 12 Pg 4,7 A (3.7)
Vs
+X,¥Y,o0
1 20 Ps o<X<Y<1 (3.8)
41X, EY
8 0 Pg 0<X<Y<1 (3.9)
3 + X
9 12 [ VXY ° (3.10),
xy o<X< 1
+X,*Y,0
(3.11)
10 20 PS 1 contraintd 1
+9,4X,2Y
11 20 F’5 1 contraintg (3'”)2
+1,tY,%2
.12
12 20 Py o<v<z=1 | (312),
tY,*Z,0
13 20 Ps o<v<z<1| (31




§ 3 APPROXI\IAIION DANS H (O) hc IRZ 2
fffff - dans HO(P ).

1. L'esnace V,2 et 1e Test C dans Hz(ﬁl

D% ranslration:

2 - 6
v € B (N) est identifié avse un éldment de F. = (L2(n))
2 On applivue le Thiurlce 2.1 a R D U, ,u .
1"h 2°h
V= (v D,v, D_v, D v v )
AT T2 T, 1T 2 T2 ) Cela va persatire la construction de ronbreux 2100 2ats finis qui passent e
2
ou D,v = av, D, . v= 3 v 2 5
axi 1yJ axiaxy Test C dans H ()i il suffit de choisir les degrés de liberté de fagon cue
a PO 2
De méme un élément Vi € Vh est identifié avec un 8lément de F
2 les 3 valeurs moyennes de u D1uh, 02uh s'exprivent en fonction de ces da-
v, = (v, D,v,, Dov,, D ) D.
h= (Vs Dgvps DVps By vy By vy, Dy, 2V grés de 1iberté.
2t on a
Notons la remarque importante suivante :
el 5 = Il
v F . ~ ~ RPTR a~
. h 2 siou, Dsuh' Dnuh ont la propriété V.M. alors Uy D1uh 02 ,, aussi aussi,et le Test
la 2'°™ forme du Test C est ici :
C _est passé; D  est la dérivée tangentielle, D, la dérivée normale & AK ;
,
”“h” 5 =c Voedn) , pour 1,j-=1,2
( ) Vh = si waintenant, on impose aux éléments, le raccordement aux sommets de la
1.1
2 4
5 tri Jati btient 1
U evh hl.j;mo{(oiuh’u’) + (uh'Dim)} . riangulation, on obtient le
1im f(D ) - (u ) =
S '@ ,0 1@ ]
h- 1yd “h “n Théoreme 1.2 : le Test C est passé dans Hz(n) si Vv u, € Vﬁ et pour toute interface
cu encore AB commune & 2 éléments S et Ton a :
4
(<] T S T
”uh” 5 <c Vo edn) , pour 1,j = 1,2 5 Uh(A) = Uh(A) ’ Uh(B) = Uh(B)
v (1.3}
(1.2) " 1 tin (Bug) (u.00) A 1 5 1 T
> h gt ih® htg@st =0 . D oy do = D, u, do
Un € Vh AB AB
AB AB
L hlimo[(o ) h)tD)'l" (D uhro w)} =0 b - i
n an
Théort .1 si 518 [ D.u .D o Démonstration :
oréme 1.1 si tout élément (uh, D1uh,02uh,D1’1uh,D1,2uh, 2 2 h) de Vs est tel —_—

que u, 1 h' Dzuh ont la propriété Valeur Moyenné alors le Test C est passé Les relations (1 3) entralnent ceci : B sUn? Dnuh vérifient la propriste V.M.;
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~

donc d'apreés le théortme 2.1 , D1uh, Ezuh passent le Test dans H1(0) .

I1 ne reste plus qu'a montrer que u,, passe le test dans H1(0) .

Démantrons le dans le cas d'un triangle :si Yy EVﬁ , on désigne par nmu le

polynome d'interpolation de de1 de Yy (dans chague élément K de la triangula-

tion). On sait que (cf.CIARLET [ ] )

(1.4) ”uh - nuh” \ <
H'(K)

la constante ¢ ne dépendant pas de h.

n al,

On a maintenant @

A; (o 0) = (Di“h"") s ¥ (”h'Di°P) 5
: L(n) L5(n)
mais U ece(n) et donc

(1.8) Ai(rruh ,(g) = (31 Uy ,gp) + (n Uy Diq)) =0
3(n) t3(n)
d'ol
A; (u0) = Ai((uh ~mu) 'P)
A (up0) = (ai(uh—"uh) "’)Lz(n) + (”h T Un Diw)La(n)

Compte tenu de (1.4) i1 vient :

(1.6) hl}.mDAi(uh,gp) = 0 .

Cas des guadrilatéres : on partage en 2 triangles et dans chague triangle, on

utilise le prolongement précédent.
On va établir maintenant un théoréme analogue :

Théoréme 1.3 : le Test C est passé dans Hz(n) si v U, € Vﬁ et pour toute

24
interface AB cn a
“
[ujr:(M) = u}T](M) W nilicu e AB
B
1 S 1
A (1.7) $ A8 / D{_lui_l do = e Dnu do
AB AB
1 S5 1
. e = . g
\A /Dsuh do AS fDSu d
AB /AB
Démonstration:

Comme celle du Théoréme 1.2 avec les changements suivants :

1) mu

h interpole maintenant aux milieux des cdtés
2) i1 faut établir (1.4) pour cette interpolation
3) On n'a plus (1.5) : Ai(nuh,:p) =0

mais seulement

lim Ai('rr uh,q;) =0

piri sgua T est du type T1 (cf. §2)

le reste de la démonstration est inchangé.

Conclusion @ chacun des 3 théorémes va donner naissance & des éléments qui

passent le Test C dans HZ(O) .

2. Quelgues expressions des valeurs moyennes de u, u)'( , u' .

b4

On reprend ce qui a été fait dans le § 2, n°3 . u est le polynome transporté,
par une transformation affine,sur le triangle (-1,0) , {(+1,0) , (o,+1), ug

désigne le polynome homogdne de d®i qui entre dans la constitution de a.
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& = u +u + u, +u +u +u E(P4yxn’<>"xy’y

m)— ¥(-1)

2
¥(s) a + bs + ds + gsa + ks? + q55

- + b + 2ds + 3s + 4ks + 5gs

(2.3) Ty () 5 v (0)

it

‘i’y(s) +c + es + he? + 1s +rs

v (o) = 2 (v(0) ¥(-0) - 3 (1 () 4y, ()

h GPS
m = +c + = P PRI RN SR N
g ? s { (1) - ¥(-1) ‘_ I‘ (5} }fg

I

(2.1
On a noté  ¥(s) = t(s,0) . 3 ¥(s) ds

3
1
Ny

_%( (x) + \yy(~x)) + gy, (o) 2

] 1 1
YX(S)= BT(S’O) m = zf+ Yx(s) ds v (o) = %(Y(ﬂ Y(O))* _g’.(wx (x) +wx(-x)>

v, (s)= & (s,0) m s J+ v (s) ds
~y(1)-¥(-1) (-1, L ,1)
C2 Vs Vs
S(e, )49, (-x)) + £ (3, (107, (1) 2

le chté AB habituel est ici (-1,+1) .
(2.5)

2.1. GQuelques relations qui font intervenir des valeurs de la fonction et des

7
dérivées 5

2 2
0 € (Pyyx"y,xy%) ‘
2.2. Quelgques autres relations :

_ (1) -v¥(-1)
2

€p
(2.1) | . ; (-1,0,1) | a x2=% . .
m, = ¥ (o) (2.0 n = v, () + ¥, (%) (— B __L)
v, (o) = XL =¥(=1) v () + v, (X) Vs' V3
\ X 2 m Y

m

o€ (P4,x5,x3y2.x2y3,y5)
(1) -¥(-1)
(2.2) m o= } ——a (2.7)
Yy(x)ny(-x) 1
. my = —————2————~—— X = ?? ‘N/S 1/?;

2y o)+ (v M+ (1)

et ::: 3}
(_1!Dl+1)

m, = —g— v (o) + %(Yy(”-l»‘i’y(—‘l))
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(e e £ )
uep 1 1
6 Cr -5 350 )
o) om0 ) (B er )
X= -5
m, = 2 (v, 008 v (X) + £ (v (1) + v (1)
u € P6 N R ~
(2.9) m, = g- v (o) + 1% (YX(X) + vx(—x)) (’\I'%' O J—%)
2 3
5 =35

m, = = v, (0) + 3 (yy(x) + vy(—x))

3. Quelgues elements qui passent le Test C dans Hz(ﬁl.

d = nombre de degrés de liberté imposés pour passer le Test C

o -
i

nombre total de degrés de liberté .

(voir tableau page
suivante)
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- TRIANGLES
typel S ¢ h é m a d d° P p Points :1(2)11‘11_
e e N = —
~ oyt The
N
I - Uy ;,,,, 77”1.1’
1 - g Nur'_l 6 Th.
B B S SR N 1.2 )
2 6 2 6 (-1,0,+1) (2.1)
S - NORLEY
3 = N u' | 6 P, <P <P
_ Mopaaerks 2 KO3 (=1,0,+1) (e.2)
4 » 15 Pa,xay ,><2y3 17 (—1,—i, A ,1\(2.2)
A~ : PN V3 v3
5 A 15 Pd,xsy , X y3 17 (-1,0,+1) (2.3)
r 3
6 18 Pg 21 (—1,—~—5,0, —5,1) (2.4)
“o o
1 1
7 21 P 21 -1,- —, —,1)(2.5)
A 5 ( Vs V6 )
~ ~ Mu;( Th.
° ég e 1.3
9 15 P 15 Lo, (2.9)
/:e/_\\(\\\ 4 (VB 'VB)
10 /\\ 15 P, 5 (o) (2.10)
1 1
11 //Z&S\ 21 P 21 |[(-1,-=,0,—,1 (2.11)
o o 5 ( "V5 VB )
e A= - ~7 =4
12 ///\S\\ 21 Ps 21 —J%,u,«- —g— (2.12)
0 2. Fan
T -
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QUADRILATERES
fypgel S ch é ma d p p Doints rl“
Teei)
e u )
0o | ~ TN | g2 |
o 1.1
g y
B u' T
1 -~ x 8 -1, +1 1.2
' +- T TA.
2 1.2
2 T 8 P?,xzy,xy 12 ~1,0,+1 . N
R — | - - [ B (2. 1
—t—
3 T - 12 A 15 _1,«\/»-1-, 1 , 1 (2.2)
- 3 V3
] ,:E::f’f:; e S I _ I \/, )
.“a__._.__IA - —-
4 » 16 Pa,xayz,xzya 17 ~1,0,+1 (2.3
2 | q
T RNV T T Bl - -
A ! 1
. 3 ke
S| 16 Py 21 | -1,- Es,o,o"-g,‘n (2.4)
I e e s En 20 Y R ) ]
S
6 | T T {20 P 21 | 1,- L, A (2.5)
- 5 ’ 3 ? .
- VERVE
T 1 \—9 —— __ ,,r— |
7 24 P 28 | -1 -\[:3- o 1| (2.4)
6 s 5! )‘/ 5 1 .
8 1 1
28 Ps 28 | M1y- —, —, 1 (2.58)
. ~ V5 /38
A4 T
ul
9 ~ u’f 12 Th.
y 1.3
10 28 Ps 28 | -1,- i, i_, 1] (2.8)
V5 Vs
—O——
3 3
11 28 Pg 28 -‘]———5- 10N E (2.9)




