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O -~ INTRODUCTTON ET NOTATTONS

Ce travail est consacré i une &tude de l'erreur d'interpolation de La-
grange dans un ouvert Q de R™ . Les méthodes utilisées, basées sur la formule
de Taylor avec reste intégral, permettent d'obtenir des majorations de l'erreur

en semi-normes |.| (dont la définition est rappelée ci-dessous).

m,p,8
On en déduit des applications 4 1'évaluation de 1l'erreur d'interpolation
de Lagrange dans la méthode des €léments finis droits et 4 1l'estimation de l'erreur

d'intégration numérique dans un ouvert de R"

Cette &tude a pour point de départ 1'article de P.G. Ciarlet et P.A.
Raviart D{l. Les résultats du paragraphe 2 font suite & celui de J. Meinguet
[Kﬂ, ol est donné un encadrement de 1l'erreur de meilleure approximation uniforme
(ef. également G. Strang [13], P.G. Ciarlet et P.A. Raviart [5], P.G. Ciarlet
et C. Wagschal Bﬂ, R.E. Barnhill et J.R, Whiteman -[1], J.H. Bramble et !
S.R. Hilbert [2] et [3])

Soient n unentierz 1 et Q un ouvert borné de R® . on suppose
R” muni de la nrrme euclidienne, notée I'-II, et on désigne par h 1le diambtre
de Q .

Pour tout multi-indice a = (a1,...1an)€an , on pose

a a
2= () (2
- ax e ax ?
1 n
= = | I !

et on note lal a, *teot ool et a ! a, ! a

Soit p un réel avec 1< p < + o . Pour tout m€WN , on désigne par
WhP(Q) 1'espace de Sobolev des (classes de) fonctions u qui appartiennent 3
1P(Q) ainsi que toutes leurs dérivées partielles 3 u d'ordre |a| € m , muni
de sa topologie naturelle. Pour tout ué€wW ’p(Q).: pour tout £ = 0,1,...,m et
pifme

e P .
pour presque tout x€Q , on note D u(x) 1la dérivée de wu au point x

et on pose
ol = s [phate. (gt
[e; Hst

i<l



. ¢ C g
avec, par convention, |[D u(x)]] = |u(x)| pour £ =0 . On munit également W *P(Q)

des seml-normes
1

= J ||Deu(x)llpdx)p , 0<fsm ,
Q

Iulf 4D L0

lorsque p < + ® | avec la modification habituelle lorsque p = + « , Toutefois,
n . . o Voiae
pour K compact de [t , on écrira pour simplifier , comme c'est ll'usage,

o]

o]
™Px) , K désignant

WP ) [ ou H™MK) , dans le cas p =2 ] au lieu de W
1'intérieur de K , et . au lieu de . o
’ l |£QP)K | |£’p,}\'

Soit enfin k un entier > 0 . On désigne par Pk 1'espace des poly-
nomes de devr® ¢ k en les n variables Xys wees X

1- ETUDE DIRECTE DE LYFERREUE D'THTRERPOLATION

(n suppose que

n

(1-1) Ik+1>;,
(1-2) l Q est un ouvert borné non vide de m“,a frontidére lipschitzienne,tel que

Q soit #toild par rapport 4 chacun des points de Z R
oil

? = {ai}i*i ’ est un ensemble P-unisolvant de points de 5', P

T Ty eyl

(1-3) d¢signant un espace de dimension finie N de fonctions définies sur

0 tel que PkCTPC:Ck(a)

(Pour 1a définition d'ensemble P-unisolvant, comme, de facon générale, pour la
définition des différentes notions utilis€es dans la méthode des &léments finis,

nous renvoyons 3 Ciarlet-Raviart [L|) . On a &videmment

. _ (ntk
N > dim Pk = K )

+ - B . bl . ~ . -
Pour tout uC'Ck 1(Q) , pour tout a€¢Q tel que Q soit étoilé par

rapport au point a et pour tout x€Q , on pose

+
)k 1

1
(1-4) J(u,a)(x) = J (1—t)ka+1u(x+t(a—x)).(a"x dt

0

Compte tenu de (1-2) et (1-3), 1l'application de la formule de Taylor


http://xf.fi

. . . +1,—
4 1'ordre k avec reste intégral, donne, pour tout uc€ ck 1(Q) et pour tout x€Q,

les relations

k Deu(x).(a.—x)ﬂ 1
(1-5) ula.) = § = +o7 Jlwa)(x), i=1,...,0
=0 21 : 1

On a d'abord la

Proposition 1-1

On suppose vérifiées les hypothéses (1-1) , (1-2) et (1-3). Alors,
k+1(—

pour tout uf€C Q)

1 I+ .
(1-6) ||J(u,ai)||Lp(Q) < ;::j—if—' lu|k+1,p,Q h , 1=1,..., N
b

Démonstration

Le résultat est immédiat lorsque p = + = ., On se borne & &tudier le cas

1 <p< + =, la démonstration se simplifiant dans le cas p =1 . On a

1 ‘
3a,00) ()] < B! j (1-8)%] |05 T, -x)) | fat

0
1 1
1 - —+ ¢ k+ — - €
+ +
< i [ (1-t) ¢ (1-t) 4 | D" 1u(x+t(ai—x))||dt

0
ol € est un nombre positif tel que (k+1)p-pe—n >0 et q est tel que %-+ é =1
En appliquant 1'inégalité de Hdlder, il vient

1 )Y 1

1 — 1 pk+ -pe =
-1+ +
[t (0] € 09[0T a3 ([ 0T 8T 0 e (a0 Pan) P
0 0
1/qa (1 1/p
+1, 1 k+p-1- k+1
<O TP a0 )
0
On en déduit que
+ 1 -1 ) +1)-1-

[ |J(u,ai)(x)|pdx < hp(k 1)( = )P J (1—t}p(k -1 pelIDk+1u(x+t(ai—x))||pdxd1
Q ex]o,1[

Effectuant dans 1'intégrale du second membre le changement de variables

.= x. + ..o X. 1 = c e
vi =%y t(al,J xJ) y J 1yeees




on obtient

[ lJ(u,ai)(x)[pdx <
Q

ot
D'od 1'inégalité
IJ(u,ai)(x)Ipdx <
0

soit

et le résultat, avec

Théoréme 1-1

4

i

C est un céne ocuvert de base

h.-

p(k+1)( 1
qe

b Pl J (1-5)PUFTZImPEmn ) P ayas

C

0 et de hauteur 1 inscrit dans @ x ]O,1[ .

1
14
]p\k+1)( 1

_._)P“1 (f
€

. D )] Pay)

Q

1 et (f

0

P 1_yp-1 1 P plk+1)
[ lJ(u,ai)(x)I dx < (qe) (k+1)p—pe—n|u k+1,p,0 ’
Q
1 n
e = — [(k+1) - =
L gen =27 .
On peut maintenant montrer le
On suppose vérifiées les hypothdses (1-1) , (1-2) et (1-3) . Soient 1
4 P-inteviolation de Lagrange sur ) et {pi}]._1 . 1'ensemble des
.= ,.l.,

Vopdrateur

Iémrmstration

- + —
19/ On montre d'abord (1-7) pour weck 1(Q) et p < 4+ »

1a déronstration du

Taylor avec reste intégral, les

)

lativement A

lyg relation

ol J(u,ai)(x) est

et le résultat suit

fonctions de base de P relativement 3 ) Alors pour tout u ¢ Wkt1sP(0) et pour
tout m = U,1,...,k , on a
N
1 1 k+1
(1_ ) u-li I' < - ( . ) u h
7 I 1‘t,P,Q k1! 41— % 121 Ipllm,m,ﬂ ' !k+1,PaQ

Pour cela on reprend

théoréme 1 de Ciarlet-Raviart [U] en utilisant la formule de

désignant ici les fonctions de base de P re-

x €0

Py

On obtient de méme, pour tout et pour tout m = 0,1,...,k,

'

N
) () = DMa(x) = o5 T (u,a,) (00", (%),
toi=d
défini par (1-4) . On en déduit que
-
|u-Tu] < |p. | a(u,a.)]]
! [+
m,p,f k! T 1 'm,>,Q 1 Lp(Q)
compte tenu de (1-6).



5=
2°/ On en déduit le résultat général en distinguant les cas p < +» et p = + =,

On vérifie en effet que, pour tout p tel que 1 £ p s+ et pour tout
m=0,,...,k ,ona: IE 1(wk+”p(n) , Ww"P(Q)) . D'autre part ,

: +1,=
- lorsque p < + = , on sait que ck 1(Q) est dense dans W °P(Q) pour tout

m=0,1,..., k+1, puisque R ‘est borné & frontiére continue (cf. J. Nelas [11]).

I1 suffit alors de raisonner par densité pour conclure.
+1,o +
~ lorsque p = + @ | on remarque que, pour tout p > 1 : Wk 1 (o) c Wk 1’p(Q) , car
Q est borné. Dans ce cas, la relation (1-7) s'obtient en faisant tendre p vers

+ © dans le résultat précédent.

Remarque 1-1

Le théordme 1-1 s'applique évidemment & la méthode des &léments finis
droits. Considérons seulement le cas des él&ments finis de type n-simplexe : soit
done (T;h) une suite de triangulations d'un ouvert polyédrique de R"  (cf. P,A,

Raviart [12]) et supposons alors que § soit un &1€ément quelconque K d'une tri-

angulation 'Gh .

Dans ce cas, il est important de remarquer que, lorsque la suite de tri-
angulations ('ﬁh) est réguliére (au sens de Ciarlet-Raviart Dﬂ) , la formule
(1-7) conduit A des majorations uniformes de l'erreur d'interpolation (nous en-
tendons par 1d que ces majorations sont de la forme
k+1-m

< C(n,k,m,p) |u] h ,

=l k+1,p,K

m,p,K

od C(n,k,m,p) ne dépend pas de 2 et de K) : il suffit, pour le vérifier, d'uti-

liser un changement de variables qui raméne le calcul des Ipi'm o K a4 un calcul
k)

dans un n-simplexe de référence et de tenir compte de résuyltats de Dﬂ .

Remarque 1-2

Montrons maintenant que 1l'on peut calculer effectivement des majorations
de l'erreur d'interpolation dans la ﬁéthode des é1éments finis droits. Scient tou-
Jjours (Zih) une suite de triangulations d'un ouvert polyédrique de Rn et Q =K
un é&1ément quelconque d'une triangulation l;h . Supposons que les fonctions de base

p; soient explicitées sous la forme

p.(x) = f.(x (%) ,..., Xn+1(x)) s 1=1,..., N



6.

ol les f; sont des fonctions de classe CF indépendantes de Z et de K et

ol A1(x)9 cevs An+1(x) désignent les coordonnées barycentriques de x par rap-

port au sommet du n-simplexe K .

On vérifie que, pour tout m = 0,1,...,k et pour tout i = 1,..., N
m !

o™, (x)]] ¢ ( Max Hoa D™ 3 = 8% (0 (%) ,eeesn ()],

1 . J ol 11 n+1
J=1,...,n+1
laf=m
NP n+1 z . .
ol ieci o€l . I1 résulte alors des relations (cf. Ciarlet-Wagschal [6] )

IIDAjll < &- s J = 1,0ee, nHl

ol p désigne le maximum des diameétres des sphéres contenues dans K , que 1l'on a ,

paur tout m = 0,1,...,k ,

k+1
h
(1-8) |u—Hu|m’p,K < C{n,k,m,p,K) ‘u|k+1,p,K o .
avec
1 1 N m! | .a 3
(1-9) Cln,k,m,p,K) = 5 Z Max ( § or |3 fi(x1(x),...,xn+1(x))|).

k+1- & i=1 x¢K
D

BE

On constate que le second membre de (1-9) est en fait indépendant de K
(i1 ne dépend que d'un n-simplexe fixe). On vérifie donc & nouveau gque si lg suite dc

triangulations (Z;h) est réguliére, les majorations (1-8) sont uniformes.

On retrouve ainsi le théordme 5 de Ciarlet-Raviart [4] dans le cas

ol T est l'opérateur de P-interpolation de Lagrange sur z

I1 est 4 souligner que le calcul des constantes (1-9) s'effectue direc—

tement et ne nécessite donc pas le passage par un é&lément fini de référence.

Du point de vue numérique, ce calcul présente des difficultés, méme dans
le cas od P est un espace de polyndmes (on est ramené d la détermination de ma-
ximums de fonctions de n+1 variables). Notons cependant que le calcul est aisé
lorsque m=%k et P = Pk
La méthode du paragraphe suivant, lorsqu'’elle est applicable (cf. remar-

que 2-3) , ne présente pas les mémes inconvénients.



2 - ETUDE BASEE SUR L'APPROXIMATION

b=t —p— it =

Commengons par un résultat d'approximation.

Soient n un entier 21 , p un réel avec 1 <& pg +>, k un entier

tel que k + 1> %’ et Q un ouvert borné de R" de diamdtre h .

Pour tout ut;wk+1’p(9) 1lspsg +x , et pour presque tout a¢Q ,
on note wT(u,a) le "polyndme de Taylor d& l'ordre k de u au point a", définj

par

k L2 L
(2-1) vxeR , dglua)(x) = ] Du(aﬂ};(x-a) ’

£=0

et meT(u,a) la dérivée m " de l'application x - wT(u,a)(x). On vérifie

que 1l'application (x,a) - IImeT(u,a)(x)ll appartient 3 L°(2 x Q)

Proposition 2-1

On suppose que n,p,k vérifient (1-1) et que 2 est un ouvert con-
. « .. . +
vexe borné non vide de R" , 3 frontidre continue. Alors pour tout u€.Wk 1’p(Q)
et pour tout entier m > O tel que k + 1 > m + %- , On a :
(1) S1 p <+
il
min fu-u] | o g <l —1?2 f e i (klm)' 1 nl %l pi0 P
¥ Epk MyDy mes Q sD» Y k+1-m- ’P>s
(ii) Si p=+®
. 1 k+1-m
min |u wlm,m’g < sup ess |u tlJ,Il(u,a)lm’w,Q < (E:?zajT'lulk+1,w,ﬂ h R
w(pk at
ol wT(u,a) est défini par (2~1)
Démonstration
Dans (i) [}esp. (ii)] , la premidre indgalité est &vidente. Tout re-
vient donc, dans chaque cas, 4 vérifier la seconde.
(o] ] L sy 2 . k+1,—
1°- Montrons d'abord la seconde inégalité dans (i) pour u€cC  (Q) . On

se borne & étudier le cas 1 < p < + o , la démonstration se simplifiant dans le

cas p=1.


file:///u-/p/

. +1,— .
Soient wueC® 1(Q) et a un point quelconque de Q . On a

Iu—lp,I,(u,aL)lm’p,Q = ( J ]|Dmu(x) - meT(u,a)(x)dex)p
Q

D'aprés la formule de Taylor a& l'ordre k - m pour D™ au voisinage de

a, ona:

1
D"u(x) - D"p(u,a)(x) = _(T{-Jﬂl— IO(1-t)k_ka”u(a+t(x—a)).(x—a)k”"mdt ’

d'ol

k+1-m

[1D™u(x) - D (u,8)(x)]] s P 1(1-t>k“"‘ 10 u(art (x-a)) | | at
u(x) = Dyplu,alix < (k=m) ! o I D ulatt{x-a .

En appliquant 1'inégalité de HSlder, on obtient

k+1-m _q(1 (k+1-m)p-1-pe
||Dmu(x)—meT(u,a)(x)|lp < (ETE:—T!)p(ég)p 1J(1-t) ||Dk+1u(a+t(x—a))||pdt,
0

oi € est un nombre positif tel que (k+1-m)p-pe-n > 0 et q est tel que %-+ é =1,

En intégrant successivement les deux membres de 1'inégalité précédente

par rapport & x sur  , pulis par rapport & a sur  , on a

1-pe
(1-t) TIDk+1u(a+t(x—a))||pdt.

I1 (k+1-m)p-
0

k+1-m
h 1 -1
leu'wT(“’a)li,p,nda < e TG [Sa ISX

Aprés permutation des intégrations en x et a , 1'intégrale du second

membre s'éerit

j dx J (1_t)(k+1—m)p—1"p€| |Dk+1u(a+t(x—a))| |Pda at ,
Q ax]0,1[

et en raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 1-1, avec ici

€ =4 (k+1-m- = ) , on obtient
q P

P
m,p,0

1 1 P | p h(k+1-m)p

da £ (mes Q) ((k-m)! u k+1,p,0

[u-y,(u,a)
[ v

k+1-m- =
p

d'ol la seconde inégalité dans (i) pour u GCk+1(§)
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2°- Montrons maintenant que le résultat précédent est encore valable pour
+
weWwt Py L pcd W

1 k+1,— .
Soient uewW<Y 2 Q) , P <+ o et (u Je € 1(Q) une suite convergeant

1
vers u dans wet P() i1 suffit de ver1f1er que, quand j > + o

1
( [ luJ—wT 50 |p’p oda a)f — I lu-wT(u,a)Ip Qda)p .

m’p’
Q
Or, on a
1 X
_ p 1Y _ _ b a 1Y
| (] romsgteel? | o Cf Ty = ylagpl? o
1 1
1Y p 1Y Y
u- d + u,a) - 3 da)
s ( Lzl usly, o gde) ( IQIwT( a) = yplugua)l oo .

ol les deux termes du second membre tendent vers O , le premier par hypothése

et le second parce que majoré par

1y hﬂ-m
(mes Q)P 7§ —Tz—~——-lu u. lﬂ
L=m sP, 8
3°- La seconde inégalité dans (ii) résulte de 1'inégalité correspondante

. +1,0
dans (i). En effet, si ue:wk 1 (@) alors utzwk 'P(9) pour tout p 1 ,
puisque © est borné, et il suffit de faire tendre p vers + o dans (i) pour

obtenir le résultat. D

Notons que la proposition 2-1 peut n'avoir lieu que pour m =0 . D

. . k+1,— .
Signalons également que lorsque utC () , on a (cf. J. Meinguet
[10]1'inégalité

1 ! (hyk+1-m 0

min Juvl oo < ATt et e,n

NN Pk

On déduit de la proposition 2-1 1le résultat suivant, qui a pour point

de départ une idée de J. Meinguet Dﬂ

Théoréme 2-1

On suppose que  est un ouvert convexe borné non vide de Rn a frontiére
lipschitzienne, que les hypothéses (1-1) et (1-3) sont vérifiées et que T

est 1'opérateur de P-interpolation de Lagrange sur Z
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+ .
Alors, pour tout u’ﬁwk 1’p(Q) et pour tout entier m > 0 tel que
k+1>m+ g— et pour tout q > 1 , on a

1

1
(2-2) lu—Hu]m,q q € (mes @)% P 1 1

(k-m)!

k+1-nm

h
k+1-m- 2 e .0

+ (mes Q)

|

—— 1§l

( P

Poger B s
P

1
o) ) |u| k+1

ilmaClaQ k+1,p,0 n >

-

désigne l'ensemble des fonctions de base de P relativement

Démonstration

. - +1,=
I1 suffit de montrer le résultat pour u.ECk 1(Q.) , et p < +o , le cas

général s'obtenant en raisonnant par densité lorsque p < + o [bompte tenu du fait

+ - - Lo .
que wk 1’p(Q) e wm’q(Q)J et en passant a4 la limite sur p lorsque p = + ®

Puisque

vyep , Y =Y 3

on a en prenant Y = WT(u,a) , avec a¢€¢fl , quelconque ,

u-Tu=u- WT(u,a) - H(u&WT(u,a))
u - WT(usa) - 1_1—!121 J(u,ai)(a) Pl

bd

d'ot , pour tout x€Q ,
)
™ (-t (ol | < 10 ¥ (uw,a)) () || + o7 '21 [3(w,a5)(a)| [|D"p ()] ] -
l:

Prenant alors les normes I2(Q) des deux membres considérés comme fonctions
de la variable a et utilisant les propositions 1-1 et 2-1 , il vient :

1

p (-
(mes Q) | D" (u-Tw) (x) ] ] < |ulk+1,p,Q B

k+1-m

m k+1

IR I B

1= oo
sl
ke

—

i D oot

=

+
[
|

Prenant ensuite les normes L3(Q) des deux membres par rapport i la va-

k+1,5
(

riable x , on obtient (2-2) pour u€cC Q) et p<+ o,



Remarque 2-1

Comme le théoréme 1-1 , le théoréme 2-1 s‘'applique 3 la méthode des
€lérents finis droits. Ici aussi et pour les mémes raisons que celles qui ont été
développées dans la remarque 1-1 , la formule (2-2) fournit, lorsque la suite
de triangulations est réguliére, des majorations uniformes de l'erreur d'interpo-

lation dans un n-simplexe.

Remarque 2-2

Sous les mémes hypothéses et avec les mémes notations que dans la remar-
que 1-1, on obtient, pour tout i =1, ..., N et pour tout entier m » O tel que

n .
k+1>m+ 5 avec p < + = | la relation

|
(2-3) Ipi'm,p,K < ;1; HK [Z :_: 2% O G sy (D) ]pdx j?

Lorsque P est un espace de polyndmes, le calcul des majorations (2-3)

ne présente pas de difficultés particuliéres : on peut utiliser la formule

v v v,l...0v !
1 + 1 +
c O (x) Pay = nt1 nlmes K o, Voyeeus v .. €N,
(v,+...+ v _+n)!
1 n+1

J (%1(x))
K

n+1

(cf. 0.C. Zienkiewicz [15]) pour calculer le second membre de (2-3) ce qui

conduit & des majorations du type

Ipilm,p,K' < i oM

ou les C; sont des constantes indépendantes de 2 et de K .

Remarque 2-3

Rappelons que le théoréme 2-1 nécessite 1'hypothése k + 1 > m + %
il peut donc n'avoir lieu que pour m = O , alors que le théoréme 1-1 est toujours

valable pour m = 0,1,...,k .
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Du point de vue du calcul numérique, l'utilisation du théoréme 1-1 im-
plique (cf. remarque 1-2) 1la détermination de maximums de fonctions de plusieurs
variables, tandis que l'application du théordme 2-1 pour p < + = entralne seule-
ment le calcul d'intégrales (cf. remarque 2-2). D'autre part, 1l'expérience montre
que, pour p < + ®» | le théoréme 2-1 donne de meilleurs résultats numériques que 1le

théoréme 1-1 (cf. les exemples numériques du paragraphe 3).

Notons enfin que dans le cas usuel n =p = 2 , on a la possibilité d'uti-

liser le théoréme 2-1 pour m = 0,1,...,k-1 et le théordme 1-1 pour m = k

3~ APPLICATIONS

3-1 - Exemples d'application 4 la méthode des &léments finis droits

Soit K un triangle quelconque de BQ . On note h le diamétre de K

et p le diamétre du cercle inscrit dans K .

Donnons d'abord des exemples d'application du théoréme 1-1 dans le cas

ke
"
n

Exemple 3-1

On prend pour z l'ensemble des sommets de K et pour P 1'espace P

3
= 0 : On obtient : - ol
m = 0 n obtien iz1 lpllo,w,K 3 , d'ou
VuGH2(K) s Iu_nu|o 2K -~ 3 'ul2,2aK h2
3 3
= . i o ol
m =1 : On obtient 121 |pi|1’w,K < p » dlod
2 h2

Exemple 3-2

On prend pour 1'ensemble des sommets et des milieux des cOtés de K

et pour P 1'espace P2

m =0 : On obtient

—————

=6, d'ol

H
Il ~31 0N

, |Pi|0,m,K

3

2 luly 5 g0

3 -
vut H(K) , |u Hulo,Q,K <
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6 1 <
m=1: On obtient 121 Ipil1,m,K < b , d'ou
3
Vu e H(K) | u-Tu 6 |ul L
’ 1,2,k S 3,2,K ¢
6 36
m =2 : On obtient 121 Ip;ly ok < 2 da'od
hE
vuehd(k) lu"nulz,z,K €9 |u|3,2,K ;E? ‘ i

Reprenons les exemples précédents en appliquant maintenant le théoréme

2-1 avec p =q =2 .

Cas de l'exemple 3-1 : Ona k=1 ,n=p =2, donc le théoréme (2-1) n'a lieu

que pour m = 0 .

1
_A 3 2 s
IpilO,E,K = Y 5 (mes K)° , d'ol

VlltHZ(K) . | u-Tu|

3
On obtient

1=1

>
0,2,k €3 |“|2,2,K h

Cas ce l'exemple 3-2 : Iei k=2 s, I =p =2 : les seules valeurs possibles de m

sont m=0 et m=1

6
m=0: On obtient z Ip.lo > K = E_f!é;,(mes K)1/2 , d'ol
i=1 1Yo Vio
VuCH%K), Iuﬁhh)2K < hﬂ32 Kh3
bl > b] b
6
m=1: On obtient y Ipil1 ok < 3-—i‘—p—E;-Eé-—-(mes K)1/2 , d'old
i=1 2
3 h 2
va €t L el o < o3l iy 07

On peut remarquer que, lorsqu'il est applicable, le théoréme 2-1 donne

de meilleurs résultats que le théoréme 1-1.

3~-2 ~ Application 3 1l'intégration nunérique

Pour tout u€C°(Q) , soit

Y
(3-1)  R(w = J W0)dx - T weular)
. i1
Q 1=1
1'erreur d'intégration de u sur un ouvert de R" correspondant 3 une formule
d'intégration approchée caractérisée par des poids w. , i = 1,..., N et des points

i
aiES) ,1i=1,..., N . On suppose que



1h.-

(3-2) vWEP, , Ry =0

i.e. que l'intégration est exacte sur Pk . Notons que 1l'on a
N

(3-3) ) w. = mes Q
i=1 *

Théoréme 3~1

On suppose que n , p , k vérifient (1-1) , que

. ) n
vexe borné non vide de R

est un ouvert con-

a frontiére lipschitzienne, que R est la forme linéaire
définie par (3-1) et (3-2) .

Alors, pour tout 11€Wk+1’p(9) , on a :

N
1/ '21 o] 1 1 k+1
_ ( u q 1= } 1 +
(3-4) RG] < {(mes M (mes ) /P KT = wlrt,p,0 2 ’
P

ol q est tel que 1 +
D

Démonstration

. +1,— -
I1 suffit de montrer (3-4) pour u ECk 1(Q) et p<+® , le cas gé-

néral résultant alors d'un raisonnement précédemment utilisé.

. +1,— L.
Soit donc 11€Ck (Q) . On déduit de (3-1) et (3-2) que

IR(W)| < lu-wT(u,a)l

o~

g ] Tutep) = wylne)(a)]

+
0,1,0 . 1 1

1=1

ol wT(u,a) , avec a¢ § , quelconque, est défini par (2-1). On a encore

IR(u)] < (mesQ)”q

no~=

lu—lPT(u,a)lo’p,Q + |w. | Iu(a.)—q,T(u,a)(aiH_

1 1
1=1

Prenant alors les normes LP(Q) des deux membres considérés comme fonc-—

tion de la variable a , on obtient

N
1 oL el 1
1 _ P p , i=1 ~ P
|R(u)] < (mes Q)q(;gg—a—'[iu wT(u,a)lo’p?Qda) + z;;;—;;T75(IQ|u(ai) wT(u’a)(ai)l da)P

On procéde ensuite comme dans la démonstration du théoréme (2-1) et le
résultat suit. []

Notons que lorsque les poids ws sont positifs, il résulte de (3-3) que
(3-4) s'éerit

1
k+1 - %
P

K |—

pl+1

[R(u)| < 2 (mes Q) Iulk+1’p’g .

1
k!



15, ~

REFERENCES

[]

2]

[o]

[10]
[11]
L12]
[13]
(4]
[15]

BABNHILL R.E. et WHITEMAN J.R., Error Analysis of Finite Element Methods with
Triangles for Elliptic Boundary Value Problems, The mathematics of Finite Ele-
ments and Applications (J.R. WHITEMAN, ed.), 83-112, Acad. Press (1973).

BRAMBLE J.H. et HILBERT S.R., Esttmation of Linear Functionals on Sobolev Spaces
with Application to Fourier Transforms and Spline Interpolation, SIAM J. Numer.
Anal. 7, 112-124 (1970).

BRAMBLE J.H. et HILBERT S.R., Bounds for a Class of Linear Functionuls with Ap-
plications to Hermite Interpolation, Numer. Math. 16, 362-369 (1971).

CIARLET P.G. et RAVIART P.A., General Lagrange and Hermite Interpolation in R
with Applieations to Finite Element Methods, Arch. Rat. Mech. Anal. 46, 177-199

(1972).

CTARLET P.G. et RAVIART P.A., Interpolation Theory over Curved Elements with
Applications to Finite Element Methods, Comp. Meth. Appl. Mech. Engin. 1, 217-
2kg (1972).

CIARLET P.G. et WAGSCHAL C., Multipoint Taylor Formulas and Applications to Fi-
nite Element Method, Numer. Math. 17, 84-100 (1971).

CHENIN P., Thése 3éme cycle, Grenoble (197k).

COATMELEC C., Approximation et interpolation des fonctions différentiables de :
plusteurs variables, Ann. Sc. Ecole Norm. Sup. (3) 83, 271-3k1 (1966).

DESCLOUX J., Méthode des éléments finis, Ecole polytechnique fédérale de Lau-
sanne (1973).

MEINGUET J., Realistic Estimates for Generic Constants in Multivariate Point-
wise Approximation, Topies in Numerical Analysis II, J.J.H. Miller ed., Acad.

Press. (1975).

v
NECAS J., Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques, Masson
(1967).

RAVIART P.A., Méthodes des éléments fints, rédigé par J.M. THOMAS, D.E.A.
Analyse Numérique, Paris VI (1971-1972).

STRANG G., Approximation in the Finite Element Method, Numer. Math. 19, 81-98
(1972).

STROUD A.H., Approximate Calculation of Multiple Integrals, Prentice Hall
(1971).

ZIENKIEWICZ 0.C., La méthode des éléments finis, Ediscience, Paris (1973).



