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IDEAUX PREMIERS DE GOLDMAN

Gabriel Picavet

Le texte qui suit est un résumé de deux articles [?{3 etl?sz » Toutefois , on
trouvera quelques résultats qui ne figuraient pas dans les articles précités ,

einsi qu'une bibliographie complétée . Les notations ou notions , non précisédes
sont celles de [B] et(ﬁr]
I Introduction et rappel de résultats

La situation suivante se présente souvent en algébre commutative : A est un
anneau intdgre dont le corps des quotients K est de type fini sur A (au sens des
algébres ) . On dit dans ce cas que A est un anneau de Goldman , ou encore , que

c'eat un G-anneau . 11 est bien connu que l'on a la proposition suivante :

Proposition 1 : Soit A un anneau intégre , les conditions suivantes sont équi-

valentes :

a) A est un G-anneau

b) (0) est un point isolé de Spec(4)

c) 1l'intersection des idéaux premiers , non nuls , de A est différente de (0)

De plus ,(Artin —Tate], si A est noghérien , les conditions précédentes sont

a

équivalentes &
d) A est un annesu semi-local , de dimension inférieure ou égale & 1

On pourra consulter [Gi]’[(}u] ,[K] , pour les démonstrations .

Par contre , dans le cas ol A n'est pas ncethérien , une caractérisation des
G-anneaux reste & trouver , méme si 1l'on suppose que Spec(A) est un espace
noethérien LF - M'] .

- On peut , tout au plus , signaler l'article de [ﬁ:} , dont le résultat princi-

pal semble 8tre t


http://anne.au

Proposition 2 t Soit D un anneau intégre , de Priifer , complétement intégralement
clos , de caractére fini . Alors D est un G-annesu si et seulement si D a la pro-
priété (T) de Gilmer et contient un idéal premier de hauteur 1 . Dans ce cas D est

de dimension 1 et semi-local

Définition ¢ Soit A un anneau , on dit que P élément de Spec(A) est un G-idéal (ou
idéal premier de Goldmsn ) si A/P est un G-anneau . L'ensemble des G-idéaux est

désigné par Gold(A) .

Le résultat suivant est aussi bien connu :

Proposition 3 : Boit A un anneau , alors P € Gold(A) si et meulement si il existe

un idéal maximal de A{:X] , au dessus de P .

On voit donc que Max(A) est contenu dans Gold(A) . L'égalité caractérise les anneaux
de Jacobson . Cette remarque est 3 l'origine d'une démonstration rapide par Krull

et Goldman du théorBme des zéros de Hilbert .

Lorsque A est un G-anneau noethérien , on voit que que l'on a Spec(A) = Gold(k),

en vertu de la remarque précédente . Ceci motive la définition

Définition : Soit A un anneau , on dira que A est un G'-anneau si Spec(A) = Gold(A)

Bien entendu , si A est un G'-anneau intdgre , alors A est un G-anneau . Je ne sais
pas si la réciproque est vraie . Il suffirait de montrer que Gold(A) est stable

par Bpécialisation: c'est vrai pour les G-anneaux connus .



II - Quelgues caractérisationsvdes G!-anneaux

Notons le lemme suivant :

Lemmel [:Pz—) +» Soit P un idéal premier d'un anneau A , chacune des conditions
suivantes est nécessaire et suffisante pour que P soit un G-iddal :

a){P'S est une partie localement fermée de Spec(A) .

b) V(P) -{P} est une partie fermée de Spec{4) .

c) ViP) -{PS est une partie proconstructible .

@) P n'est pas l'intersection des idéaux premiers de A , strictement plus grands

gue lui .

A l'aide de ce résultat , on obtient des exemples de G'-anneaux :

1) Un annean plat est un G'anneau . En effet , tout point de son spectre est fernmé.
2) Les anneaux A , satisfgisant pour tout PéESpec(A)lle générisé de P , moit

g(P)= Spec(AP)/est ouvert. La relation (P} = V(P) [}g(P) montre que dahs ce cas
tout P est localement fermé .

Comme exemples plus concrets de ce type on & @

a) Les localisés de IQL en un idéal premier (p) ¥ (O .
(p) .

b) Un anneau de valuation dont le spectre est constitué par une chaine dénombrable

d'idéasux premiers (0) (C P, .....<an ceeaseas CM , ol M est 1'idéal

maximal et chague Pi+1 est successeur immédiat de Pi .

Ce dernier exemple montre qu'un G'-anneau n'est pas forcément de dimension finie .

Les anneaux ,dont le générisé de tout point est ouvert , ont des caractéPisations
topologiques et algébriques agréables : voir[P2jI. D'autre part de tels anneaux

ont été considérés dans un cas particulier dans [:Pail t on y étudie des anneaux
A , int3gres , tels que pour toute extension A —>» R , ol R est un anneau intégre
on ait BSpec(R) —> Spec(A) ouverte .

Puisque les Glanneaux représentent une généralisation des anneaux plats , on peut
se demander gi les G'-anneaux ne sont pas caractérisables par une propriété du
premier ordre , du type V’a élA 3 x ¢ A tel que a2.x = 5 , comme c'est le cas

pour les anneaux plats .



Il n'en est rien : soit A = (p) * comme dans l'exemple &) congidérons un
[ivA
ultrafiltre U sur\}J, non trivial , et 1'ultra-produit J / U=3B 3 alors B est

un anneau intégre pour lequel (0) n'est pas un G-idéal . Voir [P2] pour la preuve .

Proposition 2 : Soit A un anneau et X une partie de Spec(A) . Si X est rétrocompacte

et satisfait E Gold(a) ( X , alors X est proconstructible .

Proposition 3 ¢+ Soit A un anneau et X une partie de Spec(A) » stable par spécia-

‘lisation . 5i toute partie de X qui est rétrocompacte est aussi proconstructible

alors X est contenue dans Gold(A) .

Ces deux propositions sont démonté&ta«dann(?£] et donnent la proposition :

Proposition 4 : Un anneau A est un G'-anneau si et seulement si toute partie

rétrocompacte de Spec(A) est preconstructible .

Une connaissance plus explicite des parties rétrocompactes d'un spectre d'annesau

dennerait une caractérisation plus agréable , Toutefois on a 3

Corcllaire @ {Pz] Soit A un anneau dont le spectre est noethérien . Alors A est

un G'-anneau si et seulement si Spec(A) est un ensemble fint .

Signalons le résultat de CF‘— M‘] :

Proposition 5 ¢t Soit 4 un anneau , les conditions suivantes sont nécessaires et

suffisantes pour gque A soit un G'-anneau et elles sont équivalentes 1
a) Gold(A) est ouvert
b) Gold(A) est fermé

c) Gold(A) est localement fermé

Le démonstration résulte immédiatement des faits suivants (cf. tPé] ):

le générisé de Gold(A) est Spec(A) , Gold(4) est trds dense dans Spec(4) .

Proposition 6 [Péi} Un anneau de valuation est un G'-anneau si tout idéal premier

non maximal , a un successeur immédiat et réciproquement .



Signalons , pour terminer ce paragraphe , qu'un G'anneau poaséde la condition de
chaine descendante sur ses idéaux premiers . Un G'-anneau possé&de t-il une caracté-

1

risation dans cet ordre 4'idées ,

ii1 - L; G-topologie sur Spec(Ad)

Une fagon d'exprimer qu'un idéal premier P d'un anneau A est un G-idéal est la
suivante 3 si P est une intersection d'idéaux premiers Q, de A , alors P est égal

& l'un des Qi . On peut étudier de maniére systématique cette propriété :

Définition ¢ Soit A un annesu et soit P un idéal premier de A . On dit que P est

G-adhérent & une partie X de Spec(Ad) si P est une intersection d&léments de X .

On désigne par XG l'ensemble des éléments de Spec(A) qui sont G-adhérents &4 X .

On vérifie facilement les faits suivants :
G I
- P £ X équivaut & PR £ X N V(P)
- 1l'opération X-——~{>XG est une fermeture topologique qui permet donc de définir

sur Spec(A) une topologie : la G-topologie .

Proposition 1 : Soit A un anneau et soit X une partie de Spec(d) :

a) On a la suite d'incluéions X C x¢ C x* C X , ol x® est 1'adhérence

constructible de X ( Cf.[PZ] ) « BEn particulier , la G-toplogie,étant plus fine

que 1a constructible , est donc séparéde .

b) X est trds dense dans XG

¢) X est @~fermée si et seulement si le sous espace X est sobre . Autrement dit
XG est le sous espace sobre associé & X ( cfe [pr:] )

c

d) B8i X est rétrocompacte , on a XG = X . En particulier X est preoconstructible

8i et seulement 8i X est rétrocompacte et G-fermée .

Preuve 1 Pour a) et c¢) voir [sz .
b) Soit O \ ¥ une partie localement fermée de Spec(A) et supposons que

X o N F o= @ . Puisque F est fermé , on a F - \) V(Q) . On en déduit
‘ QeF

que pour tout élément Q de Fona 1 XN O A V(Q) =@ . Donc , ou bien Q appar-

tient & l'ouvert 0 ,et alors Q % XG , ou bien Q é 0 . I1 en résulte que



FNAO N x° . f . Aipnsi X eat tr¥s dense dans .,

d) Supposons X rétrocompacte et soit P un élément de Xc . Alors , quel qte soit I
idéat de type fini , contenu dans P , et quel que soit feA - P, on a X ¢} D(£) non
inclus ‘dans D(I) . Puisque X,q D(f) est quasi-compact , on voit gue X/) D(f)qV(P)

n'est pas vide pour tout f ¢ A-P . Il en résulte que P appartient & XG .

Eemargue t Une base d'ouverts pour la G-topologie est constituée par les parties
1ocalé;ent fermées de Spec(A) . De fagon plus précise , un systdme fondamentél'de G~
voisinages de P & Spec(A) est constitué par les ensembles V(P) (}D(f) od £ varie
dans A-P ., Ainsi un G-idéal n'est pas autre chose qu'un point G-isolé de Spec(4) .
En fait le systime fondeamental de voisinages de P pour la G-topologie,oi-dessus:
est formé:d'enésmhles 4 .1d .fois G-ouveris et G-fermés ¢ la G-topologie est donc une
topologie d'espace éparpillé . L'ensemble {iV(P ) D(f)} .
P& Spec(A) a3t une
fe A

m-sous~-base , ce gui dans la terminologie de [Ih:], signifie gue toute partie de
la sous-base , ayant la propriéié d'intersection finie , a une intersection non
vide . En effet . lea éléments de la sous-base sont des parties proconstructibles .
Il résulte da,[:Ho] que Spec(A) muni de la G-topologie est un espace min-spectral‘,

c'est & direlest homéomorphe au spectre minimal d4'un anneau .

Propogsition Z : Soit A un anneasu , chacune des conditions suivantes est nécessaire
ot suffisante pour que A soit un G'-anneau 1
a) Gold(A) est 1'image d'un spectre d'anneau .

b) Spec(A) n'a pas de partie propre qui soit tiés dense .

La démonstration se trouve danS E?é] , ainsi que d'autres propriétés de la G-topo-

logie et ses applications .

Soit f 1 A== A!' un homomorphisme d'qnneaux , on dit , suivant[gu:} s que f

eat un G-morphisme 8i af( Gold(A')) C Gold(a) v

Or 2f est toujours G-continue ', puisqu'un G-idéal n'est autre qu'un point §-isolé

on voit gue 1orsque'af est @-ouverte , f est un G-morphisme .



Dans les deux cas de G-morphisme cités dans [:Gu 3 , & savoir £ eat entidre ou f
le type fini , il se trouve que 8¢ est G-ouverte . Lorsque f et de type fini cela
résulte d'un lemme de [ I] page 90 qui dit s pour tout P! é Spec(A') et tout

a' &€ A' , notant P = 8‘f(P') y 11 existe a¢A ,tel que V(P)\D(a) Caf(Y(P‘)/\ D(a')).
On peut démontrer la méme chose pour un morphisme entier ¢ cfc{?z])

D'autre part , dans les deux cas suivants 8¢ est G-ouverte :

a) ®f est ouverte et injective

a

b) ®f est fermée et pour tout P & Spec(A) la fibre f'1(P) a ses éléments incompara-

bles .

La démonétration/ E_?é] , 88 fait en utilisant la caractérisation d'une applicaticn

continue ouverte : pour toute partie Z de Spec(d) on a af.1(ZG) - (af'1(2))c.

Ainsi ‘f est G-ouverte si et seulement si pour toute partie Z de Spec(A) et tout

idéal premier P' de A' tels gque af(P') = NNq , 11 existe une partie Z' de
QEZ
Spec(A') telle que P' = (1 Q' et satisfaisant °f(Z')¢ 2 .
Q¢ 2!

Probléme : Un G-morphisme est-il toujours G-ouvert , comme les exemples précédents
sembleni’1’inddqguer 2 On peut montrer que la notion de morphisme G-ouvert est stable
pour le changement de base par un épimorphisme plat . En particulier , cette notion
se localise . Je ne sais pas si la notion de G-morphisme se localise . Un exemple

de G-morphisme ne se localisunt pas donnerait donc un exemple de G-morphisme non

G-ouvert .

Signalons , pour terminer , que la notion de G-anneau a été généralisée dans deux

voies différentes dans EF] et dans [A:‘ .
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