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SUR LES Q-ANNEAUX DE MATLIS

par

Jean-Etienne BERTIN

1. GENERALITES

Notations

Dans tout ce qui suit, R désigne un anneau commutatif unitaire intégre
qui n'est pas un corps, Q son corps des fractions, et K le R-module Q/R.
On note H 1'anneau HomR(K,K). S8i M est un R-module sans torsion, on note

Q-rg(M) la dimension sur Q de 1l'espace vectoriel M nRQ.

Introduction

Le point de départ de la théorie des Q-anneaux se situe dans 1l'&tude
de la cohomologie singuliére des groupes abéliens, pour laquelle Kan et
Whitehead [3] ont montré qu'il n'existe pas de groupe abélien. M tel que
Homz(M,Z) =0 et Ext;(M,ZD = Q. Plus généralement, existe-t~il un R-module
M tel que HomR(M,R) = (0, et que Exté(M,R) soit R-isomorphe d un Q—-espace
vectoriel non nul de dimension finie ? On montre aisément qu'il en est
ainsi si et seulement si Ext&(Q,R) est un NQ-espace vectoriel non nul de

dimension finie.

Définition' 1 : On dit que R est un Q-anneau si Ext;(Q,R) est un espace

vectoriel de dimension finie sur Q. Plus précisément, &tant donné un entier

n positif ou nul, on dit que R est un Qn—anneau si Exté(Q,R) & Qn.

Proposition | : Etant donné n € N, les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
(1) R est un Qn-anneau.
(ii) Q-rg(H) = n+l.

(iii) H/R = Q".



Cela risulte de la suite exacte suivante ([5], th. 10) :

0 ——> R ——> H ——> Ext,(Q,R) -—=> O,

Remarque | : Munissons R de la topologie linaire pour laquelle les id&aux
non nuls de R forment un systéme foudamental de voisinages de 0. Alors H

s'identifie au complété de R pour catte topologie. Lorsque R est un anneau
de valuation, la topologie décrite ci-dessus et la topologie définie par la
valuation coincident, de sorte que tout anneau de valuation complet est un

Q°-anneau (pour plus de détails, voir [4]).

Exemple 1 : Soit p un nombre premier. Nagata ([8}, E 3.3) a donné un exemple

d'anneau de valuation discrdte R ayant les propriétds suivantes !

1) Le cérps des fractions Q de R est de caractdristique p.

2) Si L dééigne le corps des fractions du complété H de R, on a [L:Q] = p,
et L est une extension radicielle de (.

-1 . .o
Alors R est un Qp ~anneau. Pour tout entier positif s, cet exemple

s
- . N . -1 . .
peut étre modifié de facon 3 fournir un Qp -anneau de valuation dis-

créte [2].

Remarque 2 : Jensen [2] a annoncé le résultat suivant :

1'ensemble des cardinaux de la forme [Ext;(Q,R) : Cﬂ, od R est un anneau
intégre noethérien de dimension } analytiquement non-ramifi& en un idéal
maximal au moins, e;ﬁi,son,co;ps des fractions se compose de tous les
cardinaux infinis, de O et des nombres de la formé psul, ol p est un nombre
premier, et s un entier positif. Cet ensemble reste inchangé si on . impose 3

R d'étre un anneau de valuation discréte,

2. SOUS-MODULES h-DIVISIBLES DE-K ET IDEAUX PREMIERS DE H.

- . n ~
Dans ce numéro, R désigne un Q —~anneau, pour n € M. Les résultats de

ce numéro ont été démontrés par Matlis dans le cas o n = 1 [6].



Rappelons que H est un anneau commutatif ([5], th. 10), et notons Ass(H)
1'ensemble des idéaux premiers asscciés 4 H (c'est-i-dire de la forme (0:f)

pour un &lément £ dé H convenable).

Définition 2 : Un R-module M est dit hidivisib{g s'il existe un R-homomor-

phisme surjectif N —> M, oii N est un O-module.

Proposition 2 : Soit f un &lément de H. Les conditions suivantes sont é&qui-

valentes :
(1) f est diviseur de z&ro dans H.
(ii) £(X) # K.

(iii) HomR(Q,Ker(f)) # Q.

En particulier, H est intégre si et seulement si O et K sont les seuls

sous-modules h~divisibles de K.

Théoréme | : Soit P un idéal premier faiblement associé 34 H (c'est-i-dire
tel qu'il existe f « H pour lequel P soit un idéal premier minimal parmi
ceux qui contiennent (0:f)). Alors P e Ass(H), et il existe un sous-module

h-divisible D de K tel que P = HomR(K,D).

Corollaire 1 : Supposons H réduit ; alors Ass(H) a au plus n+l &lément, et

tout &élément de Ass(H) est un idéal premier minimal de H.

Corollaire 2 : Supposons H non réduit ; alors Ass(H) a au plus n2 é€léments.,

Proposition 3 : Tout idéal J de H tel que Q-rg(J) < n est inclus dans un
élément de Ass(H). A fortiori tout idéal J de H tel que J R = 0 est in~

clus dans un élément de Ass(H).

Proposition 4 : Soit L 1'anneau total des fractions de H ; alors L = H By Q.



3. UN CRITERE POUR QUE H SOIT UUN ANNEAU REDULT

Notonz ' la ¢lBture intégrale de 1l'anneau intdgre R. Supposons d'abord
ue R soit un anneaun local noethdrien intdgre de dimension 1 d'idéal maximal
m ; alors H n'est autre que le complétd de R pour la topologie m—adique, et
Krull a montré que H est réduit si et seulement si T est un R-module de type

0).

i

fini (ce qui a lieu si et seulement si HomR(Q,F/R)
Dans le cas d'un anneau intégre quelconque R, Matlis a montré que si
HomR(Q,F/R) = (0, alors H est réduit ([4], 8.10). Dans le cas d'un Q-anneau,

on a la réciproque :

Théordme 2 : Soient R un Q-anneau, et T sa cldture intégrale. Alors H est

0.

réduit si et seulement si HamR(Q,T/R)

Supposons donc H réduit, et soit P € Ass{H). Alors P = HomR(K,D), ol
D est un sous-module h-divisible de K. Soient A le sous-R-module de Q tel
que R c A cQ, et A/R = D ; alors A est un sous—anneau de Q(Dﬂ, 1.8). I1
existe donc un anneau de valuation VP de Q Fel que A c:VP. Posons
P' = HomR(K,VP/R). Alors P P’ et P' MR = 0, Il résulte alors de la pro~

position 3 et du corollaire 1 au théoréme ! que P = P', On a domnc @

(K’ f\ VF/R) = n P =0

HomR(K,P/R) C Hom
P & Ass(H) P € Ass(R)

R

puisque H est réduit ([1], chap. IV, §i, exercice 17). Puisque TI'/R est un

R-module de torsion, on a donc HomR(Q,F/R) =0,

4. MODULES ETRANGERS

Dans ce numéro, A désigne un anmeau unitaire, non nécessairement com-

mutatif,

Définition 3 : Soient A un anneau, M un A-module, et Ml""’Mn une suite de

sous~A-modules de M. On dit que M),..z,Mn est une suite de sous—-A-modules



étrangers de M si pour i de 2 i n, on a

M, + ) M., =M.
1<«

Lemme : Soient A un anneau, M un A-module, Ml""’Mn une suite de sous—A-
modules &trangers de M. Alors :

(1) On a une suite exacte :
n n
0 — () M, > M —E> @ (/M) —> 0
1=1 i=1 : _

ol p est la somme des projections canoniques M —> M/Mi'

(ii) On a une suite exacte :
n § n o n~-1
) > M, > & M, > M > ()
. i . i
1=] i=]
ou § est 1'homomorphisme diagonal, et od a(xl,...,xp) = (x]—xé,‘..,x]—xn)
n 1
pour tout (x],,‘.,xﬂ) € if] Mi'

Exemple 2 : Soit Vl”"’vn une suite d'anneaux de valuation deux 3 deux
‘ n
indépendants d'un corps @, et posons R = /) Vi. Alors V[,...,Vn est une

-

suite de sous-R-modules &trangers de Q.

5. ANNEAUX SPECTIAUX

. - . , 1
Les résultats de ce numéro et des deux suivants relatifs aux Q -anneaux

ont &té démontrés par Matlis [6}.

Définition 4 : Scit R un Q-anneau [resp. un Qn-anneaQ]. On dit que R est un

1 n : . . -
QI—anneau [resp. QI~anneaQ] s1 H est intégre, un QR—anneau [resp. Q;-
anneaug si H est réduit sans €tre intdgre, et un QN—anneau"[reSp.‘Qg—annead]

si Hn'est pas réduit.

Définition 5 : Un anneau intégre R est dit spécial s'il existe des sous-—

anneaux A],...,Ap de Q vérifiant les conditions suivantes :



P
I)OnaR;’c&Ai %onuridelip,etR=iQ] A .
2) Al,...,A est une sulte de sous-R-modules &trangers de Q.

3) Pour tout i de 1 a p, Ai est un QI~anneau.

Proposition 5 : Un anneau R est un pranneau si et seulement 3'il existe un
Y

anneau spécial S tel que R € 8 € Q et gu'il existe r € R - {0} tel que

r{8/R) = 0, En particulier, tout anneau spécial est un QR~anneau.

Définition 6 : On dit que R est h-local s'il vérifie les conditions suivantes:

(1) Tout idéal premier non nul de R est inclus dans un seul idéal maximal
de R.
(i1i) Tout &lément non nul de R n'appartient qu'd un nombre fini d'idéaux

maximaux de R.

Par exemple, tout anneau intégre nothérien de dimension 1 est h-local,

P . o n " . . ,
Théoréme 3 : Soit R un QR—anueau, oli n est un entier positif. Soiemnt
P],...,Pp les idéaux premiers associés 4 H, Pour 1 de ! 3 p, notons Ai le
sous-R-module de Q tel que R € A,, que Ai/R soit un sous-R-module h-divi-

il
N A, ; alors :
=]

i 2 = )y 0 N
sible de X et que Pi HomR(K,Ai/R). Posons 8 i

d.
\ \ - i . e
(i) Pour i de 1 a4 p, Ai est un QI ~anneau, l'entier di vérifiant

i

0 ~d, ~ n+i-p,-et " d, =n o+ 1o P
i nel i

(ii) Pour i de | i p, on a un isomorphisme d'anneaux de H/Pi sur HomA
i

(Q/Ai, Q/Ai)’

(iii) S est un Qn~anneau spécial, entier sur R, et il existe r € R - {0}
tel que r(S/R) = 0.

(iv) La cldoture intégrale de R est l'intersection des cldtures intégrales
des Ai’ pour 1 de 1 & p.

(v) Pour i de 1 3 p, notons Li le corps des fractions de H/Pi’ et soit L

p
1'anneau total des fractions de H. Alors I, = L

e
it



(vi) Soit M un idéal maximal de B ; alors f a au plus p idéaux maximaux
au—-dessus de M, et SM est un anneau h-local ayant au plus p idéaux
maximaux.

(vii) R est spécial si et seulement si S a un unique idéal maximal au-dessus
de chacun des idéaux maximaux de R, auquel cas R = §.

(viii) Si R est local, alors § est h-local et poss@de exactement p idéaux

maximaux Nl""’Np qu'on peut numéroter de sorte gu'on ait Ai = SV

i
pour 1 de 1 i p.

Corollaire : Um anneau local intégre unibranche ne peut &tre un Q, -anneau.
zorollalire : R

Proposition 6 : Un anneau intégre R est h—local et spécial si et seulement

. 113 . o e -
si c'est un Q —anneau non local (pour n entier positif convenable) et si,
pour tout idéal maximal M de R, R)1 est un Q -anneau. Si tel est le cas, R a

au plus n+l idéaux maximaux.

6. EXTENSIONS DE QI*anneaux.

. s - . n
Proposition 7 : Soit R un QT-anneau, pour n € N, Notons L le corps des frac-

tions de H. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) H est entier sur R.
(ii) L est une extension radicielle de 0.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, soit x € H~R tel que Q(x) = L.

n
Alors R[xj est un L_N anneau.

Proposition 8 : Soient p un nombre premier, et R un Qg-]-anneau.intégrale-

ment clos ; notons A la fermeture intégrale de R dans le corps des fractions

L de H. Si L est une extension séparable de , alors A est un Lgu‘-anneau

spécial.



7. CAS OU R EST NOETHERIEN DE DIMENSION 1

Soi; R un Q-anneau noethérien de dimension ! ; d'aprés Jensen [2],
R est un anneau local. Si de plus, R est un Q?-anneau pour n ¢ N, d'aprés
Matlis ([7], 7.1), la clBcure intégrale T de R est un Q?—anneau de valua-
tion discréte et un R-module de type fini. Si de plus, R est un Q2~anneau
pour n entier positif, d'aprés Jensen {21, le corps résiduel de R n'est

pés parfaic.

Proposition § : Un Q-anneau R noethérien de dimension | ne peut &tre un'QR-

anneau. Autrement dit, R est analytiquement non ramifié si et seulement

5'il est analytiquement irréductible.
ytiq

PR . . -1 . s
Théoréme 4 : Soient p un nombre premier, et R un Q¥ -anneau noethérien de
dimension 1. Alors Q est de caractéristique p, et le corps des fractions L

de H est une extension radicielle de Q.

8. EXEMPLES

Exemple 3 : Soient p un nombre premier, et R le Qg_l—anneau de 1'exemple 1.
Soit x € B-R ; alors Q(x) est &gal au corps des fractions L de H, et d'aprés

.. -1 T . .
la proposition 7, R[x] est 'un Lg —-amneau noethérien de dimension 1,

Exemple 4 (Jensen) : Soient p un nombre premier, et Qp le corps des fractions
~ 2
de 1'anneau Zp des entiers p-adiques. Alors le complété Qp de la cldture al-
gébrique 6% de Qp pour la valuation v prolongeant a ﬁé la valuation p-adique
A

est un corps Q-isomorphe & €. Donc 1'anneau de valuation Vp de 5? pour v est

un anneau de valuation complet de hauteur ! de C (et donc un C%—annéau) tel

v =4 .
que pf\Q b

Exemple 5 : Soient PysseesPy des nombres premiers deux i deux distincts, oii

d>2. Avec les notations de 1'exemple 4, Vp N.o..N Vp est un ngl— anneau
} d

spécial.



Exemple 6 : Soient Pyseseahy des nombres premiers deux i deux distincts, of

d>2. Avec les notations de l'exemple 4, Vp N...OV N R est un Réd—]—

} Py
anneau spécial.

Exemple 7 (Jensen) : Soient p un nombre premier, et Vp 1'anneau de 1'exemple
4. Posons R = Vp N R ; alors R est un mi—anneau pour lequel H = VP, et la

fermeture intégrale A de R dans € est un E;-anneau spécial.
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