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UNE MACAULAYFICAT ION DE CERTAINS ANNEAUX LOCAUX. 

Markus Brodmann 

Soit A un anneau semilocal et noethérien de radical de Jocob-

Son J et soit A son complète J-adique. A est dit strictement 

formellement ëquidimensionnel, s.f.e. en abrévation, si P e Ass(A) 

implique que dim(A/P) - dim (A) E5 ${7.2)] • Dans la terminologie 

de Nagata ces anneaux sont dits unmixed [7,pg. 821. 

L'exemple standard des anneaux s.f.e* sont les quotients intègres 

d'un anneau Tocal de Cohen-Macaulay (C.-M. ) [6, Th. 23 •. En ana

logie à la situation en géomêtire algébrique {éclater utv <IÙQM^M 

intégre d'un anneau local et régulier en un anneau régulier} ùti 
est donc intéressé à éclater un anneau A s.f.e. en un anneau de 

C.-M., au moins si A est intëgfre. Pour faire ceci il suffit évi

demment de résoudre le problème suivant: 

Soit A intègre s.f.e- et tel que gr(J) < dim(A). Alors on doit 

trouver une extension semilocal B de A,, intègre et essentiellement 

de type fini et telle que pour son radical de Jacobson J 1 on ait 

gr(J') > gr(J). 

On aimerait choisir B aussi petit que possible, par exemple fini 

sur A. Mais en général ceci n'est pas possible par un exemple du 

à M. Höchster (non publié, 1974): 

Un anneau local, complet normal et de dimension 3 qui ne possède 

aucun module de C.-M. de type fini. 

D'ailleurs cet exemple est minimal au sens qu'on arrive à choisir 

B fini sur A si dim(A) * 2 (v. Corollaire 5). 
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Pour B on aimerait quand-même avoir satisfaites quelques proprié

tés typiques pour les extensions finies: 

(î) B domine A. 

(II) dim(A) « dim(B). 

(III) l'espace J-adique A est un sousespace de l'espace J'-adique B. 

Pour résoudre (P) il nous faut les notions suivantes: 

Dé.flntlon 1 : Soit M un A-module, S = reg^(M) l'ensemble des élé

ments réguliers de A par rapport à M. Soi106 un ensemble multi

plicatif d'idéaux de A. Alors» nous introduisons letft-transformé 

de M comme étant : 

T A(ôt. M) . I ) (M : I) , . 

Définition 2: M étant de type fini posons: 

S A C O t t M) - { P e Spec(A) /3 I e « . s e S tq. I £ P e Ass A(M/sM)>. 

Alors on a (cp Cl, (2.3), (2.5)3): 

Lemme 3: a) T A(0t, T A(#, M)) • TA(0£, H). Si de plus M est de type 

fini sur A on a: 

b) Si T A(Ot , M) est de type fini S A(d6, M) est fini. 

c) T A(ôt,, M) = M < = ™ > S A « & , M) = 0. 

Dém: a) est idnuit par le fait que chaque I e OL soit de type fini, 

b) Il suffit de voir que S h = { P c S A(0O, M)/ht(P) = h)soit 

fini pour tout h. N = T A({ I e0t/ht(I) * h ), M)£.T A(<fc, M) 

implique l'existence d'un I eOtt.q. ht(I) * h, IN^iM. Pour 

P e S h on trouve de plus s e S m s M t.q. P = (sM:m) A,Jdonc 
P = ( « : | A ) A ^ L ( M : N ) A O.I démontre la finitude de S h-
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c) " ««—> ". Dans la démonstration de b) on remplace "fini" par 

"vide", tout en regardent que I = A si T A(ot, M) = M.
 11 < — 

Soit m c M, s e S t.q. | e T A(Ot, M) - M. Alors on a |l a M, 

donc ml cz sM pour un I e 00 * m £ sM implique alors que 1^=. 

Lf{Ass A(M/sM)}. 

Regardons encore la condition suivante sur A: 

(C)Vm e Max(A): caractéristique (A/m)l A e reg(A)U(o}. 

Evidemment les anneaux intègres ont la propriété (C) et cette 

propriété se conserve sous le passage â une algèbre sans torsion. 

Lemme 4: Soit As.f.e. et de propriété (C). Supposons que ht£I}> 

> 1 pour tout I z Ou. Alors T = T A(#, 5 A) est une A-extension 

finie et sans torsion. Par conséquent S^(Ot>> A) est fifii et 

S T{{ I T / I c 00 >;T) « 9. 

Péta; La A-platitude de Â entraine que T fi)flAêT. ({ IA/I e 00}, A), 
A 

et l'on peut donc remplacer A par A par fidèle platitude. A étant 

décomposé on peut donc sans autre supposer que A soit local et 

complet. Mais alors (C) et le théorème de structure de Cohen per

mettent à écrire A comme extension finie d'un anneau local et ré

gulier R. A étant strictement ëquidimensionnel cm voit de plus par 

le premier théorème de Cohen-Seidenberg que cette extension est 

sans torsion. A peut donc être plongé dans un R-module libre.F 

de rang fini. Soit encore Ot'l'ensemble multiplicatif engendré 

par {I f\ R/l eOO}. Par le premier théorème de Cohen-Seidenberg 

on a alors que ht(I 1) > 1 pour chaque I 1 e 00 . R étant S 2 on a 

donc que TR(0t', F) - F, par c) du lemme 3. On conclût alors par 

1Q1R{0V% A)^T R(/)t\ F) et'le lemme 3. 
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En posant <7t = {I/ht(I) > 1} on voit donc que Vanneau A du lemme 

précédant est presque S 2 au sens que {P e Spec(A)/ht(P) > 1, prof 

(A p) £ 1> est fini. 

Ce résultat a été trouvé par des méthodes différentes par L,J. Rat-

Tiff [8] . De plus on voit que alors T est la plus petite exten

sion sans torsion de A qui est Sg* Dans la terminologie de [5,5.10] 
Ta(0t> A) est la S A(Oi, A)-clôture de A et la finitude qu'on vient 

d §etablir est en effet une généralisation de la cohérence, de la 

cohomologie locale de degré comme elle est donnée à [5 , 7 . 243 . 

Appliquons le lemme 4 à notre problême (P): 

Corollaire 5: Soit A comme au lemme 4 et de dimension > K Alors 

B « T^({J n), A) est une A-extension finie telle que gr(<J'} > h 

En particulier si gr(0) = 1 B est une résolution de notre pro

blème (P). 

Nous pouvons donc dès maintenant supposer que gr(J) > 1. Choisis

sons donc x,y e ô tels qu'ils forment une suite régulière. Alors 
X X 

pour m e Max(A) m et y engendrent un idéal maximal de A£y]. En 

posant A' = S^AEf] avec S = A[~] - {(m, £)/m e Max (A)} on 

a alors un isoraorphisme canonique A/xA = A 1/ ~ A 1 , nous appre-

nant que ditn(A') = dim(A) et que A est un sousespace dominé de 

A*. De plus A' est de nouveau s.f.e. (v.[6, Pr. 7]) et de proprié

té (C). Mais alors ht(J) > 2 implique que B = {J n}» A') est 

une extension finie de A* par le lemme 4 qui satisfait donc à 

(I), (II) et (III). Nous allons donc chercher x et y tels que 

gr(O') > 2, ce qui permettera de résoudre (P) si gr(J) = 2. 

lemme 6: Soit A s.f.e. de propriété (C) et tel que g.r(J) > 1. 

Soit 2 e reg(A). Alors on trouve x e J nreg^(A/zA) t.q. A/xÀ 

est s.f.e. et satisfait à (c). 
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Déni: Par le lemme 4 on trouve en effet x e reg(A) f) J tel que 

xA n'a aucune composante immergée et tel que 

x e reg A (A/car (A/m)A) (m e Max(A)) et x e reg (A/zA). 

Lemme 7: Soient A , x comme au lemme 6» A étant de dimension > 2. 
Al ors : 

a) U = T f i({J
n}, A/xA) est une extension finie de A/xA 

b) J n ' C i reg A (A/xA) ^ 0/(fn e N) et de plus on trouve un m e M t.q. 

0m U A/xA 

c) y e J Ci reg F L (A/xA) t.q. y U s A/xA implique l'existence d'un 
^ x 

isomorphisme canonique U.= B/y B. 

De m : a) est une conséquence du lemme 4, b) de a) et de gr(J) > 1. 
x *v 

c) L 1 isomorphisme canonique A 1/- A 1 s A/xA permet de définir un 
1 1 homomorphisme canonique g: A 1 ! - - ) >(A/xA)[-l. Pour la 

restriction de g â B on a évidemment h = g : B — > U . yU ^ A / x A 

implique que u€ U s'écrit sous la forme h(y) = u> avec a e A . 

J mu e A/xA implique donc que J m y ̂  A + xA [y], donc que J ma 

g y A + A / l x A l J ] = y A + xA, donc que J m ~ ^ A + £ A S A 1 , 
a J <J 

ce qui entraine que y e B, et g est donc surjectif. Soit d'autre 
part t e Ker g = £ A'[l] A B. Alors on écrit t = 4 avec un a'e 

y y y y n x a ' m x m 
E A' et l'on a que pour un m e N — J & A 1 donc que - a'J 
s y n A ' A 1 = y n £ A', la dernière égalité étant due au fait 

x a ' m que y , y est une suite régulière de A 1 . Mais alors — J <S A 1 , 

donc ~ e B et T o n voit que t £=• ~ B. y 

y 
Appliquons ce résultat au cas gr(J) = 2: 

Corollaire 8: Soit A s-f.e., de {c), tel que gr(J) > 1 et tel que 

dim(A) > 2, Soient x et y comme au lemme 7. Alors gr(J') > 2. 

En particulier en cas gr(J) = 2 B est une résolution de notre 

problème (P). 
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Dém: Par le corollaire 5 on a que gr(J") > 1, J" étant le radical 

de Jacobson de IK Mais alors c) du Lemme 7 et le fait que y £ г е д ( В ) П 
impliquent le résultat. 

Par une application répétée des résultats 6 et 7 nous arrivons 

maintenant à complètement résoudre notre problème (P): 

Soit d = gr(J) * 2 et soit ,.. . x d ^ , y une suite régulière de 

J. Alors pour ¥ m € Max (A) (m, y* ^ ) est un idéal maxi

mal de A 2 H . Soit S = A JH- (_J (m, £ 
У У У У meMax(A) y y 

A 1 = S 4 A [ y \ . . . . y a 1 . Alors A' est s.f.e. et satisfiat â 
(I), (II) et (III) [2,(3.10)1 . В * T A({J n},A f) est donc une 
extension finie de A* par 4. Et l'on voit finalement que В est 
une extension essentiellement de type finie sur A qui satisfait 
à (I), (II) et (III). Le résultat suivant [2, (5.6), (5.7)1 qui 
se démontre facilement par induction â partir de б et 7 nous dé
montre qu fon peut choisir x ^ . . л ^ ^ , y de sorte que gr(J') > d * 
- gr(0): 

Proposition 9: Soit A s.f.e. et de propriété (C). Soit d - gr(J)< 
< dim(A) 5 z e J Л reg (A). 
a) On trouve x^,..., x ^ ^ e J t,q. Xj , • . . , x d _j ,z soit une suite 
régulière telle que А/ I x-A est s.f.e. et de propriété (C ) 

i-1 
pour tout к < d. 
b) -Xj,.. .x^j étant comme à a) on a J nHreg A(A/ d 2 1 x^A) f 0 
pour chque n e N et l'on trouve un m e N t.q. ^ y e 0 m Л 
О г е д . (А/ d L 1 x. A) implique que gr(J') > d, ou J 1 est le radi-

i-1 1 

cal de Jacobson de l'anneau*В défini ci-dessus. 
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Nous avons donc trouvé une première solution du problème (P). 

Notons que l'on peut trouver une solution de,(P) qui marche même 

si A ne soit pas s.f.e. Pour en donner une idée démontrons: 

Lemme 10: Soit A noethérien et soit x e A un diviseur de 0. 

Soit P e Ass(A) tel que x e P et minimal parmi les premiers 

de Ass(A) avec cette propriété. Alors P e Ass^(A/xA). 

Déni : En localisant en P on peut supposer (A,P) local. Si P est. 

minimal en A le résultat est clair. Soit donc P non minimal. 

Soit Q i n . . . O Q s ^ Q une décomposition primai re irretundqnte 

de (0) dans A, Q étant P-primaire, Q,. étant P ..-primaire (i * !*.>.,s). 

Alors nous avons (Q^O . • * A Q S : X ) A = Q] 0 ... fiQs car x i 

(i * 1,... ,s). Mais ceci entraine que Q] H Q s A parce-

que (A, P) est local. Mais alors (Q1 0. •. fiQs J-pH* (0)£*A pour 

n suffisamment grand implique que P e Ass(A/xA). 

Corollaire 11 : Soit A noethérien et semilocal, x ^ . - . x ^ y e 0 t.q. 

y e reg A(A/ î x,- A) et tels que les images des x^ en A forment 
1 = 1 y 

une suite régulière. Alors la suite x ^ - . - . x ^ y est une suite ré

gulière de A. 

Dém: Par induction par rapport S d on se restraint aisément au 

cas d = 1. Si x = Xj serait un diviseur de 0 en A un trouverait 

un premier P e Ass(A) t.q. P e Ass A(A/xA). x ayant son image en 

reg (Ay) on devrait alors avoir y e P, et donc y t reg^(A/xA). 

Soit d = gr(J) et soit X},....x d e J une suite régulière. Suppo

sons que ht (m-) > d pour chaque ffl e Max(A)A. Soient P^ >P*S les 
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d 
diviseurs premier hors Max(A) de £ xs A. Alors on trouve 

s d d 
y « î - U P, t.q. I = ( 2 M A:y). = ( £ xiA:y n). ait 

1=1 1 1=1 L M i=i A 

comme diviseurs premiers exactement P^,...,P . En particulier 

on en déduit un isomorphisme canonique A/I = A , ^ ] / 
* y y 

/•(§»•••»59 • 0 n v o i t d o n c d'abord que (TW , £ 1 ,.... est un 

Idéal maximal de A ,..., ] pour-me Max(A). Soit S le complé-

ment de la réunion de ces idéaux maximaux, et posons 

B * S'^A Alors 1 ' isomorphisme ci-dessus implique 
^ X x 

un isomorphfsme canonique A/I = B/fy 1,..., ^0 qui démontre que 

y e r ' e g ( B / ' ( ^ , ^))• ( x ^ . . x ^ ) étant régulier en A on déduit 

que y* est une suite régulière de B[yl * S^A [y] , et 

par le corollaire 11 x j » • • • t X ^ y est une suite régulière de B 

dans J 1 , son radical de Jacobson. En somme nous avons donc: 

Proposition 12: Soit A semilocal, gr(J) * d< min Cht(m)/^ c Max (A)}. 

Soit x - j , . . . ^ e J une suite régulière, P^,... fP ç les diviseurs 

premiers de z x ;A hors de Max(A). Alors il existe un n e N t.q* 
1 = ' » * 

pour chaque y E J - J } on a gr(J') > d, 0* étant défini 
1=1 

comme ci-dessus. 

Comparons maintenant les deux solutions I On voit alors: que la 

solution donnée par 9 est vraiement "plus petite" que celle donnée 

par 12: En fait, la "fibre" B/JB est de dimension d-1 si B est 

construit d'après 9. Pour calculer la dimension de B/JB au deuxième 

cas remarquons que X | x ^ y est partie d'un système de para

mètres de J et que 1 'on trouve donc Zj,...,z e J tels que 

x 1 . . . . » x ( j , y , Z | ) . . M 2 s est un système de paramètres de J. Alors 

ht(J) = d + s + 1 et l'on trouve un n e N t.q. J n c. (x^,...»x d,y, 
2 1 • • • • *2shen supposant (jwe htCD«cfân(A). 
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s 
Mais x n,...,x J,y e y B entraine donc que J n B c y B + X z. B, 

1 d ~ i»l 1 

donc ht(JB) * 1 + s = ht(J) - d ce qui donne dim(B/JB) = d si 

A est s.f.e. 

Remarquons que les "macau'layfications11 de A peuvent servir à 

étudier Mac(A) » {P e Spec(A)/A pde C.-M. En effet si C est un 

anneau de C M . qui s'écrit comme localisé de la A-algèbre 

A[y*,..., A z on a que l'image Y de Spec(C) en Spec(A) est 

contenue dans Mac{A) U Spec(A 2). Alors, en construisant C avec 

la méthode donnée par 9^Y devient essentiellement plus grand 

que si C est construit d'après 12. 

Hotre construction pourrait donc être unsapproche à la: 

Conjecture 13: Soit A intègre et s.f.e.. Alors Mac(A) contient 

un ouvert non vide. 

On connaît déjà des résultats sur Mac(A): 

(i) Sans que A soit s.f.e. cet ensemble est un ouvert de la 

V.-S. topologie de Spec(A) ([43,.- Les V.-S.-ouverts sont 

les ensembles U c Spec(A) avec P e U «=> }{Q e Spec(A) -

U / ht(Q/P) = 1 } l < « ) 

(ii) Si A est anneau résiduel d'un anneau de C.-M. Mac(A) est 

ouvert pour la topologie de Zariski.[5 Ji.11.8 3 

(iii) A étant local mais pas nécessairement s.f.e. Mac(A) ne doit 

pas être ouvert. En effet, en [33 un exemple d'un tel an

neau A est donné. 

(iv) Si 'diro(A*) é 3 on a le réponse affirmative à 13, car alors 

T - T A({I/ht(I)>î^À) est une extension fine de A qui soit 

S£. (voir suite de lemme 4) 

Remarquons encore que le comportement des extensions construites 

d !après 9 est favorable du point-de vue des mulitplici tés : 
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Proposition 14 : Dans les notations et sous les hypothèses de 9» 

si JA//T7 | = ce pour V^eHoxC4)on arrive â choisir x^ ,.. • iX^-j £ J 

comme dans 9a) et encore tel que x^ soit superficiel par rapport 

à J / £ XjA, [7.pg.72]. Alors on a pour les multi1iplici tés 

1 8 i nègali të su i vante : 

e A(J) > e B ( J
B ) . 

Pém: La choix énoncée des x^ se fait à l'aide de [7.(22.3)1 

et le lemme 6. Choisissonsy comme dans 9,b) et posons A* = 
1 X Y J J I 

55 S A [-1 ,. •. , y j> S étant le complément de la réunion des 
X X 

idéaux maximaux de la forme , ~1 *... ,̂-*) avec m z Max(A). 

Soit J" le radical de Jacobson de A 1. Alors par notre choix 

des x[ nous avons 

e A < J > = e

( A / X.A) < J ' .f 1 x iA) ;[7,(24.2)] 7et par 

1 ' isoroorphisme canonique A/ E x.- A = A* / l - v A' on 
i=l i»! y 

voit que e A(J) s e A 1(J
J'). B étant fini sur A on a alors e f l,(J")* 

* e B(J»B) >. eBtO'). 

Nos résultats restent aussi vraies sous la généralisation sui

vante: Pour A semilocal et noethërien posons: 

6 (A) = min {dira (A/P)|P e Ass(A)} , 

(v.[l]). Alors A est s.f.e.osi <5(A) = dim(A). La proposition 

9 reste alors vraie si 6(A) remplace dim(A): Les résultats auxi-

lières 4 et 6 restent valables sous cette généralisation [1,(4.7)3. 

De plus, par [1,(6.2)] on a que Ô(A') » S(A), A' étant défini 

comme ci-dessus, ce qui fait marcher tous ce que nous avons traité 

ici au cas particulier <S(A) = dim(A). Cette généralisation per

met de formuler nos résultats pour des anneaux locaux noethêriens 
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quelconques et de pouvoir quitter la classe des anneaux s.f.e.. 

Evidemment en général, par la construction donnée par 9, on ne 

finit pas par un éclatement B qui soit de C - M., mais on a 

seulement gr(J l) = <5(A), ce qui est le maximum qu'on puisse 

expecter aussi long qu'on exige (I), (II) et (III). 

Ceci se voit en effet parce que on a évidemment gr(J') £ ô(B) 

et par le 

Lemme 15: Soit B une extension semilocal essentiellement de type 

fini sur A dans l'anneau total de fractions Q de A. Supposons 

(I) et (III) satisfaits. Alors ô(A) > ô(B). 

Dëm: Soit P a Ass(A)*A£B implique qu'il existe un P 1 a Ass(B) 

tel que P'o P. Il suffit donc de voir que dim(A/P' (\ A) * dim(B/P') = 

= r. B s'cérivant comme sousanneau d'un anneau de la forme 

S"1A[y] avec y e J H reg(A) ç J• n reg(B) ou trouve bj,... ,br_j E 

e B H A [y] tel que $... fb̂ -̂j > y - b_ forme un système de 

paramètres de B / P'. Ce système donne lieu à une chaîne de 

premvers P^ = P'c .. • o P i c .. . a P l

r e Max(B) t.q. bj ,... »b,. e 

e P ! & ^ i +1 • *'# * ̂  p' • D'autre part on trouve un n e N t.q. 

y nb^ e A (i = l,...,r~l) f ce qui démontre que la chaîne 

P 8 H A = P' H A C p' H A c . . . c Pi O A est strictement crois-o i r 
santé. 
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