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RESEAUX DE FILES D'ATTENTE
A SERVICES EXPONENTIELS ; APPROXIMATIONS RELATIVES

AU CALCUL DES PROBABILITES D'ETAT MARGINALES.

par Raymond MARIE

A - INTRODUCTION

Soit R un réseau de files d'attente & ser-
vices exponentiels tel que :

a) la matrice de passage @= (pij) ne dé-

pend pas de 1'état du réseau ; i.e. : la probabi-

lité pij d’aller dans la station j en quittant la

station i est indépendante de l'état du réseau.

b) la station i, i =1,2,...,M posséde s;
guichets ; pi(ni) représente le taux de sortie de
la station i lorsqu'il y a ny clients dans cette

station. Lorsque le temps de service de chaque
guichet de la station sera indépendant de ng. on

aura : ui(ni) = (si A ni).ui ol uy est le taux de

service de chaque guichet de la station i.

c¢) la discipline d'attente est "premier ar-

rivé, premier servi" (FIFOQ).

Pour un tel réseau, l‘expression des distrxi-
butions aymptotiques des états du systéme est con-
nue exactement ([GON~67] ’ [JAN-63J). De plus, des
algorithmes permettent des calculs relativement
rapides de la constante de normalisation (pour les
réseaux fermés) et des probabilités marginales
{[BUN-73], [MAE-75]) .

Néanmoins, les méthodes approchées réduisant
les temps de calcul conservent un intérét, par

exemple :

a) si les valeurs de N (nombre de clients)
et de M (nombre de stations) sont relativement
importantes. (voir au § C-3, le sens donné & N

dans le cas d'un réseau ouvert).

b) ou si les calculs exécutésbs'inscrivent
dans un probléme d'optimisation : certaines ex-
pressions, telles les probabilités d'état margi-
nales &tant utilisées dans une fonction d'objec-
tif et devant é&tre calculées pour différentes
valeurs des variables de décision {(telles que :

le nombre de guichets S le taux de service ui...)

Par ailleurs, en régime trapsitéiré, les
méthodes exactes permettant d'obtenir les pro-
babilités marginales Pi(ni’t) sont inutilisables
(eu égard au temps de calcul et & la taille mémoi-
re actuellement nécessaires) pour des réseaux re-

lativement modestes (ex : M = 5, N = 40).

Le but principal de cette note est donc de
fournir certaines méthodes de calcul approché pour
1'étude du régime asymptotique, lorsque N et M

sont relativement grands. On donne aussi une appro-

ximation du régime transitoire.

Le paragraphe B contient la description

d'un modéle que nous appelons a "flux déterminis-

te", C'est ce type de modélisation qui servira

de base aux approximations présentées dans le pa-

ragraphe C. Le paragraphe D est réservé a la pré-

sentation d'exemples numériques.
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B - :ETUDE DU MODELE dit a
“FLUX DETERMINISTE"

B-1. PRESENTATION DU MODELE

Soit un modéle dynamique composé de M blocs.
Le systéme est défini par M variables d4'état

continues V1'V2""’v . ‘De chague bloc i sort un

M
flux ¢i(vi) ; le flux de sortie est une fonction

déterministe continue ayant l'allure suivante :

¢i(vi)“

max |

Y

On précisera ci-aprés (en B-2) deux types

(1 et 2) de fonction ¢i(vi).

Le flux sortant du bloc i entre dans le
bloc j dans la proportion bij'

Par définition, le systéme est dit "fermé"
M
I b..=1 i=l,...,M

ce qui implique : (B1-1)

M
§ v, =v=c"e
N 1

i=1

Remargue Bl : Pour mieux appréhender le modéle,
on peut considérer que chaque bloc est un réser-
voir contenant un certain volume vi d'oa sort un
certain débit ¢i(vi) ; chaque réseryoir débitant
dans les différents réservoirs selon les coeffi-
cients bij’ Sous les hypothéses (B1-1), le systé-
me évolue en circuit fermé et le volume total
reste égal a& V au cours du temps.

On peut étudier un systéme dit "ouvert" en
introduisant, d'une part, une source extérieure
fournissant un flux ¢O(t) et, d'autre part, la
possibilité de quitter le systéme par l'intermé-

diaire de coefficients bio' i=1,...,M. On a alors :

1, i=0,1,...,M.

| 3
o
]

j=0

Le systéme fermé est donc un cas particu-

lier du systéme ouvert pour ¢o(t)=0, bio=0 vi.

Le systéme ainsi défini est un systéme li-

néaire par étapes, régi par le systéme différentiel :

M
v, = Zl bjl ¢j(vj) - ¢1(v1) +b . b

. ol
3
- - -~ - - - - (B1-2)
. M
Ym jzl byy 05(v3) = dylvy) + D0,
avec les conditions initiales vo = (v?,v;,...,v:)

et pour une fonction ¢o = ¢o(t) donnée.

B-2. DEFINITION DES FONCTIONS FLUX DE SORTIE

TYPE 1 ET TYPE 2.

B21. Définition du type 1

La fonction ¢i(vi) a-1l'allure suivante :

|
!
{
1

S, V.
1 1

Ici, le flux de sortie est proportionnel a

vi jusqu'ad la valeur de saturation s, - La fonction
¢i(vi) de type 1, peut donc &tre définie par le

couple (si,E;) ou le couple (si, ¢i ).
max

B22. Définition du type 2

La fonction ¢i(vif a 1l'allure suivante :

. (v.)
1 1 ¢i = ¢i
| ML Tmax
P
' |
¢, L -
3 I ,
6. |
i, - I
2
6 . |
i |
SRR l
L | a
i, Vi, Vig vini=si vy

La fonction, affine par morceaux, est dé-

finie par la suite finie :

:fi - {vik' ¢ik} k=1,....n
On posera, par définition :
S,
u, = 2
i ¢i
max

Le type 1 est éyidemment un cas particulier du type 2.
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B-3. REGIME TRANSITOIRE

La résolution mathématique du systéme dif-
férentiel (Bl1-2) permet d'obtenir la réponse tran-
sitoire des variables VyrVoreeesVy. Un exemple nu-
mérique est donné planche I. Dans cet exemple, les
fonctions de flux sont du type 1 et le systéme est
fermé. Le programme de résolution numérique utili-
se une méthode multipas (prédicteur d'Adams-Moulton
et correcteur 4'Adams-Bashforth} initialisée par

une méthode & un pas.

B-4. REGIME PERMANENT

La méthode utilisée ci~dessus permet d°'ob-~
tenir la réponse asymptotique du systéme ; mais,
lorsqu'on ne s'intéresse pas & la réponse transi-
toire, il est préférable d'utiliser une méthode
plus simple pour obtenir le régime d'équilibre.

On va développer la méthode d‘abord dans
le cas d'un systéme fermé puis ensuite dans le

cas d'un systéme ouvert.

B41l. Systéme fermé

M
Pour une valeur donnée V = } vir il exis-
i=1

tera en général un état d'égquilibre (donc une va-

leur de vy i=1,...,M) correspondant au régime

permanent. Sous réserve que la valeur asymptoti-

que v, ne dépende que de V, le problémé est donc

de trouver vi(V)” i=1,...,M.

Dans ce but, introduisons la matrice ligne

X = (xl,...,xM), a coefficients positifs, telle
M

que § x; = 1, et solution de 1'éguation matri-
i=1

cielle XB = X ; o B = (bij), i,j=1,...,M.

Remarque B41. Au paragraphe C, la matrice B du
modéle & flux déterministe sera la méme gque la
matrice@du réseau de files d'attente. Le but
étant d'utiliser le modéle & flux déterministe
pour approcher le comportement d’'un réseau de
files d'attente markovien ergodique, la solution
X sera toujours unique pour les matrices B consi-
dérées.

soit I = {1,2,...,M} 1'ensemble des indices
des blocs du systéme.

A 1'équilibre, on a toujours :

.= L ¢ vier

i P51
jer 13

11 existe donc g tel que :

¢, = g x5 viel (B4-1)

B411. Définition et proposition

Définition : En régime permanent, le bloc i est

dit "saturé" si vi(v) > s;

Proposition : Dans un systéme fermé, le nombre de

blocs saturés est au plus égal a :

S,
1

]

card ({i : i &1, a})

Démonstration : On rappelle que les blocs sont

soit du type 1, soit du type 2 (ie type 1 étant

un cas particulier du type 2).

I1 n'y aura pas saturation tant que :
v, <'s, Yi €1
i i
ou encore :
b, (v}, < s, Vi €1
it i

i

inégalité qui peut encore s'écrire :
q.x..ﬁl < s, V. €1

i"7i i i

La saturation se produira pour

q = qmax = minE~fé——1

i€Ilx. .u
1°71
S,
. i
Posons a = min
i€l [x..u,
i1

Appelons 1° 1'indice ou l'ensemble d'indi-

ces qui réalise ce minimum :

S,
P ={i: 1i€1, = = a}

X, .0,
T 1

A la valeur de saturation qmax = a, il

o . s
correspond un volume minimal de saturation V.

Par conséquent :

a) si v < Vs, aucun bloc n'est saturé.
. s Coas
b) si V 2 v, les blocs d'indices apparte-
nant a Is sont saturés, mais compte tenu que

1'équalité (B44) doit toujours @tre vérifiée, on

a:
- S
< i -
a.x, .uy s vi ¢ {1-1°}
ce qui entraine
v, <s, vie {1-1°}

1 1
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Donc, si V 3 Vs, le nombre de blocs saturés

est égal a Card(I°).

Pour trouver les valeurs vi(V) connaissant
V, il est préférable d'utiliser deux méthodes nu-
mériques distinctes selon que les blocs sont tous

du type 1 ou non.

B412. ler cas : Blocs du type 1

s
Pour V<V, on a :

1
¢i(vi) v, x E— = q.x;

1

d'on V = Z v, =4 ( Z x; Gi)
iel iex

La saturation se produisant pour q = a, il

est possible de déterminer le volume de saturation.

s _ —
Vo = a(‘Z xi.ui)
iel

Donc, connaissant V :

a) si Vv g v°
v, (V) = x, u, q = X, u, x v
1 1 1 1 1 -
) ®; uy)
T iel
b) siv>vS :
b)) i€ {1-1°} :
_ - . (S
v, (V) = x; u a vie{1-1°}
. s
b2) i€e1 :

s'il n'y a qu'un bloc saturant (i.e :

Card (IS) = 1), alors :

visV) =V - v (V)

je §I—Is} 3

Mais si le nombre de blocs saturés est su-
périeur & 1l'unité (i.e : card(Is) > 1), alors,
cette méthode ne permet pas dé connaltre vi(V)
pour i € 1° car ces valeurs dépendent des condi-
tions initiales ainsi que de la structure du
systéme (par 1l'intermédiaire de régimes transi-
toires hypercritiques). On peu€ seulement affir-

mer que :

. s, vier®

s, §v. (V) §V- ] _v.(V) -
i i sy 3J ks{IS—i} k

je{I-1°}

B413. 22me cas : Blocs du type 2.

Dans ce cas, la relation linéaire

1 . ;
¢, (v;) = v, X — n'existe plus ; mais on a tou-
u,
i

jours : ¢i = q X;, avec 0€qcKa.

¢ik
En posant qik =%
i

, on définit a partir
de .)oi la nouvelle suite :

T = tvpeagd K=t,...on,

A une valeur q < a, il correspond de fagon
biunivoque une valeur V'(q). On trouve V'{(q) en

procédant de la fagon suivante :
a) déterminer v, (q) & 1'aide de ¢£, i=1,...,M

si on suppose 9 ¢ £q¢€ 93 P41
’ T

alors :
VeV )
i, f+1 il
v, (q) =v,, + ——I———"— X (g-q.p)
1 it (qi,£+1_qil) i«
b) écrire que V'{(q) = z vi(q)
igI

Pour obtenir les valeurs vi(V), la méthode

numérique consiste a chercher par approximations

successives la bonne valeur de q telle que V' (q)=V.

On pourra débuter la méthode en choisissant
g=a ; de cette fagon, si V'(a) < V, on a immédia-

tement :

a) ie{1-1°} :

vV} = v, (@)

b) ig 1% :
. s
bl) si card(I1”) = 1
visM =v- 1 _vow

jel1-15} 3
. s
b,) si card(1”) > 1 :
on a une indétermination, de la méme
fagon qu'en B412.

s;sv,sv- T _vowm - ] vier®

S
* je{1-15} ? kel18-1} *

B.42. Flux de sortie d'un systéme complémentaire.

Cette notion de flux de sortie du systéme
complémentaire éAun bloc i sera utilisée pour
étudier le régime permanent d'un systéme ouvert
(§B43) et pour réaliser les approximations propre-
ment dites (§C).

Soit Ji ={1,2,...,i-1,i+1,...,M} 1l'en-
semble des indices des blocs formant le systéme
complémentaire par rapport au bloc i (dans un
systéme fermé).

Appelons 5; ce systéme. Cherchons le flux de sor-
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tie de Ei lorsque ce systéme est en équilibre, en Remarque B42. En général bii =0

fonction de Vi ou :

v =7 2éme_cas : blocs de type 2.
i i

. J
JGJi

_ On a toujours
Si le systéme S, est en équilibre, le flux
: = gx ¥. €J
d'entrée est &gal au flux de sortie : ¢j 3 3j

et, par conséquent,

® entrée 3 d sortie
—_— i = -
<I>—S~. (q) q.xi(l bii)
1
A chaque valeur q @ [O,;i [, il correspond
Cherchons les grandeurs v, (V,), V. € J.. (de facon biunivoque) une valeur V,.
3%y i i < q i
Un probléme équivalent consiste & chercher les Pour trouver Vi (q}, il faut, comme dans
valeurs vj (Vi) B Vj & Ji' du systéme fermé : (§B-413), déterminer numériquement vj (q) & l'ai-
de de la suiteJS! et écrire que
- < bj
el ¢
E s v = v
_ Vi (q) 'LJ vy (q)
Si JeJ;
A une valeur g ccrrespond donc un flux
- A . . v ! T 3 -
Pour déterminer P = & (V. ,, ccnsidérons Yoo v 4 #t un volume Vi\q) - L& caturation se pre
=3 . 1
i o
_ N Cey \ ic rory -
encore Jeux cas, selon le type des bklucs le Si' fae renr ‘iz Vl(ai’ » Augue. correspord le flux
maximal.
ler cas : blocs de type 1. _
<I>—S- (a.) = a; x Xi(l‘bii)
Compte tenu des résultats précédents, on i 1
sait que
9 Graphiquement, on obtient :
— = (V)
v '] s, i
i - i
¢j= = Aai xj vjeJi a, 1-b ) —— — — T T T -
- Xy uy) J ayx;{=by;
5 |
JGJi
_ s : |
ol a, = min [ 1 ] ! |
i |
]EJi xjuJ | ' ! ,
f i '
z 1 { L -
Comme &— = ¢..b, ., - = —
S. . i
i JeJi 3 3 Vi(ai) Vl
La fonction q>§ (V.) est affine par morceaux.
et que Z X, bji = xi(l-bii) it
jeJi Les points "singuliers" de Vi correspondent a une
on obtient : suite finie de valeurs de g. Soit Q cette suite ;
v elle est formée de toutes les valeurs inférieures
— i - —
<I>§ (Vi)= —Z—————_—— A a; xi(l—bii) ou égales a "ai“ qui correspondent & des points
i ( x. u.)
j(Ji 33 "singuliers" dans les fonctions ¢j (vj) ; i.e. :
les valeurs qjk des suites f;, j € Ji' telles que
Graphiquement, on a : qjk < ;i et rangées par ordre croissant :
4\ ‘I’s (Vi) ponc :
— Q= {a,,q I"'I;'}
a.x (b ) F—— - —— - 1772 1
1771 ii | v
! AVeC G < Gxyy k
|
(1-b. ) . . 5
i iiy On obtiendra donc le flux de sortie ¢S (Vi)
( Z x.u.) | i
jEJi 33 | par l'intermédiaire de la variable g & laquelle
I
T L) x T v
i jeJi 33 1
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on donnera successivement les valeurs de la suite

Q.

B.43. Systéme ouvert

Pour que le probléme garde un sens, il faut

étre dans l'un des deux cas suivants :
a) 3t : t>T=>¢_(t) = Cte non nulle
etdj : b, #0

b) 3T : t>T=>¢ () =Oet b =0 Vv €1

et ¢ (t) ej;l

Dans ce dernier cas, le régime d'équilibre
est identique & celui obtenu en considérant le

systéme fermé canonique (bo =0

i Vi € I) pour

une valeur :

T
v= ] +Jo¢°(t) at

Donc dans la suite de ce paragraphe, nous

supposons que

3Tt > T==>¢ (t) = &, & #0

sgrsj:b- #0

jo
N
Considérons maintenant la matrice B = (bij)
i,j=0,1,...,M et introduisons la matrice ligne
LV n M N
¥ = ¥ ,%....,%) telle que § ¥, = 1,et solu-
o' "1 M izo i ‘

tion de 1l'équation matricielle %% = *.

b
Considérons le systéme fermé S canonique-

ment associé au systéme ouvert S :

S' a la méme structure et les mémes fonc-

tions ¢i' i &1 ,que S.
Donc, QS(V) = @s,(V) w
et chercher le régime permanent de S revient a

chercher le régime permanent de S'.

Il suffit d'écrire que :
— N
GS' N ¢%; - Qo = 3%

il faut, pour que la solution existe, que

NN
® € a.x
o [+
N ., si
avec a = mln ,‘}——
ier

X..u,
X 1

D'ou :

e
]
xeloe

[o]

A partir de cette valeur q, on peut donc
trouver les valeurs d'équilibre vi(q) comme dans
le cas du systéme fermé, en utilisant les coef-

N
ficients x; au lieu des .
Graphiquement, la grandeur d'équilibre Ve

est obtenue de fagon simple a partir de ¢§ (V)
~ ]

§ o5

NN

a.x

o

-
>

v \
e

On voit que le régime permanent n'existe

Ny
que si @0 < a.x . Sinon V(t) augmente indéfini-

ment par l'intermédiaire des blocs saturés. i.e.

N
les blocs d'indice appartenant a T° ot -

s
Vs i Y
I° = {i : i —_— =
{i ieI, Fy— a
X, .u,
i"7i
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C - APPROXIMATIONS DU MODELE PROBABILISTE

C-1. Construction du modéle & "flux déterministe”

associé

{)‘i(ni)}ni=0,1,...,N = {%;N'V)}

v=0,1,...,N

On discutera au § D de l'erreur introduite

Soit R le modéle de réseau de files d'at-

sur les probabilités marginales en régime transi-

tente markovien ergodique tel qu'il a été pré-

toire par une telle approximation. En ce qui con-

senté au § A. Le modéle & "flux déterministe" . . N .
cerne le régime permanent, examinons a l'aide du
canoniquement associé au modéle probabiliste est . . . .
graphique suivant en quoi consiste 1l'approximation
obtenu de la fagon suivante : . .
faite : on montre en annexe que, si le flux appro-
1) chaque "station" i est remplacée par un
) q P P ché 4 1'allure de 'l (voir § (B42)), 1'allure du
"bloc" i.
flux réel est donnée par la courbe [2.
2) la fonction flux de sortie ¢, (v,) est
11 ] A, (n.)
construite & 1'aide des valeurs y, (n;) en posant : 11 r
]
/ 1
.= . . = coeps (g SR
¢1 {vlkl¢lk}k=1,...,(NAS.) {nl'pl( 1)%,=1,..”
1 1 ]
N
( Asi) :
r s
ol N est le nombre de clients si le réseau 2 | (N-n )
: i
est fermé. + -
(N-N_)
Si le temps de service de chaque guichet . ) . R 1 .
Une approximation intermédiaire peut d'ail-
de la station i est indépendant de n,, on obtient . N .
i leurs consister a prendre lec valeurs réelles de
une foncticn de type ! en écrivant
- yp4 Ai(N-ni) pour le- valeurs N—Ni IS ni < N la valeur
PR = r S, - . o
i - 1) de n; étant implicitement déterminée au cours des
calculs a partir d'un écart ¢ donné.
3) la matrice B est choisie identique a la
matrice ..@
C22. Réseau ouvert
C-2. Approximation de la probabilité d'état margi- Soit un réseau de files d'attente ouvert
nale d'une station défini comme précédemment.
L'utilisation du modéle & "flux déterministe"
C21. Réseau fermé conduit & étudier une file d'attente unique soumise
s ' < .
§1 pln,,n,....,ny,t) est la probabilité 4 un flux d'entrée fl°"5ta“t :
d'état du réseau précédemment défini, la probabili- Y =8 x xi
té d'état marginale de la station i s'écrit par 1 ° ;
o
définition :
pi(k,t) _ z p(nll---,nM,t) Mais, on sait [?AN—SZ] gue, dans un tel ré-
76 seau, les probabilités d'état marginales asympto-
et n.=k
- 1 tiques sont exactement celles qu'on obtiendrait
o en considérant une seule file d'attente soumise

M
M={(n1,...,nM/VjE {1,2,...,M},0an an, ¥

j=1

A ces probabilités transitoires, co
dent les probabilités asymptotiques : p{n
et pi(k).

Les probabilités marginales de la s
sont approchées par les probabilités d'ét
file d'attente unique de taux de service

et de taux d'entrée Xi(ni) en choisissant

au flux Ai = Xo x

xe| xe

n_ =N
5 }
[o]

Cela provient du fait que, dans un tel ré-

rrespon- seau, les états nl(t),...,nM(t) sont asymptotique-

1,...,nM) ment indépendants.

Donc 1'approche par un modéle & "flux déter-

tation i ministe"” n'apporte pas de nouveauté, dans le cas

at d'une

ui(ni) babilités d'état marginales (on peut toutefois

remarquer la cohérence du modéle).

- Files d'attente
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C-3. APPROXIMATION DE LA VALEUR MOYENNE DE L'ETAT

D'UNE STATION

L'approximation faite ci-dessus en (C2) per-
met d'exprimer la valeur moyenne de l'état d'une

station, tant en régime transitoire qu'en régime

permanent :
_ N
n'(t) = ) 3 xplk,t) (c3-1)
1 1
k=1
_ N
ou n! = z j pi(k)
x=1

ou pi(k,t) désigne la valeur approchée de
pi(k,t).

On peut encore approcher la valeur ;;(t)

par la valeur vi(t) du modéle a flux déterministe
associé. Cette méthode s'applique tant aux réseaux
fermés qu'aux réseaux ouverts. Elle est plus appro-
chée que la méthode précédente, mais relativement
d'autant plus rapide que le nombre de clients N
est important . (Si le réseau est ouvert, N re-
présente le nombre de clients qu'il faut intro-
duire dans le réseau fermé canonique pour utiliser

la formule (C3-1) avec une bonne approximation).

Si on ne s'intéresse qu'au régime permanent
il existe une autre approximation trés simple. En
utilisant les résultats du paragraphe (B42), et en
écrivant que ¢i = ¢§. , on obtient, sachant V, la
i

valeur de vi(V). Graphiquement, pour des stations
telles que ui(ni) (ni A si) Ui, on a, par’ exemple:

]L oo (N-V)

1

63 (V)

f=(
%1
e A ——— =
i
-
[
9

i
Remarque C3. Dans ce dernier cas, pour qu'il n'y

ait pas indétermination, il est nécessaire que i

n'appartienne pas a IS si Card {Is} >1.

C-4. RECHERCHE D'UNE SOLUTION INITIALE DANS UN
PROBLEME D'OPTIMISATION

Le but de ce paragraphe est simplement de

montrer, 3 l'aide d'un exemple, comment une étude

préalable du modéle & "flux déterministe”™ associé
peut diminuer le nombre d'itérations dans un pro-
bléme d'optimisation. Soit le réseau simple sui-

vant :

@
02 K24

On souhaite maximiser la valeur asymptotique
moyenne de ;1 (sous une contrainte de codt d'inves-
tissement par exemple). Les variables de décision
sont “2’ u3, 52,53.

o o
/S;)=

273
(10,1,2,4) ; le modéle & "flux déterministe" asso-

Soit une solution admissible (pz,ug,s

cié conduisant au schéma suivant (courbe a)

J

Vé+53 .
Si on augmente Uy, on obtient un flux complé-

mentaire correspondant & la courbe (b).

Une augmentation de Sy laisse inchangé le
flux complémentaire (on conserve la courbe (a)).

A une augmentation de u3 correspond la cour-
be (c) et a une augmentation de S3 correspond la

courbe (d).

On constate donc gu'au niveau du modéle a

flux déterministe, il est inutile d'augmenter Uy

ou s, (dans une telle situation ot le bloc 3 est
saturé). Le choix entre u3 et s, se fera en fonc-

tion des coflits marginaux.

On voit donc qu'une bonne solution de départ
(pour une optimisation en univers stochastique)

sera une solution qui maximise la valeur ;;(N)

du modéle & flux déterministe :

solution iMtiale retenue

solutions admis®iples
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On pourra ensuite soit chercher la solution
qui maximise la valeur ;& du modéle probabiliste
simplifié (§C3), soit chercher la solution du
modéle probabiliste exacte si l'enjeu économi-

que le justifie.

D - EXEMPLES NUMERIQUES

D-1. REGIME TRANSITOIRE

Les probabilités d'état transitoire peuvent
8tre approchées par le modéle markovien unidimen-
sionnel ; la valeur moyenne de 1l'état pouvant &tre
approchée a4 la fois par ce modéle et par le modéle
4 flux déterministe. Sur la planche II, figurent
les résultats obtenus pour deux exemples numéri-
ques voisins mais avec un phénoméne d’'attente beau-
coup plus marqué pour l'un (X = 2) que pour l'autre
(X = 6). Les résultats des modéles approchés sont
comparés aux résultats du modéle aléatoire exact

donnant la moyenne (n. ) et 1'écart-type (o_ ) de
ae ae

la station 4. On constate que, pour le régime tran-

sitoire de cet exemple, la valeur moyenne (;;s)

obtenue par le modéle aléatoire simplifié (systéme
unidimensionnel) n'est pas meilleure que la valeur
E} donnée par le modéle & flux déterministe.
L'écart-type de la distribution des proba-
bilités d'état ne peut &tre approché que par le
modéle aléatoire simplifié. On constate sur ces
exemples que l'approximation obtenue est relative-

ment bonne.

D-2. REGIME PERMANENT

Bien que théoriquement asymptotique, 1'état
permanent est pratiquement atteint assez rapidement

(cf. planche II).

A titre d'exemple, on a reproduit sur la
planche III, pour un réseau donné et en fonction
d'un taux de service variable, les différentes va-
leurs moyennes de la station a taux de service
variable pour :

-~ le modéle & flux déterministe

- le modéle aléatoire simplifié

- le modéle aléatoire exact.

On peut distinguer trois zones. La zone A
correspond & un systéme d'attente pratiquement
"sans attente”. Dans ce cas, tous les modéles don-
nent une valeur moyenne pratiquement identique. En
effet, il est facile de montrer qgue la valeur moyen-
, lorsqu'il ne se produit aucun phénoméne

ne n
ae

d'attente dans le réseau (rj 2 N, Vj) est juste-
ment égale & ce qu'on appelle la disponibilité dé-

terministe d'une station i :
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N, =

od G} est le temps de service de la station i
et oi T est le temps de parcours dans le réseau

complémentaire.

La zone B correspond & la situation oua la
nature aléatoire des phénoménes est la plus sensi-

ble.

Dans la zone C, le systéme est saturé et le
systéme réel se comporte pratiquement comme un

systéme & flux déterministe.

Dans les cas concrets, les critéres économi-
ques conduisent généralement a se placer dans la
zone B (dans la zone A, l'infrastructure est re-
lativement trop chére, dans la zone C, le nombre
de "clients" en attente est relativement trop

importantj.

Pour le méme exemple numérique, le graphique

de la planche IV donne l'écart relatif, par rapport

4 la valeur moyenne exacte des valeurs obtenues par

- le modéle & flux déterministe

- le modéle aléatoire approché.

On peut remarquer que l'erreur relative maxi-

male pour le modéle markovien unidimensionnel est
voisine de 1 %. Bien sflr, la valeur élevée de N ex-
plique ce bon résultat. Dans le but d'illustrer la
sensibilité de 1l'erreur par rapport a N, on repro-
duit planche V, la variation de l'erreur relative
maximale en fonction de N pour un réseau de struc-
ture voisine du précédent. La planche VI montre
1'écart des distributions de probabilité relatives
a ces deux modéles, dans le cas le plus défavorable

expérimenté (N=10).
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ANNEXE

LIMITE DU FLUX DE SORTIE CONDITIONNEL

ne contient pas de stations possédant une infini-

té de serveurs.

Le premier cas est traité dans le § A2, le
A-1. INTRODUCTION second dans le § A3.
(n)

Le cas de R

le § A4.

)\i(ni) est le flux d'entrée conditionnel dans pour n > 1 est édudié dans

la station i sachant que le sous-réseau complémen-

taire & cette station contient (N-ni) clients. Le premier probléme étant alors résolu, on
traite le cas général dans le § AS5.

Posons v(n) = \)(N—ni) = )\i(ni)

Sans nuire a la généralité, on suppose dans

t H
Il faut montrer que la démonstration que :

lim v(n) = a,.x, (1-p,,) si a, <+
oo 1774 ii i {1} - {Ji} ={m}
S, X s R
ot a; = min ( _J y et que, si elles existent, les y stations
jeJi xj.uj possédant une infinité de serveurs ont les indi-
ces {1,2,...,¥}.

avec J; = {1,2,...,i-1,i+1,...,M}

Sia, = 4 , on a évidement : (1)

1 A-2. ETUDE DE R LORSQU'IL EXISTE DES STATIONS
) POSSEDANT UNE INFINITE DE SERVEURS
lim Vv{(n) = + ®
nteo
. . . (1 _
puisque, si toute les stations du sous- Posons o = z x..( ,
i€x I kefzir .y ¥k
réseau complémentaire R—l— ont une infinité de ser- y+1 y+1
veurs, on a, en reprenant les résultats de
Q I, =1{1,2,...
[MAE—75] : ou 2 {1,2, A}
B(n-1) On sait que le sous-réseau R(l) formé par

v(n) = xi(l_pii) X

B(n) les stations d'indice jGIy_'_1 est équivalent a
( z x./u.)n une station unique ayant pour composante du vec-
. jeJ; teur X (cf. § B41) la valeur 0.(1) et pour flux de
od B(n) = ——m—
n! sortie conditionnel :
(1)
1
. n v! )(n) = a(l) . B __(n-1)
soit v(n) = x, (1-p, ) X —————— (1)
i ii D (n-1)
. xj/uj)
jeJ,
i X, X,
Posons S = z 3 - z Y.oﬁ\(.=—J
jer uj jer 3 J M,
Etudions d'abord la limite de v(n) pour un y y J
sous-réseau complémentaire Ri- ne comportant que des
O . |MAE- :
stations ayant : na (cf [ 751)
- i =1 =
» soit un seul serveur (sJ ) B(l) o = xf yk &M k
- soit une infinité de serveurs. ko y+1® (n-k)!
Pour résoudre ce premier probléme, on utilise
Tod s
le théoréme de décomposition en sous-réseaux donné Dfou = Fnil s k 1
s < ; ( )T X —
-— ] -—
dans [MAE 75] . Ce théoréme permet d'étudier succes \)(1) (ay = (D N X=0 Yy+1 k1
sivement le flux de sortie d'une suite de sous- Yy+1 r xi s k 1
< . e as . (n) ( )T X =—
' -
réseaux. A l'étape n, on étudie le sous-réseau R k=0 v+l k!
formé du sous-réseau R(n_l) auquel on ajoute une soit encore : 3 ( S ) I
nouvelle station & un serveur. A la premiére étape, (1 e xy+1 - z (XS ).kx k_}
) v ) 22—kt ken 941 2
R est formé : Yy_'.1 [ ( S ) o« —{az-1)
- soit de toutes les stations possédant une e xy+1 - Z (XS )kxk}
infinité de serveurs et d'une station & un seryeur, od k=n+1 v+l
- soit de deux stations & un serveur si RI On a donc : (1) oc(l)
lim v (n) = Y
nteo y+1
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Remargug_l_\g. D'aprés (A2-1), le flux de sortie Conclusjon :
normalisé (@'’ = 1) a 1'allure suivante : (1) w11
1) lim Vv (n) =a min(;— B Y_) —(A3-3)
v} nteo 1 2
(1)
o
u Remarque A3-1 : Un examen heuristique trop rapide
1 +f— — — =, e
y—‘=x’y'“ " du sous-réseau suivant :
y+t17y+l 7
74 g
<
tel que “1 “2
o 1 2 n
A-3. ETUDE DE R(l) LORSQU'IL EST FORME DE DEUX . . . o .
- conduirait peut-é&tre & écrire que :
STATIONS A SERVEUR UNIQUE
lim v(n) =y, + u
1 2
X, n oo
En posant Y, =3 i=1,2
Ty En fait, il n'en est rien, le résultat pré-
(1) 2 cédent nous apprend que :
eta = Jox; (] Py
j=1 ktI2 lim v(n) = 2y -
ntoeo
on a ici : On peut retrouver la bonne justification
+ +
(2 n Kk i<k Yr; L. ; ! heuristique de cette limite en considérant le mo-
B {n) = kzo YI'YZ = Y1 - Y2 si YI#YZ déle a flux déterministe ol on voit clairement que
— My
ce qui entraine : (V) = g.a = ax min (=) pour V > VS
. i=1,2 %
(2) (Y,-Y
\)(1) (n} = a(l) -—-—8(2) {n-1)_ a(l) 1:+12 Py si YI;‘YZ -2
B (m) (¥ 51
1 2
1 : Si Y, >Y, :
-8r_cas 51 2 1 Remarque A3-2 : Compte-tenu de (A3-1) et de (A3-2),
Y
[(_l)n_ 1] le flux de sortie normalisé (a(l)=1) a encore 1l'al-
(1) Y .
v m =2 2 (A3-1) lure suivante :
Y Y (1)
2 (_i)n+1_1 v ()
Y |
2 o
Donc =
(1)
1im v () = (;—— siY, >y min<;—-,;~) - = PPr kil v
nte 2 172 -~
./
//
2éme_cas : si \!1 > Y2, on trouve de la méme fagon :
(1)
1im vy = “T siy, >Y,
nte 1
A-4. ETUDE DE R(k)
3éme cas : Y, =Y . (1) .
------ 1 2 Désignons par S le réseau initial modifié
n par la réunion de [(y+1)V2] stations de R(l) en
(2) n n
alors R'°'(n) I v = (n+1).¥ : ; (1)
k=0 1 1 une seule station d'indice [(y+1)V2:[. s a donc
(1) M - Eyvl] stations d'indice :
o (1) o n
L] = D e -
d'od  v'''(n) ) o+ D) —=(a3-2) "
1 = {[iy+nva], [y+nva], ... M}
donc :
1 1
o a4t . o (1) .
lim v (n) = ¥ =Y si Y1 = Y2 On désigne par IIZ 1l'ensemble de £ premiers
nte 1 2
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indices de I(l).

on définit de la méme fagon S(k), I(k) et I;&l

Pour simplifier la notation des indices, on

pose :
={1{k’} si £=1

(k, &) =

{Iék)}— I(k) si £>1
£-1 )

La valeur de la limite du flux de sortie nor-

\)(k) (n)

BT va étre déterminée & l'aide d'un
a

malisé

raisonnement par récurrence ; le paragraphe sui-

vant est consacré a 1l'étude de

v(Z) (n)

(2) °
a

A4l. Flux de sortie de R(Z)

Soit P(I) = (pi;)) la matrice de transition

du réseau S(I) et X(l) le vecteur, solution de

X(I)P(l) = x(l), tel que :

LD
(,n - @

(1) = x vj € {I1-I

x (1)}
(1,3) j 1

Afin de réduire les difficultés indicielles,

la détermination de P(l) et de x(l) ne sera pré-
cisée qu'au paragraphe suivant.
Posons :
2 1 1
a'® - 1 "; ' (1)_ (1) P;k))
jer, ke{r'"’-1, ¥
Le sous-réseau R(Z) de S(l) se réduit en une
station unique dans 5(2) telle que xig)l) = a(z)
’

ayant un flux de sortie conditionnel égal, par

définition, & :

(2)

0@ ) = o2 6(2) (n-1)
B (n)
ou (2),. i i-k a(l) k
B = 1Y, n
k ! Y (k)
avec :
(1)
v . 1,2
(1,2) M,

Considérons la station d'indice (1,1) formée

par R(l) et posons :

w _ a®

(1,1) v(i)(k)

(1)
e
Y, = lim 2
o e vy

v“)(k)

otV

existe une suite positive, monotone décroissante

Compte-tenu de l'allure de , il

telle que :
(}:) = & [1-em] avecoem<t vk >o0
Y1,
ou :
. : U
(1,1) [I-E(k)]

On peut donc écrire :

i . b4 k
8w = 1 v, [1—.15‘&‘)
k=0 !
ler cas Y(l,z) > Yoy
Oon a
. iy k
8 = Yol 1 G x—t—
’ k=0 (1,2) 1 - e(k)
Y
Soit Y tel que : 1.2 >y > 1
Yeq

Soit n tel que : Y¥ey < Y(1,2)'[} - e(no)]

On a donc, pour n > n°

@ [kg[m’Jkerxoﬂf”’"lk‘[““’]n]

(2) o

v (n)=Y X -
n
(1,2) [Zo[F(k)]k+ 5 [F(k)]k]
k=0 k=n_+1
o
ot Y

Y n
Comme lim — £ =0
nte Y1’2 [l—e(n)]
Oon a :
(2)
lim V(Z)(n) = 3— si Y(l 2)>yf
niew (1,2) ! 1
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2éme cas : Y

>
£ Y(,2)

On trouve de la méme fagon :

(2)
rtim v () =%—— si¥, >Y, o
nteo f1 1 '
deme cas : Yp =Y,
On a

n
@ Lol - [Em]
V(2 () = « k=0 1-€ (k) 1-€(n) (a4-2)
n
fl z [ 1 ] k
koo L 1-€(K)
Comme
n 1 k
lim ) [—_——] =+
nto ko 1-e(k)
et que :
n
, 1 _
lim [T:ETFD] =1
nte
on a
(2) (2)
tim v¥m = —= 2 si¥, =Y,
nteo £, (1,2) 1 !
Conclusion :
1im v () = a'? min (Yl , YL) —~A4-3)
nte (1,2) £

1

Compte-tenu des formules (A4-1), (A4-2) et
(A4-3), le flux de sortie normalisé a encore l'al-

lure suivante :

v 2
u(2)
L - — - ——w v
min ( ! ’ ! ) ,/“"'
Y Y e
fl (1,2) .
7
/4
n
(2)
Le flux de sortie normalisé 2—~—£ﬂ) de R(Z)
0‘(2)
v(l)(n)
a donc la méme allure que BT
Q

A42. Flux de sortie de R(k)

v
Supposons que k1) ait l'allure de
[ )
(2}
\)_(_é_)rl)' avec pour limite : min(Y ! . ;1—1——-).
v fk_2 (k-2,2)

Alors, une démonstration identique & la pré-

v (n)
cédente permet d'affirmer que Ty a l1l'allure
o

(k-1)
de v avec pour limite :

a(k—l)
min(gt—, c— .

fk-l (k-1,2)

sid=m- [2Yw+n]), s'? est 1e réseau

formé uniquement de deux stations. On a :

(@) (@) 1 1

1in 'Y ) = a'? mingt— )
nte £ay L(a-1,2)
= o mingt— -t e
f4.p (a-1,2) Yia-1,2)
u
=o' min
N X,
je3, %5

11 reste a vérifier que

M-1
(@ o
* j=1 %P5m = *u{1 Py

Afin de simplifier 1l'écriture au niveau des
indices, cette vérification est faite sur un ré-
seau R ne comportant que des stations saturantes
(& un serveur) ; la démonstration relative & un
réseau comportant des stations non saturantes
reprenant le méme principe.

On a vu que, par définition :

W _ o
a " =%, (-py,7pyy) + X, (1-py5mp,,y)

(1) (1)

Le vecteur X = (ul,x3,...,xﬂ) de S

est solution de X(I)P(l) = X(l) ol P(l) est une

matrice carrée d'ordre (M-1) ayant les coeffi-
cients :

($9] ;e

19 = pij si i,3 =3,...,M

oM,
32 T Py1 T Py

P
si j=3,...,M
x,p + xX.p. .
(1) _ T1%ij§ 2723 D s
Pyy = —_—a“) si j=3,...,M

() _

Py, (0]
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Par définition, on a :

e @ 20 ® MYy [1 - el 51
=at “xPy3 = %;Py3 + %3 [1 - pyypyy Pyl
= %) (=P =Py Py3) * Xp(1=ppy=PyyPy3)

*+ x3(1-p337PyyP3y)

(2)

De la méme fagon, on construit la matrice P

(2)

correspondant au niveau S
x(2)= (a(z) iKgpeon ,xq) est solution de

22 _ @

Par définition, on a :

3 L@ [1_93(2)]+ "y D_pﬁ)_pg)]

D'ol

3 2 1 1 1
W3 Lo _ )p2(4) . "3P;4)

(1 (1 (1)
+ %y [ - Pgg T Pg3 T Py

Soit, en utilisant les résultats précédents :

G) o o
07" =xy (1-p "P157P13) + X5 (17Pyy=P) 7P)3)
+ X3(1mP337Pyy "Pyy) = KP4 ¥Ry X3Py

- xg[1-pyypy57pyy 25

ou

(3)

Q
1
U et

i
x, (1 - p.)
j=t1 k=1 ¥

On démontre ainsi par récurrence :

M-1 M-1
aM-2) _ ) xj“ -1 P
3=1 k=1
M-1
= %5 Pyy = Xy (1-Pyyy)

.5. CAS GENERAL

I1 faut montrer que le résultat précédent res-
te exact pour un réseau comportant des stations
a plusieurs seryeurs ou, plus généralement, des
stations a taux de service dépendants définis pax

les suites {ui(k)} X

=0,...,:S,
r ’ i

Montrons d'abord que, si Q' est un sous-
réseau formé de deux stations & taux de service
dépendant, la limite de son flux de sortie condi-
tionnel V'(n) est identique & celle du sous-
réseau Q formé de deux stations & serveur unique

- = + - ] i
telles que : ul ul(sl) et uz uz(sz) si
{ui (k) } et {ué (k) } définissent les deux stations

de Q°'.

Pour le sous-réseau Q, on a, par définition :

Z ple).ple)
v(n) = Z

p(e)
‘$6n

H ={n ,n.)/¥i € {1,2}, osn_¢n , n +n_ = n}
n 1772 i

172
e = (nl,nz)
n n X
1 1 i
= x =
P(e) Yl Y2 avec Yi m

pte) = [ nuy + (1 pny)u,]

De méme, pour le sous-réseau Q', on a :

E p'(e).P'(e)
v'(n) =
P' (e}
n

ou n n

Y ! b4 2 X.
p'(e) = -A.;-X,—z— avec Y. = ,1 =y,
1) A0y Topylsy) i

©
—
o
[

= [ + wyny]

Pour n > sy + S,., On peut décomposer 1l'en-

sembhle gg;l tel que :
[] 1
% =¥ +%
n n n
o
ol : ‘gen = {(nllnz)/(nl,nz)fm,
315 {1,2} : OsniSSi}
1
On remarque, pour e € }znr p'(e) =ple) et
P'(e) =P(e)/Aj(s ) x A)(s,)

On peut donc écrire pour n > Sy + S, ¢
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p(e)
Jole) (——————)+ ] p'(e).p'(e)
%xll Ai(sl).Az(SZ) %8
V' (n)=
P(e)

7 —FBE }j p'(e).p'(e)
86, Aj(s)Ay(s,) e

ou encore :

) .
%n p(e).P(e)+ug El(e,sl,sz)P (e)

v'(n)=
’ ) P(e) + ) E_ (e,s,,s,) P'(e)
. ¥ 2712

ol
E,(e,s,,5,)=[0" (e) .A} (s,) .A}(s,)-p(e) .A} (n,) .2} (n,)]
et

ol E,(e,5,,5,)=[A] (s))A} (s,)-A" (n,) A} (n,)]

et donc :

J pte).P(e)

lim v'(n) = lim %n ) = lim v(n)
nte n4e !zn € nte

Ce résultat est évident si Yi <1, i=1,2 ;

Dans le cas ol max (Yi) 3 1, il suffit de diviser
i=1,2

numérateur et dénominateur par [max (Yi)]n pour
i=1,2

obtenir le méme résultat.

I1 est évident qu'on a le méme résultat pour les
.sous—-réseaux R“) ,...,R(k) ..., en prenant, dans le
cas ol seule la station 2 posséde un taux de ser-

vice dépendant, le sous—ensemble)g: tel que :

"Mi = {{n;,n,}/(ny,n)) € Mn, n, € s,}
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