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SUR UN ALGORITHME DE CALCUL

POUR UN ESTIMATEUR DE FILTRACGE
LINEAIRE DANS UN HILEERT

par Armand HOVSEPIAN

IMTRODUCTION

Dans un article récent, Curtain [3] a étudié la généralisation, A un
espace de dimension infinie, du probléme de filtrage linéaire de Kalman-Bucy,

a savoir :

Un systéme stochastique & une infinité de dimension est représenté
par 1'équation d'évolution :

du(t,w) = Au(t,uw)dt + B{t).dW(t,w)
{u(o.w) = uplw)

ol A est un opérateur non borné
B(t) est un opérateur borné
W(t,w) est un brownien & valeurs dans un Hilbert infini

A ce systéme est associé un processus d'observation de dimension
finie (3 valeurs dansG )

jdz(tow) = a(t) ultw)dt + b{t).dV(t,u)

12(0,0) =0

avec : a(t) et b(t) opérateurs bornés
V(t.,w) brownien de dimension finie
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Dans ces conditions, i1 existe un filtre optimal pour u(t,w), basé sur 1'obser-
vation z(t,w). Ce filtre étant obtenu récursivement en résolvant une équation
de Riccati a une infinité de dimension.

Le but de ce travail est de ramener ces systémes de dimension infinie
& des équations matricielles de dimension finie du type Bucy [2] qu'on sait ré-
soudre numériquement.

11 est divisé en 4 parties :

1) Un préliminaire précisant les hypothéses et équations qui détermi-
nent les opérateurs A(t,s) et K(t,s), ol K(t,s) est un opérateur qui réalise le
meilleur estimateur &(t) de u(t) sous la forme {i(t) = ft K(t,s)dz(s).

0

2) L'opérateur de covariance A(t,s) intervient dans la résolution
de K(t,s). On construit donc des suites doubles Aﬂ(t,s) € .Lhﬂ, oll & n est
un espace de Hilbert de dimension n., qui convergent fortement (uniformément
en t et s) vers A(t,s) §;{ (X).

3) Les Ag(t,s) déterminent une suite d'opérateurs Kﬂ(t,s) qui satis-
font & une équation de Bucy de dimension finie. Cette partie montre que Kﬂ(t,s)
converge vers K(t,s) dans LZ'

4) La quatrieme partie est consacrée & un exemple d'application numé-
rique sur une équation stochastique de la chaleur.

1 - PRELIMINAIRES

On se donne deux espaces de Hilbert réels :
‘r de dimension infinie, muni de son produit scalaire <,>
N de dimension finie q, muni de son produit scalaire <,>
Un segment I = [0,T] et un espace de probabilité complet (9.3,P) sur leauel est
défini un brownien W., & valeurs dans 1:, de la fagon suivante {3] :
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I Taatuen £4nfadne Stechastique dé{dndssant €'état -

Soient :

a) A un opérateur linéaire fermé sur (, , non borné, qui engendre

1'opérateur d'évolution G(t)

G(0)=I=identité, G(t-r)G(r-s)=G(t-s) teres

A= lim G(tt'_s "L generateur infinitésimal de G(t)
S
tos
On suppose que IGH = Sup IG(t)! < +=
tel

bl B(-) € L_(1 50 (4))
)] uO une variable aléatoire donnée, & valeurs dans Z , centrée,
admettant une covariance hy = E{uO X uo}

Alors ut(m) sera le processus a valeurs dans (, adapté a Jf, tel
que Sup E{llutllz} < +o et :

tel

dut = Autdt + Btdwt

(1)
u(0) = Ug

Remargue : ;
(1) admet 1'unique solution (faible) uy d valeurs dans ( [3] :

t

ug = G(t)u0 + [ G(t-s)B(s)dW(s).

‘0

3 - Equation Lindaine stochastique assocife & £'espace des abéuvmonb% :

Elle se définit de facon classinue, en se donnant :

@ als) €L (1 ;/(1%))

1 - Processus browndien sun

wroo
W, sera un processus brownien sur 4( si

t
a) E{W(t)-W(s)} =N et W(t)-W(s) est indépendant de la tribu

i = oy 5 pes) et (L= :.(}’/:complété.

b) t > W(t,-) est continue en t p.s.

!
c) Vhetkey,ona:
E{<Wt-WS, h><Nt-NS, k>} = (t-s) <Wh,k> W = opérateur de covariance de W

ol W est un opérateur nucléaire [5], positif, admette; t une base orthonormale,
dénombrable, de vecteurs propres e, qui engendrent fg, de valeurs propres

correspondantes Ci .

On peut choisin et c'est ce qu'on 4era, un tangement de la base {ei} tet

que ta sudlte des valeurs propres {Ci} soLt décroassante.

d) E{llw(t)-w(s)“2 <+ Ys et t€I et pour tout tist,ctict, et
tout vecteur propre e; de W.

<W(t,)-W(t,), e;> et <W(t4)-W(t3), ;>

2
sont des v.a. gaussiennes indépendantes.

Siuetv E]é , on définit u @ v E,,g(,)k) par :
Vh E‘,)(, u® v(h) = u<v,h>
et la relation c) précédente s'écrit :

EC(H,-H,) ® (W-W()) = (t-5)W

L'utilité d'ordonner les valeurs propres c; apparaitra dans la propo-

sition 2, partie II, qui donne une évaluation de la convergence des opérateurs
m

An.
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1

bl b(+) € L_(I 57 (L)), inversible, tel que b™'(-) € L(T 5 L(k))

¢) un brownien Vt(m) 3 valeurs dans K, indépendant de Nt’ d'opérateur
de covariance associée V, ol :

Ef{vy-vg) ® (vi-v()) = (t-s)V avec V € (k)

Avec ces hypothéses, 1'observation z{t,w) est 1'unique processus & valeurs dans
K- solution de 1'équation stochastique :

dzt = a(tiu(t)dt + b{t)dv

(2) t
< z(0) = 0

4 - Commentaines :

Supposons qu‘on ait un phénoméne dont 1'évolution dans le temps soit
régie par 1'équation stochastique (1), et que 1'observation apparente de ce phé-
noméne ne puisse &tre appréhendée que par une équation du type (2).

Le probléme est de trouver le meilleur estimateur G(t,») de 1'état
u(t,w), a partir de 1'observation z(s,»)} Ogsct, sous la forme intégrale :
N t
u(t,o) = J K{t,s)dz(s,y)
0

od 1'opérateur (déterministe) K(t,.) e L,(I ;iﬁk,ﬁ)) est tel que G(t) minimise
la forme quadratique

Efcuy-y, h>2}  pour tout h € K

Avec les hypothéses et énoncés ci-dessus K(t,s) existe et satisfait
a 1'équation :

t
(3) fo K(t,5)a(s)A(s,p)a" (P)ds + K(t.p)b(PIVb*(p) = (t,p)a*(p)

od 1'opérateur de covariance A(t,s) € J{Qk} est donné par : (voir [3]).

Inf(S,t)
G

Mt,s) = Elu, @ u ) = G(t)/\OG*(s) + J (t-x)B(x)WB* (x)G*(s-x)dx

(4) 0
avec A0 = A(0,0) = E{uO@ ug t donné

Une hypothése utilisée pour &tablir les équations (3) et (4) est 1'in-
dépendance des browniens Wy et Vi Ceci implique donc que Tes perturbations aléa-
toires de 1'espace des états )L n'ont aucune influence sur celles du systéme

observé [, .

Plus précisément, un grand coup de pied dans 1'appareil de mesure
laisse 1'état du systéme réel imperturbable.

5 - Objet de ce thavail :

Les équations (3) et (4) sont des équations intégro-différentielles
d'opérateurs sur des espaces de dimension infinie, qu'il n'est pas possible,

en général, de calculer numériquement.

Le probléme consistait donc & trouver une méthode permettant un
calcul approché de K(t,s). On y parvient en remplagant K(t,s) par une suite
(double) d'opérateurs Kﬂ(t,s), de rang fini, et on y adjoint une évaluation
de la vitesse de convergence de Kﬂ(t,s) vers K(t,s).

6 - Déginition des normes :

. <e,+> @tant le produit scalaire dans “p, on définit 1a norme
de u(+) € L (1 LZ(Q,Z)) par :

ful = Sup VE(Iutﬂz}

tel

.. On note Bal = Sup la(t)l la norme de 1'opérateur a(.) el (I ;;g(zzﬂ)).
tel “ '
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Dans les démonstrations de 1a 2e partie, on sera aussi amené a u?ih‘ser Demonstration
des opérateurs Q € \i,j(LZ(I 3 K,)), d'ou 1tintroduction d'un produit scalaire

i 1 s .
<<e»e>> et d'une norme notée M- dans L,(I ; k). déduits du produit scalaire al En appliquant 1'inégalité de Scharwz 4 :

dans & , par : . , ) [<r(t,s)es, ej>| = [E(<u(t,u), e;><u(s,o), ej>}[ = IE{ui(t,m).uj(s,w)}l
<<f,g>> = J <f(X),g(X)>dX = NF" = J “f(X)" dx N o .e « -
0 0 ol U, représente la i~ coordonnée de u €.¢ , dans la base (ei}, on obtient :
et la norme dans /, (Ly(1 5 K)) s'écrira : [<a(tss)ey, e>] < ECJuy(tsw)ug(s,u)(} < »/E{uiz(t.m)} . /E{ujz(s,m)}
WQU = sup irQfu d'od par sommation
nfik=1
2 _ 2 2 2
In(t,s)0] = I [<r(t,s)ey, e>|” < | E(ui(t,w)}-] Eui(s,u)}
i, J it i
puis :
, m i 12 2 2 _ 2,, 2 4
I1 - CONSTRUCTION DE LA SUITE DOUBLE D'OPERATEURS An(t,s) A(t,s) 1 < E{Z ui(t,w)} . E{Z uj(s,m)} = E{Hutl }¢ E{Husﬂ } ¢ Hul™,
1 J
Comme 1'opérateur de covariance A(t,s) joue un rdle essentiel dans
la résolution de K{t,s), on est amené & considérer plusieurs normes sur A(t,s) b) L'application
qui seront utilisées pour simplifier les démonstrations. (t,s) = Ia(t,s)! = Sup Ha(t,s)hl
hi=1
Nommes de A{£,8) h eg(
Le lemme-qui suit permettra de définir deux normes Il et n(a) est mesurable. D'aprés le a) précédent elle est bornée, puisque :

pour A(t,s). 2
MA(t,s)l < Il/\(t,s)l1 < Rul

Elle est donc de carré intégrable sur Ix I et 1'opérateur intégral

Lemme 1 . ) - associé A est de Hilbert-Schmidt.
a} La norme de Hilbert-Schmidt de A(t,s) € 02{(%) :
1/2
Bn(t.s)ly = (I fen(tss)e;, ej>|2)
Tsd Notmes_de £!optrateur A
est majorée par V{{Hutﬂz} . \/E{llusliz}. On prendra pour normes :
1° - Ml = Sup Wa(t,s)l comme opérateur deozl)(,‘:b'
Vi - t,s€1
b} L'opérateur A dei(Lz(I ;x)) associé a A(t,s) par :
t ° . s N
(AF)(t) = J A(t,s)F(s)ds  pour (=) € Ly(I 54) 2° - kaly = Sup WA(t,s)H; qui existe d'aprés le a) du Temme 1
0 et le § I-2. t,s€l

est de Hilbert-Schmidt.
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T ) 1/2
3° - n(a) = (J [ Ia(t,s)I° dt ds) comme norme d'opérateur de
n’o

Hilbert-Schmidt de Y (Ly(1 3°()).

Comme Ha(t,s)! < ||A(t,s,)||1 < |1u||2 ona:
AR < Haly et n(A) < THAN < THAII

(ce qui entraine lana®l < lal NP < lall “A“1’ etc...).

Ceci etant établi, on définit K comme étant le sous-espace de
Hilbert de ( engendré par la base tronquée {el, €ys +vus en}

. R 17 "
On note Pn la projection orthogonale de x sur’l@n.

Comme A(t,s) = E{u, @ u !t est un opérateur de covariance dans un
espace de Hilbert infini, il est compact (voir [5]). I1 s'ensuit qu'il est
limite uniforme d'une suite d'opérateurs de rang fini, qu'on va construire
explicitement (dansjﬁén) en tenant compte de 1'opérateur de covariance W
qui intervient dans la détermination de A(t,s) (voir équation (4)).

W™ sera 1'opérateur déduit de W par :
m _ m iy
Wh-wp et W€ fa)

On note que rang W = m.

W" converge en norme vers W

Démonstration : Immédiat (mais on s'en sert plus loin).

W™l < llw"'-wn =/] c M= 0

i>m

- 10 -

La suite Am(t,n) sera définie par 1'équation :

Inf(s,t) )
M"(t5) = G(EIGE(s) + | 6(t-p)B(p)W"B* (p)6* (n-p)dp
0
Lemme 3
Am(t,s) converge dans ;{Ql), uniformément en t et s, vers A(t,s).
Démonstration

On écrit la différence

6(t-p)B(p) IN-W™ B*(p)G*(s-p)dp

Inf(s,t
A(t,s) - A(t,s) = J nf(s.t)

0
puis en passant & la norme

1A™(t,s)-A(t.s)h ¢ TIGIZIBRZIN™-Wl s et t€1 = [0,T]
En prenant alors le sup en s et t et en utilisant le lemme 2 :

IA"-al g TIGH2NBE Il M2+,

Pn étant toujours le projecteur orthogonal de CgQSur éign’ on
définit la suite An(t,s) par :

D 4a
A (tss) = PLA(tS)P, et A (t,s) € jd(,)

On note de méme que rang A =n.

An(t,s) converge dans,:fiza, uniformément en t et s, vers A(t,s).
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Démonstration

En posant Aij = <Ae1.,ej>, on.a :

t

[A(t,s)-An(t,s)]ei = Z <A(t,s)e1.,ej>ej Z Aij(t’s)ej

j>n j>n

Or le carré de la norme de Hilbert-Schmidt :

Ia(t,s)-a (t,s)15 = T |<[A(t,s)-An(t,s)]ei,ej>|2 Il Aﬁj(t,s)

1,3 i>n j>n

tend uniformément en t et s vers 0, puisque la série double } Agj(t,s) est
convergente {lemme 1) et on a immédiatement : Tsd

ha-a b < Ia-p h —0 4250  unif. en t et s.
nl —_—

Desinition de_fa_suite_double A(t.s)

m o .M m iy
On pose An(t,s) = P AT (t,s)P donc An(t,s) € '\.(),)

soit sous forme intégrale :

Inf(s,t)
(5) AT(t,5) = P G(t)AgE%(s)P, + jo PG(t-p)B(p)H"8" (p)G"(5-P)P

Remarque |

m m
a) An(t,s) est de rang n et A"(t’s)/ﬁn € !w\)

b) Sous le signe intégral on a les transformations :

Mo, * %
)(, PnGw B°G Mn A%
Do n n

-12 -

Remarque 2
Comme W est diagonal sur la base {ei}iEI 1a définition de W™ entraine :

M, cieisiism
e.=NPe.=PWe.=PHPe.={
i mi moi momi 0 si i>m

et on pourra donc écrire 1'équation (5) sous forme matricielle, en considérant
les matrices finies associées aux opérateurs B, G, etc...

Si donc on pose :

dj (tas) = <G(t)A6"(s)e; >

*
hij(t’p) = <G(t-p)B(p)e1.,eJ.> =h J.1.(1:,p)
ATk(t,s) = <Am(t,s)ei,ek>
ona:
. n . n_ . Inf(s,t) m m n

2,

. ,
(6) (A’;'k(t,s)) . fn(dik(t,s)) + JO h (hij(t,p)) (?c )(h}k(s,p% dp
m

Equation du type Kalman-Bucy (voir [2]).

Ou encore, par projection sur les axes :

m Inf(s,t)

m ]
(7) Aik(t’s) = d; (t,s) + jzlc‘j hij(t,p)hjk(s,p)dp
0

{i=1,2,...,n

Sl,ly...4N

S
La suite d'opérateurs A'r'" converge dans Lm(I2 ;,j{%), uniformément
en n, vers A quand m = 4w,



~ L ZIOWITIL I INALVWILST -

- 13 -

Démonstration

m_ m
Ay =P At .
Comme et que ﬂPnII =1 Y n:1
Ay = PnI\Pn
on a
m _ m_ m_
IIAn-AnII = IIPn(A A)Pnﬂ < BA"-al.

Or d'aprés le lemme 3, 1A™-Al tend vers 0 quand m = +=, donc

nt

YT R UL i é
A e AIIF:;O uniformément en n.

Avec les hypothéses de cette premiére partie : A(t,s) est limite dans
,J (‘1,)) des opérateurs Aﬂ(t,s) quand m et n = +w,

Démonstration

m = 4w
0

. m
On doit montrer que IlAn-AII ST

(FUSY BPE TR -
Or Al ¢ Anl\n +|IAnAIi

a) d'aprés le lemme 4

+oo

1, -Al nZ*.0

b) d'aprés le lemme 5
llA'r':-Anﬂ < M B2 4=,

donc :
m m m > +o
HA" A" <€ “A 'An + ”An An n—_*—->0

. 2 2 2
al Soit e (t,s) = ||An(t,s)-1\(t,s)ll1 = 2 z Aij(t’s)'
isn j>n

- 14 -

Comme § 7§ A?.(t,s) tend vers 0, uniformément en t et s, quand n = +=,
Lo i3
i>n j>n
on pose :
n > 4w

e = Sup e (t,s) =(Sup sz(t s))!/2 et ¢, ——>0
P otser M t,s€1 " n

b) Soit R(p) = | ¢,
i>p

c) On note [;] la partie entiére de ’S

Alors une évaluation de 1'approximation sera donnée par :

2r(1 L)

TV PRIN K
n m+

+ ¢(n)

Démonstration

On part de 1'inégalité établie dans la proposition 1 :

1 m_ m_ _ m_ -
Ay A < IAn Anl + IAn AV ¢ BAT-AN + llAn Al

a) D'aprés le lemme 4, on a :

Ia -Al < Ba -Al) = e(n)

b) Les valeurs propres Cn étant ordonnées par ordre décroissant, on a :
R(n}-R(2n) = Ce1te e tCp 2 NG
qui nous donne
c 2R(n

2n n

. De méme en é&crivant :

R(n)-R{2n+1) = Che1t  tCone 2 ("+1)°Zn+1

on obtient :

2 Rgn) 2 R{n
c (n)
2n+¢l € Zn+2 € 7ne+
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En remarquant que R(n) > R(n+l) > ... > R(n+p) > ... , on a les majorations :
’ 2 m+1
P4 Rqml). 1 1 AR
kS —2 ——1—_

k>m

1a derniére égalité étant obtenue en majorant la série convergente ) ;12—
par 1'intégrale de Riemann. kom

En utilisant maintenant les résultats des Temmes 3 et 5, on a immédiatement

le résultat.

111 - DETERMINATION DE LA SUITE DOUBLE D'OPERATEURS K':(t,s) CONVERGEANT VERS K(t,s)

= PN *, . s
1 - Opérateuns ap, t, anAtf ot mathices assocdles

L'operateur a (+) € L (I . () (resp. ar(-) €L (1 ;4 (6.5)
sera défini par ,an(t) = a(t)Pn (resp. a:(t) = Pna*(t)) ol P est le projecteur

orthogonai de '{; sur‘f, .

Si {e'.,e's, ..., e} est une base orthonormale de ¥, les matrices
172 . .
associées a an(t) et an(t) s'écriront :

n

p <a(t)e1., e'j> si ign
? <a1.j(t) > avec aij(t) = { N
0 si i>n
t s <e;, @ (t)e‘j> si ign
n a’f.(t) avec a.;.(t) = é
1] 1] L
1 0 si i>n

ol {ei}iEIN est la base orthonormale définie dans la partie I.

- 16 -

R m
2 - Opérateur Kn(t,P)

L'opérateur de rang fini K':(t,p) sera défini par 1'équation intégrale

t
@ | (t.p)b(pIve*(p) + J'o K(t,5)a,(s)A(s.p)an(p)ds = AT(t,pjan(p)

ol A':(t,s) est donné par 1'équation (5).

L*équation (8) est une équation de Bucy [2] qu'on sait résoudre {1}
et [6]. En effet, b(p)Vb*(p) est inversible par hypothése, (voir définition
dans I-3), donc si on écrit

I

. NT(s.p) = 2, (s)An(s.p)ap(P)C(p)
C(p) = Ib(p)vb (p)] et

Lp(t,p) = An(t.plap(P)C(P)

1'équation (8) se raméne a :

t
© | Ken + [ Kesisps = Uiee)

Soit encore sous forme matricielle, en posant :

i L Njj(s:p) = 2,(s) (ssP)ap(p)C(ple’js e’y
Kik(t’s) = <Kn(t,s)e1.,ek> et

"

LT (£.p) = <A"(t.p)an(PIC(P)e’;s &>

(——q———) t1 é-q-——-»Te——q—-> T‘—"q'_)
(K?k(t’p)) + A?(KTJ(t s)) g (Nm (s,p))dp = E(LTk(t‘,p))
0

(10)

-5 >
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B D'aprés la partie Il
Théonéme

En reprenant les hypothéses et notations de la partie II al lim an(p.t) = F(p,t) = @(p)A(p,t) existe (la Timite est dans__j Y EA))
o . m et Fi(-,-) € L (IxI 5 Z (Lk))-
1°) L'equation intégrale (8) a une solution unique Kn(t,-) € Lw(I;f(g%))

pour tout m et n fixés. . m .
b} Par suite, Fn(p,t) est de Hilbert-Schmidt et n(an) < 4w

2°) De plus K'(+,-) € L(IxI ;7 (k.J)) (e de Hilbert-Schmidt)
n 2 'j ”D) Cette remarque est essentielle et va nous servir dans toute la suite.
3°) Kr:(t,p) tend vers K(t,p) quand m et n = +=, pour la norme n(-}),

une évaluation de la vitesse de convergence est donné par : ) . ) )
2°) Soient Qn et Q Tes opérateurs Tinéaires respectivement définis

2 3 2 par :
TR L T PR L TS NP .
) CPF(a) = bV (p)F(p) + [ a(p)AT(p.s)at(s)ds
ol d = Inf << Vg,g >> io
figl=1 fle) € L(1;K) A
Qf(p) = b(pIVb*(p)f(p) + Jo a(p)a(p,sja(s)f(s)ds
Remarque

m * * . ;
Sous le signe intégral de 1'équation (8), on a les transformations : Comme a(p)An(p,s)a (s) et a(p)a(p,s)a (s) sont de Hilbert-Schmidt, on en

déduit que :
. et 0 € (L (k).
AL TN o
. .___——.—.ﬁ
n
A"' . Am Remarque
Zntnin "%n Ona :
m_.mt
4 X @ oKkl )(t,p) = F(p,t)
a 7
n/‘ln
1
et A" . est une suite d'opérateurs a valeurs dans]){ et une sous-suite
"I 7en Lemme 1

double d'opérateurs 3 valeurs dansr . ) m
L'opérateur Qn (resp. Q) est continu, inversible sur L2(I k) et

-1 -1y2 ~1¢2
Ib=18 -1y M1
Q™ A< — (resp. HQ™ "N < -
Démonstration du 1° et du 2° n

avec :

1°) Pour t fixé, on pose : d = Inf << Vg,g >>
Kgi-=1

Fm s = m ,t) = PP n > P = P m SEP = ( m [} *
n(Pat) = 2 (p)A (p,t) = a(p)Pe P A7(p, )P = a(p)P A™(P.t)P, = a{p)A,(P.t) (donc K™ (t,p) = (Qﬂ)'loF’:(p,t)).
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Démenstrnation

a)__Q'r"]'(resp. Q) est continu

Immédiat puisque b(p)Vb*(p) et an(p)Aﬂ(p,q)a:(s) (resp. a(p)A(p,s)a*(s))

sonr continus (aﬁ(p)Aﬂ(p,s)a:(s) est construit de facon & ne pas altérer

la continuité).

-1
b} 19':) existe

11 suffit de montrer que Q':: est coercif pour le produit scalaire <<«,>>
dans L2(I 3le) (leme de Lax-Milgram) soit :

m T . T (P m .
<l = [ beIb*(p)F(p).F(p)odp + [ <[ alp)a(pas)a" (mF(s)ds,F(p)>d0
0 0-0

Or A':(p,s) déduit de 1'opérateur A(p,s) positif est positif puisque W" est
positif. Donc Aﬂ(p,s) = Pn/\m(p,s)Pn est positif et :

T P n TP *
[ <[ atoasat)f(s1es, f(p1ocp = | <] Mip,)a" (5)F(s)ds,a" (p)F(p)>e0
0°0 00

De plus, 1'opérateur V est strictement positif, comme opérateur de covariance

inversible dans K de dimension finie.

11 est donc licite de poser d = "Inf <<Vg,g>> > 0, qui est atteint
lgh=1
sur la boule unité qui est compacte dans K, et on a pour tout g € L2(I 3 K)

dllglll2 < <<Vg,g>> donc digh < Bvgl et

T . T
(12) j(;b(p)w () £(p)>dp = jo

.
<Ub*(p)F(p).b* (p)F(p)>dp 3 djoub*(p)f(p)nzdp

mais b*(p) e'/‘,/(k.*) étant inversible, on a aussi :
1= 6% (p) (b*(p) ™11 < 1b*(p)) 10 < Wp*(p)0.up 11

»
puisque il - II(b'l) I

d'od 1b* ()l > —g
it

- 20 -

et 1'inégalité (12) devient :

T T
<b(p)Vb*(p)£(p),F(p)>dp > —3 Ve(p)12dp = —3 . nen?
JO (PIVb*(p)F(p) (p)>dp WJO @)ty =~y

soit : <<er'"f,f>> > ]_Tdfl? G Ymetn
b

. . . d - L
En particulier, le minorant ~— 1,7 etant indépendant de m et n,
. [l |
on a aussi :

d

<<Qf,f>> 3 —
1b-11°

AR pour tout f € L2(I 3 %)

ce qui montre que Q': est coercif, donc inversible et en appliquant le lemme
de Max-Milgran, on a :
2 1.2

Ib™ -8

1wl
T )

-1
M(Qﬁ) n< - (resp. FQ-III <

Démonstration du 1°

Le Temme 1 assure 1'existence et 1'unicité de Kﬂ(t,p) et assure que

Kn(t.-) € L (1L (6)).

Démonstration du 7°
On doit montrer que n(K':) < 4o,
*
D'aprés ce qui précéde Kmn (t,e) € Ly(1 ;%(y,ﬁ)), (Qﬂ)_1 agit sur la variable p
et H(Qﬂ)-lfll < I(Q':)'lll-lfll. On a donc, en écrivant :

* -1
KD (t.p) = (QF)  oF7(t.p)

T * T -1 12,7

2 2 2
Jo 1 e = [ 1@ orce e < @) J Jrace.p e
pour tout t fixé.

-1
Or 1'application t - !Kﬁ (t.p)l = I(Q':) oF';(t,P)l est mesurable
(puisque (Q'::)'l est continue et t IF':(t,p)I mesurable) et 1'application
T » 1/2
t—— (f IF':(t,p)i dp)
0

est de carré intégr_able car F'r': est de Hilbert-Schmidt.
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m\-1 nb‘1u2
Ce qui, avec 1'inégalité du lemme 1 : III(Qn) [ g nous donne :

4
-ll

TT e ) bt (7T 2. b m
Jojo I (t.p)I%dpdt < = fojo IFN(t,p)1°dthy ——5— n(Fy)

»*
soit puisque IK':: (t,p)t = HKﬁ(t,p)ﬂ

2

-1 -1
(13) n(Kp) = nl(Q) oFpl < fp 1

n d n(F':) <

La démonstration du 3°) nécessite un autre Temme :

Quand m et n = +
a} Q est limite en norme de Q':, dans L2(I 3 K), et :

Q-qlM < ua!:z.n(/\'r"‘-/\)

-1
b} Q-1 est limite en norme de (Qﬂ) dans L,(I ; k) et :
m-l 1 2wt
m(Qn) - Q i< fHal —f_d -n(An-A)
Démonsthation

a) Soit f(-) €L2(I 1K), on a :

]
(@) = | 3() W(p5)-A(p.5)1a" (5)ds
0
En prenant les normes

m ! 2 P m 2 T m
HQ - f(p)h < fal joﬂAn(p,s)-A(p,S)l-“f(S)Hds ¢ fal f 1, (Pss)-A(p,s)N-Ff(s) Mds
0
puis en appliquant 1'inégalité de Schwarz

T T
Q-0 ¢ Tat® [ 1a%(p.s)-a(pus)0%ds- | 1e(s)Pas
0 0

et en intégrant alors en p

- 22 -

T 2 a8 (M1 2 T 2
jon(oﬂ-o)f<p)l dp < Nal JOJOIAn(p,s)-A(p,s)I dpds-j0 1e(s)1%ds

on obtient :

1Q-Q)f1 < TalZen(al-p)AfH

: 2 m m—> 4o
: Q“'_ < lafc. - — 5
soit : RQM-qM ¢ tal n(l\n A) n 0

b) Considérons maintenant 1'égalité
-1 :
@1t = @ gt
qui nous donne immédiatement
nE"™! - o7te < m(e™ 1 -ng-qNu-ag e

Or, en vertu du lemme 1

2
-1,2 -1
- bl - kb ¥
II(Q""') Iy —bd et BQIm ¢ ___.bd
5 P m m = 4o
et d'aprés le a) précédent IﬂQn-Ql 5 0
11yl
. m=-1 _ - T m = 4
donc : I(Qn) Q M« —dz—— IlQn Qi = 0

Démonstration du 3°

soit : K™(t,p) - K*(t,p) = (€M 1o FMN(t,p) - Q7 oF(t,p)

1

En posant ST = (QM) 71 et 5 = 071, cette egalite s'ecrit :

KRt(t.p) = K¥(t,p) = S o [FR(t,p)-F(t.p)] + ISp-S] 0 F(t,p)

En utilisant alors le lemme 1, on obtient :

n(K3"-K") € nISp(FR=F)] + n{(Sp-S)FI

ce qui, avec les inégalités (13) précédemment &tablies, nous donne :
n(Kp-K) < BSR-n(F7-F) + BST-Sh-n(F)

-1,2
o L n(e™) + 8(eM? - 0 Men(F)

Soit n(K:-K) <
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ce qui avec le lemme 2 et F(t,p) = a(t)-A(,p) nous donne :

Nal , -1,2 1242 | 1,2
a(KI-K) < 13- 0b L n + 22l 1y “n(R)] -n(A7-1)

d
et Te ¢) est démontré.

Conglatne

Reprenons les hypothéses et notations de la proposition 2, partie II,

et posons :

M=T—g

2 2 2
LT L L I L IO)

m > +oo

B e 3
n > +e

0

Une évaluation de 1'approximation de K(t,p) sera donnée par :

n(Kﬂ-K)

1
2R( 1)
< mmien?ipr? -2

m+

+ M.e(n)

1V - APPLICATION : EQUATION STOCHASTIQUE DE LA CHALEUR DANS LE CAS D'UNE TIGE
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A - HYPOTHESES ET RESULTATS

DE LONGUEUR INFINIE

Cette quatriéme partie est consacrée au calcul explicite des matri-
ces associées aux opérateurs Nﬂ(t,p) et Lﬂ(t,p) (permettant de résoudre
1'équation de Bucy [2]) déduits de 1‘'application a une équation de chaleur

stochastique, et comporte trois paragrahes :

A - Hypothéses et résultats.

B - Calcul des coefficients matricie]s/\t](t,s), NTj(t,s) et Lij(t’p)'

C - Evaluation des erreurs.

On considére les équations :

2
%%(x,t)dt = le u{x,t)dt + dW{x,t)
0 { o

u(x,0) = uo(x)

2
du =2 é ' i i lassique de la
(x,t) = u(x,t) représente 1'équation de propagation ¢ q
at Tz
chaleur en fonction du temps t, au point x.

On suppose que cette propagation est affectée d'une perturbation brownienne
dépendant de x. Par exemple, si :
S ——> ws est un brownien & valeurs réelles

(x,5)———> f(x,s) est une fonction & valeurs réelles, de Hilbert-Schmidt en
(x,s).

it
Alors W(t,s) = J f(x,s)dwS est un brownien réel et W(t,-) € LZ(R).
0
u(x,0) est la solution & 1'origine, donnée.
On prend ;k; L,(R) et on cherche la solution u, de (1) telle que u(-,t)ELZ(R)

On se raméne ainsi & la situation du §1,en assimilant la fonction u(x,t) et
1'élément up = u(-,t) de LZ(R)‘

On modélisera la perturbation, par un mouvement brownien & valeurs dans;z7,
dont la covariance W admet pour vecteurs propres les fonctions d'Hermitte
fa(x) 2 ) )

1 x -
£,(x) = (/r 2" n!)ZTeZ P (x) od P (x) = e* igﬁ e X

1
et pour valeurs propres correspondantes : € =7 -
n

F .
Les fn(x) engendrent 1'espace de Hilbert }é7= Lz(ll), muni de sa norme cano-
nique et formant une base orthonormée dans cet espace.

L'équation (I) définit 1'état réel du systéme. A cette &quation
est associée une équation d'observation (II}.
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dz(x,t . . 5 9
__Laf_l dt = a.u(x,t)dt + dv(t) jou z est & valeurs dans R,

(I1) lespace des observations.
z(x,0) = 0 solution & 1'origine

Par analogie avec le bruit blanc, on supposera que 1'opérateur de
covariance du brownien v(t) (d'observation)

V =1 = identité dans RY

On prendra pour a un opérateur de discrétisation permettant de simplifier
Tes calculs et observations, ici, par exemple :

au{x,t) = (u(0,t), u(l,t), ..., u(g-1,t))

Avec cette définition, 1'intervalle de calcul sera [0,q]

; q
. {ei}1<i<q est la base canonique de R

. 11 est bien connu que 1'opérateur d'évolution G(t) associé & 1'opérateur

A= jiz dans LZ(P) est donné par :

~nN

X

-1 X

* t
(19) | 6000l 00 = [ 6(txenlugly)dy o Gt = (A7) e

(G(t) est un opérateur de convolution en x).

Nous allons d'abord rappeler un lemme connu.

Les fonctions d'Hermitte fn(x) sont solutions de 1'équation inté-
grale linéaire :
n e isx
i /ZF-fn(x) = [ f(s)e " dx

J e

ou encore : la transformée de Fourier de fn est i"fn.

- 26 -

Remarques

n paire si n=2p
1) fn(-x) = (~1) fn(x) donc fn(x) = {

impaire si n=2p+l

2] 6*(t) = G(t)

B - CALCULS DES COEFFICIENTS MATRICIELS A'El(t,s), N'{'J.(t,s) ET L;5(t,p)

a) Le calcul de Atl(t,s) nécessite préalablement le calcul de :
dq(tss) = < AOG(t)F,, G(s)f, > et hjk(t’p) = < G(t-p)fk,fj >

{voir équation (7)).

. Caleut de Fiq(t,s) = < AOG(E)F,Fy > = El< ug,G(t)f, ><ug,G(s)f; >}

Pour tout w fix&, considérons < uO,G(t)fk > = < G(t)uo,fk >, ol
g est la solution & 1'origine de l'équation'I. Comme la transformée de
Fourier préserve le produit scalaire dans LZ(R) et que :

1 ix
f ug(y)e Yay

n

la transformée de Fourier UO de Ug est ﬁo(x) =

" " 1l " Gm

¥k de fk est ikfk (cf. Temme précédent).

Ona :
< G(t)uﬂ’fk > = < ut,fx > = ik < at'fk >
4o 2
soit : < 6(t)ug,fy > = ik J fk(x)e'tx ug(x)dx
. +o vl A
et : < G(thug.f > = i J 1) €Y ug(y)dy
d'od

kel (e eyl el
dq(tss) = i J-J_mfk(x)f](y)e tx"-sy Ediiy (x)U, (y) ydxdy

N 2~
o de G(t)uy estG(E)u,l (x) =e ™ up(x) (voir (14);
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. Cateut de hjk(t-p) = < G(t—p)fk,fj_:_

La transformée de Fourier Fk(x,t—p) de [G(t-p) fk](x) étant :

+o 2 ixy
-(t- d
Flotp) = =k [ g e (EPIV e

3 |-

on a :
. JJopte t- 2 (e ixy
= > = Y R J £, (y)e (tPWY dyJ fi(x)e Ydx
hiy (8-P) = <B(t-p)fy, Ty = i3 <F(t-p).f; (e 5

qui nous donne, tous calculs faits :

« rtoo
(-1)7] £ (x0e” TP s keg pair

0 si k+j impair
hkj(t-p) = {

ce qui nous permet d‘exprimer “\T](t,s) (cf. équation (7)) :

k+1 [+°°

2 4o 2
- -t
| file tx de_mf](y)e Y E (i (x)iy(y) dy

m .
Akl(t’s) =i

Inf(s,t)
+
3

oo oo ", 2- ] )
dDJ_J-mfk(x)fj(x)fj(y)f‘(y)e (t-p)x“-(s-p)y dxdy

0 e~13

1 T

13 0

Si t>s par exemple, le second membre se raméne a une forme plus simple et :

+oo Foo 2 o ~
- d
k41 J £ (x)e -txy J f, (y)e sy E{uo(x)uo(y)) ly

Ak](t s) =i
o 2 2 .2
L rmr -(t-s)x°__-tx“-sy“, dxdy
f f f.(x)f. e -e ]
+ le ? e ()5 (x) J(Y) 2.2 "

qui détermine A% pour tout m, k et 1, et qu'on peut calculer (voirid)).
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b} L'expression précédente nous fournit immédiatement N (t,s) et L (t p).
En effet, comme A =< afk,e] gl = f (1) = a]k, o f (1) est la fonctwn
d'Hermitte prise au point x=1, on a :

H

m
N]J.(t,s)

n
¥ m .
< anp(t,s)a"e;,e; >pq = ) DA () (3)F (1)

n
m m - _ m :
Lj;(tp) = < A(t,p)a egfy 5 = kzl Ay (tp)f ()

Ces expressions &tant connues, la résolution de

]
"
—
M
(AN
-

t .s N
K';‘J.(t,p) + lglfox’;‘](t,s)u'{'j(s,p)ds = LTJ-(t,p)

en découle.

C - EVALUATION DES ERREURS

Remarque 1
2 La fonction E{ﬁo(x)-ao(y)} et les fonctions f (x) = (/72" nt)72,
e 2 Pn(x) étant connues, le calcul numérique des AT<‘1(t,s) s'effectue par la
méthode d'approximation quadratique de Gauss-Hermite [4] et cette partie est
seulement consacrée d expliciter une évaluation de 1'erreur sur Kﬂ(t,p).

On ne diminue pas la généralité en prenant I = [0,1], donc T=1.

2 2 2
a) catcut de M =320 gy ly"py 1T gy gy,

Supposons pour simplifier les calculs que E{ﬁ'o(x)i\io(y)} =Cte = E. De
laborieux calculs permettent alors de montrer les inégalités

0 si k+j impair
1)

o 2
J_wfk(x)fj(x)e-(t-p)x dx|=

<« +t p)T——'IZ-Tj' < e7e7 si k+j pair
(k+J)—-2—-
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0 sin impair

2 17 ) ~txlax| _
R I Y
{ 2%P(2pyr ‘2T T 0P

Dans ces conditions, une majoration de /\k ](t,s) s'écrit :
s

-k-1-23 -k-1
E e E e
[A (t,S)I < + X g — & +
2k, 21 KTl T 20 BRI
d'od
2
2 _2E 2 -2k-21
Mo, (09T < gy * T2 7
et :
J2E2 2 2,2 1
n(n) < (/S5 g s lE rgy)

(e”-1)

Comme Tes fn(x) sont définies et continues sur R, il existe aussi 10 et jo

tels que :
al = sup Ja..| = Sup [f.(3)] = [f; (3p)l
leisn W 1gien ig™0
lejsk lsi<q

et on a donc :
SO |

2,2, 1
Msiﬁouy|(1+!f%uoﬂ3w/dE + gtV

b} Majoration de n(K’:—K)

. Le reste &z(n) = 7 7 A]?j se déduit de la majoration de |A2k 21(t,s)|2
. i>n j>n *
soit : v

PSP
dMsJ&%+%ﬂ

_30_

Et enfin si R([’-‘l;—l]) est le reste ) iz , en majorant par 1'intégrale

de Riemann, on a : n;[ﬂ?l k
m+1 2
R( {'—2—1) £ m
ce qui nous permet d'écrire :
2 -n
M 2/E e
n(Km-K) £ + M\fgl= + )
n T g on 147
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