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* NOTIONS DE BASE
SUR L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

par
M. METIVIER et J. PELLAUMAIL

Sommaire

Ce rapport constitue un cours de base approfondi sur 1l'intégrale
stochastique. Il peut étre lu sans aucune connaissance préalable en théorie
des processus. On y prouve la plupart des théorémes fondamentaux "difficiles"
dans ce domaine : construction de l'intégrale stochastique, formule de Ito
pour un processus non continu a valeurs hilbertiennes, existence de modifi-
cation "cadlag", conditions pour avoir une mesure de Doléans, existence de
solutions fortes &'équations différentielles stochastiques (cas continu
"avec mémoire"), décomposition de Doob-Meyer, inégalités de Burkholder,
construction vectorielle de 1l'intégrale stochastique. Les divers paragraphes
peuvent souvent €tre lus indépendamment les uns des autres. Ils sont tous,
dans des mesures diverses, originaux, soit par les méthodes de démonstrations
proposées, soit par la généralité du cadre considéré. En particulier, la
méthode de construction de l'intégrale stochastique, et les démonstrations
des propriétés (y compris celles des inégalités pour les martingales) sont
trés différentes de celles de Meyer-Probabilité X.
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INTRODUCTION La formule de Ito est prouvée au paragraphe

Hd C dans le cas hilbertien non continu et est expli-

. citée sous la forme usuelle pour un processus &
Ce cours sur l'intégrale stochastique peut

_ ) valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie.
étre lu sans aucune connaissance préalable dans ce

domaine et, sauf au paragraphe H, n'utilise aucun
B Les notions de martingales et de mesures de
résultat non prouvé auparavant : le lecteur a seu-
. R B . Doléans sont définies et &tudiées au paragraphe D.
lement besoin de connaitre les résultats classiques

de la théorie de la mesure et de l'intégration,
Au paragraphe E, on montre l'existence de so-

notamment les propriétés des espaces L des es-

’
L 2 lutions fortes d'équations différentielles stochas-
pérances conditionrnelles E(XIQF) (cf. par exemple le

tiques, dans le cas lipschitzien ar la méthode
chapitre Iv de [Met-1]), et divers résultats liés ques s P ' P

. L . B des approximations successives, les coefficients
aux familles équi-intégrables de variables aléa-

dépendant de tout le passé du processus.
toires (cf. le chapitre VI de [Met—l]). Toutefois, pe u P p

} . . . Au paragraphe F, on montre l'existence d'un
la compréhension du lecteur sera facilitée si

. A . . processus prévisible ("naturel" au sens de Meyer)
celui-ci est déja un peu familiarisé avec la notion

associé & une mesure de Doléans. O déduit
de processus (cf. le chapitre VII de [Met—l]). nen Uit que

toute martingale est la somme d'un processus 3 va-

Nous avons choisi une présentation qui permet, riation bornée et d'une martingale de carré inté-
dans une large mesure, de lire les divers paragra- grable. On étudie aussi 1l'intégrale stochastique d'un
phes de ce cours indépendamment les uns des autres. processus optionnel par rapport & un processus continu.

Ceci c¢onduit a quelques répétitions de détails.
Plus précisément l'organigramme est le suivant : Au paragraphe G, on prouve trois inégalités
pour une martingale réelle ; deux de ces inégalités

—_— —_— 3
//////ﬁ B c E sont dues & Burkholder ; la troisiéme semble origi-
nale.

A » D > F
\H \G

c'est-a-dire que, par exemple, pour lire le para-

Enfin, la "construction vectorielle" de l1l'inté-

grale stochastique est expliquée au paragraphe H.

graphe F, il suffit d'avoir lu le paragraphe A et

une partie du paragraphe D auparavant.

Une table des matiéres détaillée est donnée

a la fin du cours (avant la bibliographie).

Ce cours, assez dense, ne traite que certains
théorémes fondamentaux et "difficiles" : de nom-
breux résultats classiques devraient donc étre
traités en exercice : propriétés du mouvement
brownien, formule d'intégration par parties, théo-
réme de Girsanov, etc... Bien entendu, les résul-
tats associés ne sont pas utilisés dans le présent

cours.

Le paragraphe A donne quelques notions élé-
mentaires de théorie générale des processus (base
de processus, temps d'arrét, tribu des prévisibles

etc...).

L'intégrale stochastique est construite, dans

un cadre trés général, au paragraphe B.

- Intégrale stochastique 1 -



A - NOTIONS ELEMENTAIRES
DE THEORIE GENERALE DES PROCESSUS

A.1 - BASE DE PROCESSUS

Etant donné une partie T de /R(1'axe des
réels) on dira que (Q,@,“f’t)

Q.%,P, Mt)t”,

une base probabilisée de processus) st :

terT ) (resp.

)) est une base de processus (resp.

(QF) est un espace probabilisable (resp. (2,%,P)

est un espace probabillisé) et

(qt)teT

sous—tribus de¥.

est une famille croissante de

Dans la suite, T sera toujours soit l'inter-
valle fermé [0,1] , soit l'ensemble N des entiers

naturels auquel onarajouté le point & l'infini,

soit l'intervalle fermé [O,m] .
On posera T' = TMO} et Q' = @ x T'.

Dans la pratique, § est l'espace de toutes
les réalisations possibles du hasard (avec évolu-
tion au cours du temps T), et‘{t représente la

tribu des événements antérieurs a l'instant t.

Dans toute la suite de ce paragraphe A, on
suppose qu'on s'est donné une telle base probabili-

& .
sée de processus ({2, 'P'((gt)teT)

On dira que la base (Q,(?,P,(tft)tET) est
compléte si 1'espace probabilisé (Q,%,P) est com-
plet et si chaque tribu ‘Ft contient tous les en-

sembles de mesure nulle de {f

Pour tout élément t de T, on pose

®,= O &__etondit que la fanille de tribus

+
Yoo
Kt)tG.T est continue 4 droite si {Ft =t€t+ pour

tout élément t de T.

Si H est un espace de Banach (muni de sa
tribu des boréliens 9¢), on notera Lg (Q,‘Ft +P)
1'adhérence de l'ensemble des variables aléatoires
<ﬁz-étagées a valeurs dans H pour la distance de la

convergence en probabilité.

A.2 ~ TEMPS D'ARRET ET NOTATION ¢Fu

Soit u une variable aléatoire définte sur
(Q,%), d valeurs dans T (mwni de la tribu des bo-
réliens). On dit que u est un temps d'arrét (ou
temps optionnel) st on a : pour tout élément t de
T, l'ensemble {w :
tribu fft.

ulw) < t} appartient & la

- Intégrale

On vérifie facilement que la borne supérieure
et la borne inférieure de deux temps d'arrét est

encore un temps d'arrét.

S57 u est un temps d'arrdt, on notera <F; la

tribu définie par :
F =} 4AeF et, ¥reT, (Anfugt] )& |
Si s appartient a T et si u = s (pour tout )

on note que fru = ‘gs (il n'y a donc pas d'ambiguité

dans les nctations).

A.3 - INTERVALLE STOCHASTIQUE

Etant dovné deux temps d'arrét u et v, on no-
tera Ju,v] l'ensemble des éléments (w,t) de Q x T
tels que u(w) < t< viw) ; on définit de méme
w,v[, ete... ; de tels ensembles sont appelés

intervalles stochastiques.

Nous effectuons ainsi un abus de notation qui
ne nous semble pas présenter d'inconvénients pour le
lecteur averti ; il faut donc bien noter que} si
u =s et v=t sont deux temps 4'arrét constants,
1l'ensemble ]u,v] = ]s,t] peut, suivant les cas,
indiquer une partie de { x T (intervalle stochastique)

ou une partie de T.

A.4 - PROCESSUS

L'usage a attribué au mot processus plusieurs

sens mathématiques différents.

S5t (H, ) est un espace mesurable, nous dirons
que X est un processus d valeurs dans H et X eet une
application définie sur Q x T, & valeurs dans H.
Par contre, on dira que X est un processus défini 4
une modification prés 4 valeurs dans H 8i
X = (Xt)teT est une application de T dans LZ(Q,?‘,P)

Si X et X' sont deux processus, on dit que X'
est une modification de X si, pour tout élément t de
T, Xt = xé P-p.s.

Si H est un espace topologique, on dira qu'un
processus réel X a valeurs dans H est cadlag
(resp. caglad) si, pour tout élément w de Q, 1l'ap-
plication t ~aX, (w) est une fonction continue &
droite (resp. continue & gauche) (en tant que fonc-
tion définie sur T et & valeurs dans H) qui admet en
tout point une limite & gauche (resp. & droite). Si
X est cadlag, on note (Xt—)teT = (Yt)teT le pro-
cessus caglad tel gue, pour tout rationnel s,

xs = Ys P-p.s.

stochastique 2 -



On dira aussi. que X est continu (resp. cad-
lag, etc...) par trajectoires si, pour tout élé-
ment & de , l'application t -~ X, (w) est continue

(resp. cadlag, etc...)

On dit que deux processus X et X' sont tndis-
tinguables si P w : Ht,xt(w)# X! (@) 1) = 0. En fait,
pour l'essentiel, les processus considérés dans la

suite le seront & une indistinguabilité prés.

A.5 - TRIBU DES PREVISIBLES ; NOTATIONS &, ofet $®

On notera (R. la famille des parties A de
Q' =Q x T de la forme A = F X ]s,t] ol F appar-
tient é‘?s. On notera € l'algébre engendrée par .
On notera ] la tribu engendrée par Q. {ou d’) i
cette tribu est appelée la tribu des prévisibles.
On dira qu'un processus 4 valeurs dans l'espace
mesurable (H,#) est prévisible si ce processus est
mesurable par rapport & la tribu des prévisibles

(en tant qu'application de Q' dans H).

A.6 - DECOMPOSITION D'UN ELEMENT DE & (lemme)

57 A appartient g oF, il existe une famille
finie (Ai)i el d'é1éments de R qui congtitue une
partition de A.

Preuve

Considérons a priori la famille F' des par-
ties de (' satisfaisant & la condition du lemme,
c'est-d-dire qui admettent une partition finie
constituée Aa'é&léments de CQ. . Pour prouver que
d’=d", il suffit de prouver que d‘.constitue une
algébre. Pour celd, il suffit de vérifier que, si
A et B appartiennent & ot , il en est de méme de

n
A \B. Supposons donc que B = 131 B 1€ign

est une famille finie d'é&léments de ®,. Définissons
= C,\NB,.
i i

1 ot (Bi)

C, par récurrence en posant C, = A et Cint

On a Cn.._1 = AN B. Pour prouver que Cn appartient

a o' on raisonne alors par récurrence+;ur i il
suffit donc de démontrer que, si D est un €lément
de ot' , alors D \Bi est aussi un élément de d" ;
or, il suffit de vérifier ceci si D est un élément
de @- ce qui est immédiat en considérant les diffé-

rents cas de figures.

A.7 - LEMME

L'algebre Aest identique & 1'algébre A en-
gendrée par les intervalles stochastiques o,u)
quand u parcourt l'engemble des temps d'arrét éta-
gés (c'est-d-dire ne prenant qu'un nombre fini de

valeurs).

Preuve

1°/ Prouvons d'abord que ¥est contenue dans d’l .
Pour cela, il suffit de prouver que, si
B = (F x ]s,t]) appartient 4 &, alors B appar-
tient aussi a df’. ; mais ceci se déduit de ce
que B = (]o,v])\(]o,u]) si viw)
u{w) =t pour we (Q\F‘) et u(w) = s pour w € F.

t (Vw) et

\J
2°/ Réciproquement, prouvons que ocontient £ .
Soit u un temps d'arr&t étagé. On a alors une
d'éléments de T et

1
1€k&n d'éléments deg

suite croissante (tk)1SkSn

une suite associée (F(k))

telles que :

a} pour tout k, F(k) appartient é‘y‘:
k

b) (F )

B i ¢ken est une partition de

Si on pose Bk = (F(k)x] t (k) ,1]) , pour -tout k,
Bk appartient & @u et (Bk)lﬂkSn
]u,l] ce qui prouve que ]u,i] , et donc aussi ]o,u] '

est une partition de

appartient & (}t‘, c.q.f.4d.

A.8 - PROCESSUS ADAPTE

On dit qu'hn processus X {(resp. un processus X
défini & une modification prés) est adapté si, pour
tout €lément t de T, la variable aléatoire xt(.) est

Glt—mesurable .

Soit u une variable aléatoire définie sur
(Q,@') et 4 valeurs dans T (muni de sa tribu des bo-
réliens) ; on vérifie immédiatement, & partir des dé-
finitions, que u est un temps d'arrét si et seulement

3t le processus X = 1[0 u[ est adapté.
3

A.9 - EXEMPLE DE TEMPS D'ARRET (proposition)

Soit X un processus, d valeurs dans l'espace de
Banach H, adapté continu & droite ou continu
d gauche par trajectoires . Solent u un temps d'arrét
et a une constante . Pour tout élément w de Q, on

pose :

v(w)=inflt : tE€T,¢t au(w),HXt(w)-Xu(m)(w)H>a

Alors v est un tempe d'arrét relativement 4 la fa—

mille de tribue (9‘t+)teT.

Preuve

Il suffit d'étudier le cas T = [0,1]. Dans ce
cas, soient Q' l'ensemble des rationnels contenus dans

T et (S(n))n une suite de parties finies de Q'

>0

- Intégrale stochastique 3 -



croissant vers Q'. On pose :

v W =inf{t¢Q',t 3 u(u)),”xt(u))-x wl]]>al

u (W)
vy(@=inf{tes(n,t 3 u(w),th(m)-xu(w) W |] >a}

(avec, évidemment, la convention v'(w)= 1 ou

vn(w) = 1 si les ensembles ci-dessus sont vides).

On vérifie immédiatement que, pour tout €lé-

ment w de €, v'(w) = v(w) et v'(w) = inf. vn(w)

Or, on vérifie immédiatement que v est un
temps d'arrét. Il reste donc & prouver que la li-

mite v d'une suite décroissante (v(n))n o de temps

>
d’arrét est un temps d'arrét pour la famille de

tribus ‘F e+

Soit t un élément de T ; on pose

a={w: viw) >t} et A(nk) ={w: "n(“’pt*%}'
D'une part, A = U [0 A(n,k)] . D'autre part,

k>0 n>o
N aA(n,k) appartient a
n>o o
a ‘Vtﬂ/k quel que soit k, donc A appartient a e+

t+1/k donc A appartient

ce qui prouve que v est un temps d'arrét relative-~

ment 4 la famille de tribus (‘(t+)t6T'

A.10 - PROCESSUS ARRETE ET LOCALISATION (définition)

Soit u une variable aléatoire définie sur
(9,4“) et &4 valeurs dans T. Si X est un processus,

soit Z le processus défini par :

zt(w) = xt(m) si u(w) 3 t

Zt(w) = X (w) si u(w) €t

u(w)
On dit que le processus 7 est le processus X
arrété a la variable aléatoire u.

Si u est un temps d'arrét et si X est adapté,
on vérifie facilement que 2 est aussi adapté. Etant
donné un processus X, on introduit souvent une suite

croissante (u(n))n>o de temps d'arrét telle que

lim, P[u(n) < 1] = 0 et on considére la suite des
n-eo

processus X arrétés a u(n). Cette technique est ap-
pelée loecalisation. Dans ce cas, si, pour tout n,
le processus X arré&té & u(n) satisfait & une pro-
priété (de continuité, de bornitude, etc...) on dit
que X satisfait localement & cette propriété.

A.11 - TRIBU DES PREVISIBLES ASSOCIFER (@'H)

(proposition)
La tribu P des prévisibles associée 4 la fa-
mille ‘(trt)tsT est la méme que la tribu des prévi-

sibles ®* associée @ la famille (<§-'t+)t er *

- Intégrale

Preuve

On a évidemment @C@+ ; réciprogquement, si
1
H € CS"S+, Hx]s,t] = U Hx]s +]—(- f t] avec

x>
(H x]s + -]12- ’ t] ) élément de ® donc @E@

A.12 - CONTINUITE A GAUCHE ET PREVISIBILITE (Théor&me)

Soit H un espace de Banach ; soit X un processus
@ valeurs dans H adapté et caglad ; X est alors pré-
visible. Notamment, si u est un temps d'arrét, le

processus réel 1]0 u] est prévisible.
Ll

Preuve

1°/ Compte-tenu de A.11, on peut remplacer la famille

(q't)t:'r par la famille (tgt+)t¢T

suppqser la famille (qt)te‘l‘ continue 3 droite,

ce que nous ferons désormais. De plus, on va sup-

poser T = [0,1] .

; c'est-a-dire

2°/ Considérons d'abord le cas oi X est de la forme
X = Y.i] ] ol u et v sont deux temps d'arrét
u,v

et oa Y est (Fu+-mesurab1e. Pour tout n>o, on

pose :
un) = I (#2271 R
x>0 (k.2 uc (k+1) .271]
et vin) = I (k+2).27".

1 -n -n
o [x.2gv< (k+1).277]

Puisque u(n) ¥+ uet v(in) ¥ v, on a :
n>o n*e

X = lim Y.1

no

]u(n) ,v(n)] mais, pour tout n,

. i éxrif
Y l]u(n) ,v(n)] est prévisible (ceci se vérifie

coumme en A.7) donc X est prévisible.

3°/ Considérons le cas général. Pour tout n > o,
soit (u(n,k))k>o la suite croissante de temps
d'arrét définie par récurrence par : u(n,0) = O.

1

uln,k+1) = inf. t:t)u(n,k),||xt—xu(n'k)+||> =

et on pose

n
= I X 1

X koo U(nsk)+ Juta,x) ,u(n,k+1)]

D'une part, X" est un processus bien défini
puisque lim . u(n,k) (W) = 1 (puisque X est cag-

rav
lad) . D'autre part X" est prévisible d'aprés le

2°).

Enfin, la suite (xn)n>o converge uniformément

vers X donc X est prévisible.

stochastique 4 -



B - INTEGRALE STOCHASTIQUE
D'UN PROCESSUS REGIONAL

B.1 - LE PROBLEME DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

Dans tout ce paragraphe B, on se donne une
base probabilisée de processus (Q,“ /Py (ét)t e T )
et trois espaces de Banach H, J et K et une appli-
cation bilinéaire de H X J dans K qui, & (y,x) élé-
ment de H X J, associe y.x élément de K. Les normes

et

dans H, J et K seront notées ]

g 111,

| | . I |K respectivement.

Etant donné un processus Y (en général prévi-
sible), & valeurs dans H et un processus X défini &
une modification prés et a valeurs dans J, le pro-

bléme est :

1°/ de définir, pour tout élément t de T, la varia-
ble aléatoire

T
Zt = JO .Ys.dXS = I llo,t] (s).YS.dXS

2°/ d'étudier le processus (Zt)tcT atngil défini @

une modification prés.

En fait, on considére essentiellement des pro-
cessus qui admettent une modification cadlag (défi-
nie & 1'indistinguabilité prés) que l'on va encore
noter X. Une idée naturelle est, alors, de définir
l'intégrale stochastique "par trajectoires"”,

c'est-a-dire de poser, pour tout élément w de § ,

t
Zt (w) = Jo Yt(w) 'dxt (w)

Malheureusement, pour une classe indispensable de
processus, dont le mouvement brownien réel, dxt(m)
ne définit pas une mesure (la fonction tA)\Xt (w)

n'est pas a variation bornée). On est donc obligé
de construire l'intégrale stochastique d'une fagon

plus globale.

B.2 - CAS DES PROCESSUS b -ETAGES ; NOTATION f (H)

On notera & (H) l'ensemble des processus
“f—étages 4 valeurs dans H, c'est-d-dire l'ensemble

des processus Y tels que Y = ieZI ai‘lA (z) 4
(ai)i‘.I est une famille finie d'éléments de H et
ol (A(i))iiI est une famille finie associée d'élé-

ments de <&,

Compte~tenu de A.6, on peut supposer, dans

1'écriture précédente, que les ensembles (1\(1))i .

sont deux & deux disjoints et appartiennent a R..

Dans ce cas, l'intégrale stochastique peut &tre
définie " trajectoi " 1
finie "par trajectoires ; le processus (zt)tCT

t
défini par Zt = f Y.dXx étant défini & une modifi-~
o

cation prés, s'il en est de méme de X.

L'intégrale stochastique fl Y.dX est alors
1'application linéaire @éfinie sur € (), a valeurs
gans X ,%,p), telle que, pour tout élément
A=F x]s,t] de@: et tout élément a de H, si Y=a.1A

on a :

[ v.ax = fa.lA.dx = 1p.a. (X~ X)

Le probléme est d'étendre cette intégrale &
une classe plus vaste que la classe des processus

d:—étagés.

Pour alléger les notations, on posera

[voe] .
Ql

De méme, si Y est un processus prévisible et si a
est une mesure définie sur la tribu des prévisibles

on notera j' Y.da au lieu de IQ' Y.da.

B.3 - UNE PREMIERE EXTENSION

Considérons un processus X 4 valeurs dans J,
défini & une modification prés satisfaisant d la con-

dition suivante :

(7) 1l existe une mesure positive a telle que, pour
tout processus Y d"—étagé 4 valeurs dans H, on

att :

2 2
E(HJY.dXH ) < [|1y|| da
X H

Dans ce cas, l'application YMfY dx définie

sur % (H) et & valeurs dans LK (Q,‘?,P) est continue

si on considére € (H) comme 121n sous~espace Qe

Lg Q' ,@,a) ; cette application se prolonge donc, de
fagon unique, en une application linéaire continue
définie sur Lg Q' ,@,a) et & valeurs dans Ll;(ﬂ,@',l’) -
L'image; par cette application, de Y sera notée IY ax
et sera appelée l'intégrale stochastique de Y par
rapport a X.

B.4 - PROCESSUS REGIONAL

Y

On dira qu'un processus X & valeurs dans J,
défin?' & une modification prés, est un procegsug H-J-K-
régional si, pour tout €>0, il existe un élément F
de % tel que P(F) 3 1-e et 1l existe une mesure
positive a définie et finie sur la tribu des prévisi-
bles tels que, pour tout processus Y d’—étagé a va-

leurs dans H, on ait :

v Y. N 2 2
B(1p || ¥ ax] | )=(] |1 [1.dx] | (fQ'HYHH.da

L’;m,ff,P))
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Notons que, pour la construction de 1l'inté-
grale stochastique donnée ci-aprés, il suffit de
supposer que les mesures positives a sont O-finies.
pans ce cas, on dira que X est O-~régional. Notons
aussi que, si X est régional relativement & la fa-
mille de tribus (& )

t'teT

ment & la famille de tribus (";t:-r)te'l‘

; 11 est régional relative-

(cf. A.11)

B.5 - PROPOSITION

Un processus X & valeurs dans J et défini &
wne modification prés est un processus H-J-K-régional
st et seulement 8l 1l existe une mesure positive a,

une suite croissante de constantes (Cn) et une

n>o
suite croisgante (F("))n>o d'éléments de tels

que :

(i} pour tout n, P[F(n)] » 1-27"

({1) pour tout n et pour tout processus Y Jf-étagé
4 valeure dans H,

2 2
Bl1pg,- I fraxll ) < ¢, IQ.||YI|H .da

Preuve

Les conditions ci-dessus impliquent évidemment
les conditions données en B.4. Réciproquement, soit
X un processus régional au sens indiqué en B.4. Pour
tout n, soient a_ une mesure positive et G(n) un

- - (n+1)
slément de ¥ tels que P [G(m)] »1-2
tout élément Y de f (H), on ait :

et, pour

2 2
B [ xaxll ) < [lI¥[1%. aa,

Soient F(n) = N G(k), ¢, = 2", an(ﬂ') et a la me-
kan
sure positive définie par

-n 1
a(.)= I 270, < @ ¢ 2l
n>o n
On vérifie immédiatement que a, (F(n)) et (C )
n>o n’ n>a

satisfont aux conditions B,5 (i) et (ii).

B.6 - REMARQUE (régionalisation)

La proposition B.5 revient & dire que le pro-
cessus X est régional si, pour tout n, le processus
X "arrété" a la variable aléatoire u(n) = lF(n)
(qui, en général, n'est pas un temps d'arrét) satis~

fait a4 la condition B.3 (i) (pour la mesure Cn.a(.)).

On introduit ainsi une technique consistant a
"arréter" par une variable aléatoire 1F (avec P(F)
aussi voisin de 1| que l'on veut) que l'on appellera
"régionalisation" ; cette technique est évidemment

plus générale que celle de localisation {cf. A.10).

B.7 - CONSTRUCTION DE LA VARIABLE ALEATOIRE IY.dX

Soit X un processus satisfaisant aux condi-
tions B.5 (i) et (ii) (c'est-a-dire un processus
H-J-K-régional). Soit Y un processus qui appartient
a Lg(ﬂ',a?,a). Pour tout n, on définit la variable

aléatoire zn = .f Y.dX comme au paragraphe B.3 ;

1F(n)

Pour m 3> n, on a 1 1 .2 = zZ

.2 =
F(n) m P-p.s F(n) "n P-p.s

(ceci est vrai pour Y = h.1A avec A€®, et h ¢ H,
donc ceci est vrail pour tout élément Y de Lg(ﬂ',db,a)
par linéarité et densité). La variable aléatoire

Z= fY.dx est alors définie comme la variable aléa-
toire, unique P-p.s., telle que, pour tout n,

Z z.1
D pop.s. F(n)

pend pas du triplet (a,(F(n))n>o f (Kn)n>o)

. Cette variable aléatoire Z ne dé-

(ceci est vrai pour X = h.IA avec A €sfet h € H et
donc dans le cas général par linéarité et densité).
Cette variable aléatoire, qui ne dépend donc que de
X et de Y est appelée l'intégrale stochastique de Y
par rapport & X et sera notée f Y.dx.

B.8 - PROCESSUS INTEGRALE STOCHASTIQUE

Soit X un processus qui satisfait aux conditions
B.5 (i) et (ii). Soit Y un processus qui appartient &
L2(Q',@?,a). Pour tout élément t de T, on peut poser

Zt = I y.l(QX]O,tl).dx

Le procegsus Z = (Zt) est un processus dé-

teT

fint & une modification prés qui est le processus

itntégrale stochastique de Y par rapport & X.

Notons que Z est R-K-K régional.

B.9 - TBEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE

Plagons-nous dans le cadre des hypothéses et
des notations indiquées en B.7 ci-dessus. Supposons,
de plus, gque la base (Q,(F,P, (a;t)te.'r
que X posséde une modification cadlag adaptée que l'on

) est compladte,

notera encore X ; soit (Yn)n une suite de processus

5#étagés telle que, pour tout n,

f[[y-y 2. aacs8™ !
n H n
Pour tout n, soit Zn le processus cadlag défini par
n n
Z(t) = f Yn'l(Qx]o,t])'dx (2 peut étre choisi
cadlag puisque Yn est dtﬁétagé). Pour tout entier n
soit u(n) le temps d'arrét défini par

u(n) = inf . %c s ]2y - Zn+1(t)||K >2™"

{avec la convention, u(n) (W) = 1 si l'ensemble

ci-dessus est vide, et si T = Eﬁ,l] ).
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soit G(n) = {w: [u(m] (w <1}
Pour tout temps d'arrét étage v, on a :
o001 12 n_ n+l 2
E[lr(n).l]zv—zv ”J'E[li‘(n)'lljllo,vl'(y ¥ ).dxll]
) n__n+l 2
‘c. [ gg- 1]

H
¢8™"

. da

On vérifie que la méme propriété subsiste si
v est un temps d'arrét quelcongue (puisqu'un tel
temps d'arrét est limite §'une suite décroissante
de temps d'arrédt é&tagés) et donc, notamment, si

v = u(n) ; dans ce cas, on a :

Pleim] ¢ P [@ N F(m] + P[F(m) NGn)]

- +1 -
‘2“+p([||z":-z3 H>2"]nr(n))

-n n+1I‘2

+ 4% E [ 125 - 2 . 1F(n)]

¢2.2°

€ 2

Sionpose G= N { \J G(j)},on a donc P(G) = O
n>o j3n n
et, si wgG, la suite de fonctions réelles taz, ()

est uniformément de Cauchy, donc elle converge vers

une fonction ﬁt(w).

Le processus 2 ainsi défini & 1'indistingua-
bilité prés est une modification cadlag du proces-

sus 2. On a donc montré que :

51 X posséde une modification cadlag,adaptée,
il en est de méme de Z.

En fait, on a beaucoup plus que cela ; soit
X un processus cadlag qui satisfait aux conditions
B.5 (i) et (ii) ; soit (Y ) est une suite de
n n,o
processus prévisibles réels qui converge vers Y au
sens de la convergence dominée ; quitte & considé-
rer une sous-suite, on peut supposer que l'on a,

pour tout n,

2 1 -n
I[[v-ynllﬂ .dag 3z 8 .(C)
Pour tout n, soit Z, une modification cadlag
du processus intégrale stochastique f Yn.dx i le

méme raisonnement que ci-dessus montre que :

la suite de processus (Zn)n>o converge P-p.8. uni-
formément par trajectoires vers une modification

cadlag du processus 2 = [ Y.dX.

On voit done que l'intégrale stochastique
YanfY.dX satisfait ¢ "un théoréme de convergence
dominée” et que, quitte 4 considérer une sous-suite
on a alors une convergence uniforme par trajectoi-

res P-p.s.

Ceci montre, par exemple, que si X admet une
modification continue (resp. prévisible), il en est
de méme de Z. De méme,si u est une variable aléatoire,
ceci montre que le processus intégrale stochastique
de Y par rapport au processus X arrété 3 u est le
processus Z arrété 4 u ol Z est le processus inté-
grale stochastique de Y par rapport 4 X. Toutes ces
propriétés sont évidentes si Y est dtlétagé i elles
sont encore vraies dans le cas général compte-tenu
du théoréme de convergence dominée indiqué précédem-

ment.

B.10 - CAS D'UN PROCESSUS A VARIATION BORNEE

Sotent H,J,K trois espaces de Banach. Soit une
application bilinéaire continue de (H x J) dans K
qut, & (y,x) élément de (H x J) associe y.x élément
de K. Soit X un processus d valeurs dans H, continu
a droite, a4 variation forte bornée par trajectoires.
Alors X est H-J-K-régiomal.

Preuve

Soit (A) le processus réel croissant continu
a4 droite variation totale de X : c'est-a-dire que,

pour tout élément (t,w) de (T x ), on a :
n-1
At(w) = Sup I

- X ol
k=1 t (k)

||xt(k+1)

cette borne supérieure étant prise pour toutes les

familles finies croissantes (t(k)) d'éléments

1€k&n
de T telles que t(1) = O et t(n) = t,

Soit € > O. Soit n >0 tel que, si F = [A1 £ n],
P(F) 3 1-e .

Pour tout élément B de ;l?, on pose :

"““”*I 1{f 1..da (W} P(dw)
Q F T B

Cette fonction a est finie (puisque A est bornée

par n si w appartient a F) et g-additive (Fubini).

Soit Y un processus dtlétagé 4 valeurs dans J. Si ®
appartient 4 ¥, on a :

|| (fr.an w]]? < Al(w).JHYtIIZ. an, ()
(inégalité de Schwarz)

on en déduit :
( |]1. (I v.an]l?) ¢n . J||Y||2 . da
3

donc X est H-J-K-régional.
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B.11 - PROPOSITION : changement de probabilité

On considére la base de processus

@F,P (F,), o
(Q, % ,P) complet). Soit (Pn)n>0
bilités définies sur (Q,Gf). Soit X un processus
défini sur (0,% , (ift)t e

tion & valeurs dans J définie sur Q x T), qui est

) (dans laquelle on ne suppose pas

une sutte de proba-
J)s (X est done une fone-

H-J-K-régional a4 la foils pour la probabilité P et
pour chaque probabilité P . Soit Y un processus
prévisible 4 valeurs dans H, dont la norme est uni-—
formément bornée et qui est stochastiquement inté-
grable par rapport d X & la foils pour P et pour
chaque probabilité P . On pose @ = n);o 2, B .
Alors, 11 existe une variable aléatoire 7 qui ap-
partient & Lf(Q,‘f,P+Q) et qui est P-p.s. égale 4
fY dX pour P et Pn—p.s. égale a f Y dX pour chaque
probabilité Pn.

Preuve

Soient a une mesure positive finie sur @,
F(n
(F(m)) o
(Cn) n>0 une suite croissante de constantes positi-
ves telles gue, pour tout processus Y t’f’-étagé,

une sulte croissante d'éléments de @’ et

2 2
E[lF(n).lUY dXHK]‘Cn Iy HH da

et P [F(m)] » 1-277.
Soient, de méme, b , F(n,k) et (C(n,k)
k nso n>o
associées & X pour chague probabilité Pk.
-n
On pose b= I 2 . b_(.)
n>o n
Considérons d'abord le cas ol Y est uniformé-
ment borné par la constante d. Soit (Y ) une
n’ nyo
suite de processus ut'-étagés uniformément bornés
par d, suite qui converge (a+b)-p.s. vers Y. Soit
Zn la variable aléatoire définie par Zn = fYn dx.
La suite (Zn)n>o est de Cauchy dans Lo (Q,@/,P) et
dans L0 (Q,%,0) ; elle est donc de Cauchy dans
LO(Q,¢,P+Q) d'od le résultat.

C - FORMULE DE ITO

C.1 - REMARQUES PRELIMINAIRES

Pour alléger la présentation, on va établir
la formule de Ito pour un processus & valeurs dans
un espace de Hilbert séparable H. Notons, toutefois,
que la démonstration proposée reste valable pour un
processus a valeurs dans un espace de Banach
(cf. [Cr P]). Le lecteur pourra facilement se con-
vaincre que le fait de supposer H de dimension finie
n'aurait pas apporté de simplification notable dans
les démonstrations. Le fait de supposer que H est
séparable facilite 1'exposition et ne constitue pas

une restriction.

Dans toute la sutite (hn)mo désignera une base

orthonormale de H.

De plus, comme dans les paragraphes précédents,
on se donne une base de processus Q.% ,P, (‘gt)tlT)'
Dang ce paragraphe, on supposera que cette base est

compléte et que T = [0,1].

C.2 - PRODUIT TENSORIEL ET NORME DE HILBERT-SCHMIDT

On notera H® H le produit tensoriel de H par
lui-méme. Si x et y sont deux éléments de H, on no-

tera x @ ¥y le produit tensoriel de x et de y. Si

X =y, cet élément de H ® H sera noté x® 2.

Soit (x,.,vy.) une famille finie d'éléments

i'"i'ieI
de H x H et soit z = I X,® ¥y 1'&lément de HOH
i€l
associé. Soit (H) une base orthonormale de H.
n’ n»o

Soient x, = % x, .h et y, = L y., .h les
i i,n° 'n i i,n "n
n>o n>o

décompositions de Xy et y, sur cette base. Considé-

rons e méme z' = x! ! x! = x', . h
4 mes .Z 1®Y ¥y & i,n” 'n
i€l n>o
ety! = Ly, .h .
¥y ¥ on
n>o

Si on pose :

<z,z'> = z LI %X, «x! .y .y
ier,jer {no  1/® LM T3.m T3un

ceci définit un produit scalaire sur H @ H. On no-
tera H % H le complété de H@® H pour la topologie

associée & ce produit scalaire ; la norme sur HSH
associé a ce produit scalaire est appelée la norme

de Hilbert-Schmidt et sera notée . Muni

Hellys.

du produit scalaire prolongeant le produit scalaire
~

défini plus haut, H@® H est un espace de Hilbert

séparable. Notons enfin que, si x et y sont deux

éléments de H, ||x @ y||, o «llxll, - [lvl], -
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Toutes les propriétés qui précédent sont
classiques et faciles & vérifier. Rappelons enfin
que, dans le cas ol H est de dimension finie n,

H @ H est isomorphe & l'espace des matrices n x n;
pour la commodité du lecteur, nous expliciterons

la formule de Ito, dans ce cas, en C.10.

C.3 - PROCESSUS PARFAITEMENT REGIONAL (Définition)

Soit X un processus & valeurs dans 1'espace
de Hilbert H. On dira que X est parfaitement ré-
gitonal si la condition suivante est réalisée :
pour tout couple (J,K) d'espaces de Hilbert et
pour toute application bilinéaire continue de
(J xH) dans K, X est J-H-K-régional (cf. B.4).

L'ensemble des processus & valeurs dans H
parfaitement régionaux constitue évidemment un

espace vectoriel.

On a vu (B.10) qu'un processus & variation
bornée est parfaitement régional. On verra ulté-
rieurement qu'une martingale de carré intégrable
(D.10) ou une martingale réelle (F.14) est un pro-

cessus parfaitement régional.

C.4 - VARIATION QUADRATIQUE REGIONALEMENT FINIE

Y

Soit X un processus cadlag d valeurs dans
l'espace de Hilbert H. On dira que X admet une va-
riation quadratique régionalement finie en moyenne
8t, pour tout € > o, 1l existe une constante d (g)
et un élément F(e) de ¥ tels que P[F(e)] > 1-¢

et tels que, pour toute famille finie croissante

(t(k)) ) rgn d'éléments de T, on a :
n-1 2
By I pen) ~ Ko 1y ) € d0e)

Notons que, dans [Gr P], 1'hypothése "X ad-
met localement une variation gquadratique finie en
moyenne” peut évidemment étre remplacée par 1'hypo-
thése "X admet régionalement une variation quadra-

tique finie en moyenne”.

L'ensemble des processus cadlag & valeurs
dans H qui satisfont & cette condition est un es-
pace vectoriel puisque, pour tout couple de varia-

bles aléatoires f et g & valeurs dans H, on a :

£(]]eral|%) < 2.5([ 111D + 2 £(]]9][2)

On verra ultérieurement que,si X est une
martingale de carré intégrable ou une martingale

réelle, alors X satisfait & la condition ci-dessus.

On a aussi le résultat suivant :

C.5 - VARIATION FORTE ET VARIATION QUADRATIQUE

(Proposition)

Soit X un processus cadlag a variation forte bor-
née (par trajectoires); alors X admet une variation

quadratique régionalement finie en moyenne.

Preuve

Il suffit de noter que, par trajectoires, la
variation quadratique est majorée par le carré de la

variation totale.

C.6 - DIFFERENTIELLE (Conventions)

Soient H et K deux espaces de Hilbert. Soit £
une fonction, définie sur H et & valeurs dans K,
deux fois différentiable. On notera f' la différen-
tielle premiére et f" la différentielle seconde de f:
cette différentielle seconde sera considérée comme
une application linéaire définie sur HébH (a2 valeurs
dans K) ; si x est un élément de H et y un élément de
H ® H, on notera [f"(x)] (y) la valeur de la diffé-
rentielle seconde f" prise au point x et appliéuée au

vecteur y.
C.7 - FORMULE DE ITO (Enoncé)

Soit X un processus cadlag, adapté 4 la base

complete (9,F P, (F ),  n

pace de Hilbert séparable H. On suppose que X est

) et & valeurs dane 1'es-

parfaitement régional (C.3) et que X admet une varia—

tion quadratique régionalement finie en moyenne (C.4).

Soit f une fonetion deux fois difféventiable,
définte sur H et & valeurs dans 1'espace de Hilbert X,
dont la différentielle seconde f'" est uniformément

continue sur les parties bornées de H.

Sotent S, @, V, C, les processus définis par :

®2
S(t) = L (Xs— Xs_)
sst

Q) = T [fr) - fx ) = £ ) (x - x, )]
s&t
@2 @2
Vit) = Xt - X

° _flo:t]

|

(xs_adxs +dr, ® XS__)

cit) = vit) - 5(t)

ou [] (x _xdx_+ dx_ x Xs—) est une intégrale
o] s

stochastique et ou S, V et C sont § valeurs dans
7@ A

Alors les processus S, 4, V et C sont des pro-

cessus bien défints, adaptés, cadlag , & variation
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forte bornée par trajectoires et C est d trajec-
toires continues. (H é H étant muni de la norme de
Hilbert-Schmidt).

De plus, on a :
f(Xt) - f(Xo) = Q(t)’ +J ot f’(Xa_).dXS
1

®2, 1
= I f"x J(x-x_ )"+ —J Ff'(x _).dv
2 ost 8 s s 2 o,t s 8

Qrt) +I FUX,_).dx + 5

1
"(x ).ds
lost] g

Dang ces formules :

- les sommations sont définieg par trajectoires

L'intégrale J

] f’(Xs—)'dXs est une intégrale
0yt

stochastique

lee intégrales f f"(Xs_).dVé et
]O:t]

f » X, ).ds,

par trajectoires

peuvent étre déterminées

1'égalité est une égalité de processus définis
4 l'indistinguabilité prés.

Preuve

Nous allons décomposer la preuve en deux par-
ties : d'une part l1'étude des processus S, Q, V et
C (C.8) ; d'autre part, la formule de Ito propre-
ment dite (C.9). De plus (cf. A.1l et la remarque
4 la fin de B.4) on supposera la famille de tribus

(‘t)t T continue & droite.

C.8 - ETUDE DES PROCESSUS INTERVENANT DANS LA
FORMULE DE ITO

On prouve la premiére partie de C.7.

1°/ Régioralisation

Etant donné une constante positive a, soit v

le temps d'arrét défini par :
v=inf. {t : |]xt|| >a}

si on pose F = {w:v(w)=1}a{w:||x, ) |]sa }
on aF, ¥ ® (puisque X est cadlag), donc, par ré-
gionalisation, (en arrétant le processus X & la
variable aléatoire 1F) on peut se ramener au cas
ot I|x|| est uniformément bornée par a, ce que

nous supposerons désormais.

De méme, on peut supposer qu'il existe une
constante b telle que, pour toute famille finie

crolgsante (t(k))

1 i -
1¢ken d'éléments de T, on ait :

n-1 2

E T |z - X 1
oy D Reoen) T Tego

£b

2°/ S et Q sont bien définis

Pour tout n, soit :

X 1 I
D = L X -n— X ,-n
no0 (k+1) .2 k.2

Soit D = lim.inf.Dn ; puisque E(Dn) & b, E(D) &b,

n-
donc D est finie-P-p.s. Or, ona : L ||X -X ||2‘D
. , ser ° °
(par trajectoires)
®2 2
(rappelons que ||x |l &£ |lx|‘ )
H.S. H

De plus, d'aprés la formule de Taylor, pour tout t
et tout w , on a :

X)) - (X ) - £1UX ). (X - X ) =

gr LS eolx 4+ sx -x )] ast (x -x )oz
° 2 t- t t- t ot~

Puisque f" est bornée sur le domaine ||x|l6 a,
il existe une constante c telle que ||x|| £a
implique ]lf“(x)ll € c ; les membres de 1l'égalité
ci-dessus sont donc majorés en norme par

1 2
=c. th' X

2 -l

ce qui montre que Q est bien défini (par trajec-

toires).

Les processus S et Q sont évidemment, & varia-
tion forte bornée par trajectoires, cadlag et donc

définis & l'indistinguabilité prés.

3°/ Les processus S et @ sont adaptés

Nous ferons la démonstration pour S ; la dé-
monstration pour Q est analogue. Soit t un élément
fixé de T. Soit (d(n))n>o une suite décroissante

lim d(n) = O.
n-e

de réels positifs avec

Pour tout n > o, soit u(n,k) la suite croissante de
temps d'arrét définis par récurrence par : u(n,1)=0

1
u(n,k+1)=inf. s:sSt,sZu(n,k),||Xs-xu(n’k)||> Y

(avec la convention s = t si l'ensemble considéré

est vide). Puisque X est cadlag, pour tout n,

[umxi<1] + @
koo

Pour tout n, soit Zn la variable aléatoire définie
par :
@2

e Ko T Fumn- )

k>0
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variable aléatoire bien d&éfinie comme au 2°/.

Le 2°/ montre que la suite (Zn) converge

n>o
P-p.s. vers une variable aléatoire Z (telle que

[IZII& D) ; ceci montre que Z est un élément de

Lgén (Q,‘t,P). Or Z = s(t) P-p.s. donc S est un

processus adapté.

4°/ Le processus V est la "variation qua-

dratique” du processus X

Soit (c?l(n))“>° une suite décroissante de
réels positifs tels que lim . d(n) = O.
n<o
Pour tout nyo, soit (v(n,k))k>° la suite ge

temps d'arrét définis par récurrence par :
v(n,0) = o

vin,k+1) = inf.{ s:s3vin,k),| ]xs—xv(n'k) | [>amy}

(si l'ensemble ci-dessus est vide, on prend

vin,k+1)=1).

on a lim. P[v(n,k) <1] =0
k-0
Pour tout n, soit Vn le processus cadlag dé-
fini, pour tout couple (t,w) appartenant &
[v(n,k) ,vin,x+1[ , par :
k-1
= I
j=0

n @2
Ve &y a9+ ™ ¥oin,)

et V' = ; (x

)@2
1 4=0

vin, 3+ " *v(n,9)

Notons d'abord que, si Y est un processus prévisi-
ble uniformément borné & valeurs dans H, 1l'inté-
grale stochestique Y (Ys ® dXs+ dxs @ YS )
o,t]
est bien définie puisque X est fortement régional

(donc V est bien défini & 1'indistinguabilité
prés et cadlag) et satisfait au théoréme de con-
vergence indiquée & la fin de B.9.

Oon a :
N o ( @2 ®2 y
vi(t)y = I (x - X
k=0 vin,k+1) vin,k)
oo
- kz &y nxe) ™ Fotni) @ Xm0
=0
oc
"L e @ & i)™ utani)

(la premiére somme étant évidemment égale &

2 ®2
82507,

Soit Zn(t) le processus prévisible défini,

pour tout couple (t,w) appartenant &

Tvng winpend] |, par 28y =%

Posons :

Pey = xB2- x®2

t ) _I]o,t]

(2w ® ax + ax ez"w)]

onav(1) = V(1) et, sit € [vink),vinke1)[,

Vo) = ) - (% %, k))"2

Si la suite de constantes (d(n))n>o décroit
suffisamment vite vers zéro, la suite de processus
(Gn)n>o converge donc, sauf sur un ensemble de me-
sure nulle, uniformément par trajectoires vers le
processus (cf. la fin de B.9) ; il en est donc de

méme de la suite (Vn) .
n>o

5°/ Le processus V est a variation forte bornée

D'aprés le 4°/, pour tout € > o, il existe un
élément F de tel que P(F) 3 1-€ et un entier n
tels que, si w € F, pour tout t et tout i 3 n,
||Vi(m) - Vt(w)|| € d(i). Il suffit de prouver que,
en restriction & F, V est & variation forte bornée
en moyenne pour montrer que V est & variation forte

bornée par trajectoires.

Soit {t(j)}léjSk une famille finie croissante
d'éléments de T. On a, pour i 3 n :
k-1 k-1
) PR A A || PSP TR I N et N |
Pysy Ve Ve sop!EOHT e

£ 2k d(i) + b

{rappelons que, cf le 1°/, b est l'espérance de la

variation quadratique de X).
Pour k fixé, d(i) étant aussi petit que l'on

veut, on voit que, en restriction & F, l'espérance

de la variation totale de V est majorée par b.

6°/ Le processus C est Q4 trajectoires continues

On choisit la suite (d(n))n>° telle que, pour
2
tout n, d(n) s(%p et on construit la famille de

temps d'arrét v(n,k) comme au 4°/.

Pour tout couple d'entiers (n,k), soit :

1

S R L s AW AW L -y
B(n,k) = Q \NA(n,k)
E =

nk = Xk Bk T vax- t amp
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Pour tout n >0, soit s™ (x) (resp. wn(t)) le

processus défini, pour (t, )} élément de

[vin,k), vin,k+1) [ , par :

a k 2 k 2
s ‘t”jﬁl(xv(n,j)‘En,j) =jfl(xv<n,jfxbunj>)"A(n,ﬂ
k ®2
Wi = j§1 o™ *oma-n?) aen

n
La variation totale du processus (S-S ) con-
verge vers zéro {pour tout t et tout  sauf sur un

ensemble F appartenant & & et tel que P(F) = 0).

De plus, sur A(n,j),

1.2
T g et
Il =

B

|tXV(n,j) B xv(n,j)-

donc :

wn n 1 k 2 1
@) -s" )|« = . j21 X Fomn -l B
ce qui montre que la suite de processus (wn)n>°

converge vers le processus S, quand n tend vers

1'infini, uniformément par trajectoires.

Pour tout n, soit cn le processus défini,
pour (t,w) élément de [v(n,k), v(n,k+1)[, par :

a k @2
€ “’=jfl(xv(n.j)“xv(n,j-i)) “l3(n,9)

= v (e) W ()
8i la suite (d(n))n>°converge suffisamment
vite vers zéro, ce qui précéde et le 4°/ montrent
que, sur F, la suite c? converge, uniformément par
trajectoires, vers v(t)-S(t) = C(t) ; or, les
sauts de Cn sont d'amplitude inférieure & %‘1 le
processus limite C est donc & trajectoires conti-

nyes.

C.9 - PREUVE DE LA FORMULE DE_ITO

On va done prouver la deuxiéme partie de C.7.

1°/ Toutes les intégrales et tous les processus
considérés sont bien définis a l'indistingua-
bilité prés ; de plus, ces processus sont cad-
lag donc, pour prouver le théoréme, il suffit
de prouver que les divers membres de chaque
égalité sont égaux P-p.s. pour chaque valeur
de t (t fixé). Il suffit de prouver cela pour
t = 1. On se donne une suite décroissante
(d(n))n>° de réels positifs qui converge "suf-
fisamment vite" vers zéro (cette notion étant

précisée par la suite).

20/

39/

On définit la famille de temps 4'arrét v(n,k)
comme en C.7.4°/ et les ensembles A(n,k) et

B(n,k) comme en C.7.6°/

Pour tout n, on a :

f(xl) - f(xo) =

)-f(X

2 '] o, e 1) Yan, 1) J

[fx

x>0 v (n,k+1)

D'aprés la formule de Taylor, pour tout n,k, et

w , il existe Rn k(w), cette quantité pouvent é&tre
1

majorée comme indiqué au 5°/ ci-aprés et étant

telle que :

f(xv(n,k+1))-f(xv(n,k))=f'(xv(n,k))[xv(n,k+1)_xv(n,k)]

® 2

. )
30 ) Gomen” Xomx)

(en fait, l'identité qui précéde ne sera utilisée

que sur B(n,k+1).

5
On a donc : £(X,)~f(X )= t{ ¢ ai X } avec
k>0 i=1 !
1 = 1 -
"t (o 00 G tn ey ™ Xo (k)
®2
2 oL

ak” 2 X Kot R k) A

a3 = R

n,k n,k ° 1B(n,k+1)

B = CE g 0 00) By gnnny - X, (100"

£ ey “E 00000 At e
D2

O
n,k 2

£ (07 Ko (ke 1) Xo(n 10

On se propose, maintenant, de montrer que
i
z a_
k
tend vers 1'infini.

x converge P-p.s. pour 1£i€5, quand n
’

Ona X a1 n

k>0 ok -J]o,l:}

est le processus défini & la fin de C.8.4°/

£ [2"0] ax, on 2z

Si la suite (d(n))n>o converge suffisamment vite
vers zéro,

f'[zn(t)] dxt converge P-p.s. vers
lo1]

'
£ (Xt).dxt

[1011]
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4°/ T a®

converge P—p.s. vers
k3o ek

£" (X, ).ds

_J]o,lj t- t

puisque f" est uniformément continue et
compte-tenu de C.8.6°/ (la variation totale

n .
de S-S converge P-p.s. vers zéro).

5°/ Puisque f" est uniformément continue sur les
parties bornées de H, pour tout € > o, et pour

n assez grand, on a, si wgB(n,k+1)

2

3
la 1 ety ™ Xm0 |

1",k|| <e

Or X admet une variation quadratique finie en

moyenne, donc z ]Ia3 || converge P-p.s.
n,k
k2o

vers zéro, quand n tend vers l'infini.

6°/ L a4 converge P-p.s. vers Q(1) (si la
ko K

suite (d(n))n converge suffisamment vite

>0
vers zéro évidemment)} compte-tenu de la preuve
de C.8.2°/.
7°/ Enfin, on a L a5 = £"(X_ ) .av>
n,k t- t
k30 10,1]

(Vn étant défini comme en C.8.4°/).

On a donc :
5

I a - f £" (%, ).av, =
- t
k30 n,k |o,1| t

£1(X, ) 3 [z0-x ] =ax+ ax ®[z0-x ] %

e

si la suite (d(n))n converge suffisamment

>0
vite vers zéro, cette intégrale stochastique
converge P-p.s. vers zéro quand n tend vers

1'infini.

8°/ En conclusion, on a montré que, si la suite

(d(n))n>O converge suffisamment vite vers zéro,
- R i
chacune des variables aléatoires I a con-
k30 nk

verge P-p.s., pour 1£i£5, quand n tend vers
1'infini, ce qui donne la formule de Ito annon-~

cée.

C.10 - FORMULE DE ITO : Cas de dimension finie

On suppose que H est un espace vectoriel de

dimension n et que (hj) est une base de H.

I1sjsn
Solt X un processus cadlag, adapté 4 la base de
processus probabilisée compléte (Q’q:’p’(qrt)tsT )
avee T = [0,1] , et 4 valeurs dans H.

On suppose que X est parfaitement vrégional (C.3)

et que X admet wne variation quadratique régtonale—

ment finile en moyenne (C.4). On notera ¥ la
Jj-téme coordonnée de X sur la base donnde, soit
n ,
x= 3 X.n,
=1 Y
Soit f une fonetion réelle définie sur H deux

fois continiment différentiable.

On considére les processus réelg suivants,

avec 1€ién et 1<j&n :

S, (t) = L (- )i ) =5, (2
7, ect © &= 8 ls- 7T

T3 i_i
ae) = T [rx)-rx, ) - 5 L ) ot-x )]

s€t =1 3xt
vy 50t = X;.xi—xg.xi —Ijo tfxé_.dxg + xi_.dxi)
Ci,j(t) = I%,j(t) - Si,j(t)
Alors les processus S. ., @, V et C. .

15 i,d Zsd
sont des processus réels, bien définie, cadlag,

a variation forte bormée par trajectoires et Ci 7
3
est d trajectoires continues ; les processus
.. . . et C. . sont croissants.
1,77 1,1 TyT
De plus, on a :

n .
- = il 7
FOX)-FIX )=Q )+ f r AL x ).ax

Jo,t]i=1 ax

2 . . . .
£} Xa-
sst 1,§ ox” ¥
2F(X,)
+%I LTS—.——.dVI..(s)
]o,t} 1,] oz 3o’ 2d
n Af(X,-) %
=Q(t)+j zig—-—.dx'”
]O,t] =1 dx 8
2
3¢ f(Xg-)
+ %—f T ———é;—fq——-. d. : .(g)
]o,t] 1,J Odx 3z’ sJ

Preuve

Ce théoréme C.10 est un cacs particulier de
C.7 qui a été explicité pour la commodité du lecteur;
le seul point qui n'ait pas été& prouvé est la crois-
i,i : pour vi,i' ceci
se déduit immédiatement de la preuve de C.8.4°/ et,

sance des processus Vi i et C
'

pour Ci i de la preuve de C.8.6°/ (ces processus
’

étant des limites de processus croissants).

C.11 - VARIATION QUADRATIQUE DE f Y.dx

Soit X un processus cadlag, adapté 4 la base
compléte (Q,Q;,P,(qft)te T
pace de Hilbert séparable J. On suppose que X est

) et a valeurs dans 1'es-
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parfaitement régional (C.3) et que X admet une va- (i) X est adapté, a trajectoires continues et,

riation quadratique régionalement finie en moyenne pour tout élément t de T, E(xi) < oo,

(C.4). Soit Y un processus & valeurs dans l'espace

de Hilbert H, uniformément bornd. Soilt une applica- (ii) X est une martingale (cf. D.2. ci-aprés)

tion bilindaire continue de H x J dans l'espace de c'est-a-dire que pour tout couple (s,t) d'élé-

Hilbert K qui 4 (y,x) élément de H x J associe y.x ments de T avec s < t, E(thﬂf;) = X P-p.s.

élément de K. Soit I le processus cadlag défin<, a

l'indistinguabi lité prés, par Zt = Z]O,t]Y'dX' (iii) le processus V, variat;on quadratique de X,
défini par v, = X2 - X2 - 2 [ x_.dx_ est in-

Sott A (resp. B) la variation quadratique de distinguable du processus V défini par
X (resp. Z) c'est-g~dire le processus cadlag d va- Gt(w) = t pour tout élément w de O .

leurs dans J @ J (resp. K & K défint par :

_ 4902 _ @2
A, =X X (x. ®dX, + dX ® xs_)

t t [ f]o,t] 8=

(resp. B, = 2 ®% ;@2 _

t t o f]o,t]

(zs®d23+ @ zs))

Sott C le processus cadlag défini par :
c :J (Y @Y ).dA
t Yo, ¢] 8 ] ]

(cette intégrale pouvant &tre prise par trajec-

totres).

Les processus B et C sont alors tndistingua—
bles.

Preuve

On vérifie facilement, & partir des défini-~
tions, que 2 est parfaitement régional et admet une
variation quadratique régionalement finie en moyen-
ne ; le processus B est donc bien défini. De méme,
le processus C est bien défini puisque A est a va-

riation bornée par trajectoires.

soit © 1la classe des processus Y tels que
les processus BY et CY associés sont indistingua-
bles ; on vérifie facilement que Y appartient a '€
si ¥ est ﬁflétagé. De plus, & est stable pour les
limites simples uniformément bornées (cf. B.9) donc

contient tous les prévisibles uniformément bornés.

Notons gu'on aurait aussi pu utiliser l'ap-
proximation de A et B par des processus constants

par morceaux comme en C.8.4°/.

C.12 - MOUVEMENT BROWNIEN (Définition)

On dit qu'un processus X réel est un mouve-
ment brownien relativement & la base probabilisée
de processus Q,% ,p, ((t)\:sT
si X satisfait aux conditions suivantes

) avec T = [0,1] ’
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D - MARTINGALE ET MESURE DE DOLEANS

Dans tout ce paragraphe D, on se donne une

base probabilisée de processus (?,% ,P, (‘41__) cem

D.1 ~ FONCTION DE DOLEANS (Lemme et définition)

Soit X un processus, a4 valeurs dans l'espace
de Banach H, défini au sens strict ou & une modifi-
cation prés, et tel que, pour tout élément t de T,
X, est intégrable. Pour tout élément A = Fx]s,t]
ge R , on pose x(A) = E DF' (X - XS)]

On vérifie facilement que x se prolonge, de
fagon unique, en une fonction définie et simple-

ment additive sur % .

Nous noterons d(X) cette fonction définte
sur d{', d valeurs dans H, et nous l'appellerons

fonetion de Doléans associée au processus X.

En fait, on s'intéressera surtout au cas ol
X est adapté et ol 4(X) est O-additive : on dira
alors que d(X) eat la mesure de Doléans associée

au procesgsus X.

D.2 - MARTINGALE (Définition et lemme)

Soit X un processus, au geng strict ou défi-
nt A une modification prés, & valeurs dans l'espa-
ce de Banach H, et tel que, pour tout élément t de
T, Xt appartient 4 L[;(Q, @Jt,P). On dit que X est
une martingale et la fometion de Doléans d(X) as-

socide a@ X est identiquement nulle.

On vérifie immédiatement que ceci équivaut a
écrire que, pour tout couple (s,t) d'éléments de T
avec s<t, on a :

E(xtl‘s) = X P-p.s.

Plus généralement, si u est un temps d'arrét
étagé, on a X, = E(X, l‘;‘lu)
finition de ¢§'u) (vérification facile : cf. A.7}.

(cf. A.2 pour la dé-

Si X est un processus réel, on dit que X est
une sur-martingale (resp. une sous-martingale} si

la fonction d(X) est négative (resp. positive).

D.3 - EXEMPLE DE SOUS~MARTINGALE (Proposition)

Soit M une martingale, définie & une modifi-
cation prés, a4 valeurs dans 1'espace de Banach H.
Soit f une fometion convexe réelle positive de va-
riable réelle. Soit X le processus réel défini 4

une modification prés par X, = 7( |Mt| P

Alors, X est une sous-martingale.

Preuve

En appliquant la définition d'une sous-martin-
gale, on voit que ceci est l'inégalité de Jensen

pour les espérances conditionnelles qui s'écrit :

Soit Y un élément de Ll(ﬂ,@',P) et % une
sous~tribu de ‘; ; solt £ une fonction convexe

réelle positive de variable réelle ; on a :

(e [§)] ¢ 5 [fm|g]

Cette inégalité se vérifie immédiatement si
f est une fonction affine f(x) = ax + b ; on en dé-
duit la méme inégalité dans le cas général indiqué
en utilisant le fait que f est enveloppe supérieure

de fonctions affines.

D.4 - EXISTENCE DE MODIFICATION CADLAG (Théoréme)

Soit X un processus, d valeure dane un espace
vectoriel H de dimension finie, défini d une modi-
fication prés, et satisfaisant aux conditions suti-

vantesg :

(1)  pour tout élément t de T, X, appartient d
H
Ly(Q,& ,P)

(72) pour tout élément s de T et pour tout €> o,
lim PUXt_ Xsl > s]: o .
t¥s

(122) 1'ensemble {2 : 2 = flAdX, Aed.} (cette inté~
grale étant définie comme en B.2) est borné
(au sens de Bourbaki) dans LZ(0,%,P).

Alors il existe un processus (au seng strict)
Y cadlag qui est une modification de X ; Y est uni-

que 4 l'indistinguabilité prés.

De plus, la condition (iii) est satisfaite a7,

" pour tout élément t de T, X, appartient a L, (2,%,pP)

et st la fonetion de Doléans d(X) aegocié 4 X est
bornée (en ce sens qu'il existe une comstante a telle
que, pour tout élément A de X, ||[d(x)](4)|]| ¢ a ).

Preuve

Il suffit évidemment de considérer le cas ol
l'ensemble des temps est T = [0,1] . Il suffit aussi
de considérer le cas ol X est un processus réel (en
considérant chague application coordonnée relative-
ment & une base de H). La Yondition (iii) signifie
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qu'il existe une fonction f positive décroissante
définie sur R+, telle que, si A appartient a J#
et pour d >0, P []J'IA.dX l > d] £ £(d) et
lim £(d) = O.
dteo

Soit Q' l'ensemble des rationnels appartenant

a T. Soit (Zt) la restriction de X a Q'.

teQ’

On va d'abord prouver dque le processus
(zt)tsQ' est laglad en utilisant une technique
analogue a4 celle utilisée dans le théoréme classi-
que d'existence de modification laglad pour une

martingale.
Soit (a,b) un couple de rationnels avec a<b.

Considérons d'abord une partie finie S de Q';
) o
soit {t(k)} lgkgan 12 famille ordonnée des €1

ments de S. Soit (u(k)) la famille des temps

1<k&2n
d'arrdt &tagés définie par récurrence par : u(l)=0.

u(2k+t) = inf {t : t €5, t > u(2k), Z, 3D }

u(2k) = inf {t : t @ S, t 3 u(2k-1), Z, € a }

(rappelons que si V est la partie vide de T, on

pose inf { t : t@V}=1).

Soit Ag le domaine oU le processus (zt)tes
effectue au moins j "montées de a & b" si wef,
on a :

- soit w & Ag ce qui implique
J
I Caen ™ Baqg)? 30 00

- soit #.Ag ce qui implique
3

I (=
k=1

(z,- a)~

w(2ke1)” Zuan)) 2T Ey

(on ne peut avoir 2 < 0O que si

w(2k+1) ” Za(2k)

Zu(2k) <a et Zu(2k+1) = X1 ).

on en déduit :
J
F [k£1 (zu(2k+1)‘ Zu(Zk))> J(b-a)] <f [1(b-a)]

ce qui donne :

3

P
(As

)& ¢y = £ fwa] 2 (-7 23 0-a)]
Si on considére maintenant une suite
(S(n))n>o de parties finies de Q' dont la réunion

est Q' et si A;, désigne le domaine ol le proces-

sus (Z_) . effectue au moins j "montées de a
t' teg’ 3 3
" J £ . -
4 b" on a As(n)+ AQ, donc P(Aq,) £ Cj On en dé
duit que, si A, désigne le domaine ol le proces-
sus (Zt)teQ' effectue une infinité de "montées
de a a4 b", on a P(A_,) = O. En considérant la fa-

Q

mille dénombrable des couples de rationnels (a,b),

on en déduit que le processus (zt) est laglad

teQ'
(c'est-a-dire, pour presque toute trajectoire, admet
en tout point ‘une limite & droite et une limite 2

gauche) .

On peut alors poser, pour tout élément t de

T, Yt('w) = Zt+(m)-

Soit t €« T et (t(k))k>° une suite d'é&éléments
de Q' décroissant vers t ; la suite de variables

aléatoires (Y converge P-p.s. vers Y, (par

t(k))k>o
définition de Yt) et en probabilité vers X, , donc

Y est une modification de X.

D.5 - EQUI-INTEGRABILITE

Soit H un espace de Banach.

Soit (An)n>o une famille d'éléments de
L[;(Q, % ,P). On dit que cette famille est équi-inté-
grable si, pour tout € > o, il existe n>o tel que

P(F) < n <implique (quel que soit n)

E(1p | IAnH) € e .

Un résultat classique (et facile a vérifier)
dit que, si une famille équi-intégrable de variables

aléatoires (An)n converge P-p.s. vers une variable

>0

aléatoire A, alors cette suite (An)n converge

>0
vers A dans Lil (Q,q,P) .

Par ailleurs, soit A un élément de L};(Q, % .,p) ;
soit (s ) une famille de sous-tribus de ‘r; si
n’ n>o
on pose A = E(A\ 'Y ), la famille (A )
intégrable (facile a vérifier).

>0 est équi-

D.6 - THEOREME D'ARRET

Soit X un processus, 4 valeurs dans 1'espace
de Banach H, cadlag, tel que pour tout élément t de
T, X, appartient a LI;(Q,@',P). On suppose que la
fonetion de Doléans de X est o-additive. On suppose
aussti que, pour toute famille décroissante (u(n))

n>o
de temps d'arrét étagés, la famille associée

(X )
u(n)’ n>

grable. Soit u un tempe d'arrét. Alors, la fonction

de Doléang d(X') du processus X arrété Q u (soit

Xé SRS ) est telle que pour tout élément B de

(drxn)] ) = [dx)] (Balo,u] ).

de variables aléatoires est équi-inté-

Notamment, st X est une martingale cadlag et
si u est un temps d'arrét, le processus X arrété Q
u est encore une martingale (cadlag) : on a done,

dans ce cas,

g [Xu“(t] : 1]0,u] =z [Xll(;t] : JJo,u]

- Intégrale stochastique 16 -



Preuve

1°/ Le théoréme se vérifie facilement si u est un

temps d'arrét étags.

2°/ On considére un temps d'arrét u quelconque et
un processus X satisfaisant aux conditions in-
diquées dans la premiére partie du théoréme.

Soit (u(n))n une suite de temps 4'arrét éta-

>0
gés qui décroit vers u (cf. le 2°/ de la preuve

de A.12).

Soit B = F x]s,t] un élement de @l ;j on a :
l[axn] ® == (e Xpy = Fopd)

= lim E DF'(XtAu(n) - XsAu(n))]
nae
(puisque la famille de variables aléatoires

tAu(n))n>o
P-p.s. vers la variable aléatoire X

(X est équi-intégrable et converge

tAu)'

lim . [am]GA Jo,um])

n>e

[a] (Bnlo,u))

3°/ Considérons maintenant le cas ol X est une mar-
tingale cadlag. Si (u(n))n>o est une suite de
= EX, |& )

temps d'arrét étagés, on a X

u(n) (n)

(cf. D.2), donc la famille
t équi-inté le ; 1 T X

(Xu(n))n>o es qui-intégrable ; le processus
satisfait donc & toutes les oonditions données
au 2°/ ; si X' est le processus X arrété a un
temps d'arrét u, on a donc d(X') identique & O
donc X' est une martingale.

D.7 - LEMME (Condition suffisante pour avoir une

mesure de Doléans)

Soit (Q,@, (Jt)teT) une base de processus
T = [0, 1]. Soit m une fonction positive définie et
stmplement additive sur & Alors m est o-additive
8l et seulement si m satisfait aux deux conditions
suivantes :

(2)  pour tout élément s de T, Zim.m(Qx]s,t]) =0
t¥s

(11) pour toute suite croisgante (u(n))n>o de
temps d'arrét étagés, telle que

[umi<] v @, ona timmQun),1]) = 0

100 7o

Preuve

1°/ Les conditions (i) et (ii) sont évidemment né-
cessaires. Pour montrer la réciprogue, nous
allons d'abord montrer que la condition (ii)

implique la condition (iii) qui suit :

(211) pour toute suite (An)n>o

déerotssant vers @,

d'éléments de S’

lim Sup. m(B) =0
" Upedpea x 1)

On considére donc une suite (An)n o d'éléments

>
de & qui décroit vers @.

Pour tout n, pour alléger les notations, on

pose : a = Sup m(B).

S
BE&BC(A X T')

NS

Soit € = lim. a
n

nrwo
La fonction m étant finie, pour tout n>o, on peut
trouver BnC (Anx T, Bncd’ tel que

mnB)2ra -2".¢.
n n

Soit cn =N B et soit u(n) le temps d'arrét étagé
k&n
"début" de Chr c'est-a-dire défini par :

[utm] @) = infd t : (t,w) € c}

D'une part, la suite (u(n))n croit vers 1

>0
(par trajectoires) puisque CnC (Anx T'), donc
1im m(Ju(n),1]) = 0, donc, a fortiori, lim.m(C ) =0

n-o neo

(puisque ¢ c ]u(n) ,1] ).

L} -
D'autre part m(Cn) 3 m(Bn) of U (Bn\ Bk)}
k<n
> a- e.2 - I e.2
k<n

~k

on a donc a, £ 28 + m(Cn), soit, & la limite,

4e = lim.a_ £ 2¢ donc € = O ce qui prouve le {°/.
nse

2°/ Notons que les conditions (i) et (iii) sont é&vi-
demment nécessaires pour que m soit ¢ -additive.
On va maintenant prouver que ces conditions (i)

et (iii) entrainent la G-additivité de m.

On veut prouver que si (Bn)n est une partition

>0
de B, les ensembles B et Bn (pour tout n) appar-

tenant & ¢, alors m(B) = T m(Bn). D'aprés le
n>o
lemme A.6, il suffit de prouver cette égalité

pour BG.‘R; quitte & changer de notation, on
peut aussi supposer que chaque Bn appartient a
& . on a évidemment m(B) > I m(Bn).

n>o

Soit € > 0. On se propose de prouver que

m(B) + 38 £ I m(B).
n
n>o
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Soit B = F x]s,t] et, pour tout n, B_ = F x] sn,tn].
La condition (1) permet de construire s' tel que
s<s'<t et m(Fx]s,s'])( € ; de méme, pour tout n,

) < )
on peut trouver tn tel que tn tn et

m(F x]e ,t!]) €€ .27

Pour tout élément w de F, soit a(w) 1l'ensem-

. ble des entiers positifs k tels que w ¢ F,. Ensuite

k
pour tout n>o, soit c, 1l'ensemble des éléments w de

! tels que

s',tje) U s, .t
[ ] 3 1gk&n Kk $

keaw)

D'une part, Cn appartient a qf_ D'autre part,

si on fixe W, on a :

kéa (w) kea (w)

(puisque (Bn)n>° est une partition de B)

Ceci signifie que la famille d'ouverts

1] L}
2]Sk'tk[ gk>o,k €aw) recouvre le compact [s ,t]
donc on peut en extraire un recouvrement fini, ce
qui signifie qu'il existe un n>o tel que W appar-
tient & C_; autrement dit, si on pose A = Q \Cn,
la suite (An)n>°
tend vers @#. On peut alors lui appliquer la condi-

(qui est évidemment décroissante)

tion (iii) ; il existe donc un entier g tel que :

Sup. m(B) € g.
B¢ 0F,B C(Aq X T')

Or, si on pose D = U
1 1gk¢q
B' = (F x]s',t] ), on a :

1]
(F, x] St ) et

B'\D A T' ds BI [>4d
(B'\ q) C{ qx ) onc m( _ Dq) S

donc :

m(B) €+ m(B') & 26 + m(D) < 2€ + E m(Fx]s, ,t)])

k>o
-k
€2+ L 27+ T m(Bk) c.q.f.d.
k>o k>o

D.8 - MESURE DE DOLEANS D'UNE SOUS~-MARTINGALE

Soit X un processug réel positif défini Q une
modification prés et satisfaisant aux conditions
sutvantes :

(7)  pour tout élément t de T, X, appartient d

L,(Q,%,P)

(i1) (Xt)te T

est une sous-martingale
(211) X est continu 4 droite en moyenne, c'egt=d-
dire que, pour tout élément s de T,

lim. E(X,~X ) =0
tis ¢ 8

Alors la fonction de Doléans x de X est c-additive.

Preuve

On suppose T = [0,1].

Notons d'abord que si X est un processus crois-
sant, X est aussi une sous-martingale. Par ailleurs,
1'hypothé&se (ii) signifie gue x est positive. L'hypo-
thése (iii) implique la condition D.7.(i). Etudions
la condition D.7.(ii) ; soit (u(n))n>o une suite
croissante de temps d'arrét étagés telle que la fa-
mille des ensembles (A(n) = [u(n)<1])n>° décroisse

vers l'ensemble vide ; on a :
lac] Jum .t =& [x)- x ]
e[ % 0] € Bkl 0

done lim. d(x)(Ju(n),1]) =0

nro

D.9 - LEMME

Sotent 8 et t deux éléments de T avec s<t.
Soit H un espace de Hilbert. Soit Xy (resp. Xt) un

S1ément de L3(0, &, P) (resp. L}(q, &,,P)).

On suppose que E(X| 42) =X, Pp.s.
Soit Z un élément de Lg(ﬂ,ﬂF;,P). On a alors :

1°/ Les variables aléatoires 2 et (Xt_ Xs) gont or-

thogonales
2 2 2
29/ E(|x~ % g ) = ECHE I, = X g )
Preuve
On note <.,.> le produit scalaire dans H.
1°/ E[<z,x, - xs>] = E(<Z,B[(x~ x) | ch]>)
car Z est fgs-mesurable
=0
2°/ b = E(]|x x| Ifx) = E(<X X, X - X >)
= E(<xt,xt>) -2 E(<xs,xt>) + E(<xs, xs>)

mais E(<X_, X >) = E(<x5,E(xt\@;)> )

car xs est qfs—mesurable donc
E(<XS,Xt>) = E(<Xs, xs>) soit

b = E((thxt>) - E(<xs,xs>)

= £(|1x]1%) - (1% |17 .
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D.10 - MARTINGALE DE CARRE INTEGRABLE

Soit H un espace de Hilbert. Soit M une mar—-
tingale & valeurs dans H, définie 4 une modifica-
tion prés, de carre intégrable, c'est-d-dire que,
pour tout élément t de T, E(] IMtI |2) < 4o,

On suppose que M est continue 4 droite en moyenne
quadratique (c'est-d-dire que, pour tout élément

s de T, 1im.E(||M,- M| |2) =0).
t¥s

Soit v la fonetion de Doléans associée au

processus réel N défini & une modification prés

- 2 .
paert— HMtll . Ona:

1°/ v est positive et O-additive

2°/ M est un processus parfaitement régional
(ef. C.3)

3°/ L'application qui, 4 Y € L’R(Q’,@,v)sassocie
la variable aléatoire intégrale stochastique
[Y.d4 est une tsométrie de LZ/R(Q',@,U) dans
L0, %, 7).

4°/ M admet une variation quadratique finie en

moyenne.

Preuve

1°/ N est une sous-martingale (cf. D.3). De plus,

si s appartient & T et si t décroit vers s,

lim.E(N
t¥s
appliquer D.8, ce qui prouve le 1°/.

& Ns) =0 (cf. D.9.2°/). On peut donc

2°/ (cf. le paragraphe B). Soient J et K deux es-
paces de Hilbert et une application bilinéaire
continue de J x H dans K qui, 4 (y,x) €lément
de (J xH) associe y.x élément de K. On peut
supposer ||y.x||, « |lvll, -lIxll, -

Soit Y= I a,. un processus dfFétagé

jer b 1A(i)
& valeurs dans J ; on peut supposer que, pour
tout élément i de l'ensemble fini I, a; appar-
tient & J et A(1) = F(i) x ]s(i), t(i)] appar~
tient & @1 ; enfin, les ensembles A(i) peuvent
8tre supposés deux & deux disjoints. On véri-
fie facilement (en considérant les différents
cas de figures et en utilisant la martingalité
de M : cf. D.9.1°/) que les variables alé&atoi-

res
Jai'lA(i)'dx et YT fsw)

sont deux & deux orthogonales, quand i parcourt

I, dans L?(Q,Gr,P).

On a donc :

s(lfv.ax12) = £ =(lla.1, ,,-axl12)
K iar i"TA(d) K
) 2
€ Iffall® e [1F(i)'llxt(i)_ Xyl ]
i-1
2 2 2
¢ i.z-:IHaiI[ - E [11-“(1)‘(||Xt(i)H B ”xs(i)” )]
(cf. D.9.2°/)

p f|1y||j Ldv

ce qui montre que X est H-J-K~régional.

3°/ si Hx.yllK = l[xIIH .HyHJ , 1'inégalité
ci-dessus devient une égalité, ce gqui prouve
l'isométrie.

4°/ Soit (t(k))1 une famille finie croissante

£k<n
d'éléments de T avec t(1) = 0 et t(n) =1 ;
on a :
Rl 112
I E(]|x - X
k=1 t(k+1) t (k)
n-1
2 2
=5 x gy 112 - Hx 11D
k=1
(cf. D.9)
_ 2 2
= 2(1x 1% - 1% |1®

ce qui prouve le 4°/.

D.11 - UNE INEGALITE DUE A DOOB (Proposition)

Sotent p et q deux réels positifs tels que
11?4- % = 1 (1<p< +»), c'est-d—dire des exposants con-

Jugués. Soit (Xt) une sous-martingale (réelle)

te [0,1]
positive continue a4 droite (par trajectoires) et telle

que E(Xl;) < 4o , On pose : Y(w) = Sup X, (w). Alors
teT
la variable aléatoire Y appartient 4 Lp(Q, &,p) et

B() < P.Bd).

Preuve

Notons d'abord que, si Q' désigne l'ensemble
des rationnels contenus dans T = [b,l] s On a

Y = Sup X P-p.s., donc Y est bien 1(-mesuzable.
teQ’

Soit d un réel avec d>1 (4 fix€). Pour tout entier

t

relatif n, soit v(n) le temps d'arrét défini par
v(n) = inf.{t : X, > "} avec la convention v(n) = 1
si l'ensemble ci-dessus est vide. On pose, pour tout

entier relatif n, A(n) = [& 3 dnj eta =P [A(n)] .

On a :

E(X) > B(X, ) > a. a +[ X,.ap
vin o Javam)

4 cada™® X, .dP

onc an . A(n) 1.
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Par ailleurs : E(YF) € aF. I (a-a ) .dP
n n+1

nex
€ &®. I a. (@ -antp
néx

la majoration obtenue plus haut pour a, donne alors:

.at( I

A(n)

E(P) <P 1

x,.ap) (a"P- PR )
ne€x

Si on pose B{(n) = A(n) \ A(n+i), on a :

E(Y®) ga® & T (I xldp)d’“(d“id(“'”?)
n€Z k2n B(k)

¢ad® ¢ (J' x,ap.) I a™® (a"P- q‘n1Ipy
k&Z IB(K) nek .
a*P
or, £ d (" aP Py, J x /P gy = B gD
ngk [} p-t

donc E(Yp) ‘-PJ:T &

[ e
k€x B(k)

Or, sur B(k), dk &€ Y donc

E(¥F) ¢ Bl_’—l—.dp.J ¥t ox e

Q 1

Ceci étant vrai quel que soit d>1, on a aussi :

E(Y®) ¢ 2 Py . ap
p-1 Q 1

L'inégalité de Holder donne alors :

i/p 1/q
() ¢ EE-)T [exb)] e3Py

or q{(p-1) = p donc

1/p 1/q
ev®) ¢ Bp [Eed] . [meP)]

Supposons d'abord E(Yp) < 4+ ®©; ce quil précéde
implique [E(Yp)]l-l/q € ;%1- [E(Xl)pJ 1/p

p
. p P p
or, 1- - = 1/p donc E(YP) ¢ (p—l) B(X,)

Si, maintenant, on ne suppose plus E(Yp) < 42,
on va se ramener & ce cas ; pour cela, on considére
la martingale X(n) cadlag définie par

X(n) = E((XIA n) | @H) et on pose Y(n) = Sup X
teT

t(n) i

le raisonnement qui précéde montre que
P P,

p P
E[(Y(n)) ] < (p-l) E[(x,A n) ]

Or, Y £ Sup Y(n), donc (théoréme de Lebesgue),
n>o

p
D P p
E(F) ¢ (p-i) . E(X))

Exceptionnellement, dans Les deux propositions qui
suivent, on suppose que L'ensemble T des temps est
ouvert a droite.

D.12 - CONVERGENCE D'UNE SOUS-MARTINGALE (Proposition)

Sott (Xt)t < [011[:

d une modification prés et telle que Si
f P we b, 1

une sous-martingale définie

F E (X)) =K<teo
Alors il existe une modification cadlag Yt)tGEO,l[
du processus X et une variable aléatoire Z telles que

Z = lim. Y, . De plus, st la sous-martingale X est
tt1
négative, pour tout élément t de T, E(Z |<ft) 3X,.Pp.s.

Preuve

On pose X, = O ; soit x la fonction de Doléans
te [O,lj; soit A un élément de A%

il existe une partition (B,C) de A et un Elément t de

1
du processus (Xt)

T, t <1, tels que BCIO,t] et C = (H x]t,l]) avec

H G‘ft(considérer le dernier instant t, t < 1, ol il
existe un élément « de I tel que IA(w) change de va-
leur). D'une part O £ x(B) sx(]o,t]) £ K ; d'autre part,
x(€) = E[1,.(x;-x)] = -E(1,.X) donc ixc) |« x

la fonction de Doléans x de X est donc bornée et on
peut appliquer le théoréme D-4 au processus (xt)te[o,ﬂ;
il existe donc une modification cadlag Y du processus X
c'est~-a-dire, notamment, qu'il existe une variable
aléatoire Z telle que Z = lim.Y_ . Supposons, de plus,
que la sous-martingale X etsﬂ'tlnégative. Considérons,
alors, un élément t (fixé) de T ; posons Y= Yl-l/n .
On a : E(z|tft) 3 E(Yn|<ft) 3 X pour i- by 3t . Or,

ZE(Yn!‘t) $ n»o

variables aléatoires, donc (pour 1- i-?t)

constitue une famille croissante de

{lemme de Fatow : E(Z ] 4t) > E(an(Ft) % x

t

D.13 - CONVERGENCE D'UNE MARTINGALE (Proposition)

IS

Sott (Xt)t e 0.1 une martingale, & valeurs
dans un espace vectoriel de dimension finie, définie
d une modification prés. On suppose que la famille de

variables aléatoires (Xt) est équi-intégrable.

tel0,1[
Alors, il existe une modification cadlag Y de la martin—
gale X et une vartable aléatoire 7 telle que :
(1) 2 = lim.¥,

t41

(i1) pour tout élément t de T, X,= E(Z|‘{t) P-p.s.
Preuve

11 suffit de considérer le cas ol X est réel.
L'équi-intégrabilité implique :

Sup . E([xtl) =K <+ ®
tefo,1
On peut donc appliquer D.12, ce qui assure l'existence

de Z et de la modification Y satisfaisant & la condition
D.13~-(i) ; ceci et l'équi-intégrabilité impliquent que

Y1/n'n>o
1'infini, ce qui donne (ii).

converge vers Z dans Ll' quand n tend vers
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E - SOLUTIONS FORTES D'EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

E.1 - DONNES GENERALES

Dans tout ce paragraphe E, on considére :
-T= BLlJ : intervalle unité de la droite

réelle
- H : un espace de Banach séparable.

I
- (R, g, (gt)te'r) = B~ une base de proces-

sus (cf. A-1) que l'on appellera la base

initiale.

E.2 - BASE CANONIQUE (définition)

Soit DH 1'espace des fonctions définies sur
T et & valeurs dans H. Pour tout élément t de T,
soitgol:_ la plus petite tribu sur DH qui rend me-
surable les applications “coordonnées™ U)~4xs(w)
pour s € t. On pose 2 - QDI:. La famille
oo DFe %, @%F)

t'teT
de processus que l'on notera B

) constitue une base
H oot que l'on appel-
lera la base canonique (pour les processus a va-

NN I
leurs dans H et relativement & la base initiale B7).

E.3 - CONDITION DE PREVISIBILITE (proposition)

Soit X unm processus continu, 4 valeurs dans
H et adapté relativement 4 la base initiale BI,
(ef. E-1). Soit alt,x) un processus, d valeurs
dans H, défini et adapté relativement & la bage
canonique BH ; alt,z,w) est done une application
définie gur T X o % Q et & valeurs dans H. on
suppose aussi que a est localement lipschitzienne
au sens indiqué en E-5 ci-aprés. On pose
Yt(w) = alt,X, (w),w), Alors ceci définit un pro-
cessus Y, d valeurs dane H, prévisible relative~

«
ment 4 la base (Q,f, (}t)teT)’

Preuve
Il suffit de considérer le cas od ||X|| est
uniformément borné par une constante 4 (considérer

la suite (w(n))n>0 de temps d'arrét définis par

w(n) = inf{t:| |Xt| |s3n}et arréter le processus X
awin)).
Dans ce cas, pour tout n > O, soite(n) tel

que Sup] Ixs|| €4, Sup| |x;|l £ det
s€t s<t

Sup] |xs-x;]| < €(n) impliquent

s£t

. Pour tout n > O,

[late,xw-ate,xw|| <3

soit (u(n,k))k> la suite de temps d'arrét défi-

(o]
nie par récurrence par :
u(n,0) =0

uln k+l)=ingfeseauin,k), |[x -x l>em}

u(n,k)
(et u(n,k+1)=1 si l'ensemble ci-dessus est vide)

Soit X" le processus défini par :

n _
X W = Xk @) @

pour [u(n,k)] (w) < t g [u(n,k+1)] (W)

x" est bien d&fini puisque, pour tout W et pour
tout n, il existe k tel que [u(n,k)] (w)=1 (conti-

nuité uniforme d'une fonction continue sur [O,lJ).

Soit Y:(u)) = alt,Xx,w

On vérifie facilement que " est adapté ;
Y est donc prévisible puisque continue & gauche
(cf.A). Or, la suite de processus " converge uni-
formément vers le processus Y donc Y est prévisi-

ble.

E.4 - DEFINITION (solution forte)

Sotent alt,z,w) et b(t,z,w) deux processus
4 valeurs dans H et adaptés relativement 4 la
base canonique BH . Sotent A et W deux processus
d valeurs dans H continus, adaptés d la base
probabilisée (Q,%,P, (ft)td.). On dit qu'un pro-

cessus continu adapté d cette méme base est solu-—
tion forte de l'équation différentielle stochas—
tique dXt = a(t,X,).dAt+ b(t,X.).th et de

condition initiale Xo’ 81, pour tout élément t
de T,
t

Xt = XO + [0 als,X ) dAs + Jb(s,X,).dWs

ces intégrales étant des intégrales stochas—
tiques (au sens indiqué au paragraphe B).
(pour alléger 1'écriture, le symbole w qui appa-
ratt dans tous les processus considérés, a été

omis).

E.5 - THEOREME
Sott H un espace de Hibert séparable.

Soit BI = (Q,‘@’,P, (ft)teT) une base pro-

babilisée compléte de processus que l'on appel-
lera la base initiale. On suppose que la famille
(%)

ter est continue 4 droite.

Sotent A et W deux processus continus, d
valeurs dans H, définis et adaptés relativement
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4 la base BI ; on suppose que W est une martinga-
le de carré intégrable dont le processus varia-
tion quadratique sera noté V (cf. C-7 et C-8-4°)).
On suppose que, pour tout élément w de U et pour
tout couple (8,t) d'éléments de T avec 8 < t, la
variation totale de A.(w) et la variation totale
de V.(w) entre s et t sont majorées par t-s.
Sotent alt,z,w) et b(t,z,w) deux processus
d valeurs dans H, définis et prévisibles relati-
vement 4 la base canonique BH, localement lip~

schitziens et localement bornés au seng suivant :

(Z) (resp.(Z)') pour tout réel positif d,

1l existe une constante L, (resp. Cd) telle que,

st (t,w) est un élément de T x Q, st (x,x') est

un couple d’éléments de o avee Sup||zs[|s d
seT

et sup||xl|| « d, alors ona :
seT
|la(t,z,w)-alt,z’ m)||2<L Sup| | —x'||2
3y > 3 d' ssi 8 8

||b(t,a;m)—b(t,x’,w)||24Ld.§u€||xs—xé|[2

<

(resp. |la(t,x,w)|| + ||b(t,z,w)|]| < Cy)

Alors 1l existe une suite (v(n))n>0 de

temps d'arrét eroissant vers un temps d'arrét v
et un processus continu adapté unique X satis~

faisant aux conditions sutvantes :

(1) 8i w appartient & l'ensemble {v<1},

im .1|Xt0»)|| =+ @
ttv(w)

t
(i¢7) X, = Xu + Ju a(s,X_).dAs

t
+ b(s,X‘).dWQ
u

sur chaque intervalle stochastique prévisi-
ble {(t,w) : ufw) < t < vnﬁu)} la deuxiéme inté-
grale étant une intégrale stochastique au sens
indiqué au paragraphe B.

Preuve :

Notons d'abord que les conditions données
sur A et W sont satisfaites si H =R, At =t et
W est un mouvement brownien (cf. C-12).

Comme ci-dessus, le symbole w sera omis &
chaque fois qu'il n'y a pas de confusion possible.

La démonstration qui suit est une générali-
sation naturelle de la méthode des approximations
successives utilisée classiquement pour montrer

l'existence de solution pour une équation diffé-

- Intégrale

rentielle ordinaire (cas déterministe)
Cette démonstration sera décomposée en trois
étapes :
1°) Unicité : lemme E-6
2°) Prolongement d'une solution : lemme E-7
(ceci généralise la preuve du fait que le
domaine de définition d'une solution consti-
tue un ensemble ouvert dans ce cas détermi-
niste)
3°) Construction du temps d'arr&t v et du proces-
sus X (E-8).
(ceci généralise la preuve du fait que le do-
maine de définition d'une solution constitue
un ensemble fermé, dans le cas déterministe,

s'il n'y a pas explosion.)

E.6 - UNICITE

On considére les hypothéses données dans le
théoréme E-5. Soient X et X' deux processus conti-
nus adaptés qui sont solutions de 1'équation E-5-
(141) sur Ju,v[ et Ju,v'[ respectivement et qui
admettent la méme condition initiale X, = X;.

Alors X.J[ et X'.1

u,vAu’[ [ gont indiatin—

[u,vAv’

guables.

Preuve

On considére donc deux solutions X et X'

comme indiqué. On pose :
u' = inf.{t :||xt—X£||>0, tyu,tg (viv)}

Raisonnons par 1'absurde et supposons
u' < vAvV'.
Puisque les processus X et X' sont continus, on
peut trouver une constante d et un temps d'arrét
w tels que :

sup (x| |+ 10 < @,
u'gsg (VAV')

‘Plw>ull>0etwg v Ay,

Soit Ld la constante de Lipschitz, associée 3 4,
qui intervient dans la condition E-5-(1). Soit £

la fonction positive définie sur T par :

£(t) = E(sup||x_, - x;Awllz)
s€t

On a :

sAw 2
£(t) < 26 (sup||| [att,wi-a(z,x)].aa [[9
st u

shw 2
+ 2E (Sup] | [ba.x y-px,xn].aw |9
s€t u

d'aprés l'inégalité de Schwarz, le premier

terme du second membre est majoré par :

stochastique 22 -



shw 2
2E (Sup [{atz,x ) - a(z,x")|]|° an
s€t Ju

et le deuxiéme terme est majoré par :

shw 2
2E (Sup [Ibtzr,x ) - ble,x")|]° ar)
s€t ju
(cf. C-11).

Compte-tenu de la condition E-5-(i), il
vient : "
f(t) € 4 L . f(s).ds
o]
Or, £(0) = O, donc £(t) = O, quel que soit

t. (résultat classique). Ceci montre que x'lEo,w]
est indistinguable de X'.l[ ce qui contredit
0,w]

la construction u' (puisque P([w>u']) > 0) et

achéve le raisonnement par 1l'absurde.

E.7 - PROLONGEMENT D'UNE SOLUTION

On considére les hypothéses données dans le
théoréme E-5. Alors il existe un temps d'arrét v
et un processus d valeurs dans H continu adapté
X, défini sur l'intervalle stochastique [u,v],

satisfaisant aux deux doncitions suivantes :
(2) P({v > u}) >0

t t
a(s,X'.)dA8 + J b(a,X.).dwe

u N

(11) X, =X, + J
U

sur l'ensemble {(t,w) : ufw) € t € v(w)}

Preuve

1°) Notons X° le processus adapté défini par
2w =1 (W) X (W)
t [u,l] M

Soit d une constante telle que P[||Xu||>d]<1

Soit vé le temps d'arré&t défini par :
u
vl = inf.{t :||xt||>d}
(on a, soit vé(w) = u{w), soit vé(m) = 1)
Soit L = de la constante de Lipschitz asso-
ciée 4 2d qui apparait dans la condition (i) du
théoréme E-5.

Soit v(0) = v(')A (u + )

L
128 L
On définit le processus x1 continu aprés u

de la fagon suivante :
1 u t G t o
Xt = J xt + Iu a(s,X ).dAs + f“ b(s,X ).dws
Puisque quH <d sur [u,v(o)], x! est
défini continu sur ce domaine et on peut trouver
un temps d'arré&t v(1), tel que v(1) g v(0) ,
P({v(1) > u}) > o,

2

Bisup .| 1x-2]1%) < ¥ pcvoub

sgv(l) 16

1 o 1
et sup .||x_-x0]| € z.a
sgv (1) s s 2

On définit les suites de processus conti-

. n n
nus aprés u,(X) o,(Z )n>O par récurren-

n
INVALIRINN
ce,de la fagon suivante :

+
¢« 1

#

t n

J a(s,x ) aa
8

u

n+l t n
Z J b(s,X ).dws
u

+ + +
n+1 x° + y° 1 + z0 1

>
]

(le domaine ol ces processus sont bien définis
reste 3 préciser). Notons gque e est 3 variation

bornée et gue z" est une martingale.

Pour tout n > O, soit v(n) le temps d'arrét

défini par :

n n-1 -n
v(n) = inf.{t:t 3 u, th-xt [1>27".4, t < vt
et v(n) = v(n-1) si 1l'ensemble ci-dessus est vide.

Soit v = lim.v(n) (la suite v(n) décroit
n-<o
vers v).

Pour t ¢ [vim] @), ||x7w ||€2a donc 1les

ntl et Xn+1 sont définis; au moins,

processus Yn+1,z
sur l'intervalle stochastique [u,v(n)] et donc, &

fortiori, sur l'intervalle Ehvl.

2°) Prouvons d'abord quelques majorations :

On pose :

1 n, 2
E [sup ||¥)7 - ¥D|19]
n tev(n) t t

%
"

N
"

1 np2
E [sup ||zp - 2g]|”]

n tevin) t t
: n+1 n, 2
X =E Ei:?nllxt - xt|| ]

Oon a :

x, £ 2yn + Zzn

t
||Y:+1 - Y:||2= [u[a(s,xn)-a(s,xn_l)]dhsl[2

t n -1, 12
£(t-u) I |lats,xM-a(s,x"" ) ||* as
u

(inégalité de Schwartz).

£L. (t-u) Sup ||X

-1y,2
% ]
st

1 1
donc Y, < 35 Xp-t (puisque (t-u) € TEE—E?. De

méme, le processus v" variation quadratique de
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Zn+1— Zn est tel que
t -1 2
- v < f ||b(s xM-b(s,x* ") ||“.as
t u
u
(cf. C.11)
n n-1 2
g (t-u) . < . Sup HXs - X |t
s<t
donc, (cf. D.3 et D.1l1), z,
n 1
£ - £ =
%n 4E(Vv(n) Vﬂ) 32 *n-1
X 1 -n
Finalement, on a donc x & = x <8 WX
n 8 "n-1 [}

(et X, < + o d'aprés la condition E.5.(i)).

3°) Prouvons que P([v>ud) > 0.
Soit A(n) = { w : v(n) < v(n-1) }
Par construction de v(n), si we€Aa(n),

n n-1 -n
le[v(n)](w) w - x[v(n)](w) @l[>2"a

donc
n n-1 2 -n 2
xop 2B (X, )7 Xom !l D) 247 & plam]
donc
-n % 1 -n
Plam]c2” =< 5.2 . p({vie) > u})
a

or {veviD}c U {vin)< vin-1}
n>1

gone  Pvev(D}) €I = 27 p(v(D) > u})

n>o

S%P({V(l) > u})

donc P( {v>u}) > % P({v(t)>u}) > 0

4°) Construction du processus X.

Sur le domaine [u,v], Ix"- xn—1”

est majoré
par 2-nd donc, sur ce domaine, la suite de processus
(xn)n>° converge uniformément par trajectoires vers
un processus adapté continu X uniformément borné par
2d. De plus, sur le méme domaine, on a :

n+1 o t n t n
X =X + J a(s,X’).d As+ f b(s,X ).d Ws
u u

. n
La suite de processus {a(s,X )'1[u,€]) .

(resp. (b(s,Xn).1[

) ) converge uniformément
u,v]/ n>o

par trajectoires vers le processus a(s,X ).1[u v]
L4

(resp. b(s,X )'1[h v] Yo

Les processus associés aux intégrales
t n t n
J a(s,X )dAs et f b(s,X )dWS convergent donc
u u

T
de méme vers les processus J a(s,X )dAS et

u

t
f b(s,X )dwS respectivement. On en déduit que le
u

processus X satisfait aux conditions du lemme E.7.

E.8 - SOLUTION MAXIMALE

On va prouver le théoréme E.5 (d l'ailde des

lemmes E.6 et E.7). On considére done les hypothéses

données en E.5.

1°/ Soit m la borne supérieure des nombres m satis-

faisant & la condition suivante il existe un
A n

temps d'arrét u(n) et un processus X tels que,

sur [u,u(nﬂ, on ait :
n o t t n

X, = x+ | a(s,xNda_+ | b(s,x) aw
t a s a s

etm = (P@W ([u,u(n)])

ol W désigne la mesure de Lebesgue.

; ; n X
Soit une suite (mn, u(n) ,X )n ° de triplets asso-

>

ciés comme ci-dessus telle gque la suite (mn)n>o

croisse vers m. Compte-tenu de E.6, les processus

n n+1
X et X

coincident (& 1'indistinguabilité prés)
sur l'intervalle stochastique [b,u(n)A u(n+1)] i

on peut donc poser v'(n) = V u(k) et considérer
n k&n
le processus Y défini & 1l'indistinguabilité prés

sur [u,v'(n)] et égal & & sur [u,u(k)] (¥k € n).

Soit v' = sup.v'(n). Soit X le processus défini
n>o n
sur [u,v'[ et égal 4 Y sur [u,v'(n)].

Soit 4 une constante positive. Pour tout n, scit
v{n) le temps d'arrét tel que v(n) € v'(n) et

défini par :
v(n) = inf.z t=t&v'(n et ||Y2 [l >4 %

et v(n) = v'(n) si l'ensemble ci-dessus est vide.

Soit v = Sup.v(n). Si, pour toute constante 4,
n>o

P({v<v'}) = 1, le théoréme est démontré. On rai-
sonne alors par 1'absurde et on suppose qu'il

existe une constante d telle que P({ v = v'})>o0.

2°/ puisque ||x|| est borné par d sur © [ﬁ,v(n)] ’

n>o
sont bornés

les processus a(s,xs) et b(s,xs)
par une constante d' sur ce méme domaine. Puisque
X est solution de l'équation différentielle

E.5.(iii) sur le domaine [v(n),v(n+1)] ; on prouve

comme en E.7.2°) que :
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E( Sup [1x_- €

X I3« o 8c
. S < n a donc, pour t € T, fn(t) < fn(o).e
v(n)&sgv(n+1

(inégalité classique facile & vérifier).

1y 2
8.@2 e ow (v, vmn)) cect montre que :

On prouve alors, comme en E.7.4°) que le pro- P({w : lim . [|xt(m)|| =+® ) =0
cessus X peut &tre prolongé par continuité au do- ttvw
maine [u,v] et que, sur ce domaine, il est solution

[ ! ] ques ! donc P ({v < 1}) = o.
de l'équation différentielle E.5(iii) (puisque

I P®U (]v(n),v(n+1)]) <+ @),

n’o

3°/ Le processus X est donc défini continu et solu-
tion de E.5.(iii) sur le domaine prévisible

(]U:V]) v(uv ]u,v'(n)]) . Le lemme E.7 montre
n>o

alors gu'on peut prolonger X au-dela du temps
d'arrét v : en effet, pour ce prolongement, il
suffit que X soit borné au temps d'arrét v et
on peut le choisir arbitrairement (par exemple
nul) sur le domaine v < v'. Mais ceci contredit
la construction de m et achéve le raisonnement

par 1l'absurde.

E.9 - CONDITION SUFFISANTE DE NON-EXPLOSION

(Proposition)

Le théoréme E.5 assure l'existence d'une so-
lution X de l'équation différentielle E.S5. (iii)
jusqu'a un temps d'arrét v ol la norme de X devient
infinie ; si P ([v <1]) >0, on dit qu'il y a "explo-
sion”. 11 est intéressant de donner une condition

suffisante pour qu'il n'y ait pas explosion.

On congidére donc les hypothéses du théoréme
2
) < +

et que les processus a et b satisfont 4 la condi-

E.5. On suppose, de plus, que E (| [Xu|

tion sutvante : il existe une constante C telle que,

pour tout élément (t,x,w) de T x DH xQ,oma:

lattszw |12+ [|b(t,a0)] 1% i1+ sp |z ]1%)
sst

Alors, il existe un processus X continu adapté solu-
tion de E.5.(ii1) sur [0,1) et E(||X,] 12) <+,

Preuve

Soit X une solution de 1'équation E.5.(iii)
comme indiqué au théoréme E.S5 (avec la suite
(v(n)) de temps d'arrét associée). Soit f_ la

n>o n

fonction positive définie sur T par :

fn(t) =E ( sup

2
[1x o)
st (s vu) Av(n)

On prouve, comme en E.7.2°/, que l'on a

t
£(t) < 8¢ L (£ (s) + 1] as
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F - THEOREMES DE DECOMPOSITION

F.1 - DONNEES GENERALES

Dans tout ce paragraphe F, on pose T = BLI}
et on se donne une base probabilisée compléte de
processus (Q,‘,P, ((t)teT) : quand on parlera de
processus adapté, prévisible, etc... ce sera rela-

tivement a cette base. De plus, on supposera la

famille (G{ )
t'teT
élément detg , on notera E(lF | C(t) une version

continue & droite. Si F est un

continue & gauche (et donc prévisible : cf. A.12)

de la martingale E (1 IQKt).

F.2 -~ TEMPS D'ARRET PREVISIBLE et TRIBU CF;

(Définitions)

Soit u un temps d'arrét. On dit que u est
prévisible s'il existe une suite (u(n)%>o de temps
d'arrdt croissant vers u et telle que, pour tout n
et tout w , [u(n)] (W) < u(w) Dans ce cas, on

notera QF; la tribu engendrée par les tribus
“?L(n))n >0
"annonce" u.

et on dit que la suite (u(n))n>o

Si u est un temps d'arrét prévisible, 1'in-
tervalle stochastique 10'“[ est prévisible puisque
]o,u[ = U ]o,un]. I1 en est de méme du graphe Dﬂ

n>o
de u.

F.3 - MESURE DE DOLEANS

On dira que a est une mesure de Doléans st
a est une mesure réelle définie (et finie) sur la
tribu des ensembles prévisibles qui ne charge pas
les ensembles A évanescents (c'est-d-dire tels que

lA est indigtinguable de zéro).

On a donné en D.7 des conditions pour avoir
une telle mesure de Doléans ; notaméent, si A est
un processus croissant continu 4 droite, tel que
E(Al- Ao) < + o, la fonction a définie, pour
F x ]s,t] élément R, par a(Fx]s,t]) = EDF(At-As)J'
se prolonge en une mesure de Doléans : ceci est un
cas particulier de D.8 qu'on peut facilement prou-
ver directement & 1l'aide du théoréme de Fubini.
Dans ce cas, on dira que a est la mesure de Doléans
associée d A. Le point fondamental de ce paragra-
phe (théoréme F.12 ci-aprés) est, étant donné a, de
déterminer un processus prévisible A (croissant
continu & droite) tel que a soit la mesure de
Doléans de A. Ce processus est construit en F.7

ci-apreés.

F.4 - TEMPS D'ARRET TOTALEMENT INACESSIBLE

(Lemme et définition)

On dit qu'un temps d'arrét u est totalement
inacesstble s'il satisfait 4 l'une des deux condi-

tions équivalentes suivantes

(1) pour tout temps d'arrét prévisible v, P[v=u]= 0

(iZ) pour toute suite (vm)) . de temps d'arrét

croissant vers v,

Pz[u:u]ﬂ(ﬁ [von <1)])% =0
Preuve

On a évidemment (ii) => (i). Réciprogquement,
supposons (i) satisfait et soit (v(n))n>° une suite
de temps d'arrét croissant vers v. Pour tout n, soit
w(n) le temps d'arrét défini par w(n) = v(n) si
vin) < vetw({n) =1 siv(n) =v ; la suite (w(n))n>°

croit vers le temps d'arrét prévisible w tel que

d'ot (ii).

[v=u] Nt n [vin) < ‘J ) C.[h=va

F.5 - DECOMPOSITION D'UN TEMPS D'ARRET (Lerme)

Soit u un temps d'arrét. Alors il existe une
suite de temps d'arrét prévisibles (v(n))n>o et un

temps d'arrét totalement inacessible w tels que

L] ci( L: [v)] ) U ]

Preuve

Soit a la borne supérieure des nombres b

tels que, il existe une suite (u(n))n o de temps

>
d'arrét prévisibles avec

b= Ple: Infum]w = uw }

Cette borme supérieure a est atteinte pour
une suite (v(n))n>o de temps d'arrét prévisibles.

Soit w le temps d'arrét défini par :
au@  si, ¥n, u@ # [vim] @
ww) =
1 si, In, vw) = [vim] W)

{on vérifie immédiatement que w est un temps 4'arrédt).

Par définition de a, w est totalement inaces-

sible.

F.6 - NomarIon &

0n notera & la classe des processus A satis-

faisant awx conditions suivantes :

(Z) A est réel, croissant, continu 4 droite

(i1) Ao =0 et ECAZ) < +®
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(i27) pour tout élément F de C ot pour tout temps

d'arrét u, on a :

E(ly. A,) = J]o,u] E(1p| &, ). da
ol a est la mesure de Doléans de A.

Notons que, si A appartient & f, si u est
un temps 4'arrét, le processus Au, c'est-a-dire le
processus A arrété a u, appartient & G et la me-
sure de Doléans au associée est définie par
au(B) = a( ]o,u]nB) pour tout ensemble prévisible
B.

F.7 - CONSTRUCTION DE A (Proposition)

Soit a une mesure de Doléans. Il existe alors
un processus A appartenant 4 o tel que a est la
mesure de Doléans de A. De plus, A est wunique d

l'indistinguabilité prés.
Preuve

1°/ La condition F.4.({(iii) implique l'unicité de A
4 une modification prés ; la continuité & dreoite
de A implique alors que A est unigue & 1'indis-~

tinguabilité prés.

2°/ Pour tout élément t de T et tout élément H de

‘f, soit vt(H) = E(1H|(§u_).da .

o,t
La fonction Vt(') est définie et o-additive

sur QF (théoréme de convergence dominée). On

peut donc poser dvt

v = ——

t ar
et ceci définit, & une modification prés, un
processus croissant continu 4 droite en moyenne.
Soit (At) une modification continue & droite de

(Vt) .

3°/ s8i Y appartient a Lw(Q,‘g,P) , on a:

E(v|® ).da = f Y.v_(dw)
I o,t v Q ¢

En effet, cette &galité est satisfaite pour Y
fonction indicatrice (par définition de vt) et
se conserve par linéarité et convergence domi-

née.

4°/ (At) est adapté puisque :

vt(H)=[] E(1H|(u_).da=J i:(EuHI@’t) ).da

o,t] o.t u=

=J B | )y @ (a'apres le 3°/)
Q H t t

Gf X T, on a :

B |G ) aa
t]

5°/ Pour tout élément (F,t) de

E(lF.At) = vt(F) = J

O,
La condition F.6.{(iii) est donc satisfaite si
u est un temps d'arrét étagé (vérification immé-
diate) ; elle est alors satisfaite si u est un
temps d'arrét quelconque puisqu'un tel temps
d'arrét est limite d'une suite décroissante de
temps d'arrét étagés (cf. le 2°/ de la preuve

A.12).

F.8 - LEMME DE "PROJECTION"

Sott u un temps d'arrét totalement inacessible.
Sott B le processusndéfwv, pa: B = 1[“: 1] ‘1[u<1] .
Pour tout n, soit B (resp. C') le processus continu

4 droite (resp. 4 gauche) défini par :

BT = E(

. - -n
Bixr1). 2 Wﬁ) sT k 2 & t <(k+1).2

o 3

_ . -n -n
c’z = EB ). 9 |t§t_) el k.2 < t g (k+1).2

Quand n tend vers l'infini, la suite (Bn)n>o

(resp. Y converge P-p.s. uniformément, vers B
(resp. Bt-: Jju,l])'

Preuve

1°/ Notons d'abord que B" et Cn sont définis & 1'in-
distinguabilité prés, que les suites de processus

(Bn) et (Cn)n sont décroissantes et que, pour

n>o
tout n, B" > B.

>0

Soit € > o. Pour tout n, soit v(n) le temps 4'ar-

rét défini par :

n
= inf. : - >
v{n) inf. {t Bt Bt e}

Soit v = Sup vi{n) (la suite (v(n))n>° est

. nJo
croissante) .
Pour alléger les notations, on posera :
[v =u ]={w: viw) = u{w)} (et de méme pour
v(n), etc...). Toutes les égalités ou inclusions
qui sont indiquées ci-aprés sont valables sauf

sur un ensemble de mesure P-nulle.

2°/ on aB” £ 1 donc B, = Bt si t 2 u; ceci implique
[_v(n) 2 u] = [v(n) 1]
A fortiori, on a donc [v > u] c [v = 1]

her s

3°/ Soit H =([v = u] N [v < 1])
D'aprés le 2°/, si w € H, pour tout n, v(n)<u = v
ce qui implique P(H) = O puisque u est totalement

inacessible (cf. F.4.(ii)).
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4°/ Notons d'abord que 1'idée de la preuve qui suit

est due & Rao (cf. [RAO—I]).

Pour tout n, soit f(n,.) la fonction définie
-n .
sur T par f(n,t) = (k+1).2 si

k2 st < (ken).2"

Par construction de v(n), on a :

efa" ] 2e.p(f[vim) <1])2 € .p([w<1])

v(n)-BV(n)
D'une part, Botm) ~ 1[V(n)= 1 et u<i]

d'aprés le 2°/. D'autre part :

n =
Bom = & Bein,vim) | F i)
(théoréme d'arrét : cf. D.6)
n —
donc E(Bv(n)) = E(Bf(n,v(n)) < E(Bf(n,vf

(puisque B est croissant). Finalement :
ep([va])s BB, ) - P([vin) = 1 et u<i)
D'une part :

1im.E[B =E®B ) =P([viu et u<1])
1im.5] - ]

P([v= 1 et u< 1])

{d'aprés le 2°/ et le 3°/).

f(n,v)]

D'autre part :

1im. P([vin) = 1 et u<1]) = p([v=1 et u<1])
n-oo

(d'aprés le 2°/).
Ces deux limites sont donc égales donc, pour

tout € > o, P([v<fj) = 0.

5°/ On a donc prouvé que la suite (Bn)n>o converge
uniformément vers B ; or, pour tout n, cn est
le processus "régularisé a gauche" associé a
B" ; par conséquent, la suite (Cn)n>o converge
uniformément vers le processus l]u,l] régula-
risé a gauche de B.

Notons enfin que ce lemme peut se déduire des
propriétés générales des "projections prévisi-
bles" au sens de Meyer-Dellacherié (Cf.[DEL- ])
ce lemme suffit & nos besoins et évite 1l'uti-
lisation des "théorémes de section et projec-

tion" et donc du "théoréme de capacitabilité”.

F.9 - CAS QU A EST CONTINU (Proposition)

Soit A un élément de G et a sa mesure de
Doléans. On suppose que, pour tout temps d'arrét
prévisible u, a([u]) = 0. Alors A est continu (4
l'indistinguabilité prés).

Preuve

1°/ Soit u un temps d'arrét prévisible et (u(n))n>o

une suite qui annonce u. On a :

]

O=a([u]) = lim a(]u(n),uﬂ)= lim.E[A -A
e u

noo u(n)

{condition F.5.(iii) avec F = §2).

=E(A -2 )
u u-

2°/ Soit u un temps d'arrét totalement inacessible.
On définit les processus B et (Cn) associés
comme en F.8., Pour tout couple (n,k), on pose
p(n,k) = [k.27% uwg (kr1).27.

Soit w(n) = I (k+1).2 0. 1
X ,

E(A-A ) =1lim { I E|1 Aa - )
u Pu- n-’°°3k [ty (o0 - B 1) 2noB 20)]

soit, compte-tenu de F.6.(iii),

= i n -
E(Au— Au_) lim I (Ct l]w(n),l])' da

n+oe

et cette limite est nulle 4'aprés F.8.

3°/ Le 1°/ et le 2°/ impliquent que, pour tout temps
d'arrét u, E(Au- Au_) = 0 (cf. F.5) donc A est
continu (pour tout € , considérer :
u = inf. {t : (At- At_) 3 e}).

F.10 - CAS OU a NE CHARGE QUE [u] (Proposition)

Soit A un élément de © . Soit u un temps d'arrét
prévisible. On suppose que la mesure de Doléans a de A
ne charge que [u] (c'est-a-dire que a([u]) =a@')).

Le processus A est alors prévisible.

Preuve

On a dé3a noté que E(A - A ) = a(fu
(cf. F.9.1°/) donc E(A_ - A ) = E(A,- A ) c'est-d-dire
u u=- 1 [<]

A =A et = P-p.s.
e 8y 1 Bo = Au- p.s

(A "saute" en u et est constant ailleurs).

Soit (u(n))n>o une suite qui annonce u. Soit F un élé-
ment de . On a (F.6.(iii)) :
E(1,.A ) = f“%"gt-)'l]o,u]' da

Or la martingale E(lFldF;_) arrétée A u(n)
indistinguable de la martingale E(E(lFl 4“_)| 4:—)

arrétée a u(n). Il en est donc de méme si on arréte

ces martingales & u, donc :

J E [E(1F|‘¢u_) |((t— ].1]0'“]. da
E [E(1F|¢(u_). Au]

Ll

E(lF.Au)

#

(F.6.(iii))

donc la variable aléatoire An est (F;_ - mesurable.

La variable aléatoire Au est donc limite simple

de variables aléatoires A: ,q{ - mesurables ;

u(n)
chagque processus A2+1'1]u(n),1] est prévisible
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(vérification facile), donc il en est de méme de

I )
leur limite simple An. 1[u,1]'

F.11 - INTEGRATION D'UNE MARTINGALE PAR RAPPORT A

JN PROCESSUS CROISSANT (Propositicn)

Soit (Mt) une martingale uniformément bornée

sontinue 3 drotte st (At) un processus crvigsant
tntlgeat . A wmtiny A deofte. noa, pour
tout SiSment ¢ de T,

£ M A |=E M .4 -4)

[J a8 g] [ t ( t o ]
1]

Preuve

soit T =(rnjo,t] ).

Soit (T ) une suite croissante de parties

n’'n>o

finies de T tel que U Tn soit dense dans T et

si n"e8t fixé, soit (t(k))
1 n es ixe, sol 1SkSq
la famille ordonnée des éléments de Tn et soit

t €_T1 et oeTl.

n PRI
M~ le processus défini par

n ;!
M

[aei

M o1
g EODT et eaen]

: n
La suite de processus (Mt) converge vers

n>o
le processus (Mt) (parce que (Mt) est continue &
droite) ; si Sup |Mt(m)| = K <+ ®©, les processus

t,w

n L
(M) et (M) sont dominés par le processus

constamment égal a K

d'aprés le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, il suffit donc de prouver la formule

. n
annoncée pour les processus (M ). Or

EU M. aa ] = CZI E[M & ~a_ )]
Jou = P ] Tl FMeuern Peien Peto
q
= k£1 E[Mt.(At(k+1)— At(k)):]

]

E[Mt' (A - Ao)]

F.12 - THEOREME DE MEYER

1°/ Soit A un processus croissant, adapté, continu
1 Jdroite, tel que AO =0 et E(AJ) <+, Alors
le processus A appartient a4 T si et seulement

st A est prévisible.

2°/ Soit a une mesure de Doléans positive (cf. F.3).
Il existe un processus A croissant, prévisible,
continu 4 droite, tel que Ao =0, E(Al) <+ ®
et qui admet a comme mesure de Doléans. Ce pro-

cessus A est unique d l'indistinguabilité prés.

a)

b)

Preuve

Soit a une mesure de Doléans positive. On va com-
mencer par décomposer a en la somme (b+d) de deux
mesures de Doléans, b étant portée par une réunion
dénombrable de graphes de temps d'arrét prévisi-
bles et d ne chargeant aucun graphe de temps d'ar-
rét prévisible. Soit ¢ la borne supérieure des
nombres b satisfaisant & la condition suivante :

(i) il existe une suite (u(n))

de temps d'arrét
n>o i3

de mesures de

prévisible et une suite (b )
n’' n>o

Doléans telles que

b= I b @Y, I b () <al)

n>o o °
et, pour tout n, bn(Q’) = b ([ﬁ(n)]).

On vérifie immédiatement que cette borne supérieure
est atteinte pour un couple de suites (u(n),bn)n>o.
satisfaisant a la condition (i) avec b = c.

Soit alors, la mesure de Doléans d définie par

d(.) =at) - I b () ; soit D (resp. B™) 1'éle-
n>o
ment de Tf associé & d (resp. bn) comme indiqué en

F.7 ; la série de terme général bn(Q') = E(BY)
étant convergence, la suite de processus
n
(& 29
k=1 n>o
converge P-p.s. uniformément par trajectoires
(Borel-Cantelli) vers un processus B qui appartient

z bn(.).
n>o
Le processus D est continu et donc prévisible

3 T et de mesure de Doléans b od b(.) =

(cf. F.9) puisque 4 ne charge aucun graphe de temps
d'arrét prévisible (par définition de c). De plus,
chaque processus Bn est prévisible (cf. F.10) donc

B est prévisible. Or, le processus A appartenant &
t?associé 4 a comme indiqué en F.7 est indistin-~
guable de B + D (unicité d'un élément de ﬁ?de mesure
de Doléans a = b + 4 donnée). Le processus A est
donc prévisible On a prouvé la moitié du 1°/ et
la moitié du 2°/ & savoir : A € ﬁ?implique A prévi-
sible et a mesure de Doléans impligue qu'il existe

A prévisible assccié comme indiqué au 2°/.

Scient A et B deux processus croissants prévisibles
continus & droite, tels que Ao = Bo =0 et

E(Al) < +ow, E(Bl) < +® . On suppose que A et B
admettent méme mesure de Doléans et on veut prouver
que A et B sont indistinguables ; pour cela, on
peut supposer que A et B sont uniformément bornés
par n (il suffit d'arréter A et B au temps d'arrét
win) = inf.{ t : A_+ B, 20 }). Or M = A-B est une

E(M‘A)=E(f M_.da )
t ot ]O,£1 S s

t
martingale, donc

M .da

J]o.t] ®

1

{cf. F.11)
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(cette deuxiéme égalité est vraie pour tous les pro-
cessus prévisibles M puisqu'elle est vraie pour
tous les processus de la forme 1 avec

FX]s,t
(Fx]s,t] élément ae ®).

De méme, E [:Mt B Ms.da . La différence

, c f]o:t]
donne E(Mt) = E [Mt(At— Bt)] =0 , donc A et B
sont indistinguables. Ceci achéve la preuve du

2°/.

c) Soit A un processus prévisible comme indiqué au
1°/. Soit a sa mesure de Doléans. Soit B 1'élé-
ment de C associé &4 a comme indiqué en F.7 ; B
est prévisible (a) ci-dessus) donc B est indis-
tinguable de A (b) ci-dessus) ce qui achéve la

preuve du 1°/.

F.13 - MAJORATION D'UN SAUT PREVISIBLE (Lemme)

Soit Z une surmartingale (réelle) qui admet
a comme mesure de Doléans. Soit A le processus pré-
vigible appartenant a fassocié d a. Soit u un
temps d'arrét prévisible. On suppose que, pour tout
élément (w,t) de (U x T), (Zt(w)) < d {ou d est

une constante). On a alors :
2
£ lta,-4)% < 2dEt4-4_)
Preuve

Notons qu'on a, en fait, plus que cela, mais
la majoration ci-dessus nous suffira pour prouver

F.14. On a :
2
efia-a,7] =& Il[“] (A~ A_).an_ ]

Puisque l[u]et (As- AS_) sont des processus prévi-
sibles et que A et Z ont mémes mesures de Doléans,

on a aussi :
2
efa-a 7 =&8[ fl[u] .a~a ) .az ]

< 2a.E|]a -a | € 2d.E(a - A )
u u- u u-

F.14 - DECOMPOSITION D'UNE MARTINGALE

Soit M wne martingale réelle cadlag. Il existe
une martingale réelle Q cadlag localement de carré
intégrable et un processus réel cadlag V & varia-
tion bornée (par trajectoires) tels que M = V+@Q.

Cectl prouve notamment qu'une martingale
réelle est wn processus parfaitement régional.
{ef. C.3 et D.10).

Preuve

Puisque M, = E(M;!‘ft) - E(MI|¢(t) , on peut
supposer que M est positive, ce que nous ferons dé-
sormais. Par localisation, on se raméne au cas oU
il existe un temps d'arrét u et une constante d
tels que Mt(w) £ d pour t < u(w) et Mt(w) = Mu(m)
pour t 2 u(w) (considérer les temps d'arrét w(n)
définis par win) = inf.{ t : M 2 n} et arréter a
w{n)). Dans ce cas, on pose
Zt = - Mt.l[olu[(t) et Bt = Mt'l[u,lj ().

Soit a la mesure de Doléans de B (et donc de
la sous-martingale Z) et soit A le processus prévi-
sible appartenant & € associé & a. Pour tout n, on

pose v{n) = inf. {t : A2 n} . Puisque
0 = lim.P [v(n) < 1],

il suffit de montrer que M arrétée a v(n) admet la

décomposition indigquée.

Puisque le processus prévisible associé & B et
arrété a v(n) est le processus prévisible associé au
processus B arrété a v(n), on peut, pour alléger les
notations, supposer que v(n) = u, ce qu'on fera dé-
sormais. On a alors

E[(Au_)2J F's n2 (par construction de v(n))

2
efa~-a 7] caEma;-a ) (c£. F.13)

donc E(Az) = E(AZ) < + @
1 u

Or : M = (A-Z) + B-A ou (B-A) est un processus &
variation bornée et (A-Z) est une martingale, (A et
Z ont méme mesure de Doléans) de carré intégrable

(E(zf) < d et E(Af) <+ @),

F.15 -~ REMARQUE SUR LA CONTINUITE A DROITE DES TRIBUS

Pour alléger la présentation, on a supposé la

famille (‘(t)te'r continue a droite ; s8'il n'en est
pas ainsi, on considédre la famille (( ) ; le

t+'teT
processus A associé & une mesure de Doléans a est
prévisible relativement 3 la famille (qﬂ‘)te'x‘ et
donc, aussi relativement & la famille (‘t)te'r .

(cf£. A.11)

F.16 - ENSEMBLES ET PROCESSUS OPTIONNELS (Définition)

On appelle tribu des ensembles optiomnels la
tribu de parties de @' = Q x(T \ {0}) engendrée par
les intervalles stochastiques ]o,u[ pour tous les
temps d'arrét u. On notera © cette tribu. On dit
qu'un processus est optionmel s'il est mesurable par

rapport 4 cette tribu.

- Intégrale stochastique 30 -



Notons que la tribu des prévisibles est con-
tenue dans la tribu des optionnels {(puisque

]o,uﬂ = N ]o,u + %-[) ; réciproquement, une tribu
n>o
qui contient la tribu des prévisibles et tous les

graphes de temps d'arrét contient la tribu des op-
tionnels (puisque ]o,u[ = ]o,ul \ bﬂ }. On a aussi

le résultat suivant :

F.17 - CONTINUITE A DROITE ET OPTIONNALITE

(Proposition)
Sott X un processus cadlag adapté & valeurs
dane 1'espace de Banach H ; alors X est optionnel
relativement 4 la famille de tribus (Grt+)tefr'
Preuve

1°/ On va 4'abord montrer que, si u est un temps
d'arrét, le processus Y défini par Y=Xu'1fu,1]
est optionnel. On vérifie facilement que la
variable aléatoire X, est q:u-mesurable
(cf. A.2), puisque X est adapté ; il suffit
donc d'étudier le cas ol xu est q;u—étagée
(puisque Xu est limite simple de telles varia-
bles aléatoires). On suppose donc

X = XL a,.l_,.
u e 1 F(i)

avec, pour tout i, aic H et F(i) € 4:u ; dans

cecas, Y= I a,. 1 .1 ; si on pose
’ ier iR 7 Tu]
ufi) =u siwe F(i) et u{i) =1 si we¢ F(i),

ona Y= L a,. 1 et u(i) est un
iar 1 [w(1) ,1]
temps &'arrét pour tout i, donc Y est optionnel.

2°/ Pour tout n >0, soit (u(n,k))k>0 la suite de

temps d'arrét (relativement & la famille

(4t+)t€T (cf. A.9)) définie par récurrence
par : u(n,o} = O
1
= . : - > =
u(n,k+1) = inf 3: 1%, xu(n’k)ll "

n .
Soit X' le processus défini par X X (n, k)

pour u(n,k} & t < u(n,k+1).
Le processus xn est bien défini puisque

oy < 1] ¥+ @

]
et il est optionnel (1°/ ci-dessus) ; or,la

suite de processus (xn)n>o converge uniformé-

ment vers le processus X donc X est optionnel.

F.18 - INTEGRALE STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A UN

PROCESSUS CONTINU

Soit X un processus, & valeurs dans l'espace
de Banach, satisfaisant aux conditions indiquées
en B.5 (c'est-d-dire que X est H-J-K-régional) et

d trajectoires continues. On peut toujours supposer

que a ne charge pas les ensembles évanescents et
les graphes de temps d'arrét prévisibles. Soit A
le processus prévisible continu, associé & la me~
sure de Doléans a comme indiqué en F.12.2°/. Soit

a la mesure définie sur (Q', ‘(@‘QT) par

a(B) = ” 1p.dA, (w)

Soit & la restriction de a 4 la tribu & des option—
nels. Alors, quel que soit 1'espace de Banach H,

T (H) (cf. B-2) est dense dans Lg(ﬂ’,e, a) done on
peut définir 1'intégrale stochastique [ ¥ dX pour
tout processus optiomnel Y uniformément borné, d

valeurs dans H, exactement comme en B.7.

Preuve

On considére les hypothéses et notations indi-
quées en B.5. Soit b l'enveloppe supérieure des me-
sures positives majorées par a et portées par des
ensembles évanescents ou des graphes de temps d'arrét
prévisibles ; si on pose a' = a-b, on véfifie que la
condition B.5.(ii) est satisfaite quand on remplace
a par a' ; on peut donc toujours se ramener au cas ol
a ne charge ni les ensembles évanescents, ni les gra-
phes de temps d'arrét prévisibles. Le processus A est

alors continu (cf. F.9) et bien défini.

La fonction ensembliste a est une mesure (théo-
réme de Fubini) dont la restriction & GL , et donc &
la tribu QP des prévisibles, colncide avec a.

De plus, pour tout temps d'arrét u,
atfu) =2a-a ) =0

L'adhérence de ‘& (H) dans B (Q',o,4) contient donc

2
tous les processus de la forme h.1[u avec h € H et

u temps d'arrét quelconque ; elle contient donc tous
les processus optionnels uniformément bornés (cf. la

remarque qui suit F.16).
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G - QUELQUES INEGALITES
POUR LES MARTINGALES REELLES

G.1 - DONNEES ET NOTATIONS

Dans tout ce paragraphe G, on se propose de

prouver quelques inégalités relatives & une martin-
gale réelle cadlag & ,({,P, C(t, Xt)teT . Pour la
commodité des notations, on prendra T = [O,m] .

On posera :

N, (X) = E( Sup | X _|),
! te T l t|

+ 9 1/2

N, (X) = lun.sup.E[ z (X(k+1)2-n - X.,n) s]
e kao !

_ RE%

N, (%) = llm.mf.ED z (X(k+1)2'n - xkz-n) %]
n-o k20

Notons que N, (x) = N,(x) = E(/[x, ,x]) st
[x,x] désigne le processus variation quadratique de
X comme défini en €.8.4°/ ; on sait que ce proces-
sus est bien défini (cf. F.14) ; toutefois, on n'u-
tilisera pas ce résultat F.14, mais on utilisera
seulement D.10

On pose aussi : N3(X) = Sup.E(|M,}) cette
borne supérieure étant prise pour l'ensemble des
martingales M réelles cadlag telles que M =fY.dX

ol Y est un processus prévisible de la forme
n-1

Y= L

k=1

ol (u(j))

Nutzr uexen] 1€3§2n

est une suite croissante de temps d'arrét. Cette
quantité n'est dfailleurs pas modifiée si on impose
& ces temps d'arrét 4d'étre étagés, c'est-a-dire si‘
Y = 1A avec A€ d’(on utilise D.5 et le fait que
tout temps d'arrét est limite décroissante d'une
suite de temps d'arrét étagés). Le point fondamen-
tal est que Nl’ N2 et N3 définissent trois "normes"

équivalentes ; plus précisément, on a :

G.2 ~ THEOREME

Avee les domnées at notations indiquées en
G.1, on a, &t X, = 0 :

N X € 201+ Y2) Ny

Ny (X) € B.N,(X) ;

+
N2(X) S 45.N1(X)

Preuve

. . + -
On a aussi, évidemment, N2(x) 3 N2(X). La

preuve sera décomposée en plusieurs étapes ; la pre-

miére inégalité sera prouvée en G.3, la seconde en

G.5, la troisiéme en G.7.

G.3 - PREUVE DE Nl(x) £ 6.N4(X)

Suivant l'usage, si Z est une variable aléa-
; . +
toire réelle, on notera Z = Sup.(Z,0) et

z = Sup(-Z,0).

1°/ On va noter fn 1'ensemble des martingales réelles
X = (QICFIPlgkI Xk) 1¢ken Tuis pour chaque tra-
jectoire, sont constantes aprés "leur premidre

décroissance stricte", c'est-a-dire que :

Q IG,P) est un espace probabilisé,

(g k) 1gkgn est une famille croissante de

sous-tribus de ’
- X appartient & le'%n'P) et E(Xn| \31) =0
- Pour tout k, X_= E(angk) ,

- Xk+1(u>) < X (w) implique, ¥j > 1,

Xk+j (w) = X, (w)

Soit d un réel strictement positif. Si X est un

tel élément de Don, on posera X™= Sup X, .
igkgn
On dira qu'une martingale Y est une transformée

de X (cf. [Bur]) si (Q'g'P'gk'Yk)lskSn est
une martingale et s'il existe une partie K de

{x : 1gkg¢n-1} telle que Yy, = X1+ . é K()LK'H- Xk).

Notons que, si X appartient & J’n et si Y est une

transformée de X, Y appartient aussi & f; Notons
k

aussi que Yk- Y1 =f1 Z dX ol Z est le processus

prévisible z 1 .
jgx 13.3+1]

transformée de X et Y' une transformée de Y, Y'

Enfin, si Y est une

est une transformée de X. On va d'abord prouver

que, si X appartient a 'fn' on a :

- -~ +
E(x" ¢ sup. [EM) + 3E(M)]

cette borne supérieure étant prise pour l'ensemble
des transformées M de X. Pour cela, on se donne
donc un &élément X = (Q,‘f,P,ﬁk,xk)l‘k‘n de fn
Pour tout k, soit A(k) = {w: Kpq o) < xk(w)} ;
puisque X appartient a b’n, les ensembles

(a(k)) sont deux & deux disjoints. Suppo-

1gkgn-1
sons d'abord qu'il existe un entier k tel que

E(xkﬂ'lz\(k))‘ dEX . 1000

On considare le plus petit de ces tels entiers,
solt k, et on considére la transformée Y de X

i i = - -_— * =
définie par Y =X, (Xk"_1 Xk). Si Y Sup. Y.,
1gkgn
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et si B(k) ={w : Xepp W > X @} s ona

si w @& B(k), x¥w) = Y™w) ;

si w e Bk, x*w = v*w) + Xepy @) - X @)

L}

On en déduit :

E(YY + E[1B(k).(xk+1— %]
E(Y® + E[lA(k).(xk— Xy

(puisque X est une martingale)

E(x%

»
SEOM FE oK) EX )
(puisque w € A(k) implique X, (w) 3 0)
»
£ E(YT) +(1+Q) E(ih(k)' Xk)
*
£ E(Y) +(1+4d) .E(1A(k). Yn)

On reprend le méme raisonnement pour Y ;

s'il existe un j tel que E(Y.,,) & d.E[Yj.l

A(j)]
(les ensembles A(j) pour j > k n'ayant pas changé)

j+1

on considére de méme le plus petit de ces tels en-
tiers j, soit j, et la martingale Z définie par

Zn = Yn— (Yj+1- Yj) ; en itérant le procédé, on ob-
tient, au bout de, au plus, n étapes, une martin-

gale M transformée de X telle que :

E(XY csEMY + (14a) I EQ . M)
k €K A(k) n

1 £€j §&n} telle
que, si k appartient & K, 1A(k)' Mn = 1A(k)' Mk i
de plus, cette martingale est telle que, si k € K :

Byt tag) > 4 B0 1,00

o@ K est une partie finie de {j

si on pose D=2 \ U A(k), on arrive donc
k€K
a
EMY) = E(M .1 ) +
n D

e [

kZSK A(k) Mk) et

»
E(x* < EM" + (1+9) kEK E(IA(k). M) et
1 n-1 1 -
I EU . ) <<= L E(1 < —E(M)
BT X M S Mepy) < FEOL

ce qui donne : E(x*) ¢ %E(M;) + (2+d) E(M:)

goit, si on choisit 4 = V2 -1

EGX™ < (1 + D By |)

2°/ Considérons maintenant une martingale réelle cad-

lag (0.%,p (xt)tﬂ,

une constante strictement supérieure & 1 ; soit

avec T=[O,°°]et X =0. Soit a
<)

(u(n))n>° 1a suite de temps d'arrét définie par

u(n) = inf. {t : X, > a'l ; a'une part, la mar-

- L}
tingale (xu(k) k<n appartient & fn ; d'autre
part, Sup X_ <& d. Sup . Sup . X

teT t n>o k<n u(k)

Ceci et le 1°/ montrent que :
E( Sup.X) < a1l +v/2) sup.E(|M|)
teT
cette borne supérieure étant prise pour 1l'ensemble

des martingales M telle que M = fU.dx ol
U=

et (v(k) )k> est une

1
o Jvio,v2k+n)]
suite croissante de temps d'arrét. Ceci est vrai
quel que soit @ > 1 ; on a donc la méme inégalité
avec & = 1 ; enfin, on a évidemment :
E( sup |x ) < e( sup (x,) + sup -x.) )

teT terT teT

ce qui donne finalement, N1 (Z) € 2(1+/2) N3 (z).

G.4 - LEMME PRELIMINAIRE

Sotent (Q,t( »P) un espace probabilisé et
une -sous-tribu de C( Sotent V, X et Z trois varia=-
AL (Q,F, P) On
suppose, de plus, que E(Z |§)
% -mesurables et que, st A ={w: Z(w) # 0} ,

bles aléatoires appartenant d

0, que V et X sont

lx 1.1, > |v|.1,

A

On a alors :

E(|x+ 2| - |x]) € 6E(/+ 2 - (v

Preuve

On peut supposer O € V € X, sinon on consi-
dére séparément les quatre domaines ol V et X gar-
dent des signes congtants. Dans ce cas, on pose :
B={w: (X+2) (W <0}.0na:
e(|x+z| - [x]) = 2 ({x+z| 1)) (car £(z|§)=0)
or, si we€B, |Zw]| 3|xw] > |vw)| donc

3N 22 - V) w2 [z

En effet,.si v et z sont deux nombres réels avec
oOgfvsz, 3 v2 + 22 2 3v+ z (€lever au carre)

on a donc :
6 E(14+ 2% - |v])z 2e(]z].1 g 32 E(]x+z|.1 »

> E(|x+2| -(|x]|)

GS-N(X) 8N2(X)
Preuve

La définition de N, (X) montre que, si 2= [yax
avec Y processus prévisible comme indiqué 4 la fin
de G.1, N;(Z) < N;(X) (cf. D.10.3%/) ; il suffit
donc de prouver que, si X est une martingale, et si
(t(k))ls}mq est une suite finie croissante de
dyadiques appartenant & T, on a :
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q-1 2 1/2
Eg[ T T X ] > 8 E(qu— xll) On posge :

k=1 [ qu 2 1/2
Wq =¥+ 7 (Yk+1_ Yk) ]
On suppose donc désormais que X est une mar- 8
tingale réelle qui admet T ={k : 1<k £€g } comme On suppose que la martingale Y est telle que, 8t
ensemble des temps et telle que X, =0 et E(|xq|)<+°°. |yk| > 2.0, , quel que soit Jx1, Yk+j =y = Yq .

Notons d'ailleurs que la preuve qui suit reste va~
4 P d On pose W' =W _Y |¥ | . On a alors :
lable si l'ensemble T n'est pas fini avec quelques q q q

modifications faciles. E(Wy - W) & 9 E [ qu— 1, ]

Soit V la racine carrée de la variation qua-

dratique de X, c'est-a-dire que V, = o et
- 1 Preuve
k-1 2 1/2 I=RVE
Vier = § L E By Xy ,
=1 Il suffit évidemment de prouver que :

Pour tout k, soit A(k) = {w: v < |x |}
Soit S la variable aléatoire définie par : E(Wq' wl) < 8 E(lyq' Y1|)

1

q- Pour tout k, soit
s = kil DA(k)'(kaﬂl - %]

A ={ we [Y [ 3 6w, et |v _ @]|< 2w }

1
D'aprés le lemme G.4, on a :

Les ensembles (A(k)) sont deux a deux disjoints;

) <6 qgl [1 /2 ! )2 ] 2g¢kgq
£ E . Vv'+ (X - -V -
o1 A (k) K e X k de plus |Y,- ¥y [y 0y 3 4W; 0 1,
a-t 2 2 1 1 o (k)= Q\A (k)
- t Y . =Y . + On B =
€ 6 E(V) on a :
q q q 1/2
W=W2+Z(Y—Y )21 + I (Y -Y )21
On va maintenant raisonner "par trajectoires"; af|l,, %k k1 Talk) o,k k-l TBK)
on considére donc un élément w fixé de et on
considére les diverses variables aléatoires en ce L'inégalité /a2+ xz‘ a + % ’.‘a_ (valable
point @ ; pour alléger l'écriture, le symbole w
’ quels que soient les nombres réels a et x si a>o)
sera omis.
donne :
Pour w fixé, soit j le plus petit entier
. . W_ & C+D avec :
(1€j€q) tel que, pour tout k >o, w & Ak+j' Oon a : q
a-3-1 , g 2 1/2
- - = + - Y .
A G E S S EERDEEN S
Oor :
1 b= s 7 w-v 21
q-g- (Ix |- ) <s W, 2, ko kel T B(k)
k= k+j+1 xk+j
|xk+1! - kal < I)ﬁc+1_ xkl £ v D'une part, si w et y sont deux nombres réels posi-

tifs, on a :

| | £V (par construction de k)
xk k \/wz+y2 £ wH+y donc

On en déduit : q | |
CgEW, + T |[Yv-Y% .1

1 k k-1 A (k)

i 8. . k=2

|xq| €5 +2v,  soit E(|xq|) €8.E(V)

D'autre part :

q q
G.6 - LEMME PRELIMINAIRE 1 2 1 2
D=s5— L (Y-Y )% z— T (x-y %1
2W1 k=2 k k-1 2W1 k=2 k k-1 A (k)
soit (@, %,P,(§ ). . ) une base probabili-
2 ane .ﬁt 1<k<q p . Puisque (Y, ) est une martingale et que
gsée de processus. Soit (Yk)1<k6q une martingale k' 1gkeq

P . W t - able, 1' érance de la premiére
(pour cette base) de carré intégrable . Soit Wy 1 88 %1 mesurable, Liesp P

1 2
s . P i &cad t égale 3 Ef ==— . (Y - ¥ H
une vartable aléatoire positive g l—mesumble de Somme qui precede est fga [ 1) ]

2w1 q

carré intégrable et telle que W7 3 Y1
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on a donc E(D) = E(D') avec

' =
a Wowy = Sue Lo Ix
D'= 5;;— (v - v,) - 5%—— Iy~ 1)2. 1 n
= - Ak = .
1 1 k=2 k) avee Yy = XMy utn) Au(n+1)]
q
- L _ 2 2 on pose n =?l
2w, k£2 [(Yq LRI A S } Ly ey pose {kvu(n) Au(n+1)]
ol n _n
P .
. .. ) our tout n (fixé), la martingale (Ek, Yk)1£k<q
2w1 a n . 13 satisfait aux conditions du lemme G.6, donc :
q q @ ®©
ol B = N B(k):Q\[UA(k)] I EW' ,~W') &€ + 9 ZE[IX -x []
k=2 - =t ™1 m n=1 u(n+1)” “u(n)

Or, pour tout n, Vv € wr'z' donc :

u(n)

®
Or, si w € A(k) -

. E(V) S e+ 9 nil E(|Xu(n+1) xu(n)[).
IYk~ Y, = ,y -

k-ll q Yk_ll €2 qu_ Y1’

Pour tout n, soient A(n) ={w: u(n) < u(n+1)},

B(n) = {w : w € aA(n) et [uln+1)] (w)=
(puisque [qu zswi, IYk—ll < m et |v,| < 2w [ ]( )=q} et
1 1 1 C(n) =A(n)\B(n). Par construction des temps d'arrét

On a donc finalement : (w) |2 2 W 3 2|X (w)l
n u(n)

u(n), si w€ cln), |x

u(n+1)
cC+ D' g W, + 8 ’yq- y1| soit donc, dans ce cas :
X - X -
E() & E(+D) & EM) +8 E(Y -y |). %y (1) ™ Kaqmy | @ € 3['xu(n+1)(w)| 1%, ) (“’)'}
q
+ On a donc :
G.7 ~ HQ(X) £ 45.N1(X) q ©
n=1|xu(n+1)- Xy(m | €3 El[lxu(n+1)| - ‘xu(n)l]'lc(n)
Preuve n;
+ I |x -x ) .1
1°/ Compte-tenu de la définition donnée de N', il nq ualntl) u(n) B(n)

2
suffit de prouver cette inégalité pour une mar-

tingale X dont l'ensemble des temps T est fini, Les ensembles (B(n))n>° étant deux & deux dis-

solt T = {k : 1€k<q} : on se limitera donc joints, la deuxilme somme est majorée par 2 x* ,

désormais 4 ce cas X = (9’4 ’P"yk'xk) les ensembles (C(n))n>° allant en décroissant, la

1gk&qg
Soit, alors, pour tout n, la martingale premiére somme est majorée par 3i:p(]xk|'|xli)‘ 3x*
n,
(xk)l‘k‘q définie par _Xz = E(X;|4:k) avec Finalement, on a donc : E(V )& e+ 45 E(x"
X = x.1 . ce qui donne l'inégalité annoncée puisque € est aussi
4 {|%|&n} petit que 1'on veut.

D'aprés le théoréme de Lebesgue, on a

G.8 - L'ESPACE H1

Une base probabilisée de processus étant donnée,

Ny (X) = Lim.N,(X) et N, (X) = Lim .N (X") ;
n-xo b ruacd
Il suffit donc de prouver l'inégalité annoncée

' lag X
pour les martingales xn ; on supposera donc, on note H1 l'espace des martingales réelles cadlag

+
< .
désormais, que X est une martingale de carré telles que NZ(X) + . Soit X un élément de H1

intégrable. Pour tout dyadiqge t, posons

2
On notera V2 la variation quadratique de X, A= li: '+S:p' kEo A[(k+1)2’n]At - A(k.Z‘n)At] g

soit : -1 1/2 Le processus croissant (At) est défini a l'indistingua~
Vk = [kZ (Xj+1- Xj)z] bilité prés et fini P-p.s. ; on peut alors le prolonger
3=1 en un processus croissant cadlag défini pour tout &1é-

on notera x* = 12:? |xk| ' ment t de T : on notera encore A ce prolongement. On
? peut noter que A est le "processus variation quadrati-
2°/ On construit la suite de temps d'arrét (u(n))n>° que de X" comme défini en C.B8.4°/, processus qu'on
et les suites de varlables aléatoires (wn)n>o savait dé3ja étre bien défini compte~tenu de F.14 : tou-

L] i .
st (wn)n>o par récurrence de la fagon suivante : tefois, nous n'utiliserons pas ces résultats pour ce

u(l) =1 et W1 = £ + |x1[ avec E> o puis, qui suit. Par ailleurs, il est facile, sans utiliser

ulnt1) = inf. {t : t > uln), Ixtl > 2wt}
2 Yoo a2712
- Yk)

F.14, de prouver que X est un processus régional au sens

indiqué en B.4 ; toutefois, si X appartient A& ll' il est

Wt T [wn * Loy,

k=1 plus intéressant de construire l'intégrale stochastique

f Y dX comme suit :
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Pour tout processus Y d-étagé (cf. B.2),

posons N(Y) = E [( szdA)l/2 ]

; ceci définit une
semi-norme sur f telle que, pour tout ensemble B

appartenant a ‘-‘t’,

||fB Y d x||L1(Q',r/’P) € 8 N(Y) {(cf. G.5)

L'application Y AJfB Y 4 X est donc une
application continue de ¥ , muni de la semi-norme
N(Y), dans Ll(Q,q{,P) ; cette application se pro-
longe donc, de fagon unique, en une application
continue définie sur l'adhérence deé’pour la
semi-norme N(Y) ; on peut donc définir la variable

aléatoire intégrale stochastique j Y d X pour
B
tout processus prévisible Y tel que

E[(szdA) 1/2] < 4+ ® (théoréme de Lebesgue)

e pl i (Y
De plus, si (n)n>o

sus qui converge vers le processus Y au sens de la

est une suite de proces-

convergence dominée (par exemple si lYn] < |Y|,Vn)
avec N(Y) <+, on prouve exactement comme en B.9,
que, quitte & considérer une sous-suite, la suite
des processus cadlag zn = fYndX converge uniformé-

ment par trajectoires vers le processus

4 =f Y dX (puisque, VB prévisible,

I fB(Yn—Y) .ax| |L1(Q,(;'P) € 5 N(Y -Y))

Enfin, quel que soit B€ @’,

E(Ly dx ) = lim E(f Y a&x) =o
B

n-xe

donc Z est une martingale.

Par ailleurs, l'argument utilisé en B.9 montre
+

_ 2

l'inégalité NB(X) <8 NZ(X) suffit pour prouver ce

que H1 est complet pour la semi-norme N 134 encore

résultat.

Si on pose, X étant fixé, pour tout processus

—& ' =
vy &’-stags, N' (V) = sup]| BY dx||L1(Q,(’P) , cette

borne supérieure é&tant prise pour l'ensemble des
éléments B de ¢, on a N'(¥) € 8 N(Y) ; il faut
noter que la construction qui précéde de l'intégrale
stochastique repose uniquement sur ce point. Si on
consldére l'intégrale stochastique comme une inté-
grale vectorlelle du processus Y, considéré comme
fonction réelle définie sur (R x T,@) . & valeurs
dans l'espace de Banach Ll(Q,(,P) , il faut noter
que la norme N'(Y) est la semi-norme de la semi-va-
riation (cf. par exemple, [Bar] }. Ce point sera

généralisé et précisé au paragraphe H qui suit.

H - CONSTRUCTION VECTORIELLE
DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

H.1 ~ INTRODUCTION

On considére un processus X & valeurs dans un
espace de Banach H et on revient & la construction de
l'intégrale stochastique fY.dX pour certains proces-
sus réels prévisibles Y. Cette intégrale est définie
de fagon naturelle si Y est Jt"—étagé (cf. B.2) ;
l'application Yr\l‘deX apparait alors comme une appli-
cation linéaire de f = g( R ) dans l'espace vectoriel
Lg(Q,((,P) , éventuellement dans l'espace de Banach
LT(Q,#,P) . On a donc une situation typique d'inté-
grale d'une fonction ¥, cette intégrale prenant va-
leurs dans un espace vectoriel localement convexe ou
non. Dans le cas d'espaces de Banach, de telles inté-

grales ont notamment été étudiées dans [Bar] .

Il est donc naturel de se demander si une telle
approche de la construction de l'intégrale stochas-
tique peut apporter des informations intéressantes :
la réponse nous semble positive. Plus précisément,
méme dans le cas trés particulier ol X est un proces-
sus réel cadlag adapté, il ne semble pas possible
actuellement de démontrer le théoréme H-6 donné
ci-aprés sans recourir, au moins partiellement, aux

techniques proposées dans ce paragraphe.

Notons enfin que, dans ce paragraphe, on se
limite au cas ol le processus Y est réel : les tech-
niques proposées restent utilisables si Y est & va-
leurs dans un espace de Banach. Elles sont aussi uti-
lisables dans le cadre d'une intégrale stochastique
multi-indice (cf. [MeP] ).

H.2 - DONNEES GENERALES

Dans tout ce paragraphe on se donne :

une base probabilisée de processus (Q,@,P,((t)te,r)
avec T = [0,1]

un espace de Banach H

On notera :

[
u

= LE(Q,‘(,P) (p étant un réel positif ou nul)

Lo
#

Q x{(T~{o})

Q‘ la famille des parties de Q' de la forme F x]s,t]
avec Fe <(S

l'algébre engendrée par R

la tribu engendrée par d’qu'on appelle la tribu

des prévisibles

f l'ensemble des processus Y réels d/—étagés
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'g ={Y:

vet, swp [y ] 1}

° t.w
Si Y appartient a f, on vérifie que Y peut
' i H = z (a1 ., ou I t
s'écrire sous la forme Y tex a; A(L) a es
fini, (ai)iil est une famille de réels, (A(i))iel

est une famille d'éléments deux & deux disjoints de

K.

Si X est un processus, & valeurs dans l'es-
pace de Banach H, défini & une modification prés et
si Y est un élément de f écrit comme ci-~dessus,
soit Y =1 a,.

i law
de g\a, A(i) = F(i) x :[S(i), t(i)] ; on pose :

avec, pour tout i, A(i) élément

Y dx L a Wl (X X )

f ier *+ F(i) t (1) s(i
<1 & H

IY dX est donc un élément de Lo+

Si on considére la fonction x définie sur -ﬁe,
par x(A) = flA.dx, 1'intégrale fY dX est l'intégrale
du processus Y, considéré comme fonction réelle dé-
finie sur @', par rapport & la "mesure"” x définie
sur Lfet & valeurs dans 1l'espace vectoriel
Lz(ﬂ, €,p).

Comme au paragraphe B, le probléme que l'on

étudie comporte deux aspects

1°/ prolonger l'application linéaire Y’\?f Y dx a
une classe assez vaste de processus prévisibles
(cf. H.6 ci-aprés).

° ;
2°/ Etudier le processus (zt)teT

Zt = I ijo't].Y.dx

quand X est adapté (cf. H.7 ci-aprés).

défini par

Nous allons @'abord donner quelques lemmes

dont nous aurons besoin.

H.3 - LEMME (Condition suffisante pour avoir

une "mesure extérieure")

Soit v une fonction positive définie surk

et satisfaisant aux conditions suivantes :

() pour tout couple (A,B) d'éléments de ot ,
v(4d) & v(AUB) & v(A) + v(B)

(1) pour tout élément s de T, lim.v(Q x] s,t:])z 0

t¥s

(111) pour toute suite (u(n))n>0 de temps d'arrét
d'étagés telle que [u(n) <1} + @, ona
zim .v(Qu(n),1]) = 0 nre
n—)co

Alors, la condition suivante est satisfaite :

(Zv) pour toute suite (An)mo d'éléments de J&
telle que An v @, ona Zim.v(An) =0 .

o 710

Preuve

La preuve de ce lemme est tout & fait analogue

a4 celle du lemme D.7 et sera laissée aux soins du

lecteur.

H.4 - LEMME (Une condition de bornitude)

Soit x une fonction définie et simplement addi-
tive sur une algébre .),L, & valeurs dans un espace
vectoriel U muni d'une F-norme (cf. [Ma 0]) que 1'on
notera ||.|| . On suppose que z satisfait a la condi-
tion sutvante :

(z) st (An)n>0 est une suite d'éléments deux 4 deux

disjoints de B
im ||x(A )]] =0
nooo i

soit v la fonetion définie sur ufpar :

v(4) = Sup

Bed,B € 4 Heeml]

alors, pour tout élément A de A=, v(A) < += .
Preuve

Notons d'abord que, si x admet un prolongement
0-additif & la tribu engendrée par ¢¥; la condition

(i) ci-dessus est nécessairement satisfaite.

On va d'abord prouver que l'on a la propriété

suivante :

(s) si A est un &lément de (¥ tel que V(A) = +o ,
il existe une partition (B,C) de < telle que

[lx®]] 21 et vic) =+

On considére donc Aed' tel que v(A) = 4+ ,
Soient E et F deux éléments de Vt’contenus dans
tels que ||{x@® ][] 32 et [{x®]] 32+ ||x®]].
L'une au meins, des trois conditions suivantes est

satisfaite

a) V(A\F) = +® , b) V(A\E) = +0 , ¢) V(E\F) = +o .

Dans le cas a), on pose C = A\F et B=F ;
dans le cas b), on pose C = A\E et B = E ; considé-

rons le cas c¢) :

- si ||x(E\NF)|] 21, on pose B = E\F et C = FU(A\E)
~ si Hx(E\F)HSl, on a :

lx@Ean || ¢[lx@]] + ||lxEvm)]]s1 + ||x®@]]

donc :

Hx@E ey x| | -[Ix@an |32 ||x@]]-1-]|x@]]
> 1

On peut donc poser, dans ce cas, B=F \E et
C = EV(A \F). Ceci achéve la preuve de la propriété
(s).
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Raisonnons par 1l'absurde et supposons
v(A) = + «©, On construit les suites (B_) et
n n>o

(c) >o PAT récurrence de la fagon suivante : on
n'n

pose Co = A, puis, Cn étant déterminé tel que

v(cn) = + ®, on se donne une partition (Bn+1,Cn+1)
2 = 4+ 00

de C telle que ||x(Bn+1) f1=1 et V(Cm_l)

(propriété (s)). La suite (Bn)nzo ne satisfait

pas & la condition (i), ce qui achéve le raisonne-

ment.

H.5 - THEOREME DE DANIELL

On considére les hypothéses et notations in-
diquées en H.2 ; de plus, soit p un réel positif
ou nul. On suppose qu'on a les propriétés

suivantes

(i) pour tout élément Y de f, f‘{ dx appartient

a1k
P
(ii) pour toute suite (Y ) d'éléments de ‘ﬁ
n’ ' n>o
¥ i . -
telle que Yn o, la suite ( fYn dX)n>o con

verge vers zéro dans Lz
P
(i1ii) si (Y)) est une suite d'éléments de -8
n’ nzo
telle que I Y < Y, la suite ( [y .dx)
n o n n
n>o E
converge vers zéro dans Lp.

>0

Alors 1l'application Y I\"f Y dX se prolonge en
une application linéaire, définie sur 1l'ensemble
des processus prévisibles uniformément bornés, a
valeurs dans Lf) et satisfaisant au théoréme de con-
vergence dominée de Lebesgue (c'est-a-dire & la

condition (ii) ci-dessus ol on remplace h] par U).
Ce théoréme est évidemment une généralisation

du théoréme classique de Daniell : sa démonstration,

dans un cadre plus général, fait l'objet de [Pel— ].

H.6 - THEOREME DE PROLONGEMENT

On considére les domnées et notations indi-
quées en H.2. De plus, soit p un réel positif ou
nul. Soit X un processus 4 valeurs dans l'espace de
Banach H, défini & une modification prés et qui sa-

tisfait aux conditions suivantes :

(2)  pour tout élément g de T, Z'i'm(X -X)=0
. t¥s T g o
pour la topologie usuelle de Lp .

(t2) {2 :2= fZA dx, Aed} est une partie bornée

(au sens de Bourbaki) de Lg .

(117) pour toute suite (4 (n))n>0 d'éléments deuxr a

A(n)'dX)mo

converge vers 2éro pour la topologie usuelle
H

de L .
p

deux disjoints de d’, la sutte (fl

Alors l'application Y,\:\I.Y dX se prolonge en
une application linéaire (unique), définie sur 1'en—
semble W des processus réels prévisibles uniformément
bornés, a valeurs dans LH et satisfaisant au théoréme
de convergence dominée, c'est-d-dire 4 la condition
suivante :
(tv) si (Y ) . est une suite d'éléments de W qui
converge vers Y élément W, la suite ( fYndX)n>o

converge, dans LZ , vers fY dx.

De plus, si H est de dimension finie, la con-
dition (ii) est automatiquement satisfaite (si les

autres conditions le sont).

Preuve

Pour toute variable aléatoire f appartenant a

LH on ose :
PI P H
1/p
Hf| Ip =U|f(u))|P. P(dw)] si pxl (norme usuelle)
lell, = [le@ . p@n  sto<per

sip=o

el = J[f(w)IA 1] P {aw)

]I ||p est une F-norme (cf. [MaO]) associée a la to-

pologie usuelle de Lg.

Dans la suite, on notera HH au lieu de

-

lp' De plus, on notera x la fonction définie sur |£’
par x(a) = flA.dx.

1°/ Considérons d'abord le cas ol H= R : dans ce

IR

cas, les espaces L§ =L (pour p 3 o) satisfont

aux hypothéses du théoréme 3 de [MaO] ; soit

(A ) une suite d'éléments deux & deux disjoints

>

dendnf? si x est additive et si x(‘,t') est une par-
tie bornée de L " , la série de terme général x(An)
est "parfaitement bornée" (cf. [Ma0] ) ; elle est
donc convergente. Ceci montre la derniére partie

du théoréme dans le cas 4 = fR. Le cas oll H est un

aspace vectoriel de dimension finie s'en déduit im-

médiatement.

2°/ On considére le cas ol H est un espace de Banach
quelconque. Soit v la fonction réelle positive dé-

finie sur l'ensemble des parties de @ x T par :

v(a) = n Hxm |
seseR »

On veut prouver que, en restriction & Of', v satis-
fait aux conditions (i), (ii) et (iii) du lemme
H.3. La condition (i)} est évidemment satisfaite et
la condition (ii) du lemme H.3 correspond & la

condition (i) de 1'énoncé Qu présent théoréme.
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On se propose donc maintenant de prouver que

v satisfait & la condition H.3.(iii) en raisonnant

par 1l'absurde soit (u(n))n>o une suite de temps

d'arrét étagés telle que Fn = [u(n)< 1]¢ g et soit
(Bn)n>0 une suite associée d'éléments de Ftelle
que, pour tout n,

B,C(F XT) et [[x)[]32¢e>o.
Le lemme H.4 montre que v(F1 XT) =.a <+ »,
Soit D ¢ F, x T, Ded tel que ||x(D)|lp 2 a- €/4 ;

1

soit k > 1 tel que |]x(D).1F Il <e/a;

soit Ee, EC(F, x T) tel k que x|l > 2¢ s
on a, soit ||x(E \D)Hp %€,

soit Hx(B(\D)Hp?Si

dans le premier cas, on a :

le(ElJD)‘IP 3a+ €/4 - €/4+ (E-€/4) 2 a +

njm

dans le deuxiéme cas, on a :

||x(D \E)Hp 2 a+ €/2: dans les deux cas, on
contredit donc l'hypothése v(F1 XT) =a<+ > ce

qui achéve le raisonnement par 1l'absurde.

3°/ On a donc prouvé gue v satisfait aux hypothéses
du lemme H.3 et donc & la condition H.3.(iv).
On se propose de montrer que les conditions

H.5.(ii) et (iii) sont satisfaites.

Notons d'abord que la famille des variables alé-
atoires f Y.dx, quand Y parcourt 1l'ensemble des
processus Ciiétagés uniformément bornés par 1,
est une partie bornée de Lg {compte-tenu de
[Tur] , des propriétés de la F-norme considérée

et de 1'hypothase x () partie bornée de Lg ).

Soit (Y n it rocess éel si-
0 ( n)n>° une suite de p us réels (po

tifs)<ﬂ7-étagés qui décroit vers zéro. D'aprés
ce qui précéde, si A(n) = [Yn>€], et

B(n) = Q\ a(n), fyn'lB(n)
aussi petit que l'on veut (uniformément en n) si

.dx peut étre rendu

on prend € assez petit, €>0

(puisque |Yn.1 £€).

B(n)]

Or, pour £ fixé, A(n) + § donc v(An) 2]

(cf£. H.3.(iv)) donc fYn. .dx tend vers zéro

1A(n)
(cf. [Tur] ) ce qui prouve la condition H.5.(ii).

4°/ Prouvons que la condition H.5.(iii) est satis-

faite.
Soit (Yn)n>o une suite de processus réels posi-
tifs -étagés telle que :
T Yn £ 1.
n>o

Soite= %~> 0 (k entier). Pour tout n>o, soit

A(n) = [Yn>EJ. Comme précédemment, on peut choi-

- Intégrale

sir € assez petit pour que .dx

Y .1
f n""Q\A(n)
soit aussi petit que l'on veut (uniformément en n).

Il reste donc & prouver que, pour € > o fixé,

lim. JY .1 .dx = O.
oo n° A(n)

Pour cela, on définit par récurrence les ensembles

suivants
B(0,0) = £,B(n,-1) = @ pour tout entier n avec n3o0
B(0,3) = @ pour tout entier j avec j 31

et pour n 21 et j 21

B(n,1) = [B(n-1,3-1nam]ulBn-1,9) \ am)]

[}

Cc(n,j) B(n-1,j-1) ~n A(n) = B(n,j) nAa(n)

On a B(n,j) = @ pour j >k ; de plus, pour tout

n fixé, {c(n,y} constitue une partition de

183gk
A(n). Enfin, pour tout j fixé, {C(n,j)}n>o constitue
une famille d'éléments deux & deux disjoints. Il ré-
sulte de [Tux] et de la condition H.3.(iwv) (néces-

sairement satisfaite) que :

1lim JYn‘lc(n,j)'dx =0 (pour tout j, 1£jgk).

n-e

On en déduit que lim fY '1A(n)'dx =0

o
(puisque {C(n,j)}1<j<k constitue une partition de
(An)), ce qui prouve H.5.(iii).

H.7 - PROCESSUS INTEGRALE STOCHASTIQUE

On eonsidére les hypothéses du théoréme H.6.
On suppose, de plus, que le processus X est un "vrai®
processus cadlag adapté. Soit Z le processus défini
]olt]Y-dX avec Y

prévisible uniformément borné par 1. Alors le proces-

d une modification prés par z, = |1

sus Z admet une modification cadlag adaptée. De plus,

on a le théoréme de convergence dominée suivant :

St (Yn)n>o est une sutte de processus unifor-
mément bornés par 1 qui converge simplement vers le
processus Y, on peut trouver une sous-suite (Yn(k))k>0
telle que la sutte des processus (Zn(k))k>o asgociés
comme ci-dessus converge P-p.s. uniformément par tra-

Jectoires vers le processus 2.

Preuve

Ceci se prouve exactement comme en B.9
(& 1l'aide du lemme de Borel-Cantelli et de la mesure

"extérieure" v).
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