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UNE LOI DES GRANDS NOMBRES POUR LES GROUPES DE LIE

par

Y. GUIVARC'H

Introduction

Soit G un groupe localement compact séparable engen-
dré par un voisinage compact V de 1'élément neutre e de G
et p une mesure de probabilité sur les boréliens de G . On

consideéere la fonction 6v sur G définie par

Sv(g) = Inf {PD g € vy

~

et le comportement asymptotigue de Gv(sn] od s PR -5 est

it

le produit des g considéré comme fonction de w = [g1,...,gn,...]
N N
sur G muni de la probabilité produit p . On montre ci-dessous

§,(s )
que v _n_ a une limite finie6Fndépendante de w pourvu gue

n
1'intégrale IG Gv(g] dplg) soit finie. On s'intéresse en parti-
culier aux cas de nullité de cette limite sous une hypothése naturel-
le d'apériodicité de p

Des questions voisines ont été examinées par H. Furs-
tenberg lﬂﬁﬂ et V.I. futubalin [}fﬂ dans le cas des groupes de
Lie semi-simples.

Dans le cas particulier ot G = R et V = [-1.1]. ceci
correspond, d'aprés la loides grands nombres, & la nullité du ba-
rycentre de p . Dans le cas ou G un groupe de Lie connexe moyen-

nable on montre qu'il en est de méme, le barycentre de p étant



3 définir comme celui de 1'image de p dans le plus grand qguotient
abélien sans torsion de G . Par contre, si G est non moyennable,
la limite considérée est toujours strictement positive. DBans un
cadre légerement différent, il est possible d'interpréter cette
dichotomie de la maniére suivante. Soit T un sous-groupe dis-
cret co-compact du groupe de Lie simplement connexe G muni

d'une métrigue invariante & gauche et considérons le mouvement
brownien naturel sur la variété riemannienne compacte FE

a chagque trajectoire continue w et & chaque instant T > 0 ,
or peut associer un él%ment YT(m] du groupe -'homotopie T de

FE et un élément YT[w] du groupe d'homologie T de ;Q [jQJ,[iQ].
Ayant choisi un systéme de générateurs de T , donc de T on peut

2

noter ]YT[w) ?;[w)| les longueurs, par rapport a8 ce systéme,

des mots obtenus. Si ' est non moyennable, la limite de

| v  (wl]

T guand T tend vers 1'infini cst une constante stric-

tement positive. Par contre si ' est moyennable cette limite peut

étre nulle ou non suyivant le choix de la mitrique sur G ; de plus

lyTthl v Cw) ]

les limites de — T et — sont nulles en méme temps.

Enfin d'autres nombres associés a l'opérateur de convolution par p
sont en relation avec le nombre Y précédemment défini. Il en

est ainsi de l'entropie de p au sens de [1J gui est nulle lors-

gue vy l'est et de 1im % log pn[VJ qui est nulle en méme temps
n

que v



La premiére partie est consacrée 3 une &tude préliminaire
donnant des estimations des fonctions GV . On étudie dans la deu-
xiéme partie le cas d'un groupe de Lie moyennable. Le cas d'un groupe
non moyennable est envisagé dans la troisiéme partie. On y retrouve,
par une autre voie, des ré&€sultats de H. Furstenhberg concernant des
groupes de Lie semi-simples. Les démonstrations sont simplifiées
grace a deux théorémes donnés dans la suite de cette introduction.

Enfin, nous tenons a remercier R. Azencott, qui, par la

formulation du probléme ici examiné et par ses commentaires a con-

tribué 3 ce travail.

L'étude du comportement du produit Sp, T &1 cre &, est
simplifiée par le théoréme suivant
Théoréme 1. Soit & une fonction borélienne positive sur G véri-

fiant : V x, y e G §(xy)

A

§(x) + 6(y), p une mesure de probabilité
telle que § soit p-intégrable et vy le réel défini par
"(8) "(8) 1
y = Inf p (&) . 1im 20 | 4lors la suite de fonctions a 6(g1...gn)
n n n n :

1
converge vers vy presque partout et dans L .

Preuzg

Ceci découle d'un théoréme ergodique sous-additif dfi a

Kingman (cf [X] et [4A9)). Avec les notations de [Y] , on a, en

posant
£ () = 608 ~ov By) 8= (BpsenesBsees)
et en désignant par 6 1'automorphisme de (GN,pN) défini par

6(31”"’gn"”) = (gz,...,gn+1,...)



£oom(@) < £ () + fm(enw)
i cause de la sous-additivité de &

1
Comme f N f1(w)dph(m) = fC6(g)dp(g) < +oo on a bien 1la
G- 1

convergence de % fn(w) presque partout et dans L1 vers F(w)
avec y = | F(w)de(w) = 1%m Efﬁél et F(6w) = F(w) . La loi de
z€ro-un de Kolmogorov affirme l'ergodicité de 6 et il en découle
F(w) = .

Rappelons [4'}] qu'une probahilité est dite admettre un
moment d'ordre o > O $i pour un voisinage compact V de e engen-
drant G on a | Sg(g)dp(g) < + o ., On verra au paragraphe suivant
que cette notion ge depénd pas de V . L'existence d'un moment d'ordre

un implique que si A est un homomorphisme de G dans le groupe

additif de R , 1'intégrale [ i(g)dp(g) existe
G

Définition . La mesure de probabilité p sera dite centrée si-elle

admet un moment d'ordre un et si pour tout homomorphisme * de G

dans R on a [ a(g)dp(g) = o
G

La proposition suivante montre que cette notion se raméne a la notion
classique dans les espaces vectoriels réels.

Soit G 1'ensemble des homomorphismes x de G dans R ,
ensemble que est naturellement muni d'une structure d'espace vectoriel
réel. Si 1'on désigne par G' 1'adhérence du groupe dérivé de G

* G * Vox ) . .
on peut noter que G = ( /G,) = (G) ot G désigne le quotient

de G/G' par son sous-groupe compact maximum. En particulier G*

~

est de dimension finie et si 1'on désigne son dual par G, une ap-

~ -~

plication canonique de G dans G notée x —> X se trouve définie,
application qui envoir G sur un sous-groupe fermé de G de 1la

~

forme RP x z9 , engendrant G

Proposition : Soit p ure probabilité admettant un moment d'ordre

un sur G . Alors p est centrée si et seulement si son image cano-



~ ~

nique p dans l'espace vectoriel G 1'est

Preuve : Supposons p centrée et soit u un homomorphisme de G

-~

dans R . Alors x —> u(x) est un homomorphisme de G dans R et

-~

donc : f u(x)dp(x) = o ou encore fA p(x)dp(x) = o ce qui prouve
~ G G
que p est centrée.

Inversement si A est un homomorphisme de G dans R , il se pro-

longe 3 G par la formule A(x) = x(A) et donc [~r(x)dp(x) = o
G

soit , puisque A(x) = A(;) v [ A(x)dp(x) = o
G

Les démonstrations seront simplifiées grace au théoréme 'de reléve-

ment'" suivant

Théoréme 2. Soit w une homomorphisme de G sur G/H s P une

G/H admettant des moments de tous ordres.

Alors il existe une probabilité q sur G centrée et admettant des

probabilité centrée sur

moments de tous ordres dont 1l'image par 1w est égale a4 p

Preuve : Soit V un voisinage compact de e dans G , engendrant

G et notons V = n(V) son image dans G/H . On a alors

G
¥ xe / s=(x) = Inf s (g)
Ho v n(g)=x '

I1 en résulte 1l'existence d'une section borélienne ¢ de G au-

G ) G _
/y telle que : V x e /H] Sy [o(x)] < dv(x) + 1

Posons q, = o(p) et notons que, d'aprés la relation précédente q,

dessus de

admet des moments de tous ordres, comme D-

T
- - LS .o ( . =
Ecrivons q_ = a,q; * o q. avec a. > 0 ; oy =1
et r =dim H + 1 . Ecrivons aussi
i=r
q = _21 o éh. *»qi avec hi e H et notons que Q, » 4 ont pour
i= i

image p et des moments de tous ordres. Considérons les images de

~

a, et qj dans G et leurs barycentres E(qo) et E(q)



|
i~

—_

E(q,) o, E(qj)

e

~

[hy * E(ay)]

1]
I ~1=
—_—

Q

E(q) .

(=N

—— -
Notons que (G/H) s'identifie au quotient de G par le

sous-espace vectoriel, noté H , engendré par 1'image canonique de

~

H dans G . On en déduit, puisque ©p est centrée, que le hary-

~ .

centre de q, appartient a H

r -~ ~ ~
21 o E(qi) = E(qo) e H

I1 est alors possible de trouver des a; > 0 et des hi € H tels que

Il ~1
Q
=
il

- E(q,)

a0

puisque le sous-espace vectoriel de engendré par 1'image de H

1 o [hi + E(qi)] =0 ,

1}
Il ~1

contient E(qo) . On a alors E(q)

[

et donc g est centrée.



A - Fonctions sous-additives

On rassemble dans ce paragraphe diverses propriétés
¢lémentaires qui interviendfont dans la suite et 1'cn donne des
estimations de fonctions sous-additives pour certains groupes de

Lie connexes.

Définition 1.-

Soit & une application borélienne du groupe localement
compact séparable G dans R. On dira que § est sous-additive
[resp. est une jauge] si 1'on a la relation
Y x € G, y € G 8lxy) < 6(x) + &(y)

[resp. Slxy) < &8(x) + &8(y) + C ol C est une constante].

Exemple

Si G est engendré par un voisinage compact V de

l1'identité, c'est-a-dire G = ngg vl . on pose

Gv[g] = Inf {n >1; ge vy
et de 1a relation V™ I S v™ v" découle Gv[gh] < Gv[g] + & (h) .

Donc GV est sous-additive.

Remarque 1.-

Si 1'on Se donne une représentation p de G par des
isométries dans un espace normé E et un cocycle continu 0 & valeurs
dans E , c'est-a-dire une application continue de G dans E véri-
fiant ol(gh) = plg) o(h) + ol(g) on obtient une fonctions sous-additive
§ sur G qui est continue, symétrique, positive et s'annulant en

l1'identité en posant

stg) = ||olg)]|| car stgh) = |lotgh)|] < ||ath)|] + [lotg)|]|=6C(n)+5(g)

= ‘1 -~
oled =0 [lote™ || = |locg™) oted|| = ||ote)]] .
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Inversement touts fonction sous-additive &6 possédant
ces propriétés s'obtient ainsi : 11 suffit de prendre pour E 1l'gspacs
des fonctions uniformément continues 3 droite et bornées, pour op la
représentation de G par translations 3 droite dens E et de poser

glg) [ x] = 8({xg) - 6(x) .
Le fait que o(g) est bornée résulte ds
-6tg™ 1) & Sixg) - 8(x) < 6(g) .
Comme 6 st uniformément continus, o(g) appartient bien & E et o
est un cocycle par construction
olgh)[xf = 8(xgh) -.6(x) = 8(xghd - 8(xg) + 8(xg) - &8(x) .
o(gh) [x] = o(h) [xg] + o(g) [x]

o(gh) = p(g) o(h) + olg)

Enfin ||otg)|] = sup |6(xg) - 8(x)| = 8(g) d'aprés les relations
X
~6tg™ ") < 6(xg) - 8(x) < 8(g)
§(g) = 6(g” 1) , 8(g) = &leg) - 5(e) .

Déefinition 2.-

On dira qu'une fonction f° domine une fonction f
5'il existe deux constantes poslitives A et B telles que
Vg € G flg) < Af'(g) + B

Deux fonctions qui se dominent mutuellement sont dites équivalentes.

Définition 3.-

Si le groupe G @est engendré par un compact V , une

jauge positive & GV sera dite principale.

Remarque 2.-

Toute jauge & ast équivalente & une fonction sous-

additive y définie par

y(x) = Sup 8(xy) - &(y)
y

car vy{x) 2 8(xe) - 8(e) = &6(x) - C*



et §(xy) - 8(y) & §6(x) + C

d'apr2s la définition d'une jauge.

Proposition 1.-

Toute jauge est localement bornde supérieurement. En
particulier 81 6 est engendré par un compact, V contsnant l'iden-
tité, une jeuge quelconque est dominée par 6V .

Preuve. -

Posons ng = {geB ; 8(g) < n} et notons que

1 ?
G = nker G et @nc >
car ©6(gh) € 6(g) + &(h) + r .

m+n+r

Comme les GE; sont des boréliens, la premiére relation
montre que l'un au moins est ds mesure positive au ssns d'une mesure
de Haar sur G , donc contient un borélien borné ¢ de mesurs positive.
Comme la fonction 10;.103 est continue, nulle en dehors de 93 at
non néglligeable, le borélien 'E§ a auy moins un point {ntérisur, ce

gui entraline que est d'intérieur non vide et donc qu’'il existe

2n+r

un ouvert ol ¢ est bornée supérieurement. La propriédté de définition

d'une jauge entraine alors quse 0 est localement majorés.

Majorons 6 sur l'ensemble borné Vn¢1 SA posant
g = 81 s e gn*,' (gieV]
on obtient &(g) £ (n+1)r + 3 G(gi)

1€i<n+1
§(g) <€ (n+1) [resup G(g)] = A 8,lg)

gev
puisque 6 est bornée supérisurement sur le compact V .

Remerque 3.-

Il résulte de cette proposition que toutes les jauges

de la forme 6V sont équivalentes, ce qui justifie la définition 3 .



-10~

Proposition 2.-

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une jau-
ge 6 soit principale est qu'elle solt bornée inférieurement et

qu'il existe un voisinage compact V de 1l'identité engendrant G

tel gue
Yn > :(Bg = {ge G, 8(g) < n} o "
Preuve. -
Supposant & principale, on a avec A > O

Vg=6 68(g) 2 A Sv(g] +B

et donc, si gc'«’}g
‘5V[g) R n;BS k n
o k est un entier supérieur a 1;8 ce qui entraine Qi: C,Wn avec
W = kaiv .

D'autre part, 11 est clair que

Yeget 6(g) > A + B
Réciproquement, minorons 8§(g) sur Vn+1 - v la relation Q%:C;Vn
entraine

Wl . g
n

donc sur Vn+1 -v" on a §(g) > n, D'od finalement :

pour Gv(g) > 2 .
Puisque & est bornée inférieurement on a sur V :

§lg) > Gv(g)'+ Cte

ce qul donne, pour tout g dans G
§{g) > Gv(g) + Cte

et & est donc équivalente a GV .
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Définition 4.-

Soit A un groupe d'automorphismes du groupe localement
compact B , 8§ wune jauge sur B . On dit que & est A-principale
si pour tout a e A, la fonetion |&[a(x)] - 8(x)| est bornée et
si toute jauge vérifiant cette conditon est dominée par §
L'introduction de cette notion est justifiée par la proposition qui
suit.

Proposition 3.-

Soit G = B.A un groupe localement compact qui est produit
semi-direct de deux sous-groupes A et B, a et & deux jauges
principales sur A et G , B une Jjauge A-principale sur B
Alors la fonction X définie par

A(g) = x(b.a) = B(b) + a(a)

est équivalente & ¢

Preuve. -

La lettre Ci désignera diverses constantes. On a les
relations

§(g) < s(a) + &6(b) + C1

s(a) <

C2 aa) + C3
On en déduit
|sfa(b)] - 8| < 6(a) + s¢a™ )
Sup|ésfa(b)] - 8(b)] < +w
beB
Comme B est A-principale on a donc
§(b) < Cu g(b) + Ce
Ce qui donne
§(g) < &(b) + s(a) < C6 Alg) + (C3 + C.)

5
Posons u(g) = p(ba) = B(b) et considérons ul(gg') - u(g') =

u(gg') - u(g') = g[b.a(d")] - 8B < 8(b) + gfatd"] - BB
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Comme Sup B[a(b')] - B(b') est une fonction sous-additive de a ,
b'eB
on en déduit

ulgg') - u(g') < g(b) + C, ala) + Cq

Sup u(gg') - u(g') < C9 x(g) + Cq
g'eG

La fonction au premier membre est sous-additive et supé-
rieure 4 u(g) - u(e) = B(b) - B(e) . Comme & est principale on a
B(b) - B(e) < Sup wnlgg') - u(g') < C §lg) + C

- ] - 10 11

g'eG

comme, on a clairement af(a) < C12 s(g) + C13 on en conclut
A(g) < (C10 ¥ C12) s(g) + ple) + C11 + C13
Corcllaire Soit G un groupe localement compact, A et B deux
sous-groupes fermés de G tel que G = BA , B étant distingué dans

G, a et & deux jauges principales sur A et G , B une jauge
A-principale sur B . Alors on a
YheB,Vaeh , 8(ba)<C, laCa) + g(b)| + C, o C, et C,

sont deux constantes.

Preuve On définit un homomorphisme f du produit semi~direct B.A
dans G par : f(b.a) = ba
Alors é[f(b.a)} est sous-additive sur B.A et, d'aprés la propo-

sition précédente, est donc majorée par
C1[a(a) + B(b)] + c,

On va malntenant donner, dans la cas des groupes de Lie connexes, des
calculs ou des estimations de jauges principales qui seront utiles dans
la suite. Dans le cas des groupes de Lie de type R de tels calculs
ont essentiellement été effectués en [hﬂ%. Rappelons le résultat obtenu
dans le cas d'un groupe nilpotent simplement connexe N identifié 3
son algebre de Lie par 1l'application exponentielle. Considérons la

suite centrale descendante de N : N = N1 N2 ... Y NP+1 = {e} et
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écrivons l'espace vectoriel N sous forme de somme directe

i=r i
N = & N /Ni+1 . Si pour x de N décomposé sous la forme
1=
i=r i .
X = ¥ x, (x. ¢ NV 541 » on pose 68(x) = Sup Hx.]ll/l
i=1 * + N l<ic<r .
Ni
ol l]xi|| est une norme endidienne convenable sur / 541 » ON
N

obtient une jauge principale Bq)p,3u3—3uu] .

Enfin, si H est un sous~-groupe fermé du groupe localement
compact G tel que G/H solit compact, la restriction d'une jauge
principale de G & H est une jauge principale de H d'apreés la

proposition Yk de [47}].

Définition 5.-

Un automorphisme u d'un espace vectoriel réel de dimension
finie sera dit dilatant si les modules de ses valeurs caractéristiques
sont supérieurs a un

Conséquence : Si u est dilatant et si B est une poule relative a

une norme fixée sur V , 1l existe deux constantes C > 0 et p > 1
telles que l'on ait
n
YonelN u’ B> co''B

En effet, on a par hypothése

Lim [P0 = 2, <
n 4 e
ce quil donne u "B C -5 B d partir d'un certain rang (p'>p>1)
P

D'od : V¥ n e N u'B :)CpnB

Définition 6.-

Si u est un automorphisme d'un espace vectoriel V on

notera Vu le plus grand sous-espace de V sur lequel u est dila-

1/n

-1 X| | < 1} v, sera appelé

tant, c'est-a-dire : V = {x ; lim | |u
n
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sous~-espace dilatant relatif a u.

Définition 7.-

Un groupe d'automorphismes G d'un groupe de Lie nilpotent
connexe et simplement connexe N sera dit dilatant si la sous-
algébre de 1'algébre de Lie de N, supposée identifiée & N, engendrée
par les Ng(g e G) est égale &3 N

Proposition 4.-

Soit G un groupe d'automorphismes dilatant du groupe de
Lie nilpotent simplement connexe N et x > ||x|| wune fonction
sous-additive (resp. jauge) principale positive sur N . Alors
§(x) = Log(1l + ||x]||) est une fonction sous-additive (resp. jauge)
G-principale sur N
Preuve.

Placons-nous dans le cas des fonctions sous-additives, la
cas des Jjauges étant semblable. La sous—adqitivité de Log(1l + |Ix|D

résulte de

s Phx b+ [xtlD o= 1+ P+ [TIx' T+ Tl Tt
< 1 [l ] o+ Tx |

On a de plus

§(gx) - &(x) = Log l—i—llgill
1+ x|
Comme x » ||gx|| est sous-additive on a
llgx|] < Al|x|| + B (A > 1) et donc 4] lex|| . AC+][x[])+B | A+B
) elfxll T 1 fxl] T
I1 en résulte que 6(gx) - §(x) est bornée supérieurement. En changeant
g en g_1 , on obtient que cette fonction de x est aussi bornée

inférieurement. Pour montrer que & est G-principale, on suppose
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d'abord que N est un espace vectoriel et que G est engendré par
un seul automorphisme dilatant g

Notons que si n est une fonction sous-additive sur N
telle que |n(gx) - n(x)| ’soit bornée par C > o , on a

n(g'x) < n(x) + cn

On peut supposer que X = ||x|| est une norme sur N . Si alors
Ba désigne la boule de rayon a , on obtient, en tenant compte de

n

g By co” B, (o >1,C>o0), que la relation |[[x]|]| ¢ co”

entraine 6(x) < ¢n + D (C > o), d'ou, en général

§(x) < C Log(1 + ||x|]) + D

Si N est nilpotent on 1l'identifie & son algeébre de Lie
et si 1'on désigne par N' 1le groupe dérivé de N , 1l'hypothése
sur l'action de G et le cas particulier précédent entrainent

l'existence d'une base (ei) d'un supplémentaire de N' telle que

§(xe;) < C Log(l + [A]) + D

Cette condition se traduit, & cause de 1l'expression d'une

jauge principale sur N , par la relation &§(x) < C Log(1l + ||x]||) + D
si x est colinéaire & 1'un des e, . Supposons d'abord que 1l'algébre
N soit nilpotente libre de classe r sur les (ei)i=1 ~ et intro-
duisons les automorphismes u, définis par

uy (ei) = e,

On sait, toujours d'aprés l'expression d'une jauge principale sur N
que si x varie dans un compact on a

Alx] + B < |[ux(x)|| < A'|x| + B’

Posant I, = {ze, ; |z] < 1} on obtient alors
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8 (u, (x)) c Log(1 + ||UA(X)‘I) + D

1A

8(u, (x)) < c' Log(l + [x]) + D!

Si x wvarie dans 1l'un des Ik

Puisque le sous-groupe engendré par les Ik est égal
d N , le théoréme de Baire entraine gque 1l'un des produits des I
contient un voisinage U de 1'identité. On en déduit que pour x

dans U on a, avec de nouvelles constantes

§(u, (x)) < C Log(l + [A]) + D

I A

6(ux(x))

I A

C' Log(1 + \\ux(x)|\) + D'

Soit : ¥y e N 68(y) < C' Log(1 + ||y||) + D'

Si 1'algébre N n'est pas libre elle est le quotient
Y

d'une algebre de Lie libre associée d un groupe nilpotent N
A"

Si 1'on désigne par = 1'homomorphisme canonique de N sur N on
Y v

peut définir & partir de & wune fonction sous-additive & sur N

par
v
§(x) = §[m(x)]
L'étude précédente entraine alors
§(x) < CLog(l + ||x||) + D
d'ou §(y) < C°  Inf Log(1 + ||x||) + D
m(x) =y
§(y) < C'" Log(1 + |]y|]) + D!

Définition 8.-

Soit G un groupe de Lie moyennable connexe. On appelle
sous-groupe instable de G 1le plus petit sous-groupe distingué fer-
mé N de G tel que G/N soilt un groupe de Lie de type R

(un groupe de Lie connexe est dit de type R\ si les poids de la repré-

sentation adjointe sont de module un).
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Pour Jjustifier cette définition, il faut vérifier que si

Ni (i € I) est une famille de sous-groupes fermés distingués tels

que G/N soit de type R pour tout 1 et si P = V\ Ni s
i iel

G/P est encore de type R . Notons par 7&1 s ff les algébres de

Lie de Ni et G , posons M - r\/n“i et montrons que l'algebre
. iel

~jﬁn, est de type K 3 on peut supposer I fini et considérer 1'ho-
momorphisme canonique de dans 1 ?yqbi : son image, isomorphe
, iel
a J%& est de type ;L comme Il gz/ . . Le sous=-groupe M
m iel T i -
correspondant a M est contenu dans P . L'algebre de G/P est

N
donc de type R comme quotient de t%4WL

Remarque : Il découle du raisonnement précédant que N est contenu
dans le nilradical de G ©puisque le quotient de G par celui-ci
est localement isomorphe au produit d'un groupe compact et d'un groupe
abélien. En particulier N est nilpotent. De plus N est connexe
puisqu'un revétement d'un groupe de type R est aussi de type R

Une construction de N apparait dans la démonstration de

la proposition suivante.

Proposition 5.-

Soit G un groupe de Lie moyennable connexe admettant N
pour sous-groupe instable. Alors 1l existe un sous-groupe fermé con-
nexe A de G qui est de type R , opére de maniére dilatante sur
le quotient de N par son sous-groupe compact maximum et qui véri-

fie G =N .A

Preuve
Soit ‘ﬁ‘: }j{@?\, une décompositisn de Levi de ? R )j:(
étant ici une sous-algébre compacte maximale de ?Z . On raisonne

comme en [1Y] , en considérant une sous-algdbre de Cartan P du
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. “ N . ~ - . .
centralisateur de J dans ¥,. On considére 1la décomposition en sous-

espaces primaires de la représentation de ¥ dans ‘X : on obtient deux

sous-espaces Y -invariants de ‘X, en somme directe, “jet ¥ , tels gue

les valeurs caractéristiques de adx dans § soient imaginaires pures

- ,\A

N . . . p
pour tout x de Y tandis que dans 7} elles soient de parties réelles non

nulles, pour certains x de Y. D'aprés un calcul classigue, 3 est une

sous-algdbre de Y et puisque
I

D - BN Y
Y\ = Do+ T‘{’a )]

c'est une algébre de type R ; d'aprés ce méme calcul on a [ﬁ},%j]c;:ﬁ,

ce qui montre que la sous-algdbre J engendrée par .|est un idéal de X\

Comme par ailleurs [ﬁK » ]« 3 et LQK , IC'f on obtient que
*AL}.%}§ est une algébre de type R et que.ﬁ est un i1déal de ?‘vérifiant
?—:(j@ik\)»i
Enfin, puisque X= +[Jif, ® ], il est clair que

:‘:: [S? s ] est nilpotent. On va montrer que 1l'adhérence dans G du

sous-groupe correspondant & 'y n'est autre que le sous-groupe instable
N de G et que 1l'adhérence du sous-groupe correspondant a %A@ﬁﬁ est un
sous- groupe A satisfaisant la proposition.

Notons d'abord que, puisque A opére de maniére dilatante sur

o G

"y et que /y est de type R on ?{ < 1L et le sous-groupe N correspondant

1
.t . . - LL.
a ' est contenu, ainsi que son adhérence, dans N. De plus, comme <f/§

est de type R il en est de méme de G/N , ce gul montre que N1:= N . Si
1
1'on désigne par C le sous-groupe compact maximum de N, on a Nl.C = N

car l'image de N1 dans N/C , qul est nilpotent, simplement connexe, étant

connexe est fermée et donc égale a4 N puisqu'elle y est dense. On en con-

clut que A qui opére de maniére dilatante sur *{ et N, opére aussi de

1

.~ . N
maniére dilatante sur /C

Corollaire : Soient & et a des Jjauges principales sur G et A. On

a alors, avec des constantes convenables A et B

Vn e N, Va € A : 8(na < A+B[Log(i+||n|[)+aca)] od n ~ ||n|]| est
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. .. N .
une jauge principale sur /C . La proposition suilivante permet de

ramener le cas des groupes de type R au cas nilpotent.

Proposition 6.-

Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe quil
est de type R . Alors il existe un tore € formé d'automorphismes
de G tel que le produit semi-direct C . G soit aussi le produit
semi-direct d'un groupe compact contenant C et d'un groupe nilpotent

simplement connexe N tel que

G.N = C.G

Cette proposition découlera du lemme.

Lemme : Soit G wun groupe de Lie connexe et simplement connexe,
R  son radical, A.R un "semi-simple splitting" de R . Alors il
existe un sous-groupe de Levi S de G tel que les automorphismes
de R définis par les éléments de S et ceux de A commutent.
Preuve

On reprend, en 1l'adaptant une construction due & L. Auslander

et L.W. Green [’&J. Considérons les actions adjointes de R sur les

algebres de Lie R et J% de R et G et notons R et R les adhé-
rences algébriques des images de R dans Aut( ) et Aut(fg)

ce sont des groupes résolubles connexes algébriques et ils admettent

~ ~

donc des décompositions de la forme [§] R=T.N , R=T.NK

~
- ©
~

ot T et T sont des tores algébriques maximaux et N , N les

sous-groupes unipotents maximaux. Puisque R laisse stable 51

] Y
et opére de maniére triviale sur Cﬁ% , 11 en est de méme de R
AN

et 1"homomorphisme de restriction a % envoie donc R dans R .

L'image de T est alors formée d'éléments semi-simples et est donc

contenue dans un tore algébrique maximal de R [‘;] : on peut sup-

poser que T contient l'image de T . Enfin le noyau de 1'homomor-
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phisme de restriction est contenu dans N puisque R opére tri-

. ~

vialement sur '?/} : T est isomorphe d son image dans T

Puisque T opére de manidre semi-simple sur 1'algébre ! , 11
laisse fixe une sous-algébre réductive maximale de T, d'apres

un théordme de G.D. Mostow [7.?] ; cette sous-algdbre réductive maxi-
male est le produit de son radical par une sous-algébre de Lévi

-

(v . . . ki ~ . .
de | quil est invariante par T . Comme T opérc trivialement
sur T/Q , 11 opére trivialement sur 3 et si S désigne le

sous-groupe de G correspondant, les automorphismes de R associés

aux éléments de T et S commutent. Puisque, par définition A

. n, . . .
est 1'image de R dans T , on obtient bien l'assertion du lemme.

Preuve de la proposition 6.-

Avec les notations du lemme précédent, soit K un sous-
groupe compact semi-simple de G qui commute avec A et considé-
rons l'adhérence C de A dans le groupe des automorphismes de R
C commute avec l'action de K et 1'on peut donc considérer le pro-
duit semi~-direct C.G = (C x K) « R . Puisque A« C et gque C
est abélien, l'action de C sur C.G laisse invariant A.R. qui

A.N. oU N est le nilradical de A.R.

Qi

d'apres [A.] est égal
T1 en découle que N est distingué ferme dans C.G . On a donc

C.R = C.N et C.G = K.(C.R) = (KxC).N

Enfin GN = KRN = KAN
GN = (KxA) . N = C.G
puisque RN = AN , [-L]
Définition

On dira qu'une fonction a valeurs complexes sur un
groupe de Lie engendré par un compact V est 3 croissance lente

si 1'on a

lim sup |f(g)|Y" < 1

n-e  geWh
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Notons enfin que la proposition précédente admet la consé-

gquence suivante

Proposition 7.-

Soit G un groupe de Lie moyennable connexe et simplement
connexe. Alors l'ensemble des fonctions représentatives sur G &
croissance lente est une algebre stable par translations. Cette al-
gébre est formée de fonctions constantes suivant les classes du
sous~-groupe dilatant de G et sépare ces classes.

Le lemme suivant précise la structure des fonctions repré-

sentatives a croissance lente.

Lemme : Soit G un groupe de Lie engendré par un compact V , f
une fonction représentative sur G . Alors les conditions suivantes
sont équivalentes

1 - f est 3@ croissance lente

2 - I1 existe des éléments g4 » g de G tels que, pour tout

T
h de G
1im inf [Sup  f£(ghmhg))] > o
n 1<i<r

3 - Il existe un entier d et une constante C telle que

d

| f(g)| < cls ()]
Vv

Preuve : Soit E est l'espace vectoriel engendré par les translatées

d gauche de f et p la représentation de G dans E par translations

1 =>2: La condition 1 1implique que pour tout g
de G on a lim ||p(gn)||1/n <1 ou |] || désigne une norme
sur E . Cecinsignifie que, pour tout g , les valeurs propres de
p(g) sont de module un . On en déduit

lim inf||p€g™Ff|] > o

Si alors g, (i = 1,...,r) est une partie finie de G telle

que pour tout x de E
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[Ix[] = sup |x(g)]
1<izr

on obtient la condition 2

~

La condition 2 implique lim infl]p(gn)ll > o0 ou X est une

n
translatée de fn

Ceci signifie que les valeurs propres de p(g) , dans le
sous-espace invariant par ,(g) engendré par x , sont de module
un au moins. Il en est de méme dans E puisque les translatées

de f engendrent E . Finalement, les valeurs propres de p(g)
dans E sont de medule un. Montrons que cette propriété impliaue,
par récurrence sur dim E , l'existence d'un entier d et d'une
constante C telle que : ||p(g)|] < cyév(g)]d . S1i dim E = 1 ,
l'assertion est claire car p(g) est une multiplication par un
nombre complexe de module un

Dans le cas général, on sait d'aprés [+] qu'il existe un sous-

espace E1 f {o} de E invariant par p(G) et sur lequel o(G)

N
laisse invariant un produit scalaire. Notons p et o les repré-
sentations déduites de p dans E1 et E/E et écrivons
1
E=E, &E ou E est isomorphe a E/ . Définissons une nor-
1 2 2 E1
me sur E1 et E2 par la formule ||x|| = Sup ([|x1‘|,||x2|])
ou X = Xt X, (x1 £ E2 > X, € Ez) . On a alors, pour g et
h de G
N "
[ToCetd [ < TleCed ] 1o ] + [lete)]] [Toh)]]
Si 1'on pose
$(n) = Sup |le(e)]] s v (n) = Sup o (h)
geyn he Vn

On obtient alors

¢6(n+1) < C'yp(n) + ¢ (n)

puisque \lg(g)ll = 1
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L'hypothése de récurrence y(n) < Cnd implique alors

$(n) < C" nd+1

Preuve de la proposition

La premiére assertion est claire.

Si f est une fonction représentative d@ croissance lente
et si P est la représentation associée, P(G) est formé d'opéra-
teurs dont les valeurs propres sont de module un ; 1l'image de p(G)
dans la représentation adjointe posséde la méme propriété et p(G)
est donc de type R . Ceci montre que le noyau de p contient le
sous-groupe dilatant de G . Si G est produit semi-direct d'un
groupe compact K et d'un groupe nilpotent simplement connexe N
on obtient un ensemble séparant de fonctions représentatives en

prenant les fonctions représentatives de G/N K et les polynomes

P(n) [n € N,k € K)]

sur N prolongés & G par la formule P(n.k)
Comme ces fonctions sont 3 croissance lente, le théoréme est démontré
dans ce cas. Si G est de type R , l'injection de la proposition 6
dans un groupe du type précédent fournit le résultat. Cette conclu-
sion s'applique au quotient de G par son sous-groupe dilatant,

qui est simplement connexe de type R et la proposition en découle.
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B - La loi des grands ncmbres pour les groupes de Lie moyennables

D'aprés la proposition 5 de la premiére partie et con
corollaire, on est ramené a étudier le cas d'un groupe d'automor-
phismes dilatant d'un groupe nilpotent et le cas d'un groupe de
type R . Dans ce dernier cas, qui est le plus substantiel, les
théorémes découleront d'une étude de l'opérateur de convolution par
une mesure bornée sur 1l'algebre des polynomes sur un groupe nil-
potent simplement connexe. On utilisera en particulier une notion
de degré qui est un cas trés spécial des filtrations étudiées
systématiquement en [ \<].

Le passage au cas d'un groupe de type R général se fera
en utilisant la technique du "semi-simple splitting" [ -y 7.

I1 sera commode pour alléger 1'exposé de supposer que
la probabilité considérée admet des moments de tous ordres. Les
résultats resteraient valables avec seulement l'existence d'un
moment d'ordre un et pourraient s'obtenir par des techniques de
troncature.

La proposition et les théoreémes qui suivent sont des

résultats partiels qui serviront 3 établir le résultat final énon-

cé dans le théoréme 3

Proposition 1.-

Soit 6 = B . A un produit semi-direct du groupe loca-
lement compact B et du groupe d'automorphismes A, B et o des

jauges principales sur B et A , D une probabilité sur G . Posons



-25~

g = b(g) . a(g) avec b(g) e B, a(g) e A . Si l'on suppose que
a[a(gfrgn)]
presque slirement on a lim ——a—— = © que
n
Log [1+B[b(g)]] est p-intf@grable, alors on a

. 1
lim z Log [1+8 [b(gf.gn)]] =0

Preuve

Remarquons d'abord que si u est un automorphisme de B

on a
1+ B(ub) < p(w) [1 + B(b)]
pour une fonction p(u) vérifiant pluv) < p(u) p(v)

est bornée par 1+AB(BI+B A+ B

En effet T+8(b) -

1+8(ub)
1+B8(b)

Car g(ub) est aussi une jauge et B est principale. On pose alors

1+B(ub)

p(U) = S'U.p -TB(—]D—)

beB
Observons aussi que si Xn est une suite de'variables aléa-

toires réelles indépendante ayant m@me loi et un moment d'ordre un ;
on a presque partout, e étant fixé, IXnI < en + A avec une constante

A convenable. Ceci découle du lemme de Borel-Cantélli.

Posons alors gbg_1 = E(b) b(gi) = bi et 1'on obtient
3Y ~ T~
b(gl..gn+1) = b, gébz)glgﬂb3\ gl"'gn(bn+1\

’ /v —~—
B[b(gl...gn+1)] < C(n+1) + B(b,) +8(g, b,) +...+ 8(g ."Tg b )

1 n+1

Utilisant 1 + B(gl-..gk bk+1) < p(gl...gk)[1.+ B(bkA] et se placant
sur la partie QZ. de N ol 1'on a simultanément

p(gl...gk) A(1 + eBk

1A

A(1 + )€

A

1 + B(bk)

on obtient
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k=n
2 ; (1+€)2k
k=0

1+ B[b(gl...glﬁi)]‘f C(n+1) +h?1+%)(1+5)2n

1+ B[(gi...gn+1)] < C(n+1) + A

o -4 1/n 2%
vim [1+ g[bg,. .2 0]]7 " 42« €)
n
Enfin 1'hypothese Log[l + B(b(g)] p-intégrable et le fait
que 1l'on ait

5 (g) < eAa(g) + B

entrainent que la réunion des QZ lorsque A varie est GN sauf une

partie négligeable et la proportion découle donc de l'arbitraire de e

Dans le cas des groupes de type R , on a les résultats sui-

vants qui précisent considérablement la proposition.

Théorémﬁ 1-'
Supposons que G 8oit un produit semi-direct d'un groupe nilpotent N et
d'un groupe compact K . Alors 81 p est centrée et 87 la projection canonique de G
sur K est apériodique, on a pour toute jauge principale &8 sur G :
n
lim ..L!-gl = O
n n
Théoréme 2.-

Supposons que G sgoit un groupe de Lie connexe de type R et que p soit

apériodique et centrée. Alore, pour toute jauge principale 8 sur G om a

n
1im R—[_G-).a 0
n n

Le théoréme 1 découlera aisément du théoreme 1' et le théoréme 2 du théoréme 1

Théorems 1°'.-
Supposons que G soit le produit semi-direct d'un groupe nilpotent N et
d'un groupe compact K et que p 8oit une probabilité centrée 4 support compact dont

la projection sur K est strictement apdriodique. Alors, pour toute jauge principale §
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n
la suite p (&) est bormée.
vn

Le théoréme 1' résultera de deux propositions, pour 1'énoncé desquelles nous

avons besoin de guelques notations.

Soit N un groupe de Lie nilpotent simplement connexe gue 1l'on identifie &
son algébre de Lie et ol le produit x o y de deux éléments x et y s'exprime donc,

par la formule de Haussdorf, comme une somme de monomes de Lie en x et y .

2 r+1

Soit N = N‘| DN Deee D Nr ON = {o} la suits centrale descendante

de N, (8,) une base adaptée & cette suite, c'est-a-dire telle que, pour tout

®1’1¢1gn
s £ r , les vecteurs ey appartenant & N® en forment une base. Désignons par 047

1'algébre des fonctions polynbmes sur 1'espace vectoriel N et par (xi]1<i<n le s .

-~

81)1s1gn '

On définit une notion de degré sur cette algdbre en attribuant un degré 2 cho.

me des fonctions coordonnées associé 3 la base (

que générateur x, ; le degré de x, , noté "deg x,", est par définition égal au plus greind

i

appartienne a NS .

i i

entier s tel que ei

On peut alors énoncer 1la

Proposition 1.-

Soit p une probabilité sur N ayant des moments d’'ordre quelconque.
Alors la convolution & gauche par p conserve le degré des polynomaes et si

est centrée, le convolution par p - 60 abalsse 1les degrés de deux unités au moins.

Cette proposition résulte immédiatement du quatriéme des lemmes suivants en y

prenant u = p - 60 .

Lemme 1.~
Pour tout polynome A sur N , le polynome de deux variablas A(xoy)}-A(x3-A(y"

e¢st de degré total au plus égal a celul de A et de degré partiel, par rapport & chacune

des variables, strictement inférieur.
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Preuve. -

Observons que les coordonnées d'un monome de Lie en x et y sont des poly-
nomes en x et y dont le degré total, au sens ici défini, est inférieur ou égal a r
et dont les degrés partiels sont donc =2u plus égal &8 r-1 si les deux variables y figu-
rent. On peut alors prouver l'assertion du lemme par récurrence sur la classe r de N
gt 1'on peut suppossr qﬁe A = Xy sst 1'une des fonctions coordonnées.

Si r =1 xi(x oyl - xi[x] - xi[y) est nul et 1l'assertion est claire.

Si r>1 et Xy est de degré strictement inférieur 3 r la conclusion
résulte de 1'hypothése de récurrence.

Si Xy est de degré égal 3 r , la conclusion découle de 1'abservation initia?-
car x oy - x -y est une somme de monomes de Lie.

soit U 1'algebre enveloppante de N , fj 1'idéal de U engendré par N
et 41: 1’algébre complétée de ‘U par rapport & la filtration définie par les puissar~—
f]n de f} . On appellera ordre d'ur élément de U 1e plus grand entier n tel que cet
élément appartienne a f]n . Enfin, on peut faire opérer un élément de UL sur 1'algébre
7& comme un opérateur différentiel invariant & droite par le groupe N . Le lemme suil-

P

vant précise cette action et montre qu'elle se prolonge a U

Lemme 2.-

Le transformé d'un polynome de degré d par un élément de 4L d'ordre n es.
un polynome de degré d - n au plus.

L'action de Al sur ft se prolonge donc a /ﬁL avec la méme propriété.

Preuve.-
I1 suffit de vérifier que les é&léments de N , opérant par dérivation, abaic-

sent 1las degrés d'une unité. Or prenant un élément u de N et un élément A de 7~

on a :

Alt u o x) - A(x)

(u A) (x) = 1lim i

t— 0

ce qul montre, gréce au lemme 1, que {u A) [(x]} est un polynome en x de degré infér

a celui de A .

Lemme 3.-

Soit un €lément de N . Alors l'action sur 7f'de 1'6lément de 4L :
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K
3N a1 e x e e ET + ... ast la translation & gauche par x .

Soit y wun 61ément fixé de N et considérons la polynome en t
QL) = At x o y)
srivone Q1) = (Q(O) + Q'(0) + ... ¢ %T OK(OJ + ... et notons que

AfB x ot x o y) ~ Alt x o y)

Q'(t) = 1im s {x A) (t x 0 yV)

>0 o
£ remplagant, dans la formule précédente QK[O) par sa valeur (xkAlty] on obtier’
Alx oyl = £+ 0xX®Aly) = (8% A) (y) .

o ®

Lamme 4.~

Supposons que la mesurs bornés W ait des moments d'ordrs guelcongue. Alurs
f 'action sur It de 1'élément de 41. F-I e " d u(x) n'sst autre qus la convol:*
3 gauche par ¥ . En particulier, si la mass: de u est nulla et 81 1'élément
,IN x d ul(x) appartient a N2 , la convolution & gauche par u abaiese les degrés de

digux unités au moins.

CT8UVes
On a d’aprés le lemme 3 :
(p* A (y) -fN Al- x 0 y) d u(x) :@ e X Aly} d BIx) = ¥ Aly)
' jd uix) - fx d ulx) + .., + (;:)K ka d uix) + ...

at 1*hypothdse ‘rd uix} = 0 “(x d u(x} = 0 entraine bien qus ¥ est d'ordre 2 , u .

ia conclusion d'aprés le lemme 2.

~roposition 2.~

Seit N un groupe nilpotent simplement cbnnexa, K un groupe 'eonpaot dtau’
marphismes de N , p une probabilité esur le produit semi-dirsct N.K dont la projec-
tion p sur K est apériodiqus et considérons 1’cpérateur P de convolution par p
sur l'espace homogdna N = G/K .

Alors, si un polynome A wvirifie (P-IiK A = 0 ,.payr-uyn oartain k ,

i1 vérifie aussi deg(p %A-A) ¢ deg A-2 .
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Avant de démontrer cette proposition, introduisons gquelques notations et démontrons

~ -
deux lemmes. On notera p et p respectivement les projections de p sur

K =G/N et N = G/K et l'on désignera par f la limite vague de la suite de
mesures p = % (8§ + ﬁ ool t %HJ.

n e

Lemme
Pour tout polyndme A sur N vérifiant (P—I]k A = 0 pour un certain
kK , ona:
A=pD» A+ B

avec deg B < deg A

Preuve

Considérons les actions de p,'ﬁ, et P sur 1%/L?a ]

pace des polyndmes de degré d au plus par celui des polyndémes de degré d-1

guotient de 1l'es-

au plus. Puisque N opeéere trivialement sur cet espace, les opérateurs Q , ﬁ

-~

associés & p et p coincident et comme 1'opérateur 0 associé & p vérifie

~ n
lim ] (I +Q + «vs + Qh)
n N

-

Q

On a classiquement

ARy

~ ~
Ker (Q - I) ® Im (Q - I)

]

Ker [6 - 1)

w
Ker (Q - I)

Im (8 - 1) = Im (@ - I)

o
La relation (P - I]KA = 0 donne alors, en notant A 1'image de A supposée

: A
de degré d , dans 3 /afa_q

~0

~ K o V3 o] o
Q-1 A=0 ,  -IJA=0 , QA=A .
Ceci signifie gque D« A-A est de degré strictement inférieur &8 d et achéve

la démonstration.
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Lemme
» d e ] 3 - - P
Si p est apériodique, la mesure sur N p#p est centrée au sens

du groupe nilpotent N .

Preuve
3 3 .‘l e 13 . -~ . .
On sait que, puisque p est apériodique, [ coincide avec la mesure
de Haar normalisée sur K . Soit f une forme linéaire sur N nulle sur N'

c'est-a-dire un homomorphisme de N dans le groupe additif des réels et considérons

Bawep (f) = ’g f(x) d(pw BJ (x} = /g[ f(kx) dp(k) dﬁ(x]
N N x K

B« PIF) = ,f g(x) dp(x) avec g(x) = /{ f(kx) dp(k)
N K

Comme g est ici K- invariante, elle se prolonge en un homomorphisme de G
dans R gui est trivial sur K . L'hypothese p centrée dans G entraine

alors gue 1'intégrale /( g(x) dp{x) est nulle et donc que [ x 6 est centrée.
N

On peut maintenant démontrer la proposition : considérons les
décompositions

A

Ppx A+ B

(p -de] A=px (p- Ge] A+C

avec deg B { deg A , deg C < deg (p - (58]#- A .

Notons d'abord que, puisque p #A est K- invariant, on a :

(p -Ge)* A= (p- Ge]* peA + (p - 69)*—8

et donc (p - 583 # A est de degré strictement inférieur & celui de A noté d

Il suffit donc de voir que p » (p - 58) #* A est de degré d - 2 au plus

heil

% (p -8 ) A pr (p - 8 )ePpeA + B w(p-8)eB

he})

# (P =8) e A=(Pep-8)% (B+A) +D #(p-8)4B
Comme p+# 5 est centrée, le lemme précédent montre que le premier terme est

bien de degré d - 2 au plus. Calculons le second terme modulo 042_2
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l'action de p = (p - de) se réduit dans °4§_1 /¢2§_2 & celle de

px(p- Ge) et est donc nulle d’aprés la définition de p

Corollaire

Considérons la situation de la proposition 2 et supposons de plus

P strictement apériodique. Alors, pour tout polynéme A sur N , pn*- A(0)
est comme d'un polynSme en n de degré au plus égal 3 [géfili] et d’'une

fonction exponentielle polyndme tendant vers zéro & 1'infini.

Preuve. -

Montrons que les valeurs propres de P différentes de 1 sont
¥

strictement inférieures & 1 en module. Soit QZd l'espace des poly-

nomes de degré d au plus et considérons l'action de P sur

)

Y

44 : 1l'action de N , par translation sur cet espace est tri-
“a-l )
viale et P est donc, sur cet espace, l'opérateur associé a p

v . g« o as .
Comme p est strictement apériodique, les valeurs propres de 1l'opée-

rateur associé ne peuvent &tre de module 1 sans &tre égales a

’

T[]

Décomposons 1'espace uﬁ en somme de sous-espaces caractéris-

d
tiques : si A appartient d un tel sous-espace, supposé différent
de Ed = kgl Ker (P—I)k R (pn ¥ A)(0) est une exponentielle polynome

dont les termes exponentiels sont les valeurs propres différentes de
1 de P et qui tend donc bien vers zéro & 1'infini d'aprés ce qui

précéde. Enfin, en restriction a E, , ona P =1+ U ou U est

d
[ar2 + 1]

nilpotent avec U = 0 d'aprés la proposition 2 . On a donc

n k k
» 5] ™

d'ou le résultat car Ci est un polynome de degré k
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Preuve du théoréme 1'.-

On peut maintenant démontrer le théoréme 1' : On passe d'abord
au quotient par le sous-groupe compact maximum distingué de N qui
est caractéristique dans N.K , Puis supposant N sans sous-groube
compact propre, on considére le groupe de Lie ﬁ connexe et sim-
plement connexe qui contient N comme sous-groupe uniforme [ ] ﬂ
K opére sur ﬁ par automorphismes et N.K est donc un sous-groupe
uniforme de ﬁ.K ; 11 en découle qu'une jauge principale sur ﬁ.K
fournit une jauge principale sur N.K , par restriction ; d'autre
part, un homomorphisme X de ﬁ.K dans R se restreint a8 N.K
en un homomorphisme et 1'on a donc, puisque p est centrée

[~ a(g) dplg) = | A(g) dp (g) = 0
N.K N.K
Ce quil permet de supposer N de Lie simplement connexe. Il suffit

aussi de démontrer le théoréme pour une jauge principale particuliére.

Supposant l'espace vectoriel N identifié a ® Nk/ K41 OD obient
I<k<r N

une jauge principale ¢ .sur N en posant [ ]

X = N X (x € N/ )

l<ker K+
§(x) = sup llxk||1/k
l<k<r
k Nk
o ||x || désigne une norme euclidienne convenable sur ! ree1
N
Posons aussi g(x) = sup 8(p X p—l) et observons que § est
peX

encore une jauge sur N qui se prolonge & G en une jauge princi-
pale par

§(x o) = §(x)

Comme 1'inégalité 5 (x) < A s(x) + B conduit a

ph x "< ADp x 6§+ B
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n

P * &
il suffit de vérifier que ———— est bornée. Or on a, en posant
/n
P k
pour abréger 8, (x) = RESR
n n n 2k 1/ 2%
(p % §)(0) < ) (p = 6,0(0) < ) (p % 8. (0)

k<r k<r

(pn * Gik)(o) < Cte nk

car 6ik est un polynome de degré 2k d'ol, enfin (p" * §)(0) < Ctevn

Preuve du théoréme 1

On consideére la nouvelle probabilité

1
q=5 ((+8)

qui est centrée comme p et dont la projection q sur K est

strictement apériodique’ sinon il existerait un sous-groupe distingué

H de K +tel que la projection de q sur K/H solt concentrée en

un point distinct de 1'élément neutre ; ceci est impossible puisque

_ 1
gle) = >
Or qn - ln z Ck pk

2 0<k<n T
n k
et un raisonnement classique montre que 1im 3 éé) = 1im 2 éd)
n k
")

D'ou la conclusion puisque 1im
n

= 0O
n

Preuve du théoréme ?

On peut, d'aprés le théoréme 2 de l'introduction, supposer
G simplement connexe.
On a montrd en A) l'existence d'un groupe de Lie connexe \_

contenant G , comme sous-groupe uniforme qui est produit semi-direct
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u[a(gl...gn)]

1im = 0
n n
Log [1+8[b(g1...gn)]]
1lim = 0
n n

A"
d'apres le théoréme 2 et la proposition 1 , en posant pour g € G

g = b(g) . alg) . Comme af(g)] + Log[1+8[b(g)]] est équivalente
d une jauge principale sur g , on a bien , si 3 est un voisinage
compact de e engendrant z et d'image VvV dans G

Lin 6$(g1...gn) ..

n n
et puisqgue év(ba) < év(b,a) Si be B, aeA on a bien

en prenant les images dans G , le résultat annoncé.



C - Le cas des groupes non moyennables

On étudie dans ce paragraphe une notion de croissance rela-
tive 3@ la mesure de probabilité p et on déduit des conséquences
relatives au comportement asymptotique du produit sn(w) = Xg X
dans le cas d'un groupe non moyennable.

On relie aussi 1'étude de la moyennabilité des espaces

homogénes et le théoréme de densité de Borel.

Soit E un G-espace topologique localement compact sépara-
ble muni d'une mesure de Radon invariante qui ne s'annule pas sur les
ouverts ; la mesure d'un ensemble A sera notée par |A| dans 1la

suite. Supposons donnée sur E x E wune fonction continue & véri-

fiant 1'inégalité triangulaire } V x, y, z € E 8(x,2) < §(x,y)+&(y,z)
et YV g e G Sup 8(gx,Xx) < + .  On peut alors poser la
xeE

Définition 1.-

On appelle croissance de E relative & § le nombre posi-
tif ou nul, éventuellement infini c¢(§) défini par

c(s) = 1im 2 Log |B* |
LN n

ol B; = {y ¢ E ; 8(x,y) < n} n > 0

L'inégalité triangulaire vérifiée par & assure que ce
nombre est indépendant de x .
Exemple

Si E est un espace homogéne du groupe G supposé engen-
dré par le voisinage compact V de 1'identité, on peut définir une
fonction &° du type précédent en posant : GS(X,y) = Inf{n>0 3 ernX}.

v

Si E posséde une mesure G-invariante, la croissance de
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E relative a 65 est un nombre fini y dont la nullité est indé-
pendante de V , comme dans le cas des groupes [l?] . On dira aussi
que E est 3 croissance exponentielle ou non, suivant que cy > ©
ou ¢ = O

Y

Définition 2.-

Pour une probabilité p sur les boréliens de G , on appel-
lera croissance de p dans L , la borne inférieure des réels a > o
tels que, pour toute fonction ¢ continue & support compact, il
existe une suite croissante exhaustive de boréliens An telle que
lim < Logl|a | < o et 1lim [, P * ¢(x)dx = [_ ¢(x)dx
n n' - A E
n n n
Afin de relier les deux croissances précédentes, posons

§(g) = Sup (x,gx) 8(g) = Sup 6(gx,x) = E(g_l) et supposons gue P
X be

vérifie la condition de moment fSupIG(g), §(g)| dp(g) < + =
X

Considérons alors le produit partiel gauche tn(w) = XpeeeXy
R A N . .
ol w = (Xl""’xn"") € 0 = @ » et la suite de fonctions
g[tn(w)] qui, a cause de la sous-additivité de § et de la condi-

tion de moment, satisfait les hypothéses du théoréme ergodique sous-

additif [ ] : on a, presque sfirement
in 13 - 1in PLG) |
l;m = é(xn...xi) = 1;m - = v (8)

Proposition 1

Avec les notations et hypothéses précédentes, la croissance
c de p dans E vérifie 1'inégalité c < y+(6) . c(8) ou

y+(6) = Sup[y(d),o]

. + . . . .
Soit a > ¥y (§) ‘et considérons la suite de boréliens
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An = Bia = {z 3 6(y,z) < no}
P — LOgIA |
Alors on a par définition de c($) lim __ﬁ__n < ac(8)
et de plus
- N
fo O" % 9Godax = [ ax [ et7! ) dplw)
n An Q n

N
fAn pn ¥ ¢(x)dx = f dp(w) IE 1An('tny) ¢ (y) dy

9]

Or, par définition de y(8) , on a presque slrement, pour y fixé

lim 1A (tny) =1
n n

Comme ¢ est & support compact, on en déduit
lim [, p" % ¢ (x)dx = [go(x)ax

n n

Corollaire

Si E est un espace homogéne de G 3 croissance non
exponentielle la croissance dans E d'une probabilité sur G est
nulle.

Si E = G et si p admet une densité continue 3 support
compact V la croissance de p est reliée 3 l'entropie h de p au

sens de [2] . qui est définie par

h = 1lim h_ = I1im - 1 f pn(g) Log pn(g) dg
n n e

On a en particulier 1la

Proposition 2

Avec les notations et hypothéses précédentes on a h < c
Preuve

Soit An une suite croissante de compacts et posons
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Alors
= dp(g) + | Log dp ' (g)
nh_ = [, Log p (g Al .
R " el
A
n n oAty Lo n
nh < p (A ) Log ——- + p (A g 7
- n n n )
" p(A ) plar )
on en déduit
!
n n n N
nh_ < Log|An| + [1 -7 (An)] Log|v'| - Log p (A)) p (A!) Log p (A
. n _ . n,, . (At =
Si |An! < o et lim p (An) =1 ona lim p (An) Log pn\An) o
n
et I on < T o2eelfal oo
n - n
n
Donc h < ¢
Corollaire

Scit G un groupe de Lie connexe moyennable et p une pro-
babilité centrée ayant une densité continue 3 support compact sur G
Alors elle est d'entropie nulle et, en particulier n'admet pas d'autres

fonctions harmoniques bornées que les constantes.

Preuve

On a vu en B que les hypothéses faites sur p impliquent
que, si V est un voisinage compact de 1l'identité, Y(dv) = 0

Or, d'aprés les deux propositions précédentes h < c < C(GV) y+(6V)

Comme C(GV) < + = , on a bien c =h = o

La dernidre assertion découle de la nullité de h, [ 2].

Elle est également prouvée en [ 3], par d'autres techniques.

La croissance de p dans E est reliée au rayon spectral ©

de. 1'opérateur de convolution associé & p dans L2(E) par la



-41-

Proposition 3

Avec les notations précédentes on a l'inégalité

c >=- 2 Log ¢

Preuve
D'aprés 1'inégalité de Schwarz, on a, si ¢ est une fonc-

tion continue 3 support compact et A~ une suite croissante de boré-

liens
n n 1/2 .
IIAn poo* 000 dx| < |[p * ol[, |A_| et si
lim fAn PT o 90 dx = [p ¢(x) dx

|1/2

n
|5 e Gdax| < Go+ed™ o], A

pour n assez grand et ¢ > o arbitraire

En particulier, si ¢ > 0 on obtient

2(ote) + lim ]Anll/n > 1
n
d'ou c > -2 Log o©

Définition [41]

On dira que le G espace E est moyennable s'il existe
une forme linéaire G-invariante positive m sur CB(E) telle que
m(1) = 1

I1 découle de [ L{] et [40] que si la probabilité apério-
dique p admet sur LQ(E) un rayon spectral égal 3 un, E est

moyennable. On en déduit le

Corollaire

Supposons p apériodigue et E non moyennable. Alors la

croissance de p dans E est strictement positive. En particulier

si § sur E x E est ad croissance finie et si §(g) = Supés(x,gx) ,
x€eE
on a presque surement 1im % E(gn...gl) = y(8) > o . [On suppose

n



T,

ici que ] Sup HER E(g_1)|dp(g) < + e

G
Preuve

Puisque r <1 , on a

c > -2 logo > o0
De plus
+
o< c <y (8) . cls)
~ . +

D'ou, puisque c(8) <+ » = y (8) > o0

y(8) > o

En particulier, on a le

Corollaire

Soit E un espace homogéne de G non moyennable possédant
une mesure invariante, p une probabilité apériodique sur

G = U v et Eg(g) = Inf {n>0 ;3 V x ¢ E gx e V'x}

n>o
Alors on a presque surement

E
Yy

1im % GHES IS -
En particulier, d'aprés le corollaire de la proposition 1,
si E est & croissance non exponentielle il est moyennable. On peut
noter aussi que si E = G , ce corollaire montre que la circonstance
y(dv) = 0 ne peut se présenter que si G est moyennable : une autre
condition nécessaire, évidente, est que p soit centrée. Ce corol-
laire s'applique en particulier si G est semi-simple, sans facteurs
compacts ou du type S0(n,1) et SU(n,1), aux espaces homogénes de
mesure invariante infinie car G posseéde alors la propriété de Kajdan
[4-§] et les espaces homogénes moyennables de G sont de mesure in-

variante finie. Mais si G est de la forme SO0(n,1) il posséde des
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. G . .
sous-groupes discrets T tels que /P soit moyennable et ne soit
pas de mesure finie [26]. Le premier corollaire permet aussi de re-
trouver en les améliorant, certains résultats de H. Furstenberg [ %]

qui concernent le cas ou E = R" - {o} et G e S1(n,R) .

On va d'abord étudier la moyennabilité d'un tel G-espace

en reprenant un argument dii & H. Furstenberg [4.1]

Proposition 4

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie et G
un groupe contenu dans le groupe linéaire de V . Alors le G-espace

V -{o} est moyennable si et seulement si G posséde un sous-groupe

d'indice fini G' et V un sous-espace V' G'-invariant tel que
l'image de G' dans le groupe projectif de V' soit relativement
compacte.

Cette proposition découlera de deux lemmes. Disons qu'une
mesure de probabilité sur l'espace projectif est propre si elle n'est

pas portée par une réunion finie de sous-espaces projectifs propres.

Lemme 1 : Soit v une mesure de probabilité propre sur 1l'espace pro-
jectif qui est G-invariante. Alors 1l'image de G dans le groupe pro-
jectif est relativement compacte.

Ce lemme est en fait prouvé en [A4. 2] et [1y] (cf aussi

(47D

Lemme 2 : Le G-espace V -{o} est moyennable si et seulement si G
laisse invariant une mesure de probabilité sur l'espace projectif

P(V) associé a V
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Preuve
Soit 1m 1'application canonique de V -{o} sur P(V) . Si
alors m est une moyenne G-invariante sur V -{o} on peut définir

une probabilité sur p(V) G-invariante par la formule

m(m) [®] = m[$ o w]

L'invariance de m 1implique celle de 7m(m). Inversement,
soit v sur P(V) qui est G-invariante et considérons la plus pe-
tite réunion de sous-espaces projectifs portant v ainsi gque sous-
groupe G' € G qui fixe chacun de ces sous-espaces : les restrictions
de vy & ces sous-espaces sont irréductibles et donc d'apreés le lem-
me 1, les images de G' dans les groupes projectifs correspondants
sont relativement compactes. L'image de G' dans le groupe linéaire
de la somme W des sous-espaces vectoriels associés est donc moyen-
nable. Il en est de méme de 1l'image de G puisque G' est d'indice

fini dans G et Wy-{o} possede donc une moyenne G-invariante.

Preuve de la proposition 4

Si V-{o} est moyennable, on applique la premiére partie
du lemme 2 et, comme 3 la fin de la démonstration de ce lemme, on con-
sidére la plus petite réunion de sous-espaces projectifs qui porte la
mesure G-invariante. Par restriction & 1l'un de ces sous-espaces, on
obtient la conclusion voulue.

Réciproquement, le sous-espace V' et le sous-groupe G'
de la proposition sont tels que V'~-{p} posséde une moyenne m' qui

est G'-invariante. La moyenne m définie par

est alors G-invariante.
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De cette proposition et du premier corollaire de la pro-

position 3 découle le résultat suivant énoncé sous une forme légere-

ment différente en [A 3]

Corollaire
Soit G un sous-groupe de S1l(n,R) ne laissant pas de
mesure invariante sur 1l'espace projectif pn_l . Soit p une mesure

de probabilité apériodique sur G telle que 1l'intégrale

fG Sup(Log| |gl|, Log’]g_1||) dp(g) soit finie. Alors on a, presque

sQrement

.1
lim = Log||gn...g1|[ =y > o0

ol vy est une constante

Preuve
La condition imposée & G implique, d'aprés la proposition
Pl P L . P n . -~ ~
précédente, la non-moyennabilité de R -{o} considéré comme G-espace.

Prenant §(x,y) = Log |Lill , ©on a bien

| Ix] |
§(g) = Sup 8(x,gx) = el < += et la croissance y(8) de § wvaut
xeRD
y(8) = 1lim 1 Log(||x]] e YW o < 4w
K k

D'ol l'existence et la positivité de la limite cherchée

Avant d'appliquer la proposition 4 d une propriété de den-
sité analogue au théoréme classique de Borel, énongons la proposition

trés simple, suivante

Proposition 5

Soit G un groupe localement compact, p une représenta-
tion irréductible de G dans un espace vectoriel réel V de dimen- .
sion finie, H un sous-groupe fermé de G tel que G/H soit moyen-
nable. Alors si p(G) ne laisse pas de mesure invariante sur les

espaces projectifs associés aux puissances extérieures de V , la
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restriction de p & H est irréductible.

Preuve

H

mesure invariante sur les espaces projectifs considérés car o(G)

. G .
Puisque / est moyennable, V(H) ne peut laisser de

posséderait alors la méme propriété. En particulier, si i(H) lais-
salt un sous-espace de V invariantisupposé de dimension k < dim V
p(H) 1laisserait un point invariant, donc une mesure de Dirac inva-
riante, sur l'espace projectif de AkV ce qui est exclu d'apreés

l'observation précédente.

La proposition 4 montre que la condition portant sur p(G)
qui figure dans la proposition précédente est vérifiée dés que G
n'admet que des représentations unitaires de dimension finie triviales.
Disons alors, en é&tendant la définition de [},H], que (G, H) est

une paire de Borel si G vérifie la condition précédente et si G/

H
est moyennable. Les résultats sur les paires de Borel énoncés en [4 4]
s'étendent alors d la situation envisagée ici. En particulier on a

le théoréme de "densité'".

Théoréme 1.-

Soit (G,H) wune paire de Borel, p une représentation
linéaire de G dans un espace vectoriel de dimension finie V

Alors tout sous—espace de V op(H)=invariant est aussi p(G)-<invariant.

Preuve

Soit W &V avec p(H)WC W . On peut supposer, en uti-
lisant une puissance extérieure de V que dim W = 1. Dans ce cas,
on raisonne par récurrence sur dim V . Puisque H fixe ie point w
associé a W de l'espace projectif, et que G/H est moyennable,

G laisse invariante une mesure de probabilité r sur cet espace

projectif. D'aprés la condition imposée & G et le lemme 1 wutilisé
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dans la proposition 4 , G opére trivialement sur la plus petite
réunion de sous-espaces projectifs portant v . Cette méme condition
imposée 3 G implique aussi que l'action de G dans les sous-espaces
vectoriels correspondants est triviale. Si W est contenu dans la
somme U de ces sous-espaces, on a donc le résultat voulu. Sinon,

on applique 1'hypothése de récurrence & l'action de G dans v/U
la droite W est invariante par p(G) modulo U . On obtient donc
un homomorphisme de G dans le groupe nilpotent des automorphismes
de W + U qui laisse U 1les vecteurs de U et W+U/U invariants.

La condition imposée & G implique la trivialité de cet homomorphis-

me et on obtient donc la conclusion voulue. On a donc le

Corollaire

Soit (G,H) wune paire de Borel, G étant un groupe de
Lie connexe. Si L est un sous-groupe fermé de G possédant un nom-
bre fini de composantes connexes et contenant H , alors L = G . En

particulier, si G est algébrique, H est algébriquement dense

dans G
Preuve

L'algebre de Lie de L est invariante par les automor-
phismes définis par les éléments de H ; c'est donc un idéal, d'apreés

le théoréme et la composante neutre L, de L est distinguée dans G.

Enfin G/L est moyennable comme image équivariante de G/H 5 11 en
est de méme de G/L qui est un revétement fini de G/L . Comme
¢
G/L est un groupe de Lie connexe moyennable, L, = G , d'aprés
&

la condition imposée a G

Remarques

- On voit aisément que la classe des groupes de Lie connexes dont les

représentations unitaires de dimension finie sont triviales coincide
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avec celle des groupes de Lie sans partie semi-simple compacte et
qui sont égaux a leur groupe dérivé.
. N . . . G
- Si 1'algébre de Lie de G est simple et non compacte, si /H est

moyennable, H est discret d'apres le corollaire. Par exemple,

51(2,C)

l'espace homogene SGIN)) considéré en [ 4] est non moyennable ;
b

d'ailleurs si 1'on considére la représentation naturelle de S1(2,C)
. c e s 4 .
dans C2 identifié a3 R et 1l'action de S1(2,C) sur la grasman-
. b . . .
nienne des 2-plans de R , il ne peut y avolr sur cette grasmannien-

ne de mesure invariante pour S1(2,C) puisque S1(2,R) 1laisse

. . . N 2
invariant le point correspondant a R

. G - . . .
- S1 /H possede une mesure 1nvariante et si p est une mesure de

probabilité apériodique sur G telle que, pour les fonctions

continues & support compact sur G/H on ait Y pn ¥ ¢(x) = o
n=o

pout tout x de G/H , l'espace homogeéne G/H est moyennable
d'aprés [ 4 ] et [to]. D'aprés [19], si G = S1(2,R) et si H
G

est le deuxiéme dérivé de S1(2,%), /H n'est pas de mesure in-

variante finie et, la situation envisagée ici est réalisée.
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D - Etude d'un rayon spectral

— Vi
On va maintenant étudier la quantité 1lim |pn(V)|
n

Définition 1

Si p est une probabilité sur G on appellera rayon spec-
tral de p 1le nombre positif o inverse du rayon de convergence au
sens vague de la série de mesures

Y z" p" (z € C)
n>o

Définition ?

On dira que p est irréductible si le support de la mesure

potentiel de p , 7 p'  est égal & G tout entier
n>o

On note o la norme spectrale de l'opérateur de convolution
par p sur l'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure
de Haar 3 gauche sur G . Pour une fonction borélienne positive f

ll/n

sur G , on note D(f) le nombre 1lim sup [pn(f) On note S

n

l'ensemble des réels k tels qu'il existe une mesure de Radon positive

p vérifiant la relation

Enfin on désigne par 2 1l'ensemble des fonctions borélien-
nes positives «w sur G vérifiant la relation
Vx, v e G wlxy) > w(x) wly)

On a alors le théoréme

Théoréme 1.-

Soit § wune fonction continue d support compact sur G. On a

alors : p(yp = p = Inf S = Inf Plw) <o
wel

st p est irréductible.
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La démonstration de ce théoréme résultera des trois lemmes.

Lemme 1.-
Soient \p et V¥ deux fonctions continues & support

compact sur G . Alors on & la relation B(\p] = p(y) .

Preuve. -
L'hypothése d'irréductibilité entraine que le support
de la probabilité q = 2 1; pn est égal 3 G . Puisque VY est con-
nz1 2

tinue & support compact et que a *\f est continue et ne s'annulle
pas ou a vV £¢C J=*\g pl C est une constante,

or pk [é % %J - 1; pn*k(\P] avec pour Kk assez
nz21 2
grand

n

Vne N PRy o [ROg) + "

ol ¢ 8st positif arbltrairement petit. D'od, puisqus at\f],< 1

p"(y) < cte [By) + ¢]"
Soit Ply) < plY) . Le lemme en résulte en échangeant- les roles de

Y et y

Lemme 2.-
Soient \p et ¢y desux fonctions positives continues &
supports compacts sur G ,  une mesure de Radon positive vérifiant

X
une relation pwy ¢ k y (ko). Alors le rapport ple) est borné.

N

u(y™)
Preuve. -
.V
On note que pl Wx] = [:ﬁ ) (x) u(wx] = Mx oy (x)
et que, comme dans le lemme 1 : ¢y < C E X'\p on en dédult :

v
wwy € Cixd %P g C ki ko
D'od la conclusion.
Note : La notation \¥x désigne la translatée & droite de ¢ ,

c'est-a-dire la fonction définie par

ll\xf\l\ = AN
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Lemms 3.-

Reprenons les notations du lemme précédent. Il existe
une fonction borélienne positive 7 sur G vérifiant

mi{xy) € m(x) wly)

et telle que : v x,y €0 u[%>yx) < m{x) u(q)y)
Preuve.-
On définit w par m(x) = Sup Hi:ﬁ——l . Le.nombre

yeG u(p Yy
m{x) est fini car, d'aprés le lemme précédent ol 1'on pose ¥ =\Ox .
w(Y*y uY)
wepy wey!y

on salt que est borné. Oe plus, par définition de

on a
m{x x') & wi(x) w({x"')
p (WYX
Comme ————7——- dépend continuement de y lorsque x est fixé, mw(x)
ulp ™)

est aussi le borne supérieure d'une socus-famille de ces fonctions in-

dexée par les points d'une partie dénombrable dense et donc w({x) est
borélienne. On peut remargquer que m{x) est aussi, par construction,

semi-continue inférieurement et par conséquent localement bornée in é&-
risurament.

Note : Une fonction 7 wvérifiant w(xy) € m(x) n(y) sera appelée

dans la suite fonction-poids

Preuve du théoréme.-

Par définition 0 est la borne inférieure des nom-
bres B(\?) lorsque \p décrit les fonctions cantinues positives et &
support compact. D'ol, d'aprés le lemme 1 p = E(\p] . L'inégaliteé
p(\?) K3 o gst claire car

" b v) =P k. uy < o vl "]l
ou € est arbitrairement petit.

Pour montrer la relation p = Inf § , posons

k = »p + € {e>a)
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1; pn est alors convergente et définit

K

et notons que la série

3

une mesure ¥ vérifiant
pxu = k(u-ée) £ k u.
Considérons d'autre part une fonction \P continue a
support compact et la relation
Prxuxy &k pxy (kesS) .
Comme u*\+’ est continue [et ne s'annulle pas] , ells domine une fonc-
tion continue & support compact ¢ et l'on a
pn[$] = pnx-w(al < pn£:u*'%{8] < K" uryle) .

v
D'ol 1im sup pn[wJ < k , et finalement p = Inf S .
n

Montrons maintenant gue pour tout w de £ et toute
fonction continue & support compact on a plw) > ply) . La fonci...
-Log w est borélienne et sous-additive et d'aprés la premiére partis
elle est donc localement bornée. Il en résulte que ¢ domline un multi-
ple de \{. D'ol

pn(w] > Cte pn(\P]
plw) > ply) .
Montrons enfin que, pour Kk supérieur a P 11 existe une fonction
w de § vérifiant B[w] < kK . Considérons la mesure u = z:; 1; pn
nzo Kk
qui vérifie
p*U = U AP £ k U .

Si %) est continue positive et & support compact, 1le

lemme 3 fournit une fonction =m vérifiant

Tlxy) £ 7n(x) w(y)

et b pio = utg 2 KL L) wix
ni{x )
avec wlx) ﬂ[x-1i =1 .

On en déduit
v v
pn*m < Cte pn*u w \Y < Cte k" 1\.:)(-\()

p"(w) ¢ cte k" , plw) € Kk .



~-53~
Remarques . .-

a) Les bornes inférieures Inf S et Inf S[w] sont attein-
(.\)?:Q
tes. Il suffit pour le voir de montrer l'existence d'une mesure u

vérifiant

Posons, pour abréger r = ; et notons quz la conclusion est immé-

diate lorsque la série 5= " p" converge. Sinon, construisons une
n>o

mesure W vérifiant pwy = uxp = p Y . On sait que, d'apreés 1l'irré-

ductibilité de p , le cbne des mesures u vérifiant

pxu<k u et u¥p < k u

admet une base compacte définie par u[\f) 1 ou \y est continue po-
sitive et & support compact [:3]. Comme ces cones sont non nuls pour
k > ¢ , leur intersection est aussi non nulle et contient donc une

mesure W non nulle vérifiant

pxu € P ¥ WX p < pouy
. <~ n n
Comme de plus la série /_ r p ne converge pas, toute fonction po-
nzo
sitive vérifiant p w f < p u vérifie aussi pxf = p y

Il en résulte que p % W = Uxp = p u

. — n n
b) Le cas ol la série 2 r p ne converge pas est en
nzo :

fait trés particulier comme le montre le raisonnement suivant : les
mesures M vérifiant pxu = p u sont alors les multiples de

l1’une d'entre elles et en particulier, pour tout g de G , u *» §g

est colinéaire &8 u . Ceci implique que u est de la forme Cte A(g) dg
ol A est une exponentielle sur G . En relativisant par rapport 3

A on obtient alors une probablilité récurrente sur G . En particu-

lier G est moyennable et unimodulaire. [6~]

c) On a donc pour une probabilité irréductible

1/n

o = ITm|p (V)| On peut montrer que la limite de la suite [pnﬁV)]l/n

existe lorsque 1'élément identité appartient au support de p . Ceci
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découle de la relation apm+n+k(V) > pm(V) pn(V) ol k et o sont des

constantes postives et m et n des entlers quelconques. Pour éta-

m+n

blir cette relation, on note d'abord que p (V2) > pm(V) pn(V)
puis on observe que, l'identité de G appartenant au support de
p on a la relation 1v < BD * 1v
donc ﬁr * 1V < B§P+1 * 1v
Comme ) %r ﬁr * 1v est positive sur G , on a donc, pour certains
r>0
Z x
k et «a 1 < a p ¥ 1
V2 - v
+ +n+
p" My < My

D'ol la relation voulue et l'existence de la limite cher-

chée par un raisonnement classique [ ]

Ce théoréme admet le corollaire suivant

Corollaire.-

Soit p une probabilité irréductible sur le groupe lo-
calement compact & génération compacte G , & une jauge principale
sur G . Si p admet un moment d'ordre un et si E est strictement

inférieur 3 un , on a

Preuve. -

On considére un élément w de Q vérifiant pPlw) < 1

et on pose §' -Log w

Alors pn(é') = —pn(Log w) > -Log g(w) et

1/n

> -Log §<w) > 0

n
et E—%éll > ~Log|p (w)]

Inégalité a fortiori valable pour § quili est principale
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Remarque. -

Si G est un groupe de Lie connexe moyennable et si p

est centrée on a, d'aprés le paragraphe B

n
1im E~£é2 = 0 et donc
n n
p = Tim [pn(V)Jl/n = 1
n

Cette condition est donc automatiquement réalisée pour
les groupes de déplacements. En fait, ce calcul de p peut s'étendre

d une classe de groupe de Lie non nécessairement connexes.

P Pe

On suppose maintenant G moyennable et 3 génération com-
pacte. On dira que G est régulier s'il posséde un sous-groupe réso-

luble distingué fermé R tel que son groupe dérivé R' soit nilpotent

Pe e

~ » G .
et 4 génération compacte et que de plus / soit compact. Pour une

R

probabilité p sur G et une exponentielle A sur G on posera

B(r) =fr(g) dp(g). Cette fonction est définie sur une partie convexe

de l'espace vectoriel réel c* = (G/G,)* des exponentielles sur G

et est logarithmiquement convexe. Cette fonction s'identifie a 1la

transformée de Leplace de 1l'image de p dans le quotient de G/G, s
par son sous-groupe compact maximum.

L'intérét de cette fonction est justifié par le
Théoréme 2.-

Soit ©p wune probabilité irréductible sur G . Alors le

rayon speetral de p est égale d la borne inférieure de la fonection H(A).

Avant de prouver ce théoréme on va préciser quelques

s sz

notations : soit T un sous-groupe distingué & génération compacte de

* . .
G et désignons par T 1le sous-espace de T formé des exponentielles
dont 1l'orbite sous G opérant par automorphismes intérieurs est rela-

. pd ~ k -
tivement compacte. Considérons le cOne CA des mesures de Radon posi-
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tives vérifiant les relations pxpy <k H x'ét = Alt)y pour une

exponentiells A sur T . Observons d'abord que le cOne des mesures

r vérifiant p r gk r étant & base compacts et stable par transla-
tion & droite 1l'orbite d'une exponentielle A du type précédent est
nécessairement relativement compacte. On désigne alors par ET(A] la

borne inférieure des k tels que C: ne soit pas nul et on observe

gue,par compacité, cette borne est atteinte. On a alors le lemme

Lemme. -
La fonction Log ST[AJ est convexe et atteint son

Fa
minimum sur le sous-espace de T formé des éléments G-invariants.

Preuve.-

o k .
Du fait que. le cdne CA ne contient pas nécessai-
rement de fonctions, nous sommes conduits & introduire des c8nes plus

généraux associés a des fonctions-polds 8 sur T : on note C: le

cone fermé en topologie vague des mesures y pesitives qui vérifient

Px yu < ky uox 5t_5 g{t)y . Ces cbnes sont & base compacte caomme le

cbne des y vérifiant p xpy ¢ kp dans lequel 1ls sont contenus. Il

~

en résulte que si en est une suite de fonctlions-poids convergeant vers

l'exponentielle en décroissant CZ. gul est 1'intersection des C% .
n

~

n'est pas réduit & zéro dés que les Cz ne sont pas nuls. Posons alors

pour abréger

”~ - A ’ = '
pT[A) k pT(A ) k
et considérons et y' éléments de C; , C:. a et a' deux réels

positifs de somme 1 et soit e, une identité approchée de G formée

de fonctions continues a supports compacts. On a alors
P xu xe ¢ K u x €
L » = '. )
u € Gt qu rﬁg kdt %6

-1 ng.eg(g]dg

- g
wwe x 8 JG AC(t) uxég sn(g]dg < en(t) uox e
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en désignant par en[t) la borne supérieure des CICO R lorsque g
décrit le support ds €, Il est clair que en(t] est une fonction-
poids finie car l'orbite sous G de l'exponentielle X est relativement

compacte. Posons aussi pour abréger fn(x] = U *en(x) fé(x] = u'*'en(x)

et considérons la fonction h(x) = f:[x) f': (x) . D'aprés 1'inégalité

de H6lder on a

D'autre part
1]

[o ’d ,(!'
h k-ﬁt = [fn két)(f n x 8. ) £ en(t) On (t) h

t
en définissant 9; de maniére analogue a Bn . Ces deux relations prou-

L
vent que le cBne correspondant & la constante k* k'® et a la fonctinon

o
n

1] o e'a'

poids 6 O'z n'‘est pas réduilt & zéro. Comme les fonctions On n

]
tendent en décroissant vers A% A% la remarque initiale entraeine la

relation
~ a ,,o’ A a A . o'
S )s_an)] (8,02 )]
ce qul prouve la convexité logarithmique ds ET[l) . Il est clair qus

ET(X] est invariante sous G car si u appartient a C: s H X% Gg

appartient a Ck . De plus si A appartient au domaine de définition

3 8
de BT , 11 en est de m8me par compacité de l'orbite fermée de X sous

G et les valeurs ds y sont majorées par ST[X) . Puisque G =@est

A
Pr
moyennable cette orbite fermée porte une mesure G-invariante et 1le ba-
rycentre Ao de cette mesure vérifiera, par convexité de BT

A ~

A < A) .

pT( O) < pT( )

Comme Ao est un élément de T qui est G-invariant

le minimum de ET sara atteint sur l'ensemble des &léments G-invariants

Pour démontrer 1le théoré&me prenons d'abord T R'

et notons que, puisgue R’ =est nilpotent, le cone des maesures ¥ Vvé-

rifiant pX¥u L p contient un codne Ci non trivial pour un certain
o

A
Ao de R’ [‘g]. Observant de plus que p est inférieur aux valeurs
de BR,(A) pour X dans R' , on obtient que

= Inf P.(X) = P_(A) .
Aer' T T o
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D'aprée le lemme, on peut choisir AD vérifiant enco-

re cette relation et de plus G-invariant. Alors le cfne Ci est
o

lui-méme G-invariant et R agit sur lui comme un groupe nilpotent de

classe deux car les éléments de R' sont représentés par des homothé-

ties ; une nouvelle application de la propriété de droite fixe fournit

alors, une exponentielle 11 de ﬁ tel que le céne Cg soit contenu
1
dans Cg et non nul. Le lemme permet de supposer A1 G-invariant
o
en prenant T = R . Cecil implique que Cg est G-invariant et le
1

groupe G opére sur lui comme un groupe dont le quotisnt par le centre
est compact. Un tel groupe a un groupe dérivé compact et posséde la pro-
priété de droite fixs [‘8:} On obtient done finalement une exponentielle
Az sur G telle que

p{A.) = Inf pLA) = p
2 ACG*
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