
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUES DE RENNES

J. P. CONZE

M. KEANE
Ergodicité d’un flot cylindrique
Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1976, fasci-
cule 2
« Séminaire de probabilité I », , exp. no 5, p. 1-7
<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1976___2_A5_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1976, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1976___2_A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


ERGODICITE O'UN FLOT CYLINDRIQUE 

par 

J.P. CONZE Gt M. KEANE 

NOTE : On trouvera dans "fiquirepartition et ergodicit6 de transforma­

tions cylindriques (ce meme volume)" una autre redaction de la 

demonstration du th6or6me principal de cat article. 

II nous a paru utile, cependant, de reproduire ici la demons­

tration complete de ce seul th6or&me. 

Soit X * (R / Z le tore de dimension 1 muni de la mesure de 

Lebesgue y , et identififi & l'intervalle £o,lQ . Sur l'espace O ^ X x I 

on consid&re la mesure (infinie) m produit de y par la mBsure de d6-

nombrement sur TL . Soient : x > x + a mod 1 la rotation d'angle 

irrationnel a sur X et S a le produit gauche dfifini sur ft papar 

S a (x,z) « (T ax, z • ^ ( x J ^ o D ( X) « + 1 pour o s< x < 1/2 et 

4> (x) * - 1 pour 1/2 £ x < 1. 

Les mesures y et m sont respectivement invariantes par 

et S , et la transformation T est ergodique sur (X,y ). Le but de ot a 
cette note est de prouver l*ergodicit6 de sur (ft, m ) . Ce rfisultat a 

(1) 

6t6 obtenu. par K. SCHMIDT pour des valeurs particuli&res de a 

Th6orfeme : 

Pour tout irrationnel a , la transformation est ergodique 

sur (ft , m) 
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Pour toute fonction ¥ sur X , et pour q >/1, nous noterons 
q ~ 1 k 

V la fonction ¥ (x) * Z , u» (T x) . Remarquons la relation : 

S q (x,z) » (T q x, z • ^ r , t x ^ a a i q 

(2) 
Lemme : Soit * : X > (R integrable. Soient p, q ^ 1 entiers tels 

D 1 
que : (p#q) * 1 et |a E-| < — ^ . On a alors : 

|* (x) - q j " * dy| ^ Var ( T) , 

pour chaque x g~ X, Var ( HT) §tant la variation totale de ¥ 

sur X . 

D6monstration : 

L'hypothSse sur q implique que chaque intervalle fj/q, (\ 
q 

j • 0, . q-1, contient un point Ka mod 1, Q .$ k < q. Soit I. l'intar-
K 

valle contenant ka mod 1 . II suffit de montrer le lemme pour x • 0. 

On a : 
q-1 

|* (0) - qff d |i| = *| I q ] t¥ (ka) - ¥ (x) dp(xj | 
q J k=0 J \ 

q-1 
N< Z Var (f . I ) < Var m . 

k=0 K 

Corollaire : 

II existe une suite (q n) d'entiers positifs impairs- telle que 

q o > 0 mod 1 et telle que. pour chaque n et chaque x, 

Kf (x)| i 3 
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Demonstration : 

Prenons pour (o n) la suu.te des 6l6ments i pcir^ des denominators 
p 

des quotients partiels de la fraction continue associee a a . 
q n 

Le lemme et la relation y a 0 impiiquent j v ^ Cx)j ̂  4 . 
Comme VJ> (x) est impair, on peut remplacer 4 par 3 . 

^ q n 

2 ~ yQ§-tgy§5i2Q-f2Q££ignnelle : 

vjp(x) 

Posons o)(x) « j i . Nous montrons que l'equation fonc-

tionnelle h (x + a) « u)(x) h(x) 

n'a pas de solution mesurable non nulle. (Voir egalement (4)), 

Soit h une solution mesurable non nulle. Le module de h est 

invariant par , done constant, et non nul par hypoth&se. Nous avons 

la relation 

h (x + q a) » U)q (x) h (x) 

oO 
q-1 

<o (x) - IT • ko) r i Hfafx) . . 
^ . . J 

Soit q la suite donnee par le corollaire. Alors h(x+q a) n M n 
1 

tend vers h(x) dans L et nous avons 

0 * lim f|h(x) - h(x+q a)] d ytxj « Const, lim [ h ^ fx) I d y(x) . 
n — > - H » ! N n —>+°° ' q n 

Considerons pour chaque n la fonction : 

0) (x) » 7T U)( x + j/q ) 
Q n j-0 n 
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Nous savons (5) qu'il existe une constants c < 1 telle 
p 

que |a — \ . pour n suffisamment grand. Si 
q n q n 

k a C I-—-—- * T , I'ensemble des x tels que u> ( x - » — a ) ( x * k a ) 
L q Q q ^n ^n ^n 

a une mesure 6gale a 2 |k a - — — | $ • 2 P 
q n q n 

II en risulte : 
q -1 2 kc x n c y {x : a) (x) ¥ a) q (x)} £ I < 

q n n k=0 q 2 
n 

Posons : 

D (x) * {x : a> (x) = a) (x)} . On a : 
n q n q n 

p (D ) >/ 1 - c > 0 et J n 

Q < lim f D h - o>* (x)| d ytx) < lim \J1 - o> (x)| dy (xl * 0 
n — > +» j n ' q n n—>+*>J q n 

Par ailleurs, on voit facilement que, pour tout x et tout 
y 

o) (x) = 1 + 1 , car q est impair. On a done : 
% 

|1 - u/j Cx)| dp (x) - |1 - j| y(D n) >, (1-c) >0, 
n 

ce qui conduit a une contradiction. 

3 - QiSSQStration_du_th|oreme : 

Soit Ac!) un ensemble mesurable invariant par S et de — a 
mesure non nulle. 

Pour chaque k c l posons « {x £ X : (x,k) C A}. 

Ces ensembles sont mesurables et, d'apr&s l'invariance de A 

par S , U B. est invariant par T . L'ergodicite de T implique que : 
ke z 
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X * U B mod y • 

Posons c£ 1 - B K A 1 , c£ 3 - ^ 0 ^ 3 ' * o u r 

tout K C Z , 

Comma' qnct > 0, nous pouvons supposer, en remplagant 

au besoin q n par une sous-suite, que : 

1 r*1 (x • q a) > 1 +1 (x) , 
k K 

1 +~ (x + q a) > 1 +3 (x) , 
L—'j n Lr 

k K 

pour y presque tout x et tout k £ Z. 

En utilisant a nouveau l'ergodicite de , le fait que 

q n a > 0 et la sym6trie des donnees £p(x + 1/2) • - vy(x)] , on 

montre facilement que l'une au moins des deux situations suivantes est 

realises : 

- il existe des ensembles et D'^ de mesure 1 dans X tels que / 

pour tout x g D ^ resp. tout x£Q\j^f (x) • • 1, resp. (x) » -1, 
q n q n 

pour uni.infinite d'entiers n , 

- il existe des ensembles D 3 et D ' 3 de mesure 1 dans X tels que, pour 

*out x € D 3 , resp. tout x 6 D ' 3\Jp (x) * + 3, resp. (0 (x) » - 3, 
q n ' q n 

pour une infinite d'entiers n . 

Flontrons que, dans la premiere situation, on a B. C B. A mod y # 

pour tout k. Dans le cas contraire, on aurait p (C. ) > 0 pour un entier k. 
K 

Soit x £ C. I D , . Pour n £ n(x), nous avons x • q a £ C. , done (x,k)g: A K 1 n K ^— 



- 6 -

et (x + .q^ a, k + 1) f £ A, pour n ^ n ( x ) . Puisque x € , il existe 

un n 0 n(x) tel que l'on ait aussi U? (x) = 1. Ceci implique 

S ° (x,k) s (x + q a, K • /\), ce qui contredit l'invariance de A par 

S . On a done ji (C. ) s 0 et B. C 8, , mod y , pour tout k • 
Ot K K K+ i 

Un raisonnement analogue utilisant 1'ensemble D*^ montre 

que, dans la premiere situation, on a egalement B ^ C B ^ mod y , pour 

tout k. 

Les ensembles B coincident mod y , et sont done §gaux 
K 

a lour union qui est X . D'ou A » Q mod y . 

Dans la deuxieme situation, on montre par le meme raison­

nement et en utilisant les ensembles D Q et D' que B * B mod y , 

pour tout k . Posons 4> Cx) a { k £ 7 : ( x , k ) S A} . Piur presque tout x, 

1'ensemble <f>tx) est non vide et invariant par translation par l'entier 3. 

Si pour un ensemble de x de rrasure positive, on a 

{0, 1, 2} c <\> (x), alors 4> (x) =7L \ pour presque tout x, ce qui implique 

A « fl mod y • 

En remplagant au besoin A par son complernentaire, nous pou-

vons done supposer que seul l'un des entiers G, 1 ou 2 est dans $ (x) 

pour presque tout x . Soit f (x) cet entier. La fonction est alors so­

lution de l'equation fonctionnelle : 

f(x * a) « f(x) + ^ ( x ) m o d 3 , 
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qui s'ficrit sous forme multiplicative : 

h(x + a ) s a)(x) h(x) , 

f fx] 
avec h(x) = j I X J . 

D'apr&s le paragraphe 2 , cette Equation n'a pas de solu­

tion mesurable non nulls, ce qui fournit une contradiction. 

JP CONZE st M KEANE 
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