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ERGODICITE D'UN FLOT CYLINDRIQUE

par

J.P. CONZE et M. KEANE

NOTE : On trouvera dans "équirépartition et ergodicité de transforma-
tions cylindriques (ce méme volume)” unu autre rédaction de la
démonstration du théoréme principal de cet article.

Il nous a paru utile, cependant, de reproduire ici la démons-

tration compléte de ce seul théoréme.

Solt X = R/ Z le tore de dimension 1 muni de la mesurs de
Lebesgue u , et identifié & 1'intervalle [0,1[ . Sur l'espace Q = X x Z

on considére la mesure (infinie) m produit de u par la mesure de dé-

nombrement sur Z . Soient Ta P X > x + amod 1 la rotation d'angle
irrationnel o sur X et Sa le produit gauche défini sur Q papar
Sy (*.2) = (T x, 2 + Hf[x),,oﬁ W (x) =+ 1pour o€ x <€ 1/2 et

WP (x) s -1 pour 1/2 € x < 1.

Les mesures pu et m sont respectivement invariantes par T“
et Sa , et la ﬁransformation Ta ast ergodique sur (X,u ). Le but de
cette note est de prouver l'ergodicité de Sa sur (Q, m). Ce résultat a

été obtenu. par K. SCHMIDT (1) pour des valeurs particuliéres de «

Théoréme :
Pour tout irrationnel « , la transformation Su est ergodique

sur (Q , m)



1 - Un_lemme sur_la_répartition_des points {7 kx}
Q

Pour toute fonction ¥ sur X , et pour q > 1, nous noterons
q-1

¥ 1la fonction ¥ (x)} =1L , \y(Tk x) . Remarquons la relation :
q q k=0 a
q = q
Sa (x,2) (Ta X, Z + L{q(x])
Lemme (2]: Soit ¥ : X > R intégrable. Soient p, g > 1 entiers tels
qus : (p,g) =1 et |a = -ﬁ%d < —13 . On a alors :

q
Iy, 00 ~gfvaul s var (v,

pour chaque x ¢ X, Var ( ¥) étant la variation totale de ¥

sur X .

Démonstration :

i+

L.

q
J=0, ..., g1, contient un point ko mod 1, 0 € k < g. Soit Ik 1'inter-

L'hypothése sur q implique que chague intervalle Ej/q,

valle contenant ka mod 1 . Il suffit de montrer le lsmme pour x = 0.

On a :
g-1
r ~
ly (0) -qi¥du] =42 I g J (¥ (ka) - ¥ (x) du(x) |
g J k=0 1
K
g-1
& z var (¥, Ik) £ Var (V) ,
k=0
Corollaire :(3]

I1 existe une suite (qn) d'entiers positifs impairs. telle que

q o > 0 mod 1 et telle que, pour chaque n et chaque x,

n

I (x)] ¢ 3
n



Démonstration :

frencns pour [Un) la su.te des éléments i pzir~ des dénomina:surs

p
des quotients partiels nv de la fraction continue associée & o .
%
Le lemme et la relation X ¢u=0 impliguent )| € 4.
a L? u piiqg ‘\Qqn ‘

Comme \?q {x} est impair, on peut remplacer 4 par 3 .

n
2 - Une_6guation fonctionnelle

_ \f[x) ' s .
Posons wlx) = j . Nous montrons que 1'éguation fonc-

tionnelle h (x + a) wix) hix)

n'a pas de solution mesurable non nulle. (Voir égalemsnt (4}).

Soit h une solution mesurable non nulle. Ls module de h est
invariant par Ta , done constant, et non nul par hypothése. Nous avons

la relation

h (x +qa) = g {x) h (x) .,

g-1 o
w (X)) = 1 w(x+ka) = j \fgx) .
q o

Soit 9, la suite donnée par le corallaire. Alors h[x+qn o)

terJ vers hi(x) dans L1 » 2t nous avons

f
0= 1lim 3|h(xl - hix+q a)] d ulx) = Const. 1im y|1-w (x) | d utx) .
1 —>+0 - n Nn —>+x qn

Considérons pour chague n 1la fonction

wl x + j/qn] .

€
~
X
A ed
L]
u 3 3



Nous savons (5) qu’'il existe une constante c < 1 telle

que |a - | N : » pour n suffisamment grand. Si
., 6,2
k a (:[' J__ . 3+ [ , l'ensemble des x tels que w (x+—~1+# wix+*ka)
qn qn qn
J 2 ke
a une mesure égale & 2 |k a - | < .
q, q, 2
Il en résulte :
% qn°1 2 ke e
pix 0w xX)#¥ w q, (x)} ¢ T <
9 k=0 q_ 2

Posons :

B (x) = {x: oo (x) = w*qn (xJ} . On a:

u(Dnl>,1-c> 0 et

0 § lim |1 -w ) dutx) < 1im {1 -0 (x)] dulx) = 0O
Dn qn qn

n—> +» r—> +®
-

Par ailleurs, on voit facilement que, pour tout x et tout

m; (x) =3 +1, car q, est impair. On a donc :
n

jj |1 - X (x3] du (x) = |1 - 3| w0 ) > (1-e) {1-3] >0,
n n ’

ce qui conduit a une contradiction.

3 - Démonstration du théoreme :

Soit A ¢ @ un ensemble mesurable invariant par Sa et de
mesure non nulle.

Pour chaque k € & posons B, * {xeX: (x,k)e€ A}.

Ces ensembles sont mesurables et, d’'aprés l'invariance de A

par Sa , U B est invariant par Ta . L'ergodicité de Ta implique que :

k
ke Z



X= Uu Bk mod y o
k€ &
+ 1 c +3 _ c
Posons Ck = BKn Bk: , Ck = Buthza , pour

tout k€ &.

Comme . > 0, nous pouvons supposer, en remplagant

au besoin qQ, par une sous-suite, gue :

> 1 _+1 {x) ,

> 1 +3 (XI »
k

pour u presque tout x et tout kg Z.

En utilisant & nouveau l’ergodicité de Ta . le falt que

g.o

n > 0 et la symétrie des données [Lp(x + 1/2) = - \f(xl] , on

montre facilement que 1'une au moins des deux situations suivantes est
réalisée :

=~ il existe des ensembles 0, et D',I de mesure 1 dans X tels qus,

pour tout xED1. resp. tout xeD’,,,qun (x) = + 1, resp.\gqn(x] = -1,
pour una .infinité d'entiers n .

- il existe des ensembles D3 et D'3 de mesure 1 dans X tels que, pour

‘out x& Dy, resp. tout XED'B.‘-Pqn (x) = + 3, resp. q)qn {(x) = - 3,

pour une infinité d'entiers n

Montrons que, dans la premiére situation, on a Bkg_ B mod H, .

k+1

pour tout k. Dans le cas contraire, on aurait [Ck] > 0 pour un entier k.

Soit x& Ck nD,'. Pour n 3 n(x]), nous avons x + q.¢€ C., donc (x,k)& A



et (x +.qn a, k + 1) ﬁt A, pour o 2 ni{x). Puisque x & D1 , 11 existe
un ne > Nix) tel gue 1'on ait aussi qu {x} = 1. Ceci implique
n
SZ° {x,k) = (x + qp a, k + 1), ce gui contredit 1l'invariance de A par
o

S .0On adonc u (Ck] = 0 et BKCI BK+

a mod W , paur tout Kk .

1
Un raisonnement analogue utilisant 1'ensemble D'1 montre

qgue, dans la premiére situation, on a également BKCI'B mod ¥ , pour

k=1
tout K.

Les ensembles Bk coincident mod ¥ , et sont donc égaux

~

a leur union gqui est X . D'o0l A= mod u .

Danes la deuxiéme situation, on montre par le méme raison-

n* = »
nement et en utilisant les ensembles D3 et [ 3 que BK Bk+3 mod u

pour tout k . Pnsons ¢ (x) = {ke 7 : (x,k)€ A} . Paur presque tout x,

1'ensemble ¢(x} est non vide et invariant par translation par 1l'entier 3.

Si pour un ensemble de x de masure positive, on a
{0, 1, 2} ¢ ¢ (x}, alors ¢ (x) =2Z: pour presque tout x, ce qui implique

A= Qmodyu .

En remplagant au besoin A par son complémentaire, nous pou-
vons donc supposer que seul 1'un des entiers 0, 1 ou 2 est dans ¢ (x)
pour presque tout x . Soit f (x) cet entier. La fonction est alors so-
lution de 1'équation fonctionnelle :

flx + a) = f(x) +P(x) mod 3,



gui s'écrit sous forme multiplicative :

hix + gq) = ¢{x) h(x),

avec h(x]) = Jf(XJ .

D'aprés le paragraphe 2 , cette équation n'a pas de solu-

tion mesurable non nulle, ce qui fournit une contradiction.
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