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PROPRIETE DE DROITE FIXE ET

FONCTIONS PROPRES DES OPERATEURS DE CONVOLUTION

par

J.P. CONZE et Y. GUIVARC'H

(Université de Rennes)

Nous étudions dans ce travail 1'équation de convolution
p*u= pu ou p est une mesure de probabhilité fix€e sur le groupe
localement compact G , & un réel positif donné et 1'inconnue U
une mesure de Radon positive. Une &tude compléte de cette équation a
été faite par G. Choquet et J. Dany lorsque G est abélien (2), les
solutions extrémales €tant alors les fonctions exponentielles. Lors-
que G n'est pas ab&lien, la nature des solutions extrémales est
étroitement 1liée 3 la structure de G comme 1l'ont montré G.A. Margu-
lia (7) et H. Furstemberg (4) dans deux cas particuliers.

Nous donnons ici une représentation des solutions de 1'équa-
tion précédente pour les groupes G possédant un sous-groupe nilpotent
'distingué uniforme qui généralise (7). La détermination des solutions
extrémales repose sur une propriété de droite fixe et de moyennahilité
(5), est étudiée systématiquement dans une premiére partie, ol nous
développons les remarques faites par H. Furstemberg sur ce sujet dans
(4). La deuxiéme partie est consacrée a 1'étude de 1'équation mention-
née au début, la méthode de détermination des extrémales &tant inspirée
de (4) et (7).

Un résumé de ce travail est paru dans (9).
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I. - DROITE FDE SOUS L'ACTION D'Uil GROUPE DANS UN OONE A BASE OOMPACTE

Soit "G un groupe localement compact séparable. On note dg une mesure

de Haar & gauche sur G . Pour f : G—> C , on pose _ ¢(h) ® F(g-1h) .
2

Définitions : On appelle poids sur G toute application borélienne a de G dans 'R:
telle qu’il existe une fonction c¢ localement bornée vérifiant :
algh) ¢ clgla (h) , pour tous g , he G. x)
Une fonction f sur G est dite a-bornése, si l'on a :
ﬂfla = sup If(g)| 7 alg) <=,
ge G
gt a - uniformément continue & droite si f est o - bornée et vérifie :

1im He - ¢} =0
z-*eL '“

On désignes par Ba‘ CBa‘ UCBu respectivement les espaces de fonctions sur
G boulldnnes a - bornées, continues st . a - bornées, a - uniformément continues &
droite.

Ces agspacss sont des espaces de Banach pour la norme associés & o et
1’'action de G par translation 3 gauche sur chacun d'eux définit une représen-
tation de G . La représentation de G dans UCBu est continue.

Quand a est 8gal 2 1 , on retrouve les espaces de fonctions utilisés
classiquemaent dans 1'étude de la moyennabilité (cf(3)), liée A 1l'existence ds
moyennes invariantes sous 1l'action de G sur ces espaces. D’une fagon analogue, nous
cherchons icl des moyennes quasi-invariantes sous l'action de G sur les aespacss
introduits plus haut.

Pour toute forma linéaire m sur un espace de fonctions définies sur G ,
on note gm la forme linéaire f -+ mi{gf), g& G .'Une exponentislle sur G st un
homomorphisme continu de G dans le groupe multiplicatif R* « On désigne par G
1’ensemble des exponentielles sur G , muni de fagon naturelle d'une structure

d’sspace vectoriel réel compatible avec la topologie de la convergence simple sur G .
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Une forme linéaire sur un espace de fonctions définies sur G est dits

quasi-invariante, s'il existe A e G" tells que:

gm = X(glm , pour tout g G, (1)

Proposition 1

Soit a un poids sur & .-Les conditions suivantes sont équlvalentes :
1) 11 exists sur B, une forme linéaire positive quasi-invariante m , telle que :
m{a) = 1
2) 11 existe sur CBu une forme linéaire positive non nulle

3) 11 exists sur UCBa une forme linéaire positive non nulle.

Démonstration :

Les démonstrations de la proposition 1, et du théoréme 1, sont trés proches
des démonstrations donnéesibans (3}, chapitre 2} de l'équivalence des diversc: "im--
de la moyennabilité.

Montrons d'’abord que o est équivalente, en un sens, a une fonction de
UCBQ « Soit f> ung fonction > 0 dens l?k[GJ » 1l'espace des fonctions continues

a support compact sur G . Considérons le produit de convolution :

(P alg) = St atn g an
G

D'apras (»), on a :

p* x(g < alg) j w(h) c(h-1) dh = K afg) ,
G

et de mdme 1l'inégalité u[h‘1gJ 2a(g) / c(h) 1implique :

((n:u[g] > alg) j\f[h) / c{h) dh = K'al(g)
G

(2)
On a donc : K'a ¢ 1’* a € Ko , o K st K’ sont deux constantes dépendant de (f.

avec K' > 0 si %r est non ldentiquement nulle. D'autre part, on vérifie immédiate-
ment que &'* a est dans UCBu .

Soit m une forme linéaire positive sur Ba , quasi-invariante. Sa restric-
tion & CBa est une forme linéaire quasi-invariante sur CBa , qui est non nulle,
si m(a) = 1, d'aprés les inégalités (2). On a donc montré que 1) implique 2}

st un raisonnement analogus montre que 2) impliquse 3).
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Montrons enfin que 3) implique 1). Soit m wune forme linéaire positive
non nulle sur UCBa ., quasi-invariante. S1 f & Ba gt si kf‘é'fl(G] , on obtilent,
comme précédemment, qus § » f est dans UCBa , et m(y~w~f) est bien défini.
Fixons f , et considérons la forme linéaire sur tfk[G] Y » m(\WPx-f) .
On a migyx f) = A(g) m(Y~Ff) , d'eprés (1). L'unicité de la mesure de Haar
impliquse qu'il existe, pour chagque ¥ , une constante u(f) telle que :

,
m(P» f) = u(f) ) A(g) f(g) dg
“G

Il est clair que u est une forme linéaire positive sur Ba . Elle ast
non nulle car d’'apreés les inégalités (2), on a ula) > O . Enfin slle est quasi-

invariante : soit €& 1la fonction modulaire de G . On a

. - -1
LP+g01° =¥¥f , o0 Y(g) =A(go1) *f’(ggo ) .
d'od :
m[\fa‘gof] = u(f) jG Alg) ¥(g) dg
= Mg ) uif) Jg Alg)\? (g) dg
= X[go) m[“f"\“f] ’
soit :

g = A(golu s pour tout By & G .

On obtient la forme linéaire sur Bd‘ cherchée en divisant uw par ufa) .

Propriété de droite fixe

Soient V un espace vectoriel topologique localement convexe séparé, c
un cbne convexe propre de V , et p une représentation de G dans ¥ , c'est-a-dire
un homomorphisme de G dans le groups des automorphismes de V tgl que :
plg) €c £, pour tout g« G

La représentation p sera dits globalement continue si l'application

(g X)» p(g)x est continue, et continue sous 1'hypothése plus faible que, pour tout

x fixé dans V , 1'application g+ p(g)lx est continue.

Théoréma 1
Les conditions suivantes sont équivalantes :

1) Pour tout polds @ sur G , G vérifies les conditions équivalentes de la pro-

position 1 ;
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2) Pour toute représentation globalement continue de G dans un c8ne . & base

compacte, 11 existe dans ¥’ une droite fixe sous l‘'action de G ;

3) Pour toute représentation continue de G dans un cfne € a base compacte, il

exlste dans ‘fz une droite fixe sous l'action de G .

Démonstration :

I1 est clair ¢ue 3) impligue 2). Montrons que 2) implique 1).
Seit a un polids sur G , UCBa 1'espace des fonctions sur G wuniformément continues
d'ordre a . On peut supposer comme nous l'avons vu que o east dans UCBa ..Considérons
le cBne Y des formes linéaires positives sur UCBa , muni de la topologie faible.
Les formes linéaires positives m sur UCBa telles que m{a) = 1 forment une base
compacte de ce cBne, et la représentation p de G dans ¥ dé&finie par plp)m = gm
est globalement continue. Les &léments d'une droite fixe par G dans ¥ sant des
formes linéaires positives guasi-invariantes sur UCBG .

Montrons enfin que 1) implique 3). Soit p une représentation continue
de G dans un cBne £ & bass compacts, .V , Soit E)o = {xe : Fo(x) = 1}
une base compacte de £ définie par une forme linéaire F sur V , positive sur ks».
Fixons un élément xc& C% ,» 8t montrons que la fonction o définie par
alg) = F0 {p(glx) est un poids sur G .

Posons clg) = SUﬁffotp(gJyJ . Ona clgg') < clg) clg’'), g.g=B
ye

el

Fo(ghIx) = F_(o(Mx) F_ (p(g)z) ., avec z - — o(h)x ,

Fo(p(h)x]

|F_tetgh)x)| scte) |F (o hIx}|

Nous devons montrer que c¢ qui sst partout définii, d'aprés la compacité

de € , est localement borné. Soit A, = {ge G:clg) £k} .0Ona G= , Al
0 ke IN
et les Ak sont fermés. D'aprés le théoréme de Baeire, 1l'un des Ak est d'intérieur

non vide. Donc c ast borné sur un ouvert et comme clgg') < clg) clg') ,

¢ @ast bien localement borné.
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Pour tout F dans l'espace v* des formes linéaires continues sur V ,
et pour tout x & V , les fonctions g Flp(g)x) sont dans CBa , car elles sont
continues par hypothése et vérifient

[Flplg)x)| € alg) sup |Fly)] .
ye ¥
0
Soient K 1l'ensemble des formes linéaires positives m sur CBa telles
qus m(a) = 1, et Kd le sous-ensemble de K formé des mesures positives uw sur
G , & support fini, vérifiant wu(a) = 1 . Il résulte cu théoréme de Hahn-Banach

que K, est faiblement dense daps K . Considérons 1'application de K dans V™™

d
qui & m<K associe x < V™' défini par
xm[FJ =m (Flp(g)x)) .

Pour m £ Kd , on constate que X est dans t’o identifié & un sous-
ensemble compact de v, L’application m > xrn est faiblement continue, et
envoie Kd dans é% . Elle appligue donc K dans t; .

Si m est dans K et est quasi-invariante par G , son image X
est Un élément de t:o , appartenant & une droite fixe gsous’I'action de G . Donc
1'hypothése 1) implique 1'existence d'une droite fixe sous 1l'action de G dans le

cBne .

Définition : Un groupe G localement compact a la propriété de droite fixe, s'il

vérifie les conditions équivalentes de 1'énoncé du théareme 1.

I1 est clair que les groupes compacts, le groupe Z (d'aprés le théaoreme
de Schauder-Tychonov) ont la propriété de droite fixe. Les groupss ayant la propriété
de droite fixe sont moyennables. La réciprogue est fausse. Comme le remarque
Furstenberg (4) , le groupe des déplacements du plan est un exemple de groupe
moyennable, qui n'a pas la propriété de droite fixe. D'autre part, contrairement
a la moyennabilité, la propriété de droite fixe ne se conserve pas dans le passage
aux sous-groupes fermés : ainsi le groupe des similitudes du plan qui contient
le groupe dss déplacements du plan a la propriété de droite fixe, comme nous le
varrons plus loin. On a cependant le résultat suivant, qui sera utile pour

détsrminer des groupes ayant la propriété de droite fixe :
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Proposition 2

Soit G un groupe localsment compact ayant la propriété de droite fixa.
Si H est un sous-groupe fermé de G ,tsl gque G/H so0it compact, alors H a la

propriété de droite fixa.

Oémonstration :

Solent o wun poids sur H , et c une fonction localement bornée tells

que al(bh') € c{h) alh') , h.hfes H . 81 f'& (?;(G] et f G_Bu[H) , la fonction

Y xFlg) = g‘f(gh) £(h7 1) dh
est bien définie car ¥ est localement bornée.
Solent A un compact de G tel que G = AH , et ¥116 {;(63 strictement
positive sur A . Posons B8 = TO # & » Nous allons montrer que 8 est un poids sur G,
puis en déduire uns moyenne guasi-invariante sur 1'espace BG(HJ .
Solent B un compact de G , goei B,et g&G, avec g = ah1 ’

a&E A, h1 & H . Nous avons les majorations :

= -1 = J _1
f°*~ a(gog] J; 9;(gogh) alh ') dh : V;(goah) a {h h1) dh

- »
sa(h1] /& T;[goa1h) clh ') dh £ K a(h1] ’

ol K est une constants finie ne dépendant que de B .

) » - afh.) et des hypothéses sur To ,

De méme, de 1'inégalité a[h-1h 4
€(h)

1
on déduit la minoration :
?o~n-a(g) ® K? a(h1] R
od K' est une autre constante > 0 ne dépendant que de B . Les deux inégalités
obtenues montrent que B = T;-t~a ast un poids sur G .
Soit Yy € Cw . n exigte un nombre fini de translatées de Yo et des

K
constantes A, telles gque |$| < Z A, g,.% . S1 fe B (H) , on adonc
i 1 s B a

ly ] < | fb [ ﬂf'a () \;d(g,))g , od d est une fonction sur G verifiant
1

Blg g) < dlg ) 8lg) . 8,,BE G o

Caci implique que ¥ +f ast dans BB(GJ .
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Comme G a la propriété de droite fixe, il existe una forme linéaire
positive m sur BB(G) telle que m(B) = 1 st gm = A(glm , pour une
exponentislls A & G~ . Pour f fixée dans Ba(H] , d'aprés ce qui précede, 1'ap-
plication C}(G) 3 Vﬂ+ m{y » f) est une mesure de Radon sur G , quasi-invariante,
donc, & un coefficient prés dépendant linéairement de f , de la forme
?~*_j’ Alg) w(g) dg . Il existe donc une ?orme linéaire positive 6 sur Ba(H)
telleune :

miy » f) = 6(?)_/£ xlg) w(g) dg

Pour f =a , on obtient m(¥ +a) =m(B) =1 , d'od 6(a) >0 .

Par un changement de variable, on montre la relation

m(lp ~ £) = A(h) B[f)j‘; Ag) ylg) dg

d'ol ethf] = A(h) 8(f) .
Nous allons maintenant préciser la structure des groupes possédant la
propriété de droite fixe. Certalns des résultats prouvés dans la suite ont &té

obtenus par Furstenbarg (4).

Proposition 3

Tout groupe nilpotent G posséde la propriété de droite fixe.

Démonstration :

Si G est abélisn, le résultail est una conséquence du théoréme de
Schauder-Tychonov et du lemme de Zorn. Dans le cas général, on raisonne par récurrancs
sur la suite centrale descendants G = G'D G°3 ... 6o 6 ' = {e} de G .

Soit p une représentation de G dans un c8ne convexe c a base compacte.
Soit f; le sous-cbBne de t? formé dss x & t? tels que plglx = A(glx , ge.Gr ,

ol A ast une expenentielle sur Gr » D'aprés le résultat dans le cas abélien,
il axiste uns exponentielle A sur 6" telle que E& ¥ {0} . Montrons que A = 1 ,
pourvu que r soit > 1,

Saient ‘a-.Gr.1 . H 1le sous-groupe abélien et distingué dans G engendré

1

par a st (el « H opére dans E; . Il existe donc un prolongement X' de A A

H tel que pour un x # o dans t?A on ait p(hlx = A'(h)Jx , heH .
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Lemme 4
Solt G un groupe localesment compact contenant un sous-groupe abé&lien dis-

n

tingué H de la forme H = Rm x Z et tel que G/H soit compact. Alors G posséde

la propriété de droite fixe si et ssulement si H est central dans G .

Oémonstration

La condition est suffisante d’aprés la remarque précédente. Inversement
supposons qus G ait la propriété de droite fixe et montrons que G opére triviale-
ment sur H” donc sur H .

Soit A un élément de H™ et considérons le cBne des mesures de Radon posi-
tives sur G vérifiant : Vhe H, ux § = Alhlu . Ce cdne, muni de la topologie
vagus est fermé et posseéde une base compacte. Si (f est une fonetdon continue 23
support compact qui est strictement positive sur chaque classe modulo H on a
u(y) # 0 pour u ¥ 0 car une fonction continue 3 support compact quslconque ¥ ast

majorée par une combinaison linéaire de translatéaes de ?’ par des éléments de H :

isr h
Osyps] a 1
i=1 1
et cette rslation entraine
i=pr

a, Alhy) uiy),

0 <ulyp) ¢ ;_1

La compacité de la base définie par wu(¥) = 1 résults de la mdme relation.
Comme le groupe G opére dans ce cBns par translations & gauche, 1l pos-
séde une droite fixe et donc il existe une exponentiells © sur G vérifiant
vh=H 6(gh) = 6(g) A(h)
c'est-a-dire qua 6 prolonge A et donc que :
1h-1

Algh g )=1 ;YgeG,YheH .

Il en résulte que A est invarisnte par G .

Prauve de la proposition 4

Supposons que la représentation adjointe de G posséde un poids de module
1 non trivial dans 1'algébre de Lie de G'/G" . Alors (cf (1)), G possaéde un
quotient isomorphe au groupe des déplacements du plan euclidien, qui d'apras le

lemme 4 ne posséde pas la propriété de droite fixe. Il an est de m8ms pour G .
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Inversemsnt, supposons que la représentation adjointe de G ne posséde
pas de poids de module 1 non trivial et montrons que les orbites relativement
compactes de l'action de G sur Gf sont réduiltes a des points. Soit V 1le sous
espace de G' formé des élements dont l'crbite, sous l'action de G , est relati-
vement compacte. En premant une base de V , on voit que G opére sur V comne
un scus-groupe relativoment compaet du orcupe lingailre de V o Les polds de G dans
le complexifié de V sont donc de module 1. Comme de plus V s'’identifie au dual
d'un quotient de l'algébre de Lie de G'/G", ces poids appartiennent a la repré-
sentation adjointe de G et sont donc triviaux. G opére trivialement sur V .

Soient p une représentation de G dans un céne ¢ & base compacte, A
un élément de qu contenu dans la restriction dse p & G' qul est nilpotent,
donc a la propriété de droite fixe. Comme l’orbite de A sous G est relativement

compacte, A est G i1nvariant. Soit le sous cfine de t, formé des x tels gus :

Sﬂ'
\x
p(glx = Alglv , pour tout g G' .

La représentation de G dans Zik déduite par restriction de o a CA

gst triviale sur le sous groupe fermé < G , G'> de G engendré par les commutateurs
d'élément de G et G’ . C'est donc en felt une représentation du groupe nilpotent

G/ <G, G » La propriété de droite fixe appliquée & cette représentation fournit

alors le résultat.

Proposition 5

Soit G un groupe de Lie connexe de radical R , R' 1le groupe dérivé
de R . Alors § posséde la propriété de droite fixe si et seulement si les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

1} G/R est compact,
2) La représentation de R dans 1'algébre de Lie de R'/R"™ ne posséde pas de
poids de module 1 non trivial,

3) G opere trivialement sur R/R’,

Démonstration

Montrons d'abord que ces trois conditions sont nécessaires : puisque G

est moyennable, G/R 1l'est aussi et donc est compact. Il sn résulte, d'apraés la
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proposition 2 qus R posséde la propriété de droite fixe et, d’'aprés la proposi-
tion 4, vérifie bien la conditicon 2. D'’aprés le lemme 4, G opére trivialement

sur le guotient de R/R' par son sous-groupe compact maximal ; puisque G est
connexe, son action sur ce groupe compact est évidemment triviale, ce qui donne 1la
condition 3.

Inversement, supposons vérifiées les conditions 1, 2, 3 et soit p une
représentation de G dans un cBne & base compacte ¥ . La restriction de p a R
posséde une droite fixe d'aprés la condition 2 et la proposition 4. L'exponentielle
A correspondante est invariante sous G d'aprés la condition 3 et G opére donc
dans le cbne Zf; formé des v de f’ tels que p(rlJv= ([r) v , r R .

Cette action @st en fait une action de G/R’' qui possede la propriété de droite fixu

d'apres le lemme 4. Donc G possede une droite fixe dans Cf .
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II.- FONCTIONS PROPRES DES OPERATEURS DE CONVOLUTION

Dans cette deuxidme partis, nous étudions les fonctions propres positives
de l'opérateur de convolution définl par une mesure de probabilité p sur un groupe
G . Nous nous plagons dans le cas particulisr suivant : G est engendré par un compact
et posséde un sous-groups nilpotent distingué N tel que G/N soit compact, st p
vérifie 1'hypothase (F) précisés plus loin.

On sait que dans le cas o0 G est abélien, un théoréme de représsntation
intégrale de cas fonctions propres (en particulier fonctions harmoniques) a &té
donQé par G. Choqust st J. Deny (2). Lorsque G est semi-simple, un résultat
analogue a 8té& obtenu par H. Furstenberg (4), sous une hypothéss analogus a notre
hypothése (F) sur p .

Pour les groupes nilpotents discrets, quand 1l'é&lément nsutre sst dans
le support de p , la généralisation de (2) a &té obtenue par G. A. Margulis (7]},
qui indique égalsment une extension au cas des groupes nilpotents localement compacts
sans en donner la démonstration compléte.

Nous rsprenons ici les arguments de (7) et de (4), en particulier la
propriété de droits fixs, dont 1'étude systématique a fait l'objet de la premidre
partie ds ce travail. Appliquée dans le cas particulier des groupes nilpotsnts, cetts
propriété nous permet d'étendre le résultat de (2) aux extensions compactaes de groupas

nilpotents pour une certaine classe de probabilités p .

Définitions at notations

Soit G un groupe localement compact. Notons tl 1'espace das fonctions
continues & support compact sur G , M 1le clne (pointé) des mesures de Radon
positives non nulles sur G , dg wune mesure de Haar & gauche sur G .

Les mesures sur G ayant une densité par rapport & dg sont identifiées
avec cette dansité.

Soit p une probabilité a support compact sur G . Pour uy & M’ » ON poss :

p 2 Wf) = I £lgn dple) duth) feﬁ ,
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3t pour ?36.51 :

ux b () 'jlf (g-1-) du (g)
Ces dé&finitions de la convolution sont compatibles avec 1'identification

mantionnés plus haut. La niéme puissance de convolution de p est notée pn .
Pour p & M+ , hous posons ¢

B = Jrehae L fe s .

Soit %’é:fL « La fonction ; 44f est continue et bornés, et on peut
lul eppliquer p . Par le théorégme de Fubini, on obtdent la relation :
wip *f) =pxruly) , pe t& » (1)
Cette relation implique en particulier la continuité de 1'opérateur de convolution
par une prababilité p & support compact sur 1l'espace des mesures de Radon muni
de la topologie vague.
Pour tout réel a > 0 , nous associons & une probabilité p A& support
compact les sous-cBnes de M+ définis par :
s,=fue M :pxuc<al ,
Ha={u€-;l"l+:p*—u=au} .
Pour a = 1 , on retrouve la notion de mesure p -sous-harmonique et
p -harmonique. D'aprés la remarque sur la continuité de 1l'opérateur de convolution
par p , ces cbnes sont fermés dans M+ muni de la topologie vague. Dans le cas
ol p a une densité par rapport & dg , les cbnes Ha sont formés de fonections.
Donnons enfin deux définitions :

Une probabilité p est dite irréductible, si le semi-groupe engendré

dans G par le support de p est égal & G .

Nous dirons qu'une probabilité p vérifie 1l'hypothése (F), si elle est

irréductible et s1 p = yYdg , o Y est une fonction continue positive & support

compact.

Proposition 1

Soit p une probabilité irréductible d support compact. Alors les clnes
Sa st Ha associés @ p saat a base compacte dans M_ . Si de plus p a une
densité continue par rapport &8 dg , les clnes ’Ha sont formés de fonctions

continues, st la topologie de la convergsnce uniforme sur les parties compactes
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de G coincide pour LJ H avec la topologie induite par la topologie vague

a’0 8
de M
+
Démonstration
Soit B_ = {u EM i pxys<ap ,ul) et , 00 't est une fpnction

continue positive non nulle a support compact fixée. Montrons que Ba , qui est

une base de Sa , est compeact.

I
S~
o

|
=)
pe)

Considérons la mesure q avec 0 <b < inf (1, 1/a) .

Ona g»ugdy » pour uc¢ Sa , d = Z_ an bn , et comme p est irréductibls,
n1

le support de g est G tout entier. La fonction é - y, est donc > 0 partout
sur G , et pour toute fonction ¥ positive dans :fk » 11 existe une constante C
telle que ¢ < C5 t"ﬂf . On a donc, pour wu<. By , d'aprés la relation (1),

p(.) < Cu(é r*iJ = Cg + p (y) < dCy (i) = dC , ce gui montre qus B, est compact
dans M+ muni ds la topologie vague. Le cbne Ha qui est fermé dans Sa st

aussi a bass compacte.

Supposans maintenant qu'on ait p = Yydg , ol ¢ est une fonction con-
tinue (positive et & support compact). La mesure p .- 4 a alors une densité par
rapport 8 dg , qui est la fonction continue g +/§ w[gh-1) A(h) dulh) , o0 A
désigne la fonction modulaire de G .

La fonction ¢ étant & support compact, il existe une fonction ¥ posi-
tive dans t?k telle gue :

lpen™ ) athy - wig'n Y At <itg.gt) s (R, avee £ (g.g')
arbitrairement petits si g et g' sont assez voisins et appartiennent & un
compact KD fixé de G . En intégrant cette inégalité par rapport & y , on obtient :

|f¢(gh") Ath) dy(h) -j\p[g'h”) ath) duth) < £ (g, g') uls)
d'ol, en notant f la densité de u & Ha
a |F(g] - F[g’)l Sri[g. g') u[?) ,» E,.8'E KO .

., H gst formé d'un ensemble
a>(0 a

Cette inégalité montre que tout compact de

de fonctions uniformément équicontinues sur 1les compacts de G . Il en résults

que la convergsence vague dans ;;6 Ha implique la convergence uniforme sur les

compacts de G .
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Remargue
L'égquation p « f = af s'écrit aussi :
af (x) = [flyTx) v (y) dy
d'on ot () = fr57) v ) ay

et ceci montre que la condition f(e) = 1 définit une base du cne H_.
o

Nous supposerons désormais que G est un groupe localement compact
possédant un sous-groupe nilpotent distingué N tel que C/N scit compact. Avant
d'énoncer le résultat principal de cette deuxieme partie, nous démontrons une

série de lemmes.

Lamme 1
Soit f un élément extrémal de Ha . Alors il existe une exponentielle

A sur N telle gue :

f (gn) =F (g) » (n), pour tout ge G, tout neN (2)

Cémonstration

Montrons d'abord que si u vérifie pxu = ap elle vérifie aussi
Yg e G Sgx u s «(g)y ol 4 est une fonction borélienne localement

bornée.

En effet, 8%g = p admet une densité continue & support compact et

si 1'on pose g = §£ b_n pn ol b < inf {1, 1/a) on a comme prédédemment
n>o

Sgxp <c (g)aq On en déduit

Sgx v = 1/a (Sg» p) % u < c[g]/a gx uw=_d/,c (g)u

d'ot le résultat en prenant A(g) = d/a c (g)

Soit N D N1 > NZD .. _)Nr:) Nr+1 = ie& la suite centrale descen-
dante du graupe nilpotent N et Vv une mesure positive & support compact contenu
cans Nr que 1l'on suppose invariante sous l'actlon de G par automorphismes
intériecrs. La mesure v est alors centrale et : uXvV = vk =}5g*udv(g) € Ky
Si 1'cn suppose la mesure u = f.dg extrémale dans le cdne Ha’ on en déduit

uo= X (g) u xég

pour v presque tout g, ol A{g) est un scalaire dépendant de g.
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r X
Comme l'action de 6 sur N est celle du groupe compact G/N , il
r
existe des maesures centrales v de support arbitrairement grand dans N .
On obtient ainsi pour u extrémale dans Ha , 1'existence d'une fonction

A telle que : u « Gn = A(n) 4 ,(3) pour tout n-. n° . Il est clair que X est

une exponentielle sur Nr .

Dans le cas o N est abélien, ceci démontre le lemme. Dans le cas gene-
ral, on raisonne par récurrence sur r . Considérons le sous-cbne fermé de Ha s

formé des mesures W vérifiant la relati.n (3). Le groupe N opére sur ce cone

par translations & droites, et la propriété de droite fixe {(cf prop. 3, 48re partie)

appliquée a8 N et a ce cbOne montre gu'il existe une mesure U et une exponentielle

0

AO sur N vérifiant :

TP 6n a AD(n] u , pour tout n =N .

0 0

Comme on a, par ailleurs, wu_* Gn = A(n) w , pour n 6'Nr , on en déduit que A

0 3

est égale & A sur nE , et donc, pour r > 1 , » est triviale.
On termine la démonstration en appliquant 1'hypotheése de récurrence au
rroupe 6/N° et a la probabilité p image de p sur e/NT .

La relation (2j de 1'énoncé du lemme se déduit de (3} en passant aux densités.

Lomme 2
Soit X une exponentielle sur N , h et f deux fonctions continues

positives sur G vérifiant respectivement

Y n aoN hx 6

n Aln) h p X

=g
i

ah

Y n = N f » 6
n

Aln) f prf < af.

Alors f/h est une constante.

Preuve
Posons p(x,y) = ;14(xy—1) E%%% et notons que les relations p ¥ h = ah et

n - f £ af s'écrivent maintenant en posant f/h = u

)G plx,y) dy = 1 /% plx,y) uly) dy € u(x)
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Observons que le noyau p vérifie d'apres les hypothéses p(xn, yn) = p(x, y)
pour tout n de N . On obtient alors un nouveau noyau 5 sur G/N en posant
- - - s
plx, y) = ) p(x, yn) dn
N
2t 1'hypothése sur u s'écrit maintenant en introduisant la fonction u sur
G/N associée a u

5 p(x, y) uly) dy £ u(x)
G/N

I1 résulte de ceci gue u{x) est une constante : si g gst un point od u(x)
atteint son minimum, on a 5(9) = GI;DJ pour tous les 9 tels que p(;, 9) >0 ,
donc u(xOJ = y(y) dés que ¢[xoy-1] gst strictement positif. Le résultat s'obtient

alors en remplagant p par pk pour tous les entiers k .

Lemme 3

Il existe une fonction positive unique FA sur G telle que p %~fx
.soit proportionnelles & FA , et vérifiant :

LY (e =1, f,(gn) = #,(g) Aln) YneN
La fonction pH(A) définie sur les exponentielles de N par p *-fx = f(A) ¥

2st strictement convexe.

Démonstration

Soit fl et fx deux fonctions vérifiant les conditions impoeées,c’est-

a-dire : fA(E] = Fi(e] = 1
fk {gn) = fA(g) A(n)
fi (gn) = fi(g) Aln)
p ¥ fA = kfl

]

. 1 ’ H
et supposons k' > k . D'aprés le lemme précedent fA/fi est une constante qui ne

paut 8tre ici gue "un”. On a donc aussi k = k' , ce qui définit A(A) uniguement.
Pour montrer l'existence de f, et par conséquent de la fonction §(A)

on considére le cine Y?A des mesures Y positives vérifiant u ¥~6n = A(n)u pour
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tout n dans N . Ce cdne est fermé en topologie vague et si '} désigne une
fonction continue positive a support compact gui ne s'annulle sur aucune classe
modulo N , 1l posséde une base compacte définie par u(:) = 1 comme le montre
le raisonnement suivant. Si ¢ est continue & support compact sur G , elle ast

majorée par une combinaison linéaire de translatées de , par des e€léments de N

i=k
0 <y & Z:’] ai “ kanl »
i=k i=k
4'00 W) <7 i Aln ) wl) = Z a2, Alny),
i=1 i=1

si w() =1 -

Enfin, puisque p est & support compact, la convolution & gauche par p
difinit un opérateur continu de CJA dans lui-méme. D'sprés le théoréme de Schauder-
Tychonov, il existe donc une mesure W dans‘{fx telle gue pr U soit colinéair= A
. La stricte convexité de P(A) résulte comme suit de 1'inégalité de Holder :
¢l o et o' sont deux réesls positifs de somme "un" et f , f1. deux fonctions

A A

vérifiant :

on a aussi :

p o (Fy #5) « kF K o F
, o o oot eV o a
ot [fx FA,) {gn) (fx fx.] (g) A7 (n) A7 (n),
ceci prouve déja gue :
pO* 2% ) < kK K = a0 Y p )

L'égalité dans 1l'inégalité ci-dessus conduit d'apreés le lemme précédent & :
a o 0.0 , a’
N fl' = H)#fx] (prf,.]
’

gst-a-dire a f, = f., , XA = A d'apres 1'irréductibilité de p .

p ¥ A

Lemme 4
La fonction f, positive sur G qui vérifie p#* FA = afl , fk(e] =1 ,
Fx(gn) = FA (g) A(n} pour une exponentielle A sur N est extrémale dans

1'ensemble des mesures de Radon u  vérifiant p <y = au
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Démonstration

Si fA n'est pas extrémale dans H, , elle peut s'écrire d'apres le
@)
théoréme de représentation intégrale de Choquet appliqué 3@ la base compacte B de

H, définie par f(e) = 1 sous la forme :
£ o= 0
Ao .,."’B

ol v est une mesure bornée sur B portée par les points extrémaux de B . On en

nld \)(ﬂ)

déduit :
VneN ) = fnm)dwn)
/g

Soit alors o, = f un point du support de y tel que Aq soit distinct

A
1
de Ao et considérons une direction de N dans laquelle Al/xo tend vers 1l'infini

cette propriété reste valable dans un voisinage de ), et donc, comme 1l'application

1
qul associe & n sa restriction & N est continue, il existe un ensemble B1 de
mesure positive pour vy sur lequel n/xo tend vers 1'infini dans la direction
considérée. Ceci contredit, d'aprés le théoreéme de Lebesgue, la relation :
1= [ /g dulm > J 0 /a (o du(n)
-~ B B1
Le support de y est réduit a f)‘0 , qui est donc extrémale.

Lemme 5

L'application A + fA est un hoﬁ%nbrphisme de N” sur son image dans

le cBne des mesures de Radon positives.

Démonstration

La continuité de 1l'application fA + A est immédiate d'aprés la propositior
Inversement, soit A, une suite de N convergeant vers ) et observons d'abord
que, P()) étant convexe donc continue, la suite ﬁ(xn) est bornée supérieurement.

La condition fx (e) = 1 montre alors que l'ensemble des fk est relativement

n n
compact. Si 1'on considére une sous-suite de fA convergeant vers la mesure posi~
n
tive u , l'équation p %-fx = ﬁ(kn) fA fournit la relation p » u = By
n n

et la condition :

f = N
An(gx) fxn(g) xn(x) , (x&N)



fournit

=& =a(x)- , {xs N,
X

Lsci montre, d'aprés le lemme 3 que p  est colinéaire a fk dg et la condition

fk (e) = 1 montre que u = f . On =n conclut que f converge vers f

" A An A

Un peut maintenant énoncer et démpntrasr le théoreme de cc paragraphe :

Thioreme

Soient G un groupe localement compact engendré par un compact et possc-
dant un sous-groupe nilpotent N formé et distingué tel gque G/N soit compact,
o une probabilité irréductible sur G qui admet une densité continue ct & support
compact par rapport & la mesure de Haar dc G .

I1 existe alors une fonction continue unique sur G x N notée

fleg,nl) = fx(g) telle que p«x f soit proporticnnelle & FA , f,(e) = 1 ot

A
Tx(gn) = fx(g] A(n) . La fonction A} définie par p = fx = /M) f ast
strictement convexe et G-invariante.

Les solutions positives extrémales de 1l'équation p « f = af sant les

fonctions fA[g) avec P(A) = a et toute solution s'écrit sous la forme :

flg) =‘f. fx[g] dv (A)
N

ol v est une mesurc bornée portée par 1l'ensemble compact A(A) = a et unigue-

maent déterminée par f .

Cémonstration

L'existence de la fonction continue fx(g] vérifiant fk(e] =1

Fx(gn) = fA(g] Aln) et p *'fk = B(A) fA a été prouvée au lemme 3. La continuité

~

de f(g,\) per rapport & l'ensemble des deux variables g et A découle du

lemme 5 et de la proposition 1 précisant la topologie de L~j Ha . Le fait que
ayo

5(A) est G-invariante découle du fait gque, si FA vérifie

px T, = pA) L

on a aussi :

g
*
—_
—+,
b d
)t
(o]
[122]
Nt
|

= 6) IFA*-Gg] s

et de plus
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La nature des solutions extrémales de p -+ f = kf a été étudiée aux
lemmes 1 et 4. La derniére assertion résulte du théoréme de représentation inte-

grale de Chogquet st de 1'homéomorphisme signalé dans le lemme 5.

Corollaire

4\(—
Si G est transitif sur les directions ds N , Oon a pour tout A de

NS p(A) > 1 et les fonctions harmoniques positives pour p sont constantes.

-

Démonstration

L'orbite d'un élément A de N*' sous G est une sphere de centre
Ao = Id par hypothése. Puisque {(A)} ast convexe et invariante sous G on a donc
Bl 0) < pA) ,
c'est-a-dire : p(A) > 1 .,
D'aprés la stricte convexité de p on peut affirmer que le minimum de

A(A) est atteint en 1l'unique point Ao = Id . De ceci découle la fin ds 1'énoncé.

Remarques

I1 résulte en particulier de cet énoncé que les harmoniques bornées sont
constantes, ce que 1l'on peut obtenir de maniére différente et sous des hypothéses
plus faibles concernant G et p (B).

Le corollaire s'appligue par exemple au groupe des déplacements de
R" (n22) . Pour n =2 on peaut l'obtenir directement, avec des hypothéses plus

faibles sur p , en tenant compte de la propriété de récurrence de la marche

aléatoire associée a8 p (3) .
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