J.P. CONZE

Remarques sur les transformations cylindriques et les
équations fonctionnelles

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1976, fasci-
cule 2
« Séminaire de probabilité I », , exp. n°3, p. 1-13

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1976___ 2 _A3_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1976___2_A3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

REMARQUES SUR LES TRANSFORMATIONS CYLINDRIQUES ET

LES EQUATIONS FONCTIONNELLES

J.P. Conze

Sorent (X,u,T) un systéme dynamique, ¢ wune ap-
plication mesurable de X dans Rd. On note m la mesure de
Lebesgue sur Rd. On définit une transformation (cylindrique)
S sur X x Rd en posant S(x,y) = (Tx, y + ¢(x)). La trans-

formation S laisse invariante la mesure produit u x m.

Etant donnée unefonction £ sur X, on note Tf
la fonction définie par Tf(x) - f(Tx), x € X, et on écrit

d

d
<i,y> pour Aiyi s Ay Vv e R

Dans la suite, nous considérons deux types d'équa-
tions fonctionnelles dans lesquelles ¢ , resp. v,, est la

fonction inconnue

Tw=¢+¢,(1)>

Ty, = 82n1<k,¢> wx s, (2), ou A est fixé dans R

A

1. leergodicité et égquations fonctionnelles

Théoréme 1 [M. Herman] = On suppose (X,u,T) ergodique. IL existe
f e Ll(uxm) Lnvardiante par S, non nulle, 44 et seulement 54

L'equation (1) a une soclution mesurable
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Preuve : Soit ¢ une solution mesurable de (1). La trans-

formation S est alors conjuguée de Tx Identité, via la aon-
jugaison définie par (x,y) —> (x, v + y(x)). Elle laisse

1
donc "beaucoup" de fonctions de L (uxmr) invariantes.

Nous é&tablissons maintenant l'implication inverse.
. i . . . ,
Soit f € L {uxm) invariante par £ , 1.e. telle que
f(Tx, v + ¢(x)} - f{x,y), uwxm-po. Considérons la transformée

de Tourier nartielle de f en vy

F(x,1) = [ o Flx,yde 2T Y gy
R

Posons wA(X) = f(x, =-A)

D'apreés Fubini, pour presque tout x , la fonction
y —> f(x,y) est intégrable et donc, pour presque tout x ,

la fonction X —> wA(x) est continue

Comme f est invariante par S , on a

] > . 1 & (%)
wx(Tx) ff(Tx,y) e2ﬂl<x’y dy = ff(TXa y o+ 6(x) 82W1<Aay+¢ XJ)>

e2nl<x,¢(x)>If(X,y) e?ni<A,y> d e?n1<x,¢(x)>

y wx(x) .

d .
Pour chaque valeur de x € R, la fonction wk est

donc solution de (2). Ceci implique, en particulier, le sys-

téeme (X,u,T Ztant ergodique, que lc module wal de vy

est presque partout égal & une constante d(ix). Il est clair

que la fonction X —> d(A) est continue. Soit A = {d(x) % O}.

Si l'ouvert A =est vide, alors f e<t nulle. Supposons £
non identiquement nulle, et donc A non vide, et montrons que

1'équation (1) a une solution mesurable vy

dy
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Nous allons construire, a partir de (wx, X e A,

d . .
pour chaque valeur A dans R une fonction hA solution

de (2), de fagon que l'application x -—> h, soit un homo-

. . d
morphisme continu de R°.

Etant donnés des entiers k et k' positifs, consi-

dérons l'ensemble C(k,k') formé des'couples ((Al,...,xk) R
k k
.0, ))  vérifiant izl A, o= jzl oy s Ai’aj e A, 1<i<k ,

(al,..

1<j<k'. D'aprés les conditions imposées aux Ai et aj, pour

((Al,...,kk), (a

R
. i
Ty, sont des solutions non nulles de la méme équation fonc-
33

tionnelle multiplicative. Comme (X,u,T) est ergodique, ces

.,ak,)) e C(k,k'"), les fonctions Ty, et
i

fonctions sont proportionnelles : il existe une constante

C (Al,...,kk,al,...,ak,) telle que

k,k'

Hwk.(x) = Ck,k' (Al,... al""’ak') @wa (x), (3)

i s

Les fonctions intervenant dans cette inégalité sont
mesurables par rapport a l'ensemble des variables. En appliquant
Fubini, on en déduit gque, pour presque tout x , l'ensemble

des couples ((Al,...,kk),(al,... )) dans C(k,k') ne véri-

’ak'
fiant pas (3) est négligeable dans C(k,k"')
Comme cde plus les fonctions considérées sont, pour

presque toute valeur de x , continues comme fonctions des
Ai et des Aj , on voit qu'en fait, pour presque tout x ,
la relation (3) est vérifiée pour tous les couples ((Al,...,kk)-,

(al,...,ak,)) dans C(k,k'). Fixons un X, pour lequel la
relation (3) est vérifiée, pour tous les couples dans C(k,k'),

quels que solent k et k'.
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Soit H 1le semi-groupe engendré dans Rd par A .

Pour B =.§ Ai , dans H , posons hB = wa. / Hw).(xo)
1=1 1 1

D'apreés le choix de X, o la valeur de h ne dépend pas de
la décomposition de B wutilisée pour la dé&finition. On a

d
donc, pour BR,R' € H , hB+B' = hB hB' . Tout X» dans R
est de la forme X = g-B', avec 2, R' € H . La relation pré-
cédente montre que si 1'on pose hy, = hshé% , pour A = B-g' |

B,B' € H, on obtient une valeur indépendante de la décompo-

sition de A et telle que hA+A' = bAhA' . De plus, 11 est
clair que la fonction A —> hx (x) est continue pour presque
tout x .

Ceci implique l'existence d'une fonction ¢ mesurable,

e2ni<A,w>.

de X dans Rd, telle que 1l'on ait : h La fonc-

tion ¢ est solution de (1).

2. Relation entre les équations (1) et (2)

I1 est clair que, si 1'équation (1) posséde une so-

lution mesurable ¢ , 1l'égquation (2) posseéde, pour tout A e Rd

>
une solution mesurable ¥, de module 1 . T1 suffit de prendre

wA = exp 2mi<A,y>. Inversement, d'aprés la démonstration du
théoréme 1, sil'équation (2) possede une solution ¥, dépendant
(pour presque tcut x) continument de X , avec vy $ 0 pour

A dans un ouvert non vide, alors 1l'équation (1) posséde une

solution mesurable.

Nous allons montrer que ce résultat reste vrai sans

conditions sur la régularité de ¥, par rapport a .
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“

Théordme 2. On Auppose (X,u,T) engodique et L' (u)

separable. SL L'équation (1) n'a var ce solution mesurable,
L'equation (2) n'a pas de solution oy mesunrable non nulfle

pour presque toute valeur de i

Preuve : Nous allons raisonner comme dans la démonstration du
théoréme 1, mais en montrant d'abord une propriété de mesura-
bilité de ¢, Dpar rapport a A

On considere 1l'équation (2) : Ty, = exp 2wi<A,¢>wA
Soit A 1l'ensemble dans X e Rd pour lesquels cette équation
a une solution ¥, mesurable non nulle. Supposons que A soit
non négligeable.

Considérons une famille F dénombrable dense dans
Llw. Pour g € F, soit A e G {x» e A : |fgwxdu] > e}, ol €

est un nombre > 0. Puisque A est non négligeable, il existe

g. e F et e, >0 tels que A = B soit non négligeable.
1 1 g13€1

Montrons que, pour XA € B, la fermeture de B , il existe une

solution GA de (2) mesurable non nulle.

oc

ConsidZrons sur L la topologie faible o = O(Ll,Lm).
Comme T préserve la mesure, l'opérateur défini par T sur
L” est faiblement continu. D'autre part, d'aprés le théoréme
de Lebesgue, l'application de Rd x L dans L définie par

e2wi<k,¢>h

(x,h) —> est faiblement continue.

I1 =n résulte que toute limite faible h d'une cuite
(wA ), telle gque 1lim xn = A , vérifie 1'équation fonctionnelle

n n

e2wi<x,¢>h

Th Deux telles limites faibles h et h' sont

donc proportionnelles, si elle sont non nulles.

Remarquons encore que, la condition [fgwxdul > €

étant vérifiée sur B , on a, pour toute limite faible h d'une
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suite (wx ) avec An e B et l%m xn = A, 1l'inégalité
n

| fghdu| > ¢ . En particulier, cette limite h est non nulle.

Soit A € B. Par la compacité faible de la boule

unité de L°, on peut trouver une suite (An) dans B telle

que l%m An A, et limwx existe pour la convergence faible.
n
n

Posons 6, = lim vy / fgy, du. D'aprés ce qui précéde, la va-
n n n
leur de 6, est indépendante du choix de la suite (An) . De

plus l'argument habituel d'unicité prouve la continuité pour

la topologie o¢ de la fonction A —> 6, définie pour B

Sur l'espace mesuré (X,u) considérons une suite

(Kn) de noyaux formant une identité approchée. D'apreés 1la

continuité faible de A —> ex, les fonctions

A —> fex(x') Kn(x‘,x) du(x') sont continues pour tout x .

Comme on a 1lim fek(x') Kn(x',x) du(') = ex(x) pour presque
n

tout x , il en résulte que, pour presque tout x , les fone-

tions A» —> ex(x) sont mesurables.

Reprenons maintenant la fin du raisonnement dans la
démonstraticn du théoréme 1. Choisissons un x, tel que 1l'en-
semble des couples ((Xl,...,kk),(al,...,ak')) dans C(k,k")
ne vérifiant pas (3) soit négligeable dans C(k,k'), quels que
soient k et k'. Si 1'on a choisi X tel que A —> ex(xo)

solit mesurable pour X € B , on peut trouver un fermé D de

mesure positive dans B tel que 12 restriction de A —> Gl(xo)
d D soit continue sur D . Les fonctions en Al,...,kk,
GpsesesOyy o intervenant dans la relation (3) pour x = xg

sont continues si l'on restreint les xi et les o, a D .

Ainsi la relation (3)(pour x = xo) est vérifiée sur 1l'ensemble



D(k,k') = {((Al,...,xk),(al,...

k k
s O ')), )\-,U.- ED, z A =20L.}.
k 1’7 7 1

Comme D est de mesure positive, le groupe engendré

par D dans Rd est égal ‘3 Rd . On peut alors terminer 1le

raiscnnement comme dans le théoréme 1.

3. Systémes cylindriques sur les tores guotients

Pour chaque tore quotient de Rd , on peut considé-
rer le systéme cylindrique défini par passage au quotient &

partir de S , soit encore, pour chaque A e Rd , le systéme

cylindrique SA défini sur X x Td par (x, y mod 1) —>

(Tx, y + A2¢(x) mod 1)

Supposons (X,u,T) ergodique. On sait que SA est

ergodique sur X x Td muni de la mesure produit si et seule-
. d p . .
ment si, pcur tout p € Z -{0}, 1l'¢quation fonctionnelle

271D A b .

Ty, = 1 1¢x n'a pas de solution mesurable non nulle by .

A

Un corollaire du théoréme 2 est donc, que, pour pres-

que tout A e Rd, le systéme S, est ergodique.

Nous allons montrer directement que cette propriété

-~ . ~ Ld . - d

est équivalente a la "Ll-ergod1c1te" de S sur X xR
(i.e. au fait qu'il n'y a pas de fonction intégrable non nulle

. . d
invariante par S sur X x R7).

Cette démonstration fournit, via le théoréme 1, une

nouvelle preuve du théoréme 2.
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Théoréme 3. On suppose (X,u,T) enrgodique, Ll(u)

séparable, et ¢ a valeurs entiernes. ALons Les conditions sud-
vantes sont équivalentes

(1) La transformation S est Ll—e&godique surn X x Zd ;

(I1) La densité dunombre de passage du systime en 0 est nulle

(I11) pour presque tout X e pd , La transgormation Sx est

.
’

. d
engodique sun X x T

Preuve : La densité du nombre de passage du systeéme en 0 est

N-1
.. .1 n, .
la limite de la moyenne : N % 1xx{0}(8 (x,0)) , moyenne qui,

d'apreés le théoreme ergodique converge. La limite est une fonc-
tion de Ll(X x Zd) invariante par S . Elle est donc nulle,

si S est Ll—ergodique. Ceci montre que (I) implique (II)

Montrons que (II) implique (III). Soit h wune fonc-

tion mesurable bornée sur X et p e Zd—{O}. Posons
N-1 n
s(N,2,%) = § h(T™x) exp(2rirp(] 6(T¥x)))
0 1

D'aprés le théoréme ergodique appliqué 3 la fonction

2mipy et 4 la transformation SA , la limite

YA(X) de % ¢(N,x,%x) existe pour presque tout x et tout A

(x,y) —> h(x)e

En utilisant la séparabilité de Ll(u), on voit que, pour prou-
ver l'ergodicité de SA pour presque tout A , il suffit de
montrer que Yy = 0 , pour presque tout A . Ceci va résulter

d'une estimation de ff|¢(N,A,x)|2 diadx

Un calcul simple (intégration en X ) montre que
cette intégrale tend vers 0 , quand N tend vers 1l'infini,

si la densité du nombre de passage du systéme en 0 est nulle.

Enfin, pour montrer que (III) implique (I), il suf-
fit de reprendre la premiére partie de la démonstration du théo-

réme 1.
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Revenons maintenant au cas ol ¢ est a valeurs
d . .
quelconques dans R~. (On suppose toujours (X,u,T) ergodique

et Ll(u) séparable).

Théoreme 4 . La fransformation S est L1~ergodique

sun X x R s4 et seulement 84, pour presque ftout A e RY

La trnansformation S, est engodique surn X x rd

Preuve : Suppecscns S Ll-ergodique sur X x Rd. Soit ko

tel que SA ne soit pas ergodique (si toutefois un tel AO
o

existe). On sait gqu'alors il existe p ¢ Zd—{O} et h me-

surable de module 1 vérifiant la relation Th = e2ﬂlzPiAi¢ih

Posons Al = pxo . Soit ¢ telle que einc = h
La fonction % ¢+z-Tz est & valeurs entieres. La transformation
1
s' définie par (x,y) —> (Tx,y+% 6 (x)+z(x)-Trz(x)) est conju-
1
guée 3 S . On peut alors appliquer le théoréme 3.

Pour é&tablir la réciproque, on reprend le début de

la démonstration du théoreéme 1

4. Unique ergodicité

Supposons maintenant que X soit un compact, T une
transformation continue sur X et que le systéme (X,T) soit
uniquement ergodique, i.e. qu'il n'existe sur X qu'une mesure

de probabilité invariante par T . On note u cette mesure.

Théoréme 5 . S4 (X,T) est undiquement ergodique, 44&

s . d
existe une mesure de probabilité invardiante pan S sur X X R,
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A4 et seulement s4 L'Equation gonctionnelle (1) a une s0lu-

tion mesurable v

Preuve : La preuve, comme l'énoncé, est plus ou moins classi-
que.
. c e s d . .
Solt P une probabilité sur X x R invariante
par S . Nous allons montrer, par un procédé classique de
~ - » . . 3 1
régularisation, qu'il existe des fonctions dans L7 (uxm)

invariantes par S

Pour toute fonction u > 0 continue bornée sur R~ ,
la mesure de Radon P¥u définie par
(P¥u) (f) = [[f(x,y+z)u(z)dP(x,y)dz, f e Cy (Xde) est in-

variante par S

. . . ~ n
Si1 g est une fonction continue bornée sur X x R

ne dépendant que de x , 1l'unique ergodicité de T implique

[ g(x)dP(x,y) = [ g(x)du(x) . Pour f e C, (XxRY), on a
X xRd X k

donc

(P¥1)(£) = fff(x,y+z)dz dP(x,y) = f(ff(x,y+z)dz) dP(x,y) =

n

J(Jf(x,y)dz) du(x) = (uxm)(f)

. . +
D'autre part, on a la majoration, pour f e C k(Rd)

0<(Pxw) (£)<||ul|_ [[f(x,y+z)dz dP(x,y) = ||ul||_(P*1)(£f) =

= lul|_Cexm) (£)

La mesure P % u a donc une densité ¢u par rapport
d u x m, qui est invariante par S . Si u est & support
compact, P % u est finie et ¢u est dans Ll(uxm) . D'apres
le théoréme 1 , ceci implique que 1l'équation (1) a une solution

mesurable.
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Théoreéme 6 . S4 (X,T) est undiquement erngodique, et

84 L'equation (1) n'a pas de solution mesurable, pourn presque
tout X € Rd Lo thans formation Sy Adun X x Td est undque-
ment ergodique.

Preuve : Il suffit d'appliquer les théorémes 4 et 1 et le fait
bien connu que 1l'unique ergodicité de SA résulte de 1l'ergo-
dicité de SA pour la mesure produit sur X x Td, des que T

est elle-méme uniquement ergodique. On notera que la démonstra-

tion de ce fait est essentiellement celle du théoréme 5

5. Remargues

1. A partir du théoréme 6 , on déduit facilement des

propriétés d'équirépartition dans Rd pour les suites
n

) 6(T"x), n € N), quand T est uniquement ergodique (par
1

exemple une rotation irrationnelle) et ¢ suffisaqment régu-

liére (cf. par exemple |1]).

2. Mentionnons encore le résultat suivant, qui est
simple 3 obtenir et permet de construire des suites équirépar-
ties sur les quotients compacts de groupes nilpotents, en se

d
ramenant au cas de R

Théoréme 7. Sodent N un groupe de Lie nilpotent

connexe et simplement connexe, N' son groupe dérivé T un so0usd-
ghoupe discret de N tel que N/T so0it compact. Soit ¢ une
application mesurable de X dans N . La transformation cylin-

drique S1 définie sun X x N/T par (x,y ) —> (Tx,¢(x)yl) est
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engodique poun £a mesure produdlt (resp. undiquement ergodique)
A4 et seulement 54 La thansformation quotient S définie sun
X x N/N'T par (x,yN'T) —> (x,¢(x)yN'T) est ergodique

(resp. undquement enrgodique).

3. Dans le cas ol la transformation S est ergo-
dique sur X x Rd » les transformations S, sur les tores
quotients sont ergodiques, pour chaque X , alors que la
"Ll-ergodicité" n'implique (3 priori) l'ergodicité des trans-

formations S que pour presque tout A . On peut poser la

A
question d'une réciproque : l'ergodicité de S, pour chaque A
implique-t-elle 1'ergodicité de S sur A x Rd ?

4. L'un des points de départ de ce travail a été
une conversation avec M. Herman, qui utilise un cas particu-
lier du théoreme 5 pour la construction de difféomorphismes
minimaux de certaines variétés. Outre la démonstration donnée
par M. Herman, il existe (au moins) deux autres démonstrations
du théoréme 2, ou de résultats proches de ce théoréme. L'une
vient de m'é&tre communiquée par H. Helson [2]. L'autre, mention-

née dans [2] , se trouve dans un article de T. Hamachi, Y. Oka

et M. Osikawa [3] .
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