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EQUIREPARTITION ET ERGODICITE DE TRANSFORMATIONS CYLINDIRQUES

JP CONZE

(Université de Rennes)

1 - Introduction

Nous étudions dans ce travail deux problémes 1iés a la donnée de la
rotation définie par un nombre irrationnel o et d'une fcnetion p 3 valeurs dans

un groupe G , définie sur X = R / Z et constante par morceaux .

Le premier probléme, qui se formule quand G est compact, est un

probleéme d'équirépartition . Rappelons qu'une suite (un) d'éléments d'un groupe
compact G est dite équirépartie, si, pour toute fonction h continue sur G ,
on a
lim + nilh( ) = [, hig)d

noog Y g M&9E

n

Nous cherchons ici des cénditions sur «p pour que la suite
n-1
() H(X + Ka), n € N) soit équirépartie dans G , pour tout x e X . Cette
0
propriété est étroitement liée a 1'ergodicité du systéme défini sur X G muni
du produit des mesures de Haar par (x,g) + (x + o , “YP(x) g)

Le deuxiéme probléme que nous abordons est celui, plus difficile, de
1'ergodicité de ce systéme quand G n'est pas compact. Il s'agit alors d'un sys-
téme (transformation cylindrique) sur un espace de mesure infinie et son caractére
ergodique met en jeu des propriétés des itérées de la rotation x > x+a sur R/Z plus
fines que dans le cas compact. Nous nous bornerons ici au cas G = Z , en utilisant-
une méthode propre au caractére discret de G mais susceptible de s'étendre 3 un

cas plus général. Ces deux problémes peuvent &tre formulés indépendemment 1'un de

1'autre, mais sont 1iés par le rdle que joue une équation fonctionnelle




du typs : flx+a) = Q(x) f(x) , od 1l'inconnue f est une fonction mesura-
ble de X dans G

Dans tout le travaeil, nous ferons des hypothéses trés restricti-
ves sur la fonction q’(essentiellement sur la nature arithmétigue des
points de discontinuité de \Q). et également dans certains cas sur la natu-
re arithmétiqus de «

Les résultats obtenus prolongent ceux de H. Furstenberg [2]
et de W. Veech [7], EV] , en cs8 gqui concerne le premier praobléme. Le pro-
bléme de l'ergodicité des flots cylindriques a été traité dans un cas pear-
ticulier par K. Schmidt [B] , et par A.BKrigin [4] dans des cas particu-

liers pour G =R ou Z .

2.- Notations

Le cercle R/Z muni de la mesure de Lebesgue U est noté X
Il est commode d'identifier X & 1'intervalle [p,1[ » 8t, pour un réel
Yy son image y mod 1 dans R/Z & sa partie fractionnaire notée {y} .
Une fonction définie sur X est également identifiée & la fonction pério-
digue de période 1 qul la prolonge sur R

Rappelons quelgques résultats de 1la théorie des fractions conti-
nues (veir J.W.S. Cassels [1]].

Pour tout y réel, on pose Ilyll = inf |y-nl .
ne?

Soit o un nombre irrationnel, 0<a<1 . Soient (an] la suite

des quotients partiels de a et (p ) la suite des convergenfs de a .

n/qn

Pour n 2 2 , les rationnels pn/q sont les "meilleures approximations”
n
de o dans le sens suivant

[kall > {]q al], pour 0 < k| <q_,, .

Les qn sont premiers entre sux et reliés par les relations de récurrence



La vitesse d'approximation de o par les pn/q est donnée par les iné-
n
galités
1 1 1
< lla_all < < ,on o> 1 .
(an+2an ,n : qn+1 anqn
Il en résulte que 1'on est toujours dans 1'un des cas suivants : ou bien la

suite (an) tend vers 1'infini, et dens ce cas on a :

lim a, llaall =0

ou bien 11 existe un nombre ¢ > 0 et une sous-suite (qn ] de la suite

K
des dénominateurs des convergents de o telle qus
fla_ al] 2 =, k 21 .
n g
K nk

3.- Etude d‘'une équation fonctionnelle

Dans toute la suite, nous considérons une fonction \p définie
sur X & valeurs dans un groupe topologique G . Nous ferons sur G et

sur \P ~les hypothéses suivantes :

- 6 est un groupe topologique muni d'un métrique &6 bi-inva-
riante, c’'est-a-dire telle que
8(gh,gh') = &8(hg,h'g) = 6(h,h"') ,
pour tous h,h’',g dens G . Les groupes topologiques abé-
liens, compacts, discrets sont des exemples de groupes to-

pologiques possédant une métrique bi-invariante.

- La fonction \P est constante sur les intervalles d'extrémité:s

t; sur le cercle, Yix) = Ai , pour x etti’t101[ ,
i=1,...,s (avec la convention s+1=1). Il est naturel de
supposer qu'on a Xi # Ai+1 pour 1 = 1,...,8 . Sauf men-

tion contraire la fonction \P est supposée non constante,

ayant donc au moins un point de discontinuité.



Théoreme 1.-

Sodit ¢ une fonction de X dans G , conslante paxr morceaux,
dont Les points de discontinuite 2., L =1,...,8 , sont nationneds.
Pourn tout irnationnef o, L'tquation gonctionnelle

fix+a) = pix) g(x) , (%)

n'a pas de solution 4 mesurable de X dans G .

Preuve.-
Soient ti = ri/di , 1 =1,...,8 , les points de discontinuité

de a . Posons d = d1...dS . Considérons la suite (qn] des dénominateurs

des convergents de o .
a) Traitons d'abord le cas oG il existe une constante ¢ > O

et une sous-suite (qn } telles que q, Hqn all; c .
K K k

Posons mk = partie entiére de qn/// . D'aprés les propriétés
k/d

de qn , On a

n

[13dal] > Ila_ oll > t/q,
K K

pour O < |J| < m. -
1-‘k

Soit la partition du cercle an les intervalles d'extrémi-

tés {ti-ja} » 1 =1,...,8 , 0<J <m, . Deux points gquelconques distincts
de cette forme sont & une distancs ||ti-Ja-(ti,-J’a]|| = |'§ + ua||,

avec u et w entiers, 0 < |u| <m Cette quantité est supérieure a

1 c c
—_— >
d q, - d2

K My

k .

2 |)dual| >

Pour tout entier £ >0 , posons
\?z(x] = Plx+(2-1)a) Yix+(2-2]Ja)... Ylx+a) Wlxl .

La fonction \fm est constante sur les éléments de la partition T

K K

Quand la variable x franchit 1'un des points {ti-Ja} » le facteur
Y(x+ja} correspondant présente une discontinuité d'amplitude 61=6[X1,li*1
Comme la métrique § est bi-invariante, cette discontinuité est cslle de


http://Mdu.ll

la fonction Y . Elle est au moins égele & 60 = inf éi >0 .
K i=1,...,8

Soit f wune sclution mesurable de 1'équation (%)}. Elle vérifie
la relation fX+Ra) = ?Q(X)'f(x) , pour tout entier £ > O

Soit €>0 . I1 existe un fermé F dans X da mesure supérieu-
re 8 1-€ tel gue la restriction de +f & F soit uniformément continue.
Soit n>0 tel que les conditions x,yefF , llx*yil<n impliquent

S(f(x),fly)) < 60/2

D’apreés la densité de la suite ({ja}), 11 existe ko tel que

la longueur de chaque intervalle de la partition Fk , pour k > Ko , soit

inférieure 3 n/ Considérons deux intervalles consécutifs J et J°

5

de Pk , avec k > ko . Si x et y sont deux points respectivement dans

J et J' , tous deux dans l'ensemble H = F(}(F-2a) , on a les relations
[ 1x-v]l<n., x,yeF ., ||x+2a-(y+2a)|]|<n, X+2a, y+2a cF ,

d’ol simultanément les inégalités

S(Ff(x),fly)) < 60

VI S({fix+La),fly+lal)) < 60/ .

2 2

Mais, a, a’, b, b’ ¢étant gquatre éléments de G , on a, d'aprés l'invarian-
ce de 6 et l'inégalité triangulaire

§{a,a') ¢ 8§(ab,a'b')+8(b,b").
On en dédult :

Gtwmk(xl.%%k(y)) £ th(x+mKa).f(y+mka]]+6[f[y).f(x)) < 60 .

Cette inégalité contredit le fait gue la distance entre les valeurs de

V%K sur J et sur I’ est supérieure ou égale a 60 .
On en déduit qu'étant donnés deux intervalles consécutifs de

Fk , 1'un des deux au moins est contenu dans le complémentaire de H . Le
numbre d'intervallas de Fk contenus dans H® est donc supérieur a la.
moitié du nombre total d'intervalles dans q{ , sait smk . Comme la lon-
gJueur de chague intervalle de FK est mincrée par > , on en déduit
d™m
k.
uiH®) 3 2% >0 .

2d



Ceci conduit & une contrediction, si1 on a pris € < — .,

b) Traitons maintenant le cas ol la suite (qn] vérifie
qn||qna|| + 0, c'est-&-dire 1& cas o0 la sulte des quotients partiels

| = ¢+ 0 , pour une suite

de o tend vers 1'infini. On a donc qi|u-pn/ n

9n

d'entier pn . Supposons d'abord qu'’on puisse extraire de la suite dgs
(qn) une sous-suite formée d’~=ntiers premisrs avec les dénominateurs des
ti . Notons ancore (qn) cette sous-suite.

Soient An la partition du cercle en les intervalles d'extré-
mités {ti-J pn/qn} » i=1,...,8 , 3=0,...,q, -1 et Y _ la fonction définie
par :

wn[x] = V(x+[qn-1]pn/qn]\f(xf[qn-ZJpn/qn)...Q(x+pn/bn] PYix) .
Cette fonction est constante sur les éléments de la partition An , 8t,
comme dans la premiére partie de la démonstration, on montre que les discan
tinuités de wn sont d'amplitude supérieure & 60 >0 . Comme 9, est

premier avec d , les intervalles de An ont une longueur supérisure &
II

dqn
Montrons que les fonctions qh et wn colncident sur un ensem
n
b . = = . :
le de mesure grande. Solt A_ {an wn} On a
c .
ALC i 9Oy £ 9ty p /o0 )
j=0,...,9 -1 n
n
d'oU 1
. 9 q (q_-1)
< o - = ———— .
H(An] £ 2s .§ 'JU 3 pn/q | 2s c, > < s c + 0
j=0 n 2 q,

Considérons comme précédemment pour un € > 0 wun fermé F tel
gue la restriction de f & F soit uniformément continue. Soit n > 0°
tel que les conditions x,yeF , ||x-y|]<n 1impliquent 6(f[x),€[y]]<60/ .

Prenons n assez grand pour que les intervalles de la parti- ’

tion An soient de longueur inférieure 38 n/ Etant donnés deux interval

2 s



les cansécutifs I et T° de An , 81 x et y sont deux pelnts res-

pectivement dans I et I° et simultanément dans An(\F (\(F-qna] , on

a, comme plus haut

S19 L).py y)) < 8
n n

Mais x et y étant dans An , on a également

Wq [x) = wn(x) 'qu {yl = wn(y) ,

n n

contrairement au fait que la discontinuité de wn est d'amplitude supé-
rieure a 60 . Il en résulte, comme plus haut, gue le complémentaire de

l'ensemble Af) Ff\(F-qnaJ a une mesure au moins égale a

Sqn 1

— . = =, ce gui conduit & une contradiction, si on a choisi
Y4 dqn 2d
3
: c < —
€ et n tels guse 2e + s n > d

c) Le cas général (sans hypothése sur les propriétes de l'irra-

tionnel o) résulte d'une modification de la méthode utilisée dans b).

Soient g et g deux dénominateurs successifs de la suite
n n+1

(pn/b )] des convergents de o . Comme ils sont premiers entre eux, il
n

existe, d'aprés Bezout, des entiers a et bn tels que 0$an,bn<d et

a g +tb g

X . , >
n n+ n9n+1 est premier avgc d On peut de plus supposer qu'on a bn,1

{dans le cas contraire, on raisonnerait en utilisant une sous-suite de 1la

suite (qn) camme précédemment]).

Posons vn = anqn+bnqn+1' wn = anpn+bnpn+1 . De la relation
- = + - .
pnqn+1 pn+1qn 1 , on déduit
W a
n 1 n d
a - —| & + < .
Vi 9n+q qn+2 qn+1(anqn+bnqn+1] q§+1

Considérons une suite d'entiers (ln], dont la définition seara
précisée par la suite. Soit Bn l'ensemble ol coincident les fonctions
lpl et ¢n définie par

n

W w w
- -1y -21-"1 n
¢n(x) -\P(x+(1n 1)Vn)\P(x+[2n Z}Vn)... Q(x*vn]\P(x) .



£
n 52,

Ona uB°) < sd ¢
n
n+1

La fonction ¢n est constante sur les éléments de la partition
W

n
A'n du cercle détarminée par les points de la forme {ti - j~v—~} .
y . n

i=1,...,8 , j=0,...,2n~1 et ses discontinuités sont d’amplitudes supé-

rieure a 60 > 0,. Comme vn est premier avec d, les intervalles de Fn ont

une longueur: supérieure a v
n

Le raisonnement déja feiten (b) montre gque, pour tout ¢ > O,

il existe un fermé& F tel gque, pour n assez grand, la mesure du complé-

kN

mentaire de Bnr\ F f\(F-Bna] soit au moins égale a

s’l'n . 1 s En

2 dv 2 q

On doit donc avoir :
2 ')

sd (—2 ]2 +2¢€ 52 o )
qn+1 ad~ qn*‘l
Prenons € < ——-E—g— . Alors le choix d'une suite (%)
) n
n 1 128d
telle gque 1lim = 3 conduit & une contradiction.
N—>c qn+1 2d

Dans le cas ot G est abélien, on peut, pour-certains irration-
nels « , wutiliser une méthode qui s'applique & une classe plus générale

de points de discontinuité t, , et donne un renseignement utile sur 1le

i
q, -1

comportement des sommes b {x+jal.
=0
temme 1

Supposons \p constante sun Les intervailes [ti’ti+1[ , 451,...,8 ,
et ayant une discontinuité o, au podint ;. Pour tout entien q > 0 et
tout indice 4, AL existe des ensembles B, et B', dans X tefs que :

(1) (B}, u(8';) 2 dnf llq(tp-ti)ll , 0l p dienit Les indi-

ces telsque qtb faqt;, mod 1,
q-1
(I1) fa fonction t \'(x+j/q) est conatante sur B et sur

§=0
B' ;



(IT1) Ra digférence des valeurns paises par cette fonction suxr
Bi et sun BL est de , 0t p décndit Les 4Aindices

Lels que qtp = qti mod 1 .

Preuve. -
g-1

Posons $(x) = L \Q(X+j/q). Cette fonction est invariante pear
j=0C

translation par 1/g, et constante sur les éléments de la partition A en
les intervalles d'extrémités {ti-j/q} » 1=1,...,8 , 0&j<q.
Supposons que l1’on n'ait pas qtp = qti , mod 1, pour tout p .

Soit {ti -to/ } 1'origine de 1'intervalle de A , de mesure non nulle,
o q

dont ti est l'extrémité (en parcourant le cercle dans le sens trigono-

métrique). Posons
ﬂ_f Ik [
B, = t, -3 +3y ) . (e -37 } .
17 5 1 "o //; 14

DEfinissons de méme Bi en utilisant 1'extrémité de 1l'intervalle de mesure
nor nulle de A dont ti est l'origine. Les ensembles Bi , Bi véri-
fient les conditions (I} et (II).

Le "saut” de ¢ gquand x passe d'un intervalle formant Bi

a l1'intervalle contigu formant Bi est la somme des sauts de la fonction

\P au passage des pcints tp tels gue qtp = qti mod 1 .
Nous devons maintenant introduire deux caonditions de caracteére
technique reliant la nature arithmétique de la rotation a et celle des

points de discontinuité de la fonction LP

Définition.-

Nous dirons que le couple formé d'un nombre irrationnel o et

de la famille t .,tS des points de discontinuité de \P vérifie 1la

IR

condition (A) : s'il existe une suite strictement croissante (kn) d'en-

tiers et un indiece 1 tels que



s sup k_ ||k al| < inf llkn(tp—tilll , pour tout p#i ,
n n
12 condition (A') : s'il existe une suite strictement croissante (kn)

d'entiers 'tels que

s s;p K l|kna]| < igf ]]kn(tp-ti)[l , pour tout op

et tout 1 , p#Ai .

Lemme 2.-

Sous La condition (A}, LL exdste €, 0 et poun chaque n

des ensembles Cn el Cé tels que
’ -
(1) u(Cn) , u(Cn)>eo ;
R -1
n

(11) La fonction L Plx*fal est constante sur C = ot sun
0

(I11) Za di4firence des valeuns prises parn cetfie gonction sun

. , . ) . .
¢, et sun Cn est 8gale a La discontinudlte o, dc \P

au poant ti .

Preuve. -
Posons € - inf. |Ikn[tp‘ti]||-s sup Kn!lkndl
n,p#i n
, k -1 k -1
n n
Soit AL = é Yix+jal) = g \-P(x+j/kn]} .
c
On a : WA ) s knllknall .

Soient Bi et Bi les ensembles (dépendant de n) construits
dans le lemme 1. Les ensembles C_ = A MB, , C' = A (B! vérifient les
n n i n n i

conditions de 1'énoncé. I.



Théoréme 2.-

Sous La conditdon [A), &'egquatdion foncticnnelle
§lara) = Plx} + 4(x)

n'a nas de scofution 4 meswrablfe de X dans G.

Preuve.-

D'apres 1+ condition sur les kn , on o Rna + 0 mod 1 . Cuit

~

tyne solution mesurable de 1'fgquation fonctionnelle. On peut, on extrayant

ay besoin une sous-sulito supposer ode 6(?[x+hpa],f[x)] -+ 0 , pour precsque

k -1
n
tout x . Il en résulte qgque la somme z \p(x+ju] converge, pour presgue
0

Ltout x , vers l1'élément neutre de G . Ceci est en contradiction avec la

civnclusion du lemme 2.

Wl tdes
1) 51 les points de discontinuite t, sont rationnels,
L
la condition ( A" ), a8 fortiori ( A ), est vérifiée dés qu'il existe

e sdite [kr) A'entiers premiers avec les dernminateurs des ti et tels
!

o Knlfknull + 0. Cette: derniére conditicon est vérifiée par presgue tout

n {ou sens de la mesure oe Lebesgue sur RJI.

2} Pogur tout irrationmel o, les concitions (A') et (A) sont

verifiées par presque toute famille [t1"""t5) de points de discontinuité de
(au sens de la mesure de Lebesgiue sur R°Y.

En 2ffet, peur tout irrationnel o , il existe une suite stricte-
et crolssants (kn] d'ecntiers tels que kn||Knat[ £ 1/2 . Par un résul-
tat classique de H. Weyl sur 1l'équidistribution [g] . on sait qu'étant dor
niée une suite stricterment croissante [kn] d'entiers, on a, pour tout in-

turvalle 1 de [0,1[ et presgue tout t

.1 =
lam N z 1I[knt) = u(I) .



En prenant I - ]3/4,1[ , 11 n'est pes difficile d'en déduire

5 .
pour presqgque toute famillsz (tﬂ""’ts) dans R une sous-suite (kn )
m

(f,—ti)ll > 3/4 , pour tou*t i,j , i#j , et tout r.

3) Le conditior (A"} sera utile cans le dernier paragraphe pour

prouver l'ergodicité de 1la transformation cylindrique associée & ¢ et

4) On peut montrer gue les conclusions du lemme 2 et Ju
théoreme 2  sont y6rifiées dans un cas plus général (il ==t possible
que pour certains indices 1 et p , on ait qn(ti-tp) + 0 mod 1) ; mais
cecl conduireit 3 une discussion trop technique sur les valeurs uas ciscon-

tinuité de q) .

5} Dans lec cas ol gP est &4 valeurs dans €-{C} , les conclusian:

théorémes 1 et 2 psuvent s'énoncer sous la forme suivante : l'équation

[9x]

de
f{x+a) =‘§(x) f(x) n'a pz2s de solution f mesurable & valeurs dans £ no
identiquement nulle. Nous donnercns une formulation plus générale, en ter-

mes de représentations, de ce type au paragraphe suivant.

6) Le cas of qﬁ est constante se treite de fagon
élémentaire s'il existe une soclution mesurable de 1'équation fonction-

nelle; on est alors rssentiellement dans le cas aU %) est a valeurs dans
c oz . . Zmipa
lc¢ cercle unité, sa vaeloeur constante étant de la forme e » DEZ , et

LA eZWlpx

[42)

f est égale, 38 une constante multiplicetive pre .
7) La méthode employée dans le théoreme 2 est celle

de Katok - Stepin [3:] , o0 est é&tudiée une éguation fonctionnelle du

type considéré ici. Lz m&éthode utilisée dans la prcocmiérc partie du thécréeme

1 @st plus proche de celle utilisée par Vesch dans [7].



4.- Equirépartition

Rappelons gu'une transformation T d’un espace compact X sur

lui-méme est dite uniquement ergodigue, s'il n’existe qu'une mesure de

probabilité sur X dinvariente par T . S5i de plus T est minimale (1'or-
bite sous 1'action de T de chaque point de X est dense), on dit que T
est strictement ergodique.

Le lemme suivant est classigue dans le cas ol \? est continue

(H. Furstenberg [2]).

Lemme 3.-
Sodient X un espace compact, T une transformation coniinue und-
quement ergodique sur X , avec undique mesunre de probabillit& invariante A,
G un groupe compact séZparnable. Soit p une application de X dans G
continue en dehors d'un ensemble fenrmé A-négligeable. Alons Les conditions
sudvantes sont Equivalentes
(1) La transformation S : (x,g) » (Tx, Ylxlg) est uniquemend
ergodique sur X x G ;
(11) La mesune produit m = XA x de sur X x G est ergodique
poun S ;
(IT1) pourn Zoute fonction continue § surn X x G et tout cou-

pLe (x,g) dans X x G on a
eim {7%1 §07% @I 1) @i 2x) L @lxig) = mig)
(1V) pourn toute repriésentation unditaire innéductible U de G
dans un Hilbent %% , L'équation fonctionnelle
o(Tx) = ulpix)) ¢(x) , (x x )
n'a pas de solution non nulle parmi Les applications mesu-

nables ¢ de X dans End(%W).

Preuve. -

al Fixons (x,gle X X 6 . Soit Vv une mesure de Radon sur



X X 5 telle gqu’il existe une suite strictement croissante (N )} vérifian

K
1 NK n
l1im — Z f(S (x,g)) = v(f) , pour toute f continue sur XXG .
K k 1

Montraons gue V  est invariante par S .

I1 est cleir que VvV se projette sur X en une mesure de proba
bilité invariante per T , donc se projette sur A . Scit f continue sur
X X 6 . Pour tout €>0 , i1 existe un ouvert (0 dans X tel qus
A{0) > 1-€ , et tel que f .8 coincide sur V = 0 X G avec une fonction
continue ¥ . On peut également supposer que Y vérifie

Hull, < e sty = THellg
et que 0O est de frontiére A-négligeable. L'image Sn(x.g] est dans V
s5i et seulemsnt si T"% est dans O . Comme 7T 1laisse invariante une uni
gque mesure de probabilité sur X (propriété d'unique ergodicitél}, on sait
que Tnx est dans 0 pour une suite d'entiers n de densité égale 3
A{a) > 1-€. I1 en résulte
Nk Nk

lim |ﬁL- f sV ix, g1y - ﬁl- ? pis"ix,g))| § et]|fl], + Hwll < 2ellfl]

k k k
D'autre part, on a
Ivifesi-viwy | < 2] ell vevey = 2]l av®y ¢ 2¢e] ], -
Orn en déduit’
[vifosi-vify| < aellf|l_

ce qui implique 1'invariance de Vv .

b)) Il est clair que (I) implique (II). Montrons que (IT) implic
{I), et donc (I1II) d'aprés ce gui précéde (et la séparabilité de G).

On procede classiguement de la maniere suivante : soit Vv une
mesure invariante par S . Par régularisation & droite, on se ramene au ci
oli VvV est invariante par S et absolument continue par rapport & m

L'ergodicité de m sous l1'action de S prouve alors gue Vv est égale 3

m .
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c)} De la condition (III) on déduit, par intéygration,
que m est 1'unigue mesure de probabilité de X x G invariante par

S . A fortiori, m est ergodique par 1l'ection de S.

d) Il rests a montrer 1l’équivalence de (I1) et de (IV).
Soit U wune représentation unitaire de G dans un Hilbert ’x et
soit ¢ une application mesurable non nulle de X dans End (QHT]
solution de 1l'égquation (xx). Alors la fonction (x,g} — U—1 (gle(x),
a valeurs dans End [t}f) , &st une ¥ nction invariante par S non

constante, et m n'‘est pac ergodique pour S .

Inversement, soit f wune fonction mesurable sur X x G,
invariante par S . On peut supposer f born&e. A chaque représen-
tation wunitaire irréductible U de G dans un Hilbert :ﬁf, asso-

cions la fonction ¢U définie par
¢U (x) = fG f (x,g) Ulgldg.

Si, pour toute U différente de la représentation triviale, est

%
nulle presque parctout, on déduit, G étant séparable, du théoreme

de Peter-wWeyl, gque f est constante.

Comme ¢U est une application mesurable de G dans
End (Zkf) vérifiant bme) , sous 1l'hypothése (IV),.on a
by = 0 presque partout et donc f est constante, ce qui prouvs

(1 . g
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Théoréme 3

Sodent a un nombre {vationned, @ une gfonction définie
sun X =R /T, constante sun KLes intervalles [t., 2, , [, @
exthemitis 2 nationnelles, a valeuns dans un groupe compact
abélien sCparnable G , et 4telle que ces valews engendrent un
sous-groupe dense dans G. AlLons ou bien La transfonmation S :
(x,g) —> (x +a ,p (x] g} est strnictement ergodique, avec pour
unique mesune Lnvardiante dm = dx x dg, et La suite

(@ (xtna )@ lx+{r-T)a )...p(x), neN) est Squind-
pantie dans G, ou bien S a un facteur (non engodique) défini

sun X x X de £a fomme

(x,y) —> (x+a, ytpa) ,

pourn un entien p f4x&.

Preuve

Comme la mesure m charge les ouverts, la stricte ergodicité de
S résulte de l'unique ergodicité de S. Soit 2’ un caractére de G .,
si 1'application x —> T( ¥ (x)) est constante, comme les valeurs prises
par \p sengendrent un sous-groupe dense de G , il est facile de construire
un facteur de X x G isomorphe & X x X sur lequel, si l'équation fonc-
tionnelle ¢({Tx) = ﬁlp[x]) $¢(x) a une solution mesurable non nulle, S
ss factorise en (x,y) — (x+a, y+pa), pour un entier p fixé, (cf. le rai-
sonnement analegue dans Veech [7]).

Si 1'on n'est pas dans cette situation, étudions 1'équation fonc-



tionnelie : ¢(Tx) =’X[\p[x]]¢(x).

On peut se ramener au cas o0 ¢ est a valeur dans le groupe des
nombres complexes de module 1. Le thécréme 1 permet de conclure gue 1'équa-

tion n'a pas de solution mesurable, On applique alors le lemme 3.

5.-Ergodicité de transformations cylindriques

Dans ce paragraphe, %) est une fonction définie sur X = R/Z ,

constante sur les intesrvealles [ti'ti+1[ , i=1,...,8 , a valeurs dans le

groupe Z .

Soit o un nombre irrationnel. Sur X x Z , la mesurs m produi
de la mesure de Lebesgue u par la mesure de dénombrement sur Z est in-
variante par la transformation (dite cylindriquel S : (x,k} » (x+a,k+¥P(x])].

Rappelons que, par définition, le systéme (X x Z,m,S} est
ergodique si, pour tout ensemble A mesurable dans X X 7 tel que S—1A C#

cno o= s m{A) = 0 ou m(A

Nous allons donner des conditions suffisantes sur o et tp poul
gque (X x Z,m,S8) soit ergodigue.

Remarquons gu'une condition nécessaire, d'aprés le théoréme ergo-

dique, est gue fxxpdu = 0 . Nous supposerons catte condition vérifiée dans
toute la suite. Cette condition impligque la conservativité du systéme, voir
A.B. Krigin Eﬂ .

Un outil important dans ce paragraphbe est 1'inégalité suivante
dle & Denjoy-Koksma [5] , qui est classigue dans l1'étude des difféomorphi

mes du cercle.

Lemme 4.-

Soit Y une fonction intéghrable sur X A valeuns néelles de
variation totale Vaxr(y) sunr X . Sodt q > 1 un entiern Zels que
qllqa])<1 . Alons on a, pour tout x dans X :

q-1
| = wlxtha) - q Sy vdu| < Yarly] .



Théoréme 4.-

Soit v définie sun X pan \?(x) =1, 0gx<1/2 ,=-1,
1/2 ¢ x < 1 . Poun toui srnatiornel a , Le systeme (X x Z,m,S), dEéfini pas

S{x,k) = (x+a,k+\{x)) est engodique.

Preuve.-

Dans toute la suite, les égalités ou inclusione entre ensembles
dans X seront sous-entandues & un ensemble wp-négligeable preés.

Soit A un sous-ensemble invariant par S &t de mesure non
nulle dans X x Z .

Pour j et =& dans #Z , soient

Bj = {xeX ;(x,3) €A}
et

c =B, NBS .

j.,a J j+a

Soit [kn] une suite strictement croissante d'entlers impairs
tels que knllkna||<1 . Une. telle suite existe car les dénominateurs de deux
convergents successifs de 00 sont premiers entre eux. Comme kna + 0 mod 1,

nous pouvons supposer, en remplagant au besoin [kn] par une sous-suite que

1C (x+kna) -+ 1C {(x) , pour tous Jj,aed, et presque tout x .
j'a j:a
k -1
n
Soit o, = {x : I \Yix+ka) = a , pour une infinité d’'indices n}
© 0

Comme Kna + 0 mod 1, cet ensemble est invariant par la rotation d'angle a,
et donc de mesure 0O ou 1 . Comme kn est impair, Da est vide pour a

pair. D’apres le lemme 5, on a :
k ~1
n
I & Wixekad| € 4
D

d'od X = LJDa , pour a = %4, 13 |
a

I1 en résulte que 1'une au moins des deux situations est réali-
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u(D1] = 1 , et dans ce cas, d'aprés \f(x+2] qﬂx) , également
u(D_1] =1
ou
u[03) = 1 , et, de méme, également u(D_a) =1 .

Dans le premier cas, nous allons montrser que Bj+1 = Bj , pour
tout entier Jj . Supposcons gu'aon ait u[Cj 1J > 0 , pour un entier j . Soif
b eCj 1/\01 . A partir d'un certain indice n(x), on a x*kna € Cj .0 et
donc (x,3} €A st (x+kna,j+1) ¢/\. Puisque xe;D1, il existe un indice
>
n, > nlx) tel que Ko-1

n
o)
z (x+ka) = 1 .
.
"o
Coci implique S “(x,]j) =(x+kna,j+1l et contredit l1'invariance de A . On
a)
a donc BJ C Bj+1 , pour tout j .
Un raisonnement analogue utilisant 1l'ensemble O_ montre que,

1

toujours dans le premier cas, on a également BJ{; Bj—1 » pour tout j
Ainsi les ensemblss Bj coIncident. Leur réunion est un ensemble de mesure

positive invariant par la rotation d'angle o , denc égal &8 X . On a donc

Ei = X , pour tout entier J , ce qui implique A = X X 7
Raisonnons maintenant dans le cas ol u[DB) = u(D_a) = 1 .
Comme précédemment, on en déduit 1'égalité Bj = Bj+3 , pour tout § .

Posons ¢(x) = {jeZ : (x,j) €A} . Pour presque tout x , 1l'en-

semble ¢(x) est non vide et inveriant par translation par l'entier 3 .

Si, pour un ensemble de mesure non nulle, ¢(x) contient

{s,1,2} , alors ¢(x) = Z , pour presque tout x , et donc A = X X 7 ,

En remplagant éventuellement A par son complémentaire, nous

pouvons donc, pour traiter le cas restant possible, supposer que, pour pre



gue tout x , seul 1'un des entiers 0,1 ou 2 est dans ¢(x). Soit f cet
entier. La fonction f est solution mesurable de 1'équation fonctionnelle
flix+a} = f[x]+\p(x) mod 3. D'aprés le théoréeme 1, cette éguation n'a pas

de solution mesurable, ce qui fournit une contradictionl.

Remarque : le théoréme précédent a été prouvé pour des valeurs particulie-

res de a., et par une mé&thode différente, par K. Schmidt [8] et A.B. Kri-

gin  [4]
Dans le résultat gui suit, nous revenons a une forme plus géné-
rale pour la fonction \P, mais nous devons faire des hypothéses sur o et

les points de discontinuité ti de kp

Théoreme 5.-

S4 Le nombrne innationnel o et Les points de discontinuité
t, de fa fonction \p vénifient La condition (A'), &4 Le sous-groupe engen-

dneé dans T pan Les diff{érences A .-:

i his1 2 L=1,...,8 lavec s+1=1) es2

Z , fe systeme (XxZ,m,8) defini par (x,k) + (x+a,k+ P(x)] est ergodique.

Preuve. -

Une grande partie de la démonstration est analogue a celle du
théoreme 4.

Soit A un sous-ensemble de mesure non nulle et invariant par
S de X X Z. Comme S est conservatif, on peut supposer A strictement

invariant, c'est-a-dire tel que (x,j)J €A si et seulement si S(x,j) eA.
kK -1

Soit & nouveau B, = {x:(x,j} eAl}, D, - {x: I \Pix+ka) = a, pour une infin:

J
té d'indices n} . Soit (kn) la suite d'sntiers donnés par la conditioh
(A').

D'aprés le lemme 5, il existe M tel que la suite
k -1

n
| X \?[x+ka)| solt bornée par M pour tout x .
8]



Les ensembles Da , invariants par la rotation d'angle a ,

sont de mesure 0 ou 1 . Montrons gqu’on ne peut evoir u(Da] = 0 , pour
k -1
n

tout a # 0. En effet, dans ce cas, les sommes ) Kf[x+ka] convarge-

raient vers 0 presque partout. Mseis d'apra&s la condition (A') et le lemrme

2, i1 existe €, > U et des ensembles Cn et Cé de mesures supérieu-
k -1
n
res a e, sur lesguels z (x+ka) @est constant, la différence das va-
0

lTeurs prises sur C’ et Cn étant une constante non nulle. Caeci fournit

une contradiction.

Spit a # 0 tel que u[Da) = 4 . En raisonnant comme dans 1la
démunstration du théoréme 4, on montre que, pour tout 1 , B1 Q;Bj+a , et

C B, . 0On a donc

de méme, en utilisant la stricte invariance de A , Bj+a* j

l'égalité Bj = Bj+a » pour tout je7Z .

Spoit ¢(x} = {keZ:(x,k)&A} . On a prouvé qu'il existe 2 # O
tel que ¢{x)+a = ¢(x), pour presque tout x . On peut donc considérer gue
¢ est une application de X dans l’ensemble des parties de Z/a7

Comme kna + 0 mod 1, on a alors ¢[x+kna) = ¢(x) , pour n2n(x}.
ot nl{x) < e« pour presqgue tout x

En reprenant la preuve du lemme 2, on déduit de la conditicn

{A’), pour chaque indice 1 , l'existence d'un eo > 0 , de sous-ensesmbles

C; , C'* et d'une constante u {que 1'an peut supposer fixe grace au lem-
n k=1
& i 10
me 5)  tels gque g \P(x+ka) = U+Ai sur Cn , = U+Ai sur Cn . Fn

prerant n  assez grand, on en déduit les égalités ¢(x)+ u+Ai=¢(x] et

Gx)+ U+)\i+1 = d(x) sur des ensembles de mesure non nulle, donc de mesure

1 d’'aprés 1l'ergodicité de la rotation. Donc pour presque tout x , ¢(x)

est invariant par translation par Ai+1_xi , pour 1=1,...,s. Comme les

différences Ai+1-xi engendrent Z , on en conclut que ¢{(x) = Z , pour

prasque tout x , et donc A=X x Z . |J}
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